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1 Einleitung

,Auf wieviele Arten kann man ein 2 x n-Rechteck mit Dominostei-
nen der Grofie 1 x 2 pflastern?*(Grieser [9], Vorlesung 2, S.7)

So lautet eine Aufgabenstellung aus dem Modul ,,Mathematisches Problem-
l6sen und Beweisen“ von Prof. Dr. Daniel Grieser im Wintersemester 2011/12.
Ist a, die Anzahl der Pflasterungen, ergibt sich fiir n > 3 als Losung die
rekursive Formel a,, = a,,_1 +a,_o. Dies ist genau die Definition der Fibonacci-
Zahlen. Man erkennt: Das Problem ist nicht trivial.

Wie sieht die Losung fiir ein m x n-Rechteck aus? Auf diese Frage fanden
P. W. Kasteleyn [11] sowie M. E. Fisher und H. N. V. Temperley [7] 1961
unabhéngig voneinander eine Antwort. Alle drei Manner waren Physiker und
beschéftigten sich mit dem Problem als eine Vereinfachung der Anordnung
zweiatomiger Molekiile in einem System (vgl. Fisher und Temperley [7], S.
1061).

In dieser Arbeit wollen wir uns zunédchst mit der Kasteleyn-Fisher-Temperley-
Formel vertraut machen, ehe wir im Hauptteil eine Herleitung des Satzes nach-
vollziehen. Dabei werden wir die Arbeitsweise von Kasteleyn iibernehmen. Sein
Artikel ,, The statistic of dimer on a lattice“[11] dient uns als Hauptquelle. In
einem abschlieBenden Kapitel soll der Grenzwert der Formel betrachtet und
damit die weitere Arbeitsweise von Kasteleyn beispielhaft skizziert werden.

Es soll nicht darum gehen, die physikalische Motivation der Herren Kaste-
leyn, Fisher und Temperley zu verstehen und das praktische Nutzen der Formel
zu untersuchen. Vielmehr steht die &sthetische Losung eines mathematischen
Problems, die Herleitung einer Formel mit vergleichsweise einfachen Mitteln
der Mathematik, im Vordergrund dieser Arbeit.
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2 Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel

Wir betrachten ein Rechteck der Grofie 2 x 2 und symmetrische Dominosteine
der Gréfle 1 x 2 und 2 x 1.

=

Abbildung 2.1: Ein 2 x 2-Rechteck und Dominosteine

Auf wie viele verschiedene Weisen kann man das Rechteck mit Dominostei-
nen so pflastern, dass es komplett ausgefiillt ist und sich dabei keine Dominos

iiberschneiden? Die Losung ist einfach: Es gibt zwei Moglichkeiten.

Abbildung 2.2: Mogliche Pflasterungen eines 2 x 2-Rechtecks

Betrachten wir ein 3 x 2-Rechteck, ist die Anzahl der Pflasterungen drei, bei
einem 4 x 2-Rechteck gibt es schon fiinf mogliche Pflasterungen. Wie sieht es
aber bei einem 6 x 5-Rechteck aus? Kann man die Anzahl der Dominopflaste-

rungen berechnen, ohne alle Moglichkeiten ausprobieren zu miissen?

Abbildung 2.3: Ein 6 x 5-Rechteck

Wie eingangs erwahnt, befassten sich Kasteleyn [11] sowie Fischer und Tem-

perley [7] mit dieser Frage und fanden folgende Formel.



Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel Ina Lammers

Satz 2.1 (Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel).
Seien m und n natirliche Zahlen. Sei m gerade. Sei @, ein m X n-Rechteck.

Sei Zyyn die Anzahl der Dominopflasterungen dieses Rechtecks. Dann gilt:

, 93mn . H,?Zl Hl%:1 (cosz(mk—L) + cosz(nl—L)) fiir n gerade

m n—1
93m(n—1) , 12, LA (cosQ(mk—L) + cos2(nl—jrr1)) fiir n ungerade.

Es ist erstaunlich, dass dieses Produkt immer eine ganze Zahl ergeben soll.

Wir iiberpriifen unser Ergebnis fiir das 2 x 2-Rechteck. Mit m,n = 2 gilt:

1 1
32 32

k l
Ty = 2222 HH <cos2(2 Il) + COS2<2:1>>

k=11=1
: 1l 2T
4 (cos (3) + cos (3))
4-(0.25+ 0.25)
2.

Fir das 3 x 2-Rechteck kommen wir mithilfe der Formel auf erwartete 3
Pflasterungen. Fiir diese beiden Félle stimmt der Satz 2.1 offenbar.

Jetzt setzen wir m = 6 und n = 5 ein.

1 km I
_936:(5-1) | 2 2
Zgs =2 II | (cos (6+1)+cos (5+1))
2 2m s
912, 2, 2,/ 2,7 24T 24T 2,
(COS(7)—|—COS(6)> cos(7)—|—cos(6) cos(7)—|—cos(6)

2m 2m 3T s 3m 2m
24T 24T 29T 2T 2,97 24T
(cos ( - ) + cos®( 5 )) (cos ( - ) + cos (6)) (cos ( - ) + cos™( G ))
—4096 - (0.8117 ... + 0.75) - (0.8117. .. + 0.25) - (0.3887 ... + 0.75)

- (0.3887...+0.25) - (0.0495 ...+ 0.75) - (0.0495. .. + 0.25)
~1183

Gibt es bei einem 6 x 5-Rechteck tatséchlich 1183 Dominopflasterungen?
Anstatt sie zu zdhlen, wollen ihr in Kapitel 3 zeigen, dass die Kasteleyn-Fisher-

Temperley-Formel funktioniert.
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3 Eine Herleitung der
Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel

3.1 Voriiberlegungen

Als Vereinfachung und aus Griinden der Anschaulichkeit stellen wir ein Recht-
eck @, mit einer Dominopflasterung C' im Folgenden als Graph dar. Dabei
seien die einzelnen 1 x 1-Felder des Rechtecks Knoten und die Dominosteine

Kanten zwischen je zwei Knoten. Ein Beispiel fiir eine solche Darstellung zeigt
Abbildung 3.1(b).

I I

| — I
LD ]
i

(a) Herkommliche Darstellung (b) Darstellung als Graph

Abbildung 3.1: Darstellung eines 6 x 5-Rechtecks mit einer Pflasterung C

Wir wollen die Knoten nummerieren. Bei einem Rechteck mit m Spalten

und n Zeilen nennen wir den Knoten in der i-ten Spalte und j-ten Zeile
p=(—1)m+i.

Dies ergibt eine zeilenweise Nummerierung der Knoten von links unten nach
rechts oben (vgl. Abbildung 3.2).

seapsd

i

Abbildung 3.2: Bezeichnung der Knoten eines 6 x 5-Rechtecks



Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel Ina Lammers

Ein Rechteck @, mit ungerader Anzahl Spalten m und Zeilen n lésst sich
nicht mit Dominosteinen pflastern, da in dem Fall die Anzahl der Knoten m xn
ebenfalls ungerade ist. Bei einer versuchten Pflasterung wiirde stets ein 1 x 1-
Feld unbedeckt bleiben. m oder n miissen also gerade sein, damit es fir Q,,,
Dominopflasterungen gibt.

Wir gehen in dieser Arbeit davon aus, dass die Anzahl der Spalten m gera-
de ist. Dann konnen wir jedes Rechteck @, ausschliefllich mit waagerechten
Dominosteinen pflastern, sodass fiir alle p € {1,3,5,...,mn — 1} die neben-
einanderliegenden Knoten p und p + 1 von einem Domino iiberdeckt werden.

Diese Pflasterung nennen wir die Standardpflasterung Cy (vgl. Abbildung 3.3).

10111
11111
10111

(a) Herkémmliche Darstellung (b) Darstellung als Graph

Abbildung 3.3: Die Standardpflasterung Cj eines 6 x 5-Rechtecks

Wir koénnen jede Dominopflasterung eines Rechtecks @, als Permutation

der mn Knoten betrachten. Eine Permutation
m:{1,2,...,mn} — {1,2,...,mn}

entspreche genau dann einer Dominopflasterung, wenn fiir alle r € {1,3,5,...,mn—
1} die Knoten 7(r) und 7(r+1) von einem gemeinsamen Dominostein tiberdeckt

werden und auBerdem folgende Reihenfolgen gelten:

<7m(2),7(3) <w(4),...,7(mn—1) < 7(mn); (3.1)
<m(3)<wb) < <m(mn-—1). (3.2)

303
—_ =
S—"

Beispiel 3.1. Die Permutation (123456 7138149151011 1218 1622... 2829)
entspricht der in Abbildung 3.4 dargestellten Dominopflasterung.

Beispiel 3.2. Die Identische Permutationid = (12345 ... mn —1mn) ent-
spricht der Standardpflasterung Cy.

Zu jeder Dominopflasterung von @),,,, gibt es auf diese Weise eine eindeutige
Permuation, aber nicht jeder Permutation wird auch eine Dominopflasterung

zugeordnet. Dies kann man sich leicht durch ein Gegenbeispiel klar machen.
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Abbildung 3.4: Eine Pflasterung mit farbig hervorgehobenen Knoten

Beispiel 3.3. Wir betrachten das Rechteck Qg5 und die Permuation p =
(13220 ...). Entspriche p einer Pflasterung, miissten die Knoten 1 und 3
sowie 2 und 20 in dieser Pflasterung von einem gemeinsamen Dominostein
tiberdeckt sein. Die Knoten liegen aber jeweils gar micht direkt neben- oder

tibereinander, sodass dies unmdglich ist. p entspricht keiner Pflasterung.

3.2 Das wichtigste Werkzeug: Die Pfaffsche

Determinante

Kasteleyn sucht zur Entwicklung der Formel nach einem mathematischen Aus-
druck, bei dem jede Dominopflasterung mit 1 gezéhlt wird. Die Summe iiber
diese Einsen soll die Anzahl der moglichen Dominopflasterungen ergeben. Das
Mittel seiner Wahl ist die Pfaffsche Determinante (vgl. Kasteleyn [11], S. 1211).

Definition 3.4 (Die Pfaffsche Determinante). Sei n eine natiirliche gera-
de Zahl. Sei A eine schiefsymmetrische n X n-Matrix mit den FEintrdgen
T11,L12, - -+ Tpp. Set P, die Menge aller Permuationen einer n-elementigen
Menge, die die Reihenfolgen 3.1 und 3.2 auf Seite 9 einhalten. Dann heifst

Pf(A) = ) sen(0) - To()o@ * To@ol) " To(n-1)o(n)
O'EPn

die Pfaffsche Determinante von A.

Diese Definition iibernimmt Kasteleyn von Scott und Mathews ([13], S. 93 ff.).
Sie findet sich in dhnlicher Form auch bei Bourbaki ([5], S. 82).

10
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Beispiel 3.5. Wir betrachten eine schiefsymmetrische Matrix

0 1 -1 0

-1 0 0 1
A=

1 0 0 1

0O -1 -1 0

In diesem Fuall ist n = 4.
Die Menge Py besteht aus den Permuationen m = (12 34) und p = (13 24).

Dann st

Pf(A) =) s8n(0) - To(n)o(2) * To(@o()

= g (T) * Tr(1)r(2) * Tr(3)r(4) T SGN(P) * Tp(1)p(2) * Tp(3)p(4)
= (+1) - w12 - w34 + (=1) - 713 - T2y

= (#1114 (=1)-(=1)-1

2.

3.3 Die Entwicklung der Matrix D

Die Idee von Kasteleyn ist im Grunde simpel. Fiir jedes Rechteck @, wird

eine schiefsymmetrische mn x mn-Matrix D entwickelt, sodass gilt:
Pf(D) ist die Anzahl der Dominosteinpflasterungen von Q.

D soll so aufgebaut sein, dass jede Zeile wie auch jede Spalte fiir einen Knoten
steht. Die Eintridge entsprechen dann (moglichen oder unméglichen) Kanten
zwischen je zwei Knoten.

Es reicht aus, die Eintrdge von D oberhalb der Hauptdiagonalen zu defi-
nieren. Die Eintrdge des unteren Dreiecks ergeben sich aus der gewiinschten
schiefsymmetrischen Form.

Seien p und p’ zwei Knoten unseres Rechtecks @Q,,,,,. Wir setzen oberhalb der

Hauptdiagonalen von D zunéchst

|D(p,p)| :=1,falls p und p’ direkt iiber- oder nebeneinander liegen.  (3.3)
D(p,p') =0, sonst. (3.4)

11
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Lemma 3.6. Sei P, wie in Definition 3.4 festgelegt. Sei D eine schief-
symmetrische mn x mn-Matriz, deren Eintrige D(p,p') = ,, wie in den
Uberlegungen 3.3 und 3.4 auf Seite 11 definiert sind. Dann gilt:

1. Fiir jede Permuation m € Py,,, die eine Dominopflasterung darstellt, ist
| 8gn(T) * Tr(1)r(2) - Tr(@)r(@) " * Tr(mn—L)r(mn)| = 1.

2. Fir jede Permutation p € P, die keine Dominopflasterung darstellt,
151

SE(P) * Tp(1)p(2) * Tp(3)p(4) * " * Tp(mn—1)p(mn) = 0.

Beweis. Das Vorzeichen einer Permutation kann nach Definition nur die Werte

+1 oder —1 annehmen. Es gilt also insbesondere fiir alle 7 € P,,,,,: | sgn(m)| = 1.

Sei T € P,,,, eine Permutation, die eine Dominopflasterung C' darstellt. Dann
gilt fiir alle r € {1,3,5,...,mn — 1}: Die Knoten m(r) und 7(r + 1) werden
in der Pflasterung C' von einem Domino iiberdeckt. Folglich miissen sie direkt

neben- oder iibereinander liegen.

Nach Uberlegung 3.3 auf Seite 11 setzen wir
|Zryrean)] = D (x(r), 7(r +1)) | = L.
Es folgt:

| 880(7) - Tr()r(2) - Tr(@)n() * ** Tr(mn—1)n(mn)]
=[sgn(m)| - [Zxr@)| - [Za@)ma)| - [Trmn-1)n(mn)]
-1-1-1---1
~1.

Sei p € P,,, eine Permutation, die keine Dominopflasterung darstellt. Dann
gibt es mindestens ein Zahlenpaar (r,r + 1) mit r € {1,3,5,...,mn — 1}, fiir
das die Knoten p(r) und p(r+ 1) nicht direkt neben- oder iibereinander liegen.

Nach Uberlegung 3.4 auf Seite 11 setzten wir
Tprper+1) = D(p(r), p(r + 1)) = 0.
Es folgt:

12
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SER(P) * Tp(1)p(2) * TpB)p(d) " Tp(r)p(r+1) " * Tp(mn—1)p(mn)
=5g1(p) * Tp(1)p(2) * Tp@)p(@) *** 0+ Tp(mn—1)p(mn)
—0.

]

Wir wollen die Matrix D jetzt so prézisieren, dass fiir jede Permutation

m € P, die eine Dominopflasterung darstellt, nicht nur

|8gn () - Zr(1)r(2) * Tr@)r@) ** * Tr(mn—1)r(mn)| = 1,

sondern

SEN(T) * Tr(1)r(2) * Tr(3)r(4) " ** Tr(mn—1)m(mn) = 1

gilt. Dazu werden wir sgn(7) ermitteln und die Eintrdge von D so definieren,

dass der Term ZTr(1)r(2) * Tr(3)r(4) * * * Tr(mn—1)r(mn) das gleiche Vorzeichen trégt.

Die Identische Permutation id = (12 34 5 ... mn — 1 mn), welche der
Standardpflasterung Cy von @),,,, entspricht, hat das Vorzeichen +1.

Sei C' eine beliebige Pflasterung von @),,, und © € P,,, die entsprechende
Permutation.

Betrachten wir gleichzeitig die Graphendarstellungen von Cy und C', so bil-
den die Cy-Dominos mit den C-Dominos Vielecke oder Polygone (vgl. Abbil-
dung 3.5).

Abbildung 3.5: Cy-Dominos (gestrichelte Kanten) und C-Dominos (durchgezoge-
ne Kanten) bilden Polygone

Wir {iberlegen uns jetzt, wie wir von unserer Standardpflasterung Cy zu
einer beliebigen Pflasterung C' kommen und was dabei mit den Vorzeichen der

zugehorigen Permutationen passiert.

Beispiel 3.7. Wir betrachten das Rechteck Qgs, die zugehorige Standardpflas-
terung Cy und eine Pflasterung C entsprechend der Abbildung 3.5. Speziell
betrachten wir das kleine Polygon, welches die Knoten 7,8,13 und 14 umfasst.

13
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1. Wir iiberlegen uns, wie die Knoten 7,8,13 und 14 in der Standardpflaste-
rung Cy durch Kanten verbunden werden. Wir geben den Dominos dabe:

eine Richtung vom kleineren zum gréfieren Knoten.
4319
@®

In der zugehorigen Identischen Permutation tauchen die Knoten wie folgt

auf:
(.78 ...1314...).

Das Vorzeichen der Identischen Permutation ist +1.

2. Die Knotenpaare, die zu einem Polygon gehdren, sollen in der Permuta-
tion nebeneinander stehen. Dazu verschieben wir die Knoten 13 und 14
nach vorne:

(...781314...).

Da wir zweir Knoten gleichzeitig verschieben, dndert sich das Vorzeichen

der Permutation nicht.

3. Wir drehen die beteiligten Kanten so, dass sie im Uhrzeigersinn entlang
des Polygonrandes verlaufen. Wir miissen also die Kante zwischen den

Knoten 7 und 8 umdrehen.
13-4
(T--(®)

Die entsprechende Anderung der Permutation ergibt
(...871314...).

Durch die Vertauschung von zwei Knoten dndert sich das Vorzeichen der

Permuation um —1.

4. Jetzt schieben wir die Kanten entsprechend ihrer Richtung entlang des

Polygonrandes um einen Knoten weiter.
)

14
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Wir fiihren also eine zyklische Permutation entlang der Polygonknoten
durch:
(...713148...).

Bei einer zyklischen Permutation von vier Zahlen dndert sich das Vor-

zeichen um —1.

5. Jetzt sollen die einzelnen Kanten so gedreht werden, dass sie vom kleine-
ren zum gréfieren Knoten verlaufen. Wir drehen also die Kante zwischen
14 und 8.

()
®

Entsprechend vertauschen wir in der Permutation die Knoten 14 und 8:
(...713814...).

Das Vorzeichen andert sich um —1.

6. Jetzt sollen die Kanten in der Permutation entsprechend der Reihenfolge
3.2 auf Seite 9 geordnet werden. In diesem Beispiel erfiillt unsere Per-
mutation diese Konvention bereits, da 7 < 8 und keine natiirliche Zahl

zwischen beiden liegen kann:
(...713814...).

Die Kanten und Knoten des Polygons liegen jetzt wie in der Pflasterung
C.

Wihrend der Anderungen von Cy zu C an diesem Polygon hat sich das Vor-
zeichen der Permutation um (—1)3 = —1 gedndert.

Betrachtet man das gréfiere Polygon aus Abbildung 3.5 analog, ergibt sich bei
der Entwicklung von Cy zu C ebenfalls eine Anderung des Vorzeichens der

Permutation von (—1).

Dieses Beispiel fiihrt uns zu folgendem Lemma.

Lemma 3.8. Sei Cy die Standardpflasterung und C eine beliebige Do-
minopflasterung eines Rechtecks Q.
Jedes Polygon, dass von Cy- und C-Dominos gebildet wird, trigt den Faktor

—1 zum Vorzeichen der zu C' gehérenden Permutation bei.

15
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Beweis. Sei Cy die Standardpflasterung und C' eine beliebige Pflasterung ei-
nes Rechtecks @,,,. Wir betrachten ein beliebiges aus Cy- und C-Dominos
gebildetes Polygon.

Der Polygonrand bildet einen geschlossenen Weg um das Vieleck. Wir geben
ihm eine Richtung, z.B. im Uhrzeigersinn wie in Abbildung 3.6.

o --0—0-0—0 -9
- 0—0- 9 O-O
o0 O--0
- 0—0:-®

Abbildung 3.6: Ein Polygon mit Kantenrichtung im Uhrzeigersinn

Betrachtet man die Spalten dieses Polygons, lassen sich Cyy-Spalten, die nur
Co-Dominos enthalten, von C-Spalten unterscheiden. Wir betrachten eine Cy-
Spalte (vgl. Abbildung 3.7). In dieser gibt es nach rechts weisende Dominos
und nach links weisende Dominos. Wir nennen sie im Folgenden V-Dominos
und R-Dominos als Abkiirzung fiir ,, Vorwérts-“ und ,, Riickwértsdominos®.

Wir setzen auf unserem Polygonrand einen Startpunkt S. Da der Weg um
das Polygon geschlossen ist, konnen wir von S ausgehend einmal entlang unse-
rer definierten Richtung um das Polygon laufen und wieder bei S enden. Gehen
wir dabei z-mal {iber unsere fixierte Cy-Spalte nach rechts, miissen wir x-mal
iiber sie nach links gehen, um wieder zu S zuriickzukehren (vgl. Abbildung
3.7). Daraus folgt:

Mit = V-Dominos gibt es auch x R-Dominos in dieser Cp-Spalte.
Ubertragen wir die Uberlegung auf alle C-Spalten, kénnen wir folgern:

Ein Polygon umfasst mit r» Cp-V-Dominos auch r Cy-R-Dominos.

Insgesamt gibt es dann 2r Cy-Dominos.

Nach Konstruktion der Polygone alternieren an deren Rand Cy- und C-
Dominos. Aus diesem Wechsel folgt, dass es mit 2r Cp-Dominos auch 2r C-
Dominos geben muss.

Auch die C-Dominos lassen sich in » V- und r R-Dominos aufteilen. Aller-
dings umfassen die V-Dominos in diesem Fall sowohl die nach rechts zeigenden
als auch die nach oben weisenden Kanten. Die R-Dominos setzen sich aus nach
links und nach unten zeigenden Kanten zusammen. Der Beweis erfolgt analog
zu den Cy-Dominos, wobei nicht nur die C'-Spalten, sondern auch die Zeilen

betrachtet werden. Das Ergebnis:

16
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Coy-Spalte

S
$--->o—>o--->o—>o--->o
- 0—0--9 @:--9

-0 00

- 0—0:- @

Abbildung 3.7: Ein Polygon mit einer Cyp-Spalte und ein Startpunkt S

Unser Polygonrand umfasst 2r Cy- bzw. 2r C'-Kanten und damit
2 - 2r = 4r Knoten.

Wie in Beispiel 3.7 wollen wir von der Standardpflasterung Cy durch Drehen
und Verschieben der Dominos zu C' gelangen und dabei beobachten, was mit

dem Vorzeichen der Permutationen geschieht.

1. Wir betrachten die Standardpflasterung Cjy. Sie besteht ausschliellich aus
Co-Kanten in Vorwiértsrichtung. Insbesondere treten 2r fiir das Polygon

relevante V-Dominos auf.

2. Zunéchst ordnen wir die Cy-Dominos in der Permutation so an, dass die
2r fiir das Polygon relevanten Kanten so hintereinander stehen, wie sie im

Uhrzeigersinn entlang des Polygonrandes vorkommen. Wir &ndern also

(...pp ...qq ...)

n
(...pp' qq ...),

falls die Kante (q,q’), also die Kante zwischen den Knoten ¢ und ¢/,
entlang des Polygonrandes der Kante (p, p) folgt.

Da immer ein Zahlenpaar verschoben wird, verédndert sich das Vorzeichen

der Permutation nicht.

3. Wir wollen jetzt erreichen, dass die Cy-Dominos entlang des Polygon-
randes alle in eine Richtung, z.B. im Uhrzeigersinn, orientiert sind (vgl.
Abbildung 3.6). Wir haben 2r V-Dominos, wollen entsprechend unserer
Voriiberlegungen aber » V- und » R-Dominos. Wir miissen also » Domi-
nos umdrehen bzw. in der Permutation r Transpositionen benachbarter

Zahlen durchfiihren. Bei jeder Transposition &ndert sich das Vorzeichen
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um —1. Folglich ergibt sich bei diesem Schritt eine Vorzeichendnderung

von (—1)".

4. Jetzt schieben wir alle 2r Cp-Kanten entlang des Polygonrandes im Uhr-
zeigersinn um einen Knoten weiter, sodass C-Dominos entstehen. Ent-
sprechend fiihren wir eine zyklische Permutation der 4r Knoten unseres
Polygons durch. Die zyklische Permutation von 4r Zahlen bringt das

Vorzeichen (—1)* =1 mit sich.

5. Wir haben jetzt » C'-V-Dominos und r» C'-R-Dominos. Unsere endgiiltige
Pflasterung C' soll aus 2r V-Dominos bestehen, sodass die r R-Dominos
umgedreht werden miissen. Fiir die Permutation bedeutet das r Trans-

positionen benachbarter Zahlen. Das Vorzeichen dndert sich um (—1)".

6. Schlieflich miissen die Kanten oder Dominos nach Gréfle des ersten Kno-
tens sortiert werden. Da in der Permutation wieder zwei Zahlen gleich-
zeitig verschoben werden, &ndert sich das Vorzeichen unabhingig der

Anzahl der Verschiebungen nicht.

Wiéhrend der Entwicklung von der Standardpflasterung Cj zu einer beliebigen
Pflasterung C' an einem Polygon ergibt sich fiir die Permuation von C das

Vorzeichen
D (D)= =) (1) = —1.

]

Die einem Polygon entsprechenden Eintrige unserer Matrix D sollen insge-
samt ebenfalls das Vorzeichen —1 tragen, sodass das Produkt aus beidem eins
ergibt.

Um uns D so definieren zu konnen, betrachten wir die Polygone aus Cy- und

C-Dominos noch einmal genauer.

Lemma 3.9. Se: Cy die Standardpflasterung und C eine beliebige Do-
minopflasterung eines Rechtecks Q... Wir betrachten ein von Cy- und C-
Dominos gebildetes Polygon. Farben wir die Spalten senkrechter C-Dominos
entsprechend der Abbildung 3.8 abwechselnd rot und grin ein, liegen sich in
einem horizontalen Streifen dieses Polygons immer eine rote und eine griine

C-Kante gegeniiber.
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Abbildung 3.8: Ein Polygon mit eingeféirbten senkrechten C-Dominos

Beweis. Sei Cy die Standardpflasterung und C' eine beliebige Pflasterung eines
Rechtecks @Q,,,. Wir betrachten ein von Cy- und C-Dominos gebildetes Po-
lygon. Es lésst sich in einzelne, horizontale Streifen aufteilen. Dabei kénnen
mehrere horizontale Streifen nebeneinander liegen. In dem Fall teilen wir das
Vieleck in ein ,,Hauptpolygon“, welches in jeder Zeile nur einen horizontalen

Streifen hat, und daran angehéngte Ausstiilpungen auf (vgl. Abbildung 3.9).

lees posgel

1l
F.IIIII

Pese

Abbildung 3.9: Ein Polygon aus Hauptpolygon (gelb) und einer Ausstiilpung
(orange)

Wir betrachten jetzt das Hauptpolygon oder eine Ausstiilpung und fithren

eine vollstdndige Induktion iiber die horizontalen Streifen durch.

Induktionsanfang: Wir fixieren den obersten (oder untersten) horizontalen
Streifen, der nur unten (oder oben) an einen anderen Streifen angrenzt. Zwi-
schen der linken und der rechten senkrechten Kante — nach Konstruktion bei-
des C-Dominos — muss wegen des Alternierens von Cy- und C-Dominos eine
ungerade Anzahl von Kanten liegen. Daraus folgt direkt:

Farben wir die Spalten senkrechter C'-Dominos wie in Abbildung 3.8 ab-
wechselnd in rot und griin ein, liegen sich in dieser ersten Zeile eine rote und

eine griine Kante gegeniiber.

Induktionsvoraussetzung: Es sei fiir einen beliebigen fixierten horizonalen

Streifen H bewiesen, dass er bei obiger Farbung rechts und links von genau
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einem roten und einem griinen senkrechten C'-Domino begrenzt wird.

Induktionsschritt: Wir betrachten den horizontalen Streifen H + 1 direkt
unter (oder iiber) H. Zwischen der rechten senkrechten Kante von H und der
rechten senkrechten Kante von H + 1 — beides C-Dominos — miissen wegen
der Alternanz von Cy- und C-Dominos ungerade viele Kanten liegen. Ist die
rechte senkrechte Kante von H rot, ist die rechte senkrechte Kante von H + 1
griin, und umgekehrt. Die gleichen Uberlegungen gelten fiir die linken Kanten.
Damit gilt:

Wird H von zwei verschiedenfarbigen senkrechte Kanten eingeschlossen, hat

H + 1 ebenfalls zwei verschiedenfarbige senkrechte Kanten. O]

Lemma 3.10. Sei Cy die Standardpflasterung und C eine beliebige Do-
minopflasterung eines Rechtecks Q. Betrachten wir ein von Cy- und C-
Dominos gebildetes Polygon, besteht dieses immer aus einer ungeraden Anzahl

einzelner, horizontaler Streifen.

Beweis. Sei Cy die Standardpflasterung und C' eine beliebige Pflasterung eines
Rechtecks Q),,,. Wir betrachten zunéchst den Kantenzug am rechten oder lin-
ken Rand eines von (- und C-Dominos gebildeten Polygons (vgl. Abbildung

3.10). Alle senkrechten Kanten sind C-Dominos. Wegen des Alternierens von

Abbildung 3.10: Der linke Rand eines Polygons
Co- und C-Dominos, liegen im Kantenzug davor und dahinter Cy-Dominos.
Sie sind nach Definition von Cjy waagerecht und kommen zudem nur in jeder

zweiten Spalte vor. Die senkrechten C'-Kanten sind folglich immer teil einer
»,Rechts-“ oder einer , Linkskurve“entsprechend Abbildung 3.11.

Abbildung 3.11: Eine Rechts- und eine Linkskurve
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Wir iiberlegen uns aulerdem, dass im Kantenzug entlang des Polygonrandes
nach einer Rechtskurve (und einer fakultativen geraden Strecke) eine Linkskur-
ve folgen muss und umgekehrt. Denn betrachtet man eine senkrechte Kante,
die beispielsweise einer Rechtskurve angehort, setzt sich der Kantenzug nach
rechts fort. Wegen der Alternanz der Cj und C-Kanten liegt links von der
néichsten senkrechten Kante ein Cp-Domino. Diese senkrechte Kante muss also
Teil einer Linkskurve sein (vgl. Abbildung 3.12).

Abbildung 3.12: Zwei aufeinanderfolgende Kurven im Kantenzug eines
Polygonrandes

Wir teilen das Polygon wie in Abbildung 3.9 in ein Hauptpolygon und Aus-
stiillpungen auf.

Wir betrachten zunéchst das Hauptpolygon. Der Kantenzug des linken Rands
beginnt oben mit einer Rechtskurve. Die letzte Kurve auf der linken Seite muss
ebenfalls eine Rechtskurve sein, damit der Polygonrand geschlossen ist (vgl.
Abbildung 3.10). Aus dem regelméBigen Wechsel von Rechts- und Linkskur-
ven folgt: Am linken Rand des Hauptpolygons gibt es ungerade viele Kurven,
d.h. ungerade viele senkrechte Kanten und damit ungerade viele horizontale
Streifen. Alternativ kann man natiirlich den rechten Rand betrachten.

Fiir jede Ausstiilpung gilt: Wenn der linke Rand mit einer Linkskurve be-
ginnt, endet er in einer Rechtskurve, und umgekehrt. Wegen des Alternierens
der Kurven hat die Ausstiilpung eine gerade Anzahl Kurven und damit eine
gerade Anzahl horizontaler Streifen.

Die Summe der horizontalen Streifen aus Hauptpolygon und Ausstiilpungen

ist somit unabhéngig von der Anzahl der Ausstiilpungen immer ungerade. [J

Wir spezialisieren das obere Dreieck unserer Matrix D wie folgt:

D(i,jyi+1,5) =1 mit 1<i<m-—lundl1<j<n, (3.5)
D(i,j;i,j+1):=(=1)"  mitl1<i<mund1<j<n—1  (3.6)

Alle waagerechten Kanten bekommen also den Matrixeintrag 1. Farben wir
alle Spalten senkrechter Dominos entsprechend Abbildung 3.8 abwechselnd rot
und griin, erhalten alle roten senkrechten Kanten das Vorzeichen —1 und alle
griinen den Eintrag 1. Allen unmoglichen Kanten haben wir bereits in der
Uberlegung 3.4 auf Seite 11 den Wert 0 zugeordnet.
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(a) Alle Eintrége ungleich 0 (b) Eintrége einer Pflasterung

Abbildung 3.13: Die Kanten eines 6 x 5-Rechtecks und ihre Matrixeintrige

Lemma 3.11. Sei Q),,.,, ein Rechteck. Sei Z,,, die Anzahl der Dominopflas-
terungen dieses Rechtecks. Sei D eine schiefsymmetrische mn x mn-Matrix,
deren Eintrige entsprechend der Uberlequngen 3.4 auf Seite 11 sowie 3.5 und
3.6 auf Seite 21 definiert seien. Dann gilt:

Pf(D) = Zyn.

Beweis. Sei mn eine natiirliche gerade Zahl, D eine schiefsymmetrische mn x
mn-Matrix mit den Eintrdgen 11,212, ..., Tmnms und P, die Menge aller
Permutationen einer mn-elementigen Menge, die die Reihenfolgen 3.1 und 3.2

auf Seite 9 einhalten. Dann gilt nach Definition 3.4:

Pf(D) = Z sgn(o) *To(1)o(2) “ To(3)o(4) ~° * LTo(mn—1)o(mn)-

0E€Pmn

Sei @, €in Rechteck, Z,,,, die Anzahl der Dominopflasterungen dieses Recht-
ecks und D eine wie oben definierte schiefsymmetrische mn x mn-Matrix.
Wir haben in Lemma 3.6 gezeigt:

Fiir jede Permuation p € P,,,, die keine Dominopflasterung darstellt, gilt
S0(P) * To(1)o(2) * Tp@)p(a) "~ Tp(mn—1)p(mn) = 0
und fiir jede Permutation © € P,,,,, die eine Dominopflasterung darstellt, gilt
| Sgn(T) * Tr(1)m(2) * Tr(E)m() *** Tr(mn—1)r(mn)| = 1.
Es bleibt zu zeigen, dass
SEO(T) * Tr(1)r(2) * Tr(3)rd) * * * Lr(mn—1)m(mn) = 1.
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Sei C' eine beliebige Pflasterung eines Rechtecks @,,, und = € P, die
zugehorende Permutation. Sei a die Anzahl der Polygone, die aus Cy und C-

Dominos gebildet werden.

Aus Lemma 3.8 wissen wir, dass jedes Polygon den Faktor —1 zum Vorzei-

chen der Permutation beitrigt. Es gilt also:
sgn(m) = (—1)* (3.7)

Der Term xr(1)r(2) Tr(3)r4) * * * Tr(mn—1)x(mn) Pesteht aus allen Matrixeintragen
der C-Kanten. Ein Beispiel zeigt Abbildung 3.13(b).

C-Dominos, die keine Polygone mit Cp-Kanten bilden, sind waagerecht. Thre
Eintrige in der Matrix sind nach unserer Uberlegung 3.5 auf Seite 21 alle
gleich 1. Im Produkt Z(1)x(2)Tx(3)r4) * * * Tr(mn—1)r(mn) kONnen sie vernachlassigt

werden.

Wir betrachten ein beliebiges aus Cp- und C-Dominos gebildetes Polygon.
Es kann in b einzelne, horizontale Streifen aufgeteilt werden. In Lemma 3.9
haben wir gezeigt, dass sich bei entsprechender Féarbung in jedem dieser hori-
zontalen Streifen zwei verschiedenfarbige senkrechte Kanten gegeniiberliegen.
Nach Uberlegung 3.6 auf Seite 21 haben diese Kanten verschiedene Vorzeichen.
Zusammen mit Uberlegung 3.5 auf Seite 21 hat jeder horizontale Streifen in

unserem Term das Vorzeichen —1.

In Lemma 3.10 haben wir bewiesen, dass die Anzahl horizonter Streifen
b ungerade ist. Insgesamt ergibt sich fiir das Produkt der Polygon-Matrix-
Eintrige: (—1)® = —1.

Bei a Polygonen gilt dann:
Ta()m(@) * Tr@)r() " Trimn—1ya(mn) = (—1). (3.8)
Die Gleichungen 3.7 und 3.8 ergeben:

Sgn(ﬂ—) Tr)r(2) * Tr(3)rd) * * * Lr(mn—1)7(mn)

(=1 (1)

In der Summe Zaern SgN(0) * To(1)o(2) * Ta(3)o(d) " To(mn—1)o(mn) Werden

somit alle Pflasterungen mit 1 gezéhlt, alle anderen Summanden sind 0. Ins-
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gesamt gilt dann:

3.4 Berechnen der Pfaffschen Determinante

Das Lemma 3.11 ist nur dann zielfithrend, wenn wir P f(D) auch berechnen

konnen. Folgende Figenschaft der Pfaffschen Determinante ist entscheidend.

Lemma 3.12. Sei n eine natiirliche gerade Zahl. Ser A eine schiefsymmetri-

sche n x n-Matriz. Dann gilt:

(Pf(A))" = det(A).

Dieser Lemma soll hier nicht bewiesen werden. Wir finden es z.B. bei Boura-
ki ([5], S. 84), Scott und Mathews ([13], S. 99) oder Knus ([12], S. 86).

Wir mochten die Determinante von D berechnen. Dazu iiberlegen wir uns
zunéchst, welche Gestalt D hat.

Beispiel 3.13. Wir betrachten das 4 x 3-Rechteck (QQ43.

K =1 E =2 kK = k=4
I'=1 0I'=2 I'=3 I'=1 I'=2 I'=3 I'=1 I'=2 I'=3 I'=1 I'=2 I'=
k=1 1=1 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
= 1 0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
l=: 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
k=2 l=1] -1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
=2 0 -1 0 -1 0 1 0 1 0 0 0 0
=3 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0 0 0
k=3 l=1 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 1 0 0
= 0 0 -1 0 1 0 -1 0 1 0
=3 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0 0 1
k=4 1=1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0
= 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 0
=3 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 0
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Lemma 3.14. Sei QQ,,, ein Rechteck und sei die Matrix D nach unseren
Uberlegungen 3.4 auf Seite 11 sowie 3.5 und 3.6 auf Seite 21 definiert. Dann
hat D bei entsprechender Reihenfolge der Indizes folgende Merkmale:

1.

Betrachten wir die Eintrdge der Diagonalen direkt oberhalb der Haupt-
diagonalen, sind die ersten n — 1 Eintrdige gleich —1, der n-te Fintrag
dieser Diagonalen ist 0. Dann folgen n — 1 Fintrdge gleich 1, eine 0,

wieder n — 1 Eintrdge gleich —1, .. ..

Betrachten wir die Eintrdige der Diagonalen direkt unterhalb der Haupt-
diagonalen, sind die ersten n — 1 Eintrdge gleich 1, der n-te Eintrag ist
0. Dann folgen n — 1 Eintrdige gleich —1, eine 0, wieder n — 1 Eintrdge

gleich 1, . ...

Angefangen in der 1. Zeile und n + 1-ten Spalte beginnt eine parallel zur

Hauptdiagonalen verlaufende Diagonale mit allen Eintrdgen gleich 1.

Angefangen in der n+ 1-ten Zeile und 1. Spalte beginnt eine parallel zur

Hauptdiagonalen verlaufende Diagonale mit allen Eintrdgen gleich —1.

Alle anderen Fintrdge von D sind 0.

Beweis.

1.

Wir betrachten zunéchst die —1 und 1-Eintrdge der Diagonalen direkt
oberhalb der Hauptdiagonalen. Fiir den Eintrag D(p,p’) = D(k,l; k',1")
liegen hier die zwei Knoten p und p’ jeweils in der gleichen Spalte. Es
gilt also k = k’. Die Zeilen [ und [’ sind um eins verschieden: I’ = [+ 1. p
und p’ liegen also direkt iibereinander und kénnen von einem senkrechten
Domino iiberdeckt werden. Nach unserer Uberlegung 3.6 auf Seite 21 ist

der Eintrag also —1, wenn k ungerade, und 1, wenn k gerade ist.

Die 0-Eintrage in dieser Diagonalen ergeben sich, wenn p und p’ durch
den Spaltenumbruch weder in einer Spalte noch in derselben Zeile liegen.

Sie konnen nicht von einem gemeinsamen Domino iiberdeckt werden.

. Diese Diagonale ergibt sich aus 1. und der schiefsymmetrischen Form von

D.

. Fir jeden Eintrag D(p,p’) = D(k,l; K',1") dieser Diagonalen gilt: p und

p’ liegen in derselben Zeile. Es gilt [ = I’. Die Spalten sind um eins

verschoben, also k' = k 4+ 1. p und p’ kénnen folglich von waagerechten
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Dominos iiberdeckt werden, sodass der Eintrag D(p, p') nach Uberlegung
3.5 auf Seite 21 1 ist.

4. Dies ergibt sich wieder aus der Schiefsymmetrie von D.
5. Alle potentiellen senkrechten Dominos werden in 1. und alle waagerech-
ten in 3. beachtet. Weitere Kanten kann es nicht geben, sodass alle

iibrigen Eintréige von D nach Uberlegung 3.4 auf Seite 11 0 sind.

O

Um die Determinante von D berechnen zu kénnen, ,teilen” wir D zunéchst

in einfachere Matrizen ,auf“. Dazu benotigen wir die Definition des Tensor-

produkts zweier Matrizen.

Diese Definition findet man beispielsweise bei Witt ([16], S. 120).
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Beweis. Seien die Matrizen D, G,,, E,, F,, und GG,, wie oben definiert.

Dann gilt:

0 -1 0 ... 0 1 0 .. .0
X .
0
: —1
0 1 0
D=1\ 0 1 0
0 -1 1
0 0
0 1 :
-1 0
0 L0 -1 0 0 -1 0
0 0 1 0 L0 0 -1 0 ... 0
1 P .
L 0 0 -1
1 10 0
0 : 0 0 1
_ = 10 1
T o a1 | 0 -1
—1 0 1 0 0
—1 0 0 1 :
—1 0
-1 : . 1
0 0 -1 0 L0 0 0 -1 0
0 1 0 1 0 0 -1 0 0 0 1 0
-1 _
_ 0 ® 0 N 0 1 ® 1 0
. 1 : . .0 : . .0 1
0 -1 0 0 0 1 0 ... 0 1 0 -1 0

:(Gm®En)+(Fm®Gn)- O

Jetzt wollen wir zunéchst die zu G, und G, dhnlichen Diagonalmatrizen
G~m und én einfithren. Mit ihrer Hilfe finden wir zu unserer Matrix D eine

dhnliche Matrix D, deren Determinante leicht zu berechnen ist.
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Beweis. v mit k' = 1,..., m bezeichne die Eigenvektoren und A\jy mit &' =1,...,m

die Eigenwerte von G,,. Es gilt:

G = UG U
& UG = GraUy,
A1 0
& (vl vy ... Um>' =Gm-(vl vy ... vm)
0 Am
& ( AMVUL AUy ... ApUm ) = ( Gnvr Guuy ... Goon, )
& Aevp = Grup fiir alle k' € {1,...,m}.

Wir kénnen also statt Gy, = U 'G,,U,, zeigen, dass fiir alle ¥ € {1,...,m}

die Gleichung )\k/vk/ = vak' erfiillt ist. Mit

k'm 2 kk'm
Ny = 2 d - k-
k 1cos(m+1) und vy (”m-l—ll sm(m_i_1)>k_1

gilt:

. K'rm 2 ., . kkn
A Ugs :21cos(m+1)\/m+11ksm(m+1)

kk'm ) cos( k'
+1 m+1

)
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B B e VL, L VL, S G V3
T 2(m + 1) 2(m + 1) ‘

An dieser Stelle konnen wir die Gleichung

a—>b

b
2. sin(a i ) cos(

) = sin(a) + sin(b)

verwenden. Es ergibt sich:

2 . (E+DE7 . (k=1Dk'7n
Nt — k1
woe =\t e ) i)
2 E+ 1DE 2 kE— 1)K
= Al Il(< +1) ﬂ) + i**1 sin( ) W)
Vo +1 m+ 1 m+ 1 m+1
[ 2 k4 1)k 2 k— 1K
= et Sin(< ) 7T) i je—t sin(( ) ﬂ)
m+ 1 m+1 m+1 m+1
> k— 1)K 2 k+ 1)K
—_ i“%mé )7U+ iﬂln“ 1) T
m+ 1 m+ 1 m+ 1 m+1
(
%12 sm(fnkg) fir k =
={ miﬂik—l sm((km%/w) =+ miﬂlkﬂ sin((kjnllllc/ﬂ) firk=2,...,m—1
_ miﬂim—l Sin((m;}r)f%) fir k =m
\
0 1 0
1 0 2 5754
_ i* sin T )
k=1,....m
0 -1 0
:vak’- -

Das Lemma 3.17 gilt natiirlich analog fiir die Matrix G,,.

In Lemma 3.18 definieren wir jetzt wie angekiindigt eine Matrix D, indem
wir unser D mit der Ahnlichkeitsabbildung U~ DU transformieren. U sei dabei
das Tensorprodukt U, @ U, und U~ entsprechend (U, @ U,,)~".
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Beweis. Seien die Voraussetzungen wie im Lemma. Dann gilt:

D =U"'DU
_ ) (G @ F) + (Fa R Gn)) (U R U)
( 1®U (G ®E Un @ U) +
(U2 QUNFn R G (Un @ U)
- ((U,;lamUm) ®(U;1EnUn)) + ((U,;lFmUm) (X)(U;lanUn))
- (dm®En> + ((U,;lFmUm) ®Gn> .

Mit F,, := (U F,Uy,) gilt:

= (G Q) En) + (Fn Q) Go). (3.9)

Die Matrizen G~m, E, und én sind uns aus Lemma 3.17 bekannt. Man kann

sie umschreiben zu

/

- k'm
m ") = 121
Gk, k") = O, 1cos(m 1

En(l, l/) = 5l,l’ und (311)

), (3.10)
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- I'n
Gk, k') = 6,02 cos(n n 1). (3.12)
Betrachten wir die Matrix F~m.
E,, =U'F,U,
, -1 0 ... 0 ,
()| ()
0 1

B 2 . kK7 2 . kKkmw
- m+fsmm+ﬁ>< ETT$Mm+ﬁ>

= i 2 i/ sin kjm ) 2 i/ sin Wi )
-\ 4 Vo + 1 m+1"Vm+1 m+ 1

7=1

9 . kim . . Kjg7w
- Z(m—ﬁ—ly&“(mil)ﬂ“mi1>)>

j=1

Fiir die néchsten zwei Rechenschritte benutzen wir die Gleichungen

cos(a — b) — cos(a + b)
2
cos(z) = Re(exp(zi)). (3.14)

sin(a) - sin(b) = und (3.13)

Die Formel 3.14 ist eine Umformung der Eulerformel 3.17 auf Seite 33.

(rrrt (oo - (%)m

(__l_%_q)j(Re&mpcﬁ%%fﬁiﬁb)__Re@xp(giifQJKS)))>

m+1

_ <m;+1 Re 32 (e Y ) <3 (o exp<(knf—fim>j)>>
i) (k + k)mi )’

< —exp( )> ))
(k+ K)mi \’

( —exp<m—+1>> ))
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Wir kénnen die Summen mithilfe der Gleichung

m

> 7

J=0

1—ym+1 .
fiir z £ 1
=¢ 17 7 (3.15)
m+1 firz=1

auflosen. Der Fall z = 1 tritt bei uns bei k+ k" = m+1 auf. Dann gilt ndmlich:

- eXp((k

m

+ K')mi

1 ) = —exp(wi) = 1.

Wir machen also eine Fallunterscheidung.

1. Fall: k + K =m + 1.

1 “ (k—k)m\’ <« (k+ k)i \’
e (2 (-en =5 -3 (e
k)i m+1

1 (1 (CentE)
— Re (—k)mi —(m+1)
1 + eXp(m—H)

Wir haben festgelegt, dass m

gerade ist. Damit ist m + 1 ungerade. Wegen

k+ k' = m+1ist auch k + k' und gleichzeitig &k — k' ungerade. Auflerdem

wissen wir, dass

exp(nmi) = exp

1 fiir n gerade,

(xi)" =

(3.16)
—1 fiir n ungerade.

Es folgt:
—k)mi m+l
1 1- (‘ exp(o >>
1 1 k — K')mi
= Re [ o (kk’)r)ri7n> —(m+1)
m+ 1 1 + exp( . )
1 1+ (-1
——— Re ((k_zl)ﬂi — (m+ 1))
m 1+ exp(*557)
1
= (— 1
——((m+1)
=—1
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2. Fall: £+ % # m+1. Auch hier benutzen wir zunéchst die Gleichung 3.15

auf Seite 32 und das Wissen, dass m + 1 ungerade ist.

L (55 (o) (o)

=0 =0
1 1+exp((k—K)mi) 1+ exp((k+ K)mi)
= Re G=F) B G4}
m+1 14 exp(*-H™) 1+ exp(H™)

Jetzt wenden wir im Zéhler die Gleichung 3.16 und im Nenner die Eulerformel
exp(zi) = cos(z) + sin(z)i (3.17)

all.

1 1 +exp((k—K)mi) 1+ exp((k+ K)ri)
Re k) - )
mt1 L+exp(Utm)y 4 exp(EHET)

L o 1+ (=¥ 1+ (1)
= e y _ .
m+ 1 1+COS((k k')m )+s1n((kn:k )W)i 1+COS((k+k) >+Sm((k£k )W)i

1 1
- k—k')m k—k)my -
1 N (L4 (=1)k+) <1+cos((m+1) )—sm(%)l)
e
k—k . (k—k k—k')m o (=K )y -
Tmtl 1 —i—cos(( +1) ) + sin(¥=kT +1) )i > <1 + COS((erl) ) — sin (KT m+1) )1)
(1)) - (14 cos(EERDT) — sin( G )
(1 + cos( k+k) =)+ Sln((k;ﬁ)”)o : (1 + COS(%) - sin((kgfl)”)i)
1+ ek 4 Cos(—(k_il)”) + (=1)F¥ Cos(—(kn:fl)”)
m+1 2 + 2 cos(EHT _’il) )
+ (=) 4 cos((karil)ﬁ) + (—1)++¥ cos(—(k;ﬁ)”))
k+k")m
2 4 2 cos( EHRIT ++1) )
1 (1—1) fir k+ k" und k — k' gerade
m +1
(0—0) fir k+ k" und k — k' ungerade
=0
Insgesamt gilt also:
- , —1 fallsk+K =m+1,
Fo(k k') =
0 sonst
== _5k+k’,m+1- (318)

33



Ina Lammers Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel

Wenn wir die Matrizen G, (3.10), En (3.11), F,, (3.18) und G,, (3.12) in die

Gleichung 3.9 auf Seite 30 einsetzen, kommen wir zu unserer Behauptung.

Dk, ;K 1) =G (kK - Ey(1L1) + Fo(k, k') - Go(1,1)

T lm
=211 101 cOS(———) — 21011/ Op COS
k&' O] (m—i— 1) k+k' m+101.1 (n—l— 1)
O
Beispiel 3.19. Wir betrachten das 4 x 3-Rechteck (Q43.
Die zugehorige Matriz D hat folgende Form:
I'=1 I'=2 I'=3
k=1 k=4 k=2 k=3 k=1 k=4 k=2 k=3 k=1 k=4 k=2 k=3

I=1 k=1/2icos(Z) —2icos(T) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

k=4 —2icos(Z) 2icos(*x) 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

k=2 0 0 2icos(%)  —2icos(%) 0 0 0 0 0 0 0 0

k=3 0 0 ~2icos(%)  2icos(3) 0 0 1 0 0 0 0 0
1=2 k=1 0 0 0 0 2icos(Z)  —2icos(%) 0 0 0 0 0 0

k=4 0 0 0 0 —2icos(2)  2icos(4) 0 0 0 0 0 0

k=2 0 0 0 0 0 0 21(05( ) —Qims({) 0 0 0 0

k=3 0 0 0 0 0 0 —2icos(Z)  2icos(3r) 0 0 0 0
1=3 k=1 0 0 0 0 0 0 0 0 2icos(Z)  —2icos(¥) 0 0

k=4 0 0 0 0 0 0 0 0 —2icos(¥)  2icos(4E) 0 0

k=2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 21L05( ) —21(:05(“7”)

k=3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —2i nm(‘f) 2i cos(%X)

Lemma 3.20. Sei die Matriz D wie in Lemma 3.18 definiert. Dann gilt:

Beweis. Wie wir in Beispiel 3.19 oder direkt an der Formel in Lemma 3.18
sehen kénnen, ist die Matrix D bei entsprechender Reihenfolge der Indizes
yfast“ diagonal. Die einzigen Eintrdge ungleich 0 gruppieren sich in 2 x 2-

Blocken um die Hauptdiagonale. Die 2 x 2-Blocke haben folgende Form:

2i cos( kL) —2i cos( ljrrl) _ 2i cos( kL) —2i cos( ljrrl)
—2icos(;f7)  2icos(IE) —2i cos(57) 2 cos(m — 72)

_ 21008(7511) —2i Cos(nlil)

—2i cos(nlj:l) —2i cos(nfj:l)

Die Determinante von D ist das Produkt der Determinanten dieser 2 x 2-
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Blocke:

Pl —2icos(;7y) —2icos(;05
%
— 4 2 2 N
HH (cos (m 1)—1—005 (n 1))
k=1 1=1

Aufgrund unserer Vorarbeit bedarf es jetzt nur noch weniger Rechenschritte,
um die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel (Satz 2.1) herzuleiten.
Da D und D &hnliche Matrizen sind, gilt:

det(D) = det(D).

Zusammen mit den Lemmata 3.11, 3.12, 3.20 und dem Wissen, dass Z,,,

positiv sein muss, ergibt sich:

I
(o}
@D
-+
=l
~—

Wegen der Gleichung

(n+1—10m I Ir

e ) = cos(m — ) = — cos(

cos(
n+1 n+1

) (3.19)

kénnen wir immer zwei Wurzeln multiplizieren. Hierbei miissen wir eine Fall-

unterscheidung machen.

1. Fall: n gerade. In diesem Fall kénnen mit der Gleichung 3.19 immer genau

zwei Wurzeln multipliziert werden:

L £ km Im
H H2\/cos2( ) + cos?( ) = H 2? (COSZ( ) + cos?( ))
Pl m+1 n+1 Pl m+1 n+1
. & 5
:27mn 2 2
2 gg(cos (m 1)+cos (n+1
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2. Fall: n ungerade. Hier ergibt sich mithilfe der Gleichung 3.19:

B
Il
—
o~
Il
3 -

n+1ﬂ_

n—+1

Bl
Il
—
~
Il
R

3
|

Il Il
o [SER o ¥
L T
N,
/;\
2
P
oyl
3
H\/
+
o
2
P
3
+|F
—_
N
N———
)
« $
8{\7
PN
5
H\_/
+
2
PN
no

B
Il
N
o~
Il
= -

3
|

v ‘

km I km
2 2 2
(2 <COS (m+1)+cos (n—|—1>>)2608(m+1)

Fiir den letzten Schritt der Gleichungskette sei erwdhnt, dass aus

i
—
[
I

_.

1<k< % die Ungleichungen 0 < mk: 1 < g
folgen. Damit gilt:
0< cos(m+ 1) < 1. (3.20)
Insbesondere ist cos(mk—L) also positiv.
Jetzt kénnen wir die Gleichung
El km
Hzcos(m " o) =1 (3.21)

anwenden. Sie ergibt sich, wenn wir in das Lemma 4.1, das wir auf Seite 38
noch einfithren und beweisen werden, u = 0 einsetzen und anschlieffend auf
beiden Seiten der Gleichung die Wurzel ziehen.

Mit Gleichung 3.21 gilt:

k=1 \ =1
m n—1
2 2
:HH22 cos?( ) + cos?( T )
m+1 n+1
k=1 I=1
m n—1
Lm(n—1) T 2 2, T
22N cos + cos
[T (o) + oot 7))

Damit haben wir die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel hergeleitet:

36



Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel Ina Lammers

37



Ina Lammers Die Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel

4 Grenzwertbetrachtungen

Wir haben in Kapitel 2 gesehen, dass ein 2 X 2-Rechteck 2 mogliche Do-
minopflasterungen hat, wiahrend ein 6 x 5-Rechteck schon 1183-mal mit Do-

minos gepflastert werden kann.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem Grenzverhalten der Kasteleyn-
Fisher-Temperley-Formel auseinandersetzen und untersuchen, wie sich unser
Satz fiir m,n — oo verhilt. Den Grenzwert lim,,, 00 Zmn zZu betrachten, ist

wenig interessant. Natiirlich divergiert Z,,,, gegen unendlich. Wir wollen daher

. 1
7 = ml%r_rgoo (Zyn) ™ (4.1)

untersuchen, den Grenzwert fiir die Anzahl der Dominopflasterungen pro Kno-

ten.

Fiir die Grenzwertbetrachtungen bietet es sich an, die Kasteleyn-Fischer-
Temperley-Formel zunéchst umzustellen. Dazu benotigen wir folgendes Lem-

ma.

Lemma 4.1. Sei m eine natirliche gerade Zahl und uw € C. Dann gilt folgende

Gleichung:

]k

4 (u2 + cos?( i )> (u+ V14 w?)™ — (u— V14 u?)"
m+1 '

2v/1 + u?

i

1

Beweis. Wir zeigen: Die beiden Terme

]k

14 (u2 + COSQ(mk:LT 1)) und (4.2)

u+ V1 +u2)" T — (u— 1+ u2)mH!
2v' 1+ u?

sind Polynome in v vom Grad m und haben den gleichen Leitkoeffizienten und

£
I

—

(4.3)

die gleichen Nullstellen. Denn dann sind sie gleich.
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Der linke Term. Der Term 4.2 ist offensichtlich ein Polynom in u. Um den

Grad und den Leitkoeffizienten zu ermitteln, schreiben wir das Produkt aus.

4@+w%“))

m+1

) ) (o m)

Schon jetzt konnen wir erkennen: Losen wir die Klammern auf, ist der Sum-

]k

k=

= (4u2 + 4 cos?(

—_

m+1

mand mit der groffiten Potenz

m
2

(4u?)2 = 2™u™.

Damit ist der ganze Term 4.2 ein Polynom in u vom Grad m mit dem Leitko-

effizienten 2™.

Jetzt suchen wir die Nullstellen. Die Gleichheit

]

km
4| u? 2 =0
<u o (m+1)>

gilt genau dann, wenn fiir ein k € N, 1 < k < 3 gilt:

4 (u2+0082( km )) = 0.

Es gilt:

k
& u2+0082(m 1):O k
m
& u? = _COSZ(mk—I—l)
7r
& uw? =2 cosQ(mk+ 1)
, 7r
& U::EICOS(m+1).

Die Nullstellen des Polynoms haben also die Form

+i cos(

”1) mit k € N, 1<k <

m
m + 2"

Wegen der in Gleichung 3.19 auf Seite 35 gezeigten Periodizitét von cos kann
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man erweiternd sagen:

+i cos( Wl) mit ke N1 <k<m (4.4)

m

sind die Nullstellen des Polynoms.

Der rechte Term. Wir kennen den binomischen Satz:

(a+0)" = Zn: (Z) "ok, (4.5)

k=0

Wenden wir ihn auf den Term 4.3 an, erhalten wir:

(u+ V14 u2)™ — (4 — 1+ u2)" !
2v 1+ u?
_ Z:Bl ((ml;l—l)um-&-l—kz( /_1+u2)k) _Z;:BI ((m];i-l)um—l—l—k(_ /_1+u2)k)
2V 1+ u?
m m mal— k m mal—
k:t]l <( Z—l)u -k /T T 02 _( ;jl>u k(L /_1+u2)k>
2v/1 + u? '

Alle Summanden, in denen k gerade ist, sind gleich 0. Ist & ungerade, gibt es

ein r € Ny mit £k = 2r + 1. Wir koénnen also schreiben:

1 () T — (KT Y
2V1+u?
25 (e
- 2V 12
3 (e L AR ARACS)
V1+u?

m+1 _9 9
= m T 1 7”. 46
(MJU (1+u?) (4.6)

Wir sehen: Dieser Ausdruck ist ein Polynom in u. Um die hichste Potenz zu
finden, betrachten wir zunéchst (1 4+ «?)". Mit dem binomischen Satz 4.5 gilt:

(142 = Z <T> (u2)!.

J=0

Der Summand mit der hochste Potenz entsteht bei j = r. Dann ist

(e Cor-
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Die Teilsumme mit den héchsten Potenzen des ganzen Terms 4.6 ist dann

m—+1
um 27‘u2r
2r+1
m-+1\
U
2r+1
r=0

> ((3) )

Die 2r sind alle geraden und die 2r + 1 alle ungeraden Zahlen von 0 bis m + 1.

((727;> i <2r71 1)) v
e
)

ﬁ
Mes L0
()

w[3

Es gilt also:

S 11

B
Il
o

M-

T

—9om

I~

Damit ist der Grad des Polynoms m und der Leitkoeffizient 2.

Nun suchen wir nach den Nullstellen. Dazu betrachten wir zunichst nur den
Zahler des Terms 4.3:

(u+V1+u)™ — (u—V1I+u2)" =0
& (w+V1+u2)"t =
& u+vV1i+u?=

V1 + )™t
V1+u?)z.

(u
(u
z sei die komplexe Einheitswurzel vom Grad m + 1. Weiter gilt:

u+VvVi+ur=(u—vV1+u?)z

= VI+uz+V1i+ut=uz—u

& VI+u?(z+1) =u(z —1)

= (1 ?)(z 4 1)? = (= — 1?

& 22422+ 1+ 220 + 220 +u? = u?2® — 20tz 4 P

& o = 22 — 22— 1

& u? = —1(z+2+ 1). (4.7)
4 z
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z ist die komplexe Einheitswurzel der Ordnung m + 1, also gilt:

2k
+1

z = exp( i) mit k=0,1,...,m.

Setzen wir dies in den Ausdruck 4.7 ein, ergibt sich:

u’ = —;11 < xp(— ) T )
+1 exp(;,51)
& u? = _}l (eXp<7jlf11) + 2 + exp(— QTli))
& u = :I:% (exp(mki 11) + exp(— ki 11))

Mit
exp(zi) + exp(—=zi)
2

haben die Nullstellen des Zihlers folgende Form:

cos(z) =

u = +icos( 7r1) mit £ =0,1,...,m.

Den Fall £ = 0 miissen wir als Nullstelle des ganzen Terms 4.3 ausschlieflen,

da dann der Nenner 0 wiirde:

2@:2\/1+(iicos( - >>2

m+1
= 24/1 + (£i)’
=0

Die Nullstellen des rechten Terms 4.3 sind also

+i cos( i ) mitkeN1<k<m.
m—+1
Sie stimmen mit den Nullstellen 4.4 des linken Terms 4.2 iiberein. O

Wie angekiindigt wollen wir die Kastelyn-Fisher-Temperley-Formel umfor-

men. | | bezeichne dabei die Gauklammer. Fiir € R sei also

|z] = max{k € Z|k < x}.
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Lemma 4.2. Die Anzahl der Dominopflasterungen Z,,, aus der Kasteleyn-

Fisher-Temperley-Formel (Satz 2.1) lisst sich auch wie folgt darstellen
n+1

&

)"

" I 5 m-+41 >
7 . 2] (cos(n—H)+ 1+cos?( +1)) (COS(T)— 1+cos?(
mn — =1 5
2\/1+cos (n—i-l)
Bewezs.

)

1 m n
P 2z T2, TIA, (cos (m+1> + cos (nljrrl)) fiir n gerade
k2%7”(”_1) : H,?:l HE (cos? ( =) + cos?( ljrrl)) fiir n ungerade
(

[12, 2™ T12, (cos? ( =) + cos?( lj:l)) fiir n gerade
\HE 2m . H,?Zl (cosz( =) + cos?( IL)) fiir n ungerade
Lo £ Im km

— m 2 2

=112 H(cos (n+1)—l—cos <m—|—1))
=1 k=1
Ll [ %

. km
2
) + cos”( n 1))

O

Durch Verwendung des Lemmas 4.1 gelangen wir direkt zu der Formel

Wir berechnen zunéchst den Grenzwert lim,, oo (Zn,) ™, um damit dann Z

(vgl. Seite 38) zu bestimmen.

Lemma 4.3. Sei Z,,, wie in der Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel (Satz

2.1) definiert. Dann gilt:
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Bewers. Es gilt nach Lemma 4.2:

Hm (Zyp)

m—o0

s T m+1 s T m+1 m

lim 12 (cos(nl—ﬂ)—&— H—COSQ(HZ—H)) —(cos(nl—ﬂ)— 1—1—0052(7;—“))

= m—00 =1 =
2\/1—|—cos2(nl—+1)

B Il 2/ lm m+l I 2( lm m+l %
2] limym— oo (cos(n—_i_l)+,/1+cos (m)) —(cos(n—_'_l)— 14-cos (T-H))
—1lli=1 —\
it s 00 (2,/1+cos2 TL))

Wir betrachten zunéchst den Nenner. Es gilt fiir alle [ € {1,...,[5]}:

lm
24/1 2 >0
\/ +cos <n+1>

1
I "
'm 2 _

Betrachten wir nun den Zahler. Mit

und damit

I l l
A = cos( )+\/1+cos2(n:1) und B := COS(nIl)_\/l +COSQ(n:LTl>

n+1

1st

1
m—+1 m+1\ m
lim,, 00 ((cos(nﬁr’rl) +4/14+ cos2(nl—L)) - (cos(nl—j:l) —/1+ cos2(nl—j:1)> )

. m+1 m—+1 %
—nll_rgo(A B ) )

Analog zu der Ungleichung 3.20 auf Seite 36 gilt fiir alle [ € {1,..., |5 ]}:

lm

0<
COS(n—i—l

) < 1.

Daraus folgt:
A>1 und |B|<1.
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Damit gilt:

S
m

)
")

B o
= lim A- lim Aw - lim C.-()m“)
m—00 m—00 m—00 A

m— 00

hm (Am+1 o Bm+1)

3=

= mn(Am“yi<1—(

3|~

o

zlmlAmiAé<1—(
m—00

=A-1-1
=A. (4.9)
Insgesamt folgt aus den Gleichungen 4.8 und 4.9:

15]

: 1 A

) =117
=1
15]

= | | cos( )+\/1+cos2( T ).
n n+1
1=1
[

Lemma 4.4. Sei Z,,, wie in der Kasteleyn-Fisher-Temperley-Formel (Satz
2.1) definiert und sei Z = lim,, ;00 (Zmn)ﬁ wie in der Gleichung 4.1 auf
Seite 38. Dann ist

7 = exp (% /Og log (cos(w) ++/1+ COSQ(w)) dw) .

Beweis. Wir betrachten zunéchst den natiirlichen Logarithmus von Z.

1@@=m<mlmw$)

m,n— 0o

= tox (i (Jim, (7))’ )

L5] x
. 32 log <c0s(nl—+1) +
n—oo

1+ COSQ(l—”)>

n+1

n
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Mit
f(z) :=log (COS(JZ) ++/ 1+ COSQ(JZ)) (4.10)

ergibt sich:

log(Z) = lim

n—oo n

I T n+1 1
— 1 . . -
nggo Zf(n+1) n-+1 n s

| |
i (ST T ) i P

n—00 = n-+1 n—oo 7 n—oo T

:/gf(w)dw-l‘l.
0 s

Ersetzen wir f wieder durch den rechten Ausdruck der Gleichung 4.10 und

exponieren die Gleichung, erhalten wir:

Z = exp (% /og log (cos(w) ++/1+ cos2(w)) dw) .

]

Wir kénnen fiir den Grenzwert Z sogar einen exakten Wert finden. In dieser
Arbeit sollen diese abschlieBenden Uberlegungen nur kurz skizziert werden. Der
interessierte Leser sei jedoch dazu aufgefordert, die einzelnen Rechenschritte
selbst nachzuvollziehen und seinen Wissensdurst zusétzlich mit der Lektiire
von Kasteleyn [11], S. 1216 ff., zu stillen.

In der Arbeit von Kasteleyn (vgl. [11], S. 1216) wird die Formel aus Lemma

4.4 weiter umgeformt zu
1
log(Z) = 7r1/ o~ arctan(x)dx.
0
Mit den Gleichungen

arctanx = (2i) " (log(1 + iz) — log(1 — iz)) und
Ay(z) = (20) ' (Lig(iz) — Lig(—ix)),

wobei Liy der Eulersche Dilogarithmus
Lis(u) = —/ 1 log(l — 2)dx
0
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ist, kommt Kasteleyn zu

log(Z) = 7~ Aa(1)
=71'G. (4.11)

G ist die Catalansche Konstante:
G=172-324+52-772+...20.915965594. (4.12)
Aus den Gleichungen 4.11 und 4.12 ergibt sich:
7 = exp(%) ~ 1.338515152.

Wie schon erwéahnt, driickt Z aus, wie viele Dominopflasterungen im Fall
m,n — oo pro Knoten existieren.

In der molekularen Statistik ist in diesem Zusammenhang die , molecular
freedom* ¢9 interessant, die Anzahl von Dominopflasterungen pro Domino
(vgl. Kasteleyn [11], S. 1217, oder Fowler und Rushbrooke [8], S. 1281). Diese

ist
G2 = (Zpn) ™.
Fiir ein unendliches Rechteck gilt:
() = 72 = exp(?) ~ 1.791622812.
Dieses exakte Ergebnis von gbgoo) kann 1961 erstmals von Kasteleyn [11] sowie

Fisher und Temperley [7] durch ihre Formel fiir die Anzahl der Dominopflas-

terungen eines Rechtecks berechnet werden.
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[13]

[14]
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