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... andererseits ist Schreiben nichts anderes
als eine endlose Reihe von Zweifeln,

die zugunsten eines Satzes

schlieBlich iiberwunden werden miissen.
Jurek BeckeIE

1 Vorwort

In der klassischen 2-wertigen Logik kann Rousseaus Aussage ,,Der Mensch
ist von Natur aus gut‘ﬂ nur mit den Wahrheitswerten ,,wahr* oder ,,falsch“
belegt werden. In der mehrwertigen Logik sind auch Belegungen wie ,,ziem-
lich wahr* oder ,unentschieden“ denkbar. Macht man jedoch zu der oben
genannten Aussage eine Umfrage, so erhdlt man moglicherweise folgende
Belegung: ,,20 % falsch“, ,40 % unentschieden® und ,,40 % wahr®, kurz als
(20 %; 40 %; 40 %) geschrieben. Dieser Tatsache soll der in dieser Arbeit
beschriebene Kalkiil mit dem Namen Prozentuallogiken Rechnung tragenﬂ

Womit arbeiten die Prozentuallogiken und wie arbeiten sie? Die Prozen-
tuallogiken arbeiten mit Zahlen- bzw. Datenreihen. Diese Datenreihen ha-
ben zwei besondere Eigenschaften: Die Elemente der Datenreihen ergeben
die Summe 100 %, und die Daten sind geordnet und haben innerhalb der
Datenreihen eine linear zunehmende Auspriagung von ,wahr“. Dabei ist die
Auspriagung von ,wahr“ des ersten Elementes in der Datenreihe 0, womit
das erste Element fiir ,falsch* steht. Die Auspragung von ,wahr“ des letzten
Elementes ist 1. Die Datenreihen werden in Anlehnung an die Logik ,,Gel-
tungswert“ genannt. Die Interpretation der Geltungswerte ist im Gegensatz
zu Wahrheitswerten jedoch nicht auf ,wahr* und ,falsch“ und Abstufungen
davon beschréankt. Vielmehr beschreiben die Geltungswerte in Form einer
Datenreihe, in wieweit iiber Wahrheit hinaus bestimmte Sachverhalte giiltig
sind, wie die folgende Ubersicht zeigen soll:

! Jurek Becker: Amanda herzlos, Suhrkamp, Frankfurt a.M., 19923, S. 143
2 Jean-Jacques Rousseau: Diskurs iiber die Ungleichheit, 1755

3Ich verwende den Begriff Prozentuallogik hiufig im Plural, obwohl sich die Prozentual-
logiken lediglich durch die Anzahl moglicher Geltungswerte unterscheiden (s. Kap. [3.3).



von iiber bis

Wahrheit falsch unentschieden, wahr
unsicher, ...

Losung falsch nur z.T. gelost richtig
Unsicherheit (s.u.) | unmoglich wahrscheinlich gewiss
Qualitat mangelhaft minderwertig gut
Wohlbefinden nie ab und zu ... meistens | immer
Krankheit krank beeintréachtigt gesund
Komplexitat einseitig begrenzt vielseitig
Versuch misslungen | nur z.T. erfolgreich | gelungen
Vermogen nichts wenig ... viel alles

Ich bin mir der mangelnden Prézision bzw. der Unschérfe der oben verwen-
deten Begriffe durchaus bewusst. So gibt es z.B. nach der Sherman-Kent-
Skala allein 19 Abstufungen der Unsicherheit von unmoglich (impossible)
bis gewiss (certain)ﬂ Aber nach Kant konnen sowieso ,nur mathematische
Begriffe sauber definiert werden‘{?]

Auf die Datenreihen bzw. Geltungswerte werden Operationen angewendet,
die sich an den Operatoren der 2-wertigen Logik (z.B. ,nicht®, ,und* oder
ywenn ... dann“) und der mehrwertigen Logik (z.B. verschiedene Negationen,
Zyklation) orientieren und daher ,Junktoren“ genannt werden. Diese Junk-
toren sollen die ,Normalbedingung® erﬁillerﬂ das heifit, dass die Junktoren,
soweit sie bereits aus der 2-wertigen Logik bekannt sind, beim Einsetzen von
ywahr® und ,falsch“ auch in den Prozentuallogiken zu den gleichen Ergeb-
nissen fithren wie in der 2-wertigen Logik.

Bei den Junktoren verwende ich vorzugsweise die polnische Notation, da
sie einerseits kurz und andererseits schnell und einfach zu schreiben ist, zu-
mal sie keine Klammern benétigt. Aufferdem gibt es nur wenige Symbole
flir logische Verkniipfungsoperatoren, die allgemein bekannt und gebréduch-
lich sind wie z.B. A, V,—, 4> oder —. Und schon bei der Negation ist diese
Schreibweise nicht mehr einheitlich, da fiir = hdufig auch a verwendet wird.
Fiir diese Arbeit benétigte ich aber zusétzlich auch Bezeichnungen fiir Junk-
toren, fiir die keine Symbole vorliegen. Doch gelegentlich reichen selbst die

*[18] Kruse et. al., S. 13
5[21] McNeill, Freiberger, S. 120
S[I7] Kreiser, Gottwald, S. 25



26 Buchstaben des Alphabets nicht aus, alle Junktoren zu bezeichnen, zumal
die polnische Notation bereits fiir die klassische 2-wertige Logik 4 Buchsta-
ben fiir die 4 moéglichen 1-stelligen Junktoren und 16 Buchstaben fiir die
16 moglichen 2-stelligen Junktoren reserviertﬂ So habe ich Junktoren, die
zueinander in Beziehung stehen, mit Varianten des gleichen Buchstabens be-
zeichnet, wie z.B. Z fiir die unabhéngige Zyklation, Z fiir die (unabhéngige)
inverse Zyklation und Z,, fir die innere Zyklation.

Wenn in dieser Arbeit z.B. von a = (0,1; 0,2; 0,4; 0,3) die Rede ist, dann
ist das 4-Tupel (0,1; 0,2; 0,4; 0,3) ein konkreter Geltungswert und a ein
Platzhalter fiir diesen Geltungswert. Ich verwende der Einfachheit halber
flir beide den Begriff Geltungswert und gehe davon aus, dass aus dem Zu-
sammenhang klar ist, um was von beiden es sich handelt.

Ich habe in dieser Arbeit das Sakrileg begangen, an einigen wenigen Stellen
den Komparativ ,wahrer® zu benutzen, obwohl manche Logiker ,Einwande
gegen die Abstufung der Wahrheit* erheberﬂ So schreibt der britische Lo-
giker Wilfrid Hodges: ,,Is true a scaling adjective? It is not: ... More true can
only mean ‘more nearly true’ or ‘nearer the truth’ In this sense there are no
degrees of truth. Truth is absolute.‘ﬁ Und Peter Strehle schreibt: Auch ,bei
der Verwendung von Logikwerten mit mehr als zwei Elementen entspricht
letztendlich nur der ,ausgezeichnetste’ Wert dem Wahrheitswert ,wahr. Die
Menge der {ibrigen Logikwerte entspricht dem Wert ,falsch‘“. ... Gewisser-
maflen wird der ,,Wahrheitswert ,falsch® aus Zweckméfigkeitsgriinden in eine
geordnete Menge von Logikwerten zerlegt.‘ﬂ Aber bereits Aristoteles be-
nutzt im 9. Kapitel seines Werkes De Interpretatione die Begriffe ,wahrer
und ,,falscher“lﬂ Und der amerikanische Philosoph Max Black schreibt 1937
in seinem Artikel iiber Vagheidﬂ »While the mathematician constructs a
theory in terms of ‘perfect’ objects, the experimental scientist observes ob-
jects of which the properties demanded by theory are and can, in the very
nature of measurement, be only approximately true“ Somit verwende ich
den Begriff ,wahrer im Sinne von ,ndher an wahr“. Ist ,falsch“ = 0 und
ywahr = 1, dann ist a ,wahrer“ als b, wenn 0 < b < a <1 ist. Nur wenn a >
1 wére, wire a ,wahrer® als ,wahr“, was dann ,,im wahrsten Sinne des Wor-
tes“ unsinnig wére. Aber die Interpretation der Geltungswerte beschrankt
sich ja nicht nur auf Abstufungen von ,wahr“ und ,falsch“. Komparative
wie ,,gesiinder®, ,vielseitiger” oder ,reicher sind weniger umstritten.

"Siehe im Anhang die Ubersicht iiber die Junktoren
8[21] McNeill, Freiberger, S. 57

9[13] Hodges, S. 34

10[30] Strehle, S. 67

" [21] Nach McNeill, Freiberger, S. 77f

12[] Black, S. 427fF



Falls nach Drucklegung diese Arbeit noch Fehler auftauchen sollten, wer-
de ich bei den Materialien zu dieser Arbeit unter https://www.untexte.
de/logik/|eine Liste mit Errata hinterlegen.

Dass Fehler aber durchaus auch eine schéne Seite haben kénnen, zeigen
die 3 Abbildungen am Ende dieses Vorworts, die jeweils das Ergebnis von
Programmierfehlern waren.

Bleibt mir noch, mich bei all denjenigen zu bedanken, die mich bei der Er-
stellung dieser Dissertation unterstiitzt haben, ndmlich zunéchst Prof. Dr.
Mark Siebel von der Carl von Ossietzky Universitidt Oldenburg als Betreuer
und Erstgutachter und Prof. Dr. Roland Meyer von der TU Braunschweig
als Zweitgutachter. Ohne ihr Interesse am Thema dieser Arbeit wére diese
Dissertation nie zustande gekommen. Prof. Dr. Siebel war zudem als Betreu-
er stets unterstiitzend und ermutigend. Bedanken mochte ich mich bei Frau
Soelve Faja vom Serviceteam der Universitédtsbibliothek Leipzig, die mir
Material zur Logik von Peter Strehle [T_SI zur Verfiigung gestellt hat. Mein be-
sonderer Dank gilt meiner Frau Birgit, die nicht nur den einen oder anderen
(Fliichtigkeits-)Fehler entdeckt hat, sondern wihrend der ganzen Zeit des
Promotionsvorhabens meine wichtigste (und geduldige) Gespréchspartnerin
war. Auch meine Tochter und mein Schwiegersohn Rahel und Chico Sunder-
mann, die zur gleichen Zeit wie ich an ihrer Dissertation gearbeitet haben,
haben mir wichtige Tipps nicht nur zu LaTeX, sondern auch zu praktischen
Abléufen gegeben. Nicht zuletzt mochte ich mich bei meinen Freunden Chri-
stoph Heidrich und Jiirgen Schlusnus bedanken. Jiirgen hat mich iiberhaupt
erst auf die Idee gebracht, zu promovieren, und Christoph hat mich immer
aufgerichtet, wenn ich der Meinung war, dass etwas sowieso nicht klappt und
auflerdem fiir den Erfolg dieser Promotion gebetet.

13[30] Siehe Literaturverzeichnis



2 Prozentuallogiken

2.1 Syntaktische Aspekte der Prozentuallogiken
2.1.1 Die Struktur der Prozentuallogiken

Der Kalkiil der Prozentuallogiken hat die Struktur o = (&;,,, Uy, J, Sn)[ﬂ

e &;, # ) ist die Menge aller Geltungswerte. Die Geltungswerte sind
n-Tupel und die Objekte der n-Tupel sind Briiche aus dem abge-

schlossenen Intervall [0, 1] der Menge Q der reellen Zahlen mit a; €
%, %, %, e ,%}, wobei die Summe aller Zahler der Objekte j ergibt.
Die Summe aller Objekte der n-Tupel ist also 1 = 100 %. Nachfolgend

die ,ersten“ Geltungswerte sortiert nach j und n:

n 2 3 4 5
J
1 D &6 GHE5D GLHHED
D &6 GHE5D GLHHGD
(159 BnHd) GHsHY
GESD GHESEYSD
(l. 0.0.0. 9)
17 17 17 17 1
2 (33 G353 GH5s3) G5835533)
(3353 (33553 (35353555 3)
(3:3:3) (G359 (55553555 3)
3 %% &GS
%52 G559
GHaY) G55
(l. 0.0.0. l)
27 27 27 27 2
(l. 0.0. 1. 9)
27 27 27 27 2
(l. 0.1.0. 9)
27 27 27 27 2
(l 1.0.0 Q)
27 27 27 27 2
3 (3:2) (33 3)
(23:8) (323
(3% 2)
CIETES!
(32,9
(23,4 4
(23,49
4 (35 1)
(35 1)

“Nach [23] Priest, S. 136



Die Tabelle konnte den féilschlichen Eindruck vermitteln, dass es z.B.

fiir n = 2 und j = 4 nur 2 Geltungswerte gibe, némlich (1; ) und (;

1). Es gibt jedoch auch noch die Geltungswerte (3; 1) = (95 1), (%;

4> 4
%) = (%, %) und (%; %) = (%, %), die in gekiirzter Form bereits bei n
= 1 und j = 2 aufgelistet waren, da 1 und 2 die Zahl 4 teilen. Somit

ist m = 5 die Machtigkeit der Menge &, .

Héufig ist es praktischer oder anschaulicher, die Objekte nicht als Brii-
che mit gemeinsamem Hauptnenner, sondern als gekiirzte Briiche, als
(positive) rationale Dezimalbriiche oder als Prozentsétze zu schreiben.
Noch handlicher ist es, nur die Zahler zu schreiben, da sich die gemein-
samen Nenner aus der Summe der Zahler ergeben. Dazu ein Beispiel:

20 %; 40 %; 40 %) =
0

Da die Objekte der Geltungswerte gelegentlich wie im Beispiel (0,2;
0,4; 0,4) als Dezimalbriiche geschrieben werden und somit Komma-
ta enthalten, ist es sinnvoll (wenn auch nicht iiblich), die Objekte
trotz Leerzeichen durch Semikola statt durch Kommata voneinander
zu trennen, um das Lesen der Tupel zu vereinfachen.

Die Menge &, ,, ist eine Teilmenge der Menge &, ,,, wenn k die Zahl [
teilt. Somit ist &, , Teilmenge jeder Menge & ,.

Mit endlichen Werten fiir j und n ist die jeweilige Prozentuallogik end-
lich. Eine endlichwertige Prozentuallogik kann als m-wertig bezeichnet
werden.

Die Objekte der Geltungswerte représentieren unterschiedliche Intensi-
taten von ,wahr“, wobei die Intensitidt von ,wahr“ des ersten Objektes
im Tupel 0 ist und bis zum letzten Objekt, dessen Intensitét 1 ist, zu-
nimmt.

n-Tupel, bei denen die Summe der Objekte 1 ist, kénnen in Analogie zu
zeilenstochastischen MatrizenlE auch ,stochastisch® genannt werden.

53] Behnke, Tietz, S. 375. In der Literatur wird eine stochastische Matrix oft auch da-
hingehend definiert, dass nicht die Zeilensumme, sondern die Spaltensumme 1 ist. Man
nennt diese Matrix dann spaltenstochastisch. Das wiirde dazu fithren, dass die Elemente



e A, C &, mit A, # () ist die Menge der ausgezeichneten Wahrheits-
werte, im Fall der Prozentuallogiken die Menge mit dem einen Ele-
ment (0,0,---;0, 1), das in dieser Arbeit als ,wahr bzw. W,, bezeich-

———

(n—1)—mal
net wird.

o J # ()ist die Menge der Junktoren bzw. Konnektoren, die in polnischer
Prafix-Notation geschrieben werden. J; C J ist die Menge der einstel-
ligen Junktoren: J; = {N, Z, Z, W, W, Nyn, Zon, Wi, Wi, #Zn, # 7,
#FW o, #Wm, R, Qy, Wy, "W, T, Ty, PTp, U}. Die Differenzmenge
J\ J1 = Ji ist die Menge der mehrstelligen Junktoren: J; = {K, Ky,
A, Ay, C, P, PY 4}, wobei K, A, C, P und PY zweistellig und K}, und
Ay, h-stellig sind.

o Fn # Dist die Menge {fx | X €J }E der zu einzelnen Junktoren aus der
Menge J gehorenden Funktionen, wobei fx das n-Tupel (fi x, f2,x,
fa3.x, -+, fnx) ist und f; bei einstelligen Junktoren das i-te Objekt
eines n-stelligen Geltungswertes bzw. bei mehrstelligen Junktoren die
i-ten Objekte mehrerer n-stelligen Geltungswerte abbildet. Nicht zu
jedem Junktor der Prozentuallogiken ist eine entsprechende Funktion
fx definiert.

Die Menge J; der einstelligen Junktoren kann in vier Gruppen ein-
geteilt werden:

1. Junktoren, die die ObJekte der Geltungswerte lediglich permutie-
ren, namlich N, Z, Z, W und W. Dabei spielt es keine Rolle, aus
welcher Menge &;,, die Geltungswerte stammen, da nach einer
Permutation j und n in jedem Fall unverdndert bleiben. Daher
mochte ich diese Junktoren unabhdngig nennen.

2. Junktoren, die Geltungswerte aus der Menge &; ,, so in Geltungs-
werte aus der Menge &;,, liberfiihren, dass j und n nicht verdn-
dert werden, auch wenn sich die Menge der Objekte des Gel-
tungswertes dndert, namlich Ny, Zm, #Zm, #Zm, 7 W, Wm,
W, W,, und #U. Da die Abbildungen innerhalb der Menge S;n
stattfinden, mochte ich diese Junktoren innere Junktoren nennen.

3. Junktoren, die Geltungswerte aus der Menge &, nicht stets wie-
der auf Geltungswerte aus der Menge &;,,, sondern in der Regel
auf Geltungswerte aus der Menge &; ,, abbilden, wobei j die Zahl

der Spaltenvektoren und somit die Objekte der in dieser Arbeit beschriebenen n-Tupel
iibereinander geschrieben wiirden, was ich fiir das Schreiben, das Lesen und fiir das
Schriftbild dieser Arbeit fiir ungiinstig halte.

16X fungiert an dieser Stelle als Platzhalter fiir einen beliebigen Junktor in polnischer
Notation und darf nicht mit dem Junktor X fir NOR (s. Anhang) verwechselt werden.



[ teilt. Somit ist &;,, eine Teilmenge von &;, und die Geltungs-
werte aus der Menge &; ,, sind ebenfalls Elemente der Obermen-
ge &;,,. Da die Abbildung nicht stets innerhalb der Menge &; ,
stattfindet, sondern die Geltungswerte der Menge &;,, auf Gel-
tungswerte der Erganzungsmenge von &;, beziiglich der Menge
®; ,, abbildet werden, mochte ich diese Junktoren, ndmlich R, Qy,
W, *W,, T, Ty und PTp, ergdnzende Junktoren nennen.

4. Die Konjugation U ist ein Junktor, der Geltungswerte der Menge
&, n auf Geltungswerte der gleichméchtigen, aber (in der Regel)
disjunkten Menge &,_1 ;11 abbildeﬂ Da die beiden Mengen
sich nicht schneiden, méchte ich diesen Junktor parallel nennen.

2.1.2 Subkalkiile

Wenn man Teilmengen aus den Elementen der Struktur fir den Kalkiil
der Prozentuallogiken bildet, entstehen neue (Sub-)Kalkiile (Im Folgenden
schreibe ich die Objekte g und % bzw. % und % der Geltungswerte der Ein-
fachheit halber als 0 und 1):

e Mit 12 = {(0;1),(1;0)}, A2 = {(0;1)} und J = {N,K,A,C,E}
erhalte ich die klassische 2-wertige Logik, in der die Junktoren N = Z
=7Zn = 7 = Zm = R zu einem einzigen Junktor N zusammenfallen.
Allerdings werden in der Prozentuallogik mit 7 = 1 und n = 2 die
Wahrheitswerte ,wahr als (0; 1) und ,falsch“ als (1; 0) geschrieben.

o Mit &5 ={(0;0;1),(0;1;0), (1;0;0)}, A3 = {(0;0;1)} und J = {N, Z,
Z,K, A, C, E} erhalte ich eine 3-wertige Logik.

o FEine Prozentuallogik im engeren Sinne des Wortes erhalte ich mit der
Menge &100,n, also wenn der Nenner j = 100 und der Zahler somit
der Betrag eines Prozentsatzes ist. Erlaube ich beim Prozentsatz eine
Nachkommastelle (2 Nachkommastellen), so muss j = 1000 (5 = 10000)
gewahlt werden.

2.2 Semantische Aspekte der Prozentuallogiken

Nachfolgend mochte ich an 3 Beispielen die semantischen Aspekte der Pro-
zentuallogiken verdeutlichen:

o Der Aussage ,Ich habe gerade eine 6 gewiirfelt“ kann in der 2-wertigen
Logik der Wert ,,wahr“ oder ,falsch“ zugeordnet werden. Der Aussage
,Ich werde als Néchstes eine 6 wiirfeln* kann vor dem Wiirfeln in der
2-wertigen Logik nicht mit Sicherheit ,wahr* oder ,falsch“ zugeordnet
werden, da der Inhalt der Aussage sich auf die (noch nicht eingetretene)

TFalls j=n—1% j+1=nist, sosind die beiden Mengen &; , und &, _1 ;j+1 identisch.

10



Zukunft bezieht. In einer 3-wertigen Logik mit den Geltungswerten 0,
1 und u fir ,unbestimmt®“ wére eine Zuordnung mit « sinnvoll. In
einer 7-wertigen 2-stelligen Prozentuallogik mit Geltungswerten aus
der Menge &g > wire hingegen gemafl der Wahrscheinlichkeitsrechnung
eine Zuordnung mit (2, &) passend.

Die Aussage ,,Die Kinder hatten Spafi beim Spielen* kann, wenn von
4 Kindern eines Spafl hatte, 2 ein wenig Spafl hatten und ein Kind
eher keinen, in der 2-wertigen Logik nicht wirklich treffend mit einem
der Werte ,wahr“ oder ,falsch“ belegt werden. In einer 4-wertigen
Logik mit 4 Geltungswerten von 0 bis 1 wére der Geltungswert %
zutreffend. In einer 4-stelligen Prozentuallogik mit Geltungswerten aus
der Menge &,4 wiirde der Geltungswert (%, i, %, %) die Situation
prazise beschreiben.

Priifungen spielen in Schule, Studium oder Ausbildung eine grofle Rol-
le. Wenn z.B. in der Schule eine Klassenarbeit zuriickgegeben wird, so
ist die erste Frage der Schiiler/-innen meistens: ,Ist die Arbeit gut
ausgefallen?* Die Antwort der Lehrer/-innen ist dann nicht unbedingt
»2-wertig® mit den Extremen ,sehr schlecht* oder ,,sehr gut“, sondern
oft ,,mehrwertig“ wie z.B. ,,ziemlich schlecht“ oder ,eher schlecht®, ,es
geht so* oder ,recht gut®“. Aussagekraftiger ist die Durchschnittsnote.
Noch aussagekraftiger ist jedoch ein Notenspiegel wie z.B.:

1[2[3]4]5]6
al3|7]7]2]0

Der entsprechenden Geltungswert einer Prozentuallogik wére bei 23

Schiiler /-innen (;—3,%,2—2,%,%, %), wobei dieser Geltungswert aus

der Menge 236 im Gegensatz zum Notenspiegel mit ,falsch® beginnt,
also dem schlechtesten Ergebnis.

Der Versuch, Alltagssprache formal abzubilden, birgt das Risiko, ungenau zu
sein, und auch fir Bertrand Russell war ,,jegliche Sprache ... unbestimmt‘@
Was ist z.B. mit der Formulierung ,,ziemlich wahr“ gemeint? Heif}t ,,ziemlich
wahr so viel wie ,zu 80 % wahr“ oder doch eher ,,zu 90 % wahr“? Ange-
nommen, das Ergebnis einer Umfrage ist ,zu 20 % falsch, zu 50 % ziemlich
wahr und zu 30 % wahr“. Da die Intensitat des Wahrheitsgehaltes von aq
bis a, linear zunimmt, diirfte dieses Ergebnis nicht durch das 3-Tupel bzw.
Tripel (0,2; 0,5; 0,3) abgebildet werden, da dann ,ziemlich wahr* bedeuten
wiirde ,,zu 50 % wahr“. Ein passendes Tupel wére hingegen (0,2; 0; 0; 0; 0,5;
0,3), falls ,,ziemlich wahr® bedeutet ,zu 80 % wahr®. Bedeutet es jedoch ,zu
90 % wahr“, ist das entsprechende Tupel (0,2; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0,5; 0,3).

18[26] Russell, S. 84
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3 Geltungswerte

Definition 1. In einer Prozentuallogik ist der Geltungswert ein (geordnetes)
n-Tupel a := (a1; a2;as;...; ) von (endlich Vielen@ Zahlen o; € Q mit 0
<o; <1=100% und n > 1% und

> o =1=100 %.

=1

Somit sind die Geltungswerte sogenannte ,stochastische Tupel®, also Zeilen
einer zeilenstochastischen Matrix, die dadurch definiert ist, dass die Ele-
mente der Matrix aus der Menge bzw. dem Intervall [0, 1] sind und die
Zeilensumme 1 ist (s.0.). o; wird Objekt des Geltungswertes a genannt. Da-
bei repréasentiert a; die Intensitit von ,falsch® = 0 und «,, die Intensitéit
von ,wahr = 1, wobei die Intensitat des Wahrheitsgehaltes von oy bis a,
linear von 0 bis 1 zunimmt, wie man es u.a. von Likert-Skalen kennt. Ein
Beispiel fiir einen Geltungswert einer 4-stelligen Prozentuallogik (also mit n
= 4) ware a = (0,15 0,2; 0,4; 0,3) = (10 %; 20 %; 40 %; 30 %):

1

—ml 0

falzch wahr

]

3.1 Hervorstechende Geltungswerte und Palindrome

In der klassischen 2-wertigen Logik gibt es nur 2 Geltungswerte, namlich
den ausgezeichneten Geltungswert ,wahr“ = W = 1 und sein Gegenstick
yfalsch® = F = 0. Man konnte beide als ,hervorstechend“ bezeichnen. In
einer n-wertigen Logik kénnte noch ein dritter Geltungswert als hervor-
stechend bezeichnet werden, némlich der ,mittlere“, vorausgesetzt, dass
n =2k —1(k € N und £ > 1) und somit ungerade ist. Fiir eine 5-wertige
Logik mit Geltungswerten aus der Menge & = {0, 0,25, 0,5, 0,75, 1} wére
der mittlere Wert 0,5 an der Stelle k£ hervorstechend, da die mehrwertigen
Logiken in der Regel die Negation (s. Kap. so definieren, dass die Ne-
gation des mittleren Wertes wieder diesen Wert ergibt.

9Da a z.B. eine Umfrage abbildet, ist es sinnvoll, dass die Anzahl mdéglicher Antworten
endlich ist.

20Dije natiirliche Zahl n ist sinnvollerweise grofer als 1, da eine Umfrage mehr als eine Ant-
wortmoglichkeit haben sollte. Das heifit, dass die n-Tupel mindestens geordnete Paare
sind.

12



Auch in einer n-stelligen Prozentuallogik stechen zunéchst die 2 Geltungs-

werte ,wahr* = W,, = (0;0;--- ;0; 1) und ,falsch“ = F,, = (1; 0;0;--- ;0) be-
—_— —_—
(n—1)—mal (n—1)—mal
sonders hervor. Und auch fiir den ,mittleren® Geltungswert M,, = (0;0;-- - ;0;
————
(k—1)—mal
1; 0;0;5-- - ;0) einer n-stelligen Prozentuallogik mit n = 2k — 1 ist die Ne-
———
(k—1)—mal

gation von M, wieder M, (s. Kap. . Der entsprechende ,,mittlere“ Gel-
tungswert in einer n-stelligen Prozentuallogik mit geradem n = 2k (k > 0)

wéare dann M, = (0;0;---;0; 0,5; 0,5; 0;0;--- ;0).
(k—1)—mal (k=1)—mal

Ein weiterer hervorstechender Geltungswert ist der konstante Geltungswert
K, = (%, %; s %), bei dem alle Objekte gleich sind. Falls n die Zahl j teilt,
so ist K, € &;,. Die Geltungswerte M,, M/, und K, haben gemeinsam,
dass sie Palindrome sind. Palindromisch sind auch Geltungswerte, die einer
Binomialverteilungﬂ mit p = 0,5 entsprechen, wie z.B. Bs = (0,0625; 0,25;
0,375; 0,25; 0,0625). Fiir eine n-stellige Prozentuallogik wére der Geltungs-
wert (ebenfalls mit p = 0,5) dann:

P (e N e g e

on—1" on—1""" on—1

Hier noch einmal einige hervorstechende Geltungswerte als Sdulendiagramm:

1 1 1

_mllm_

wwahr

oLLILTPIEIE] o

u]
falzch wahr falzch 1

Fs = (1;0;0;0;0) K5 =(0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2) Bs =(0,0625; 0,25; 0,375; 0,25; 0,0625)

Im Zusammenhang mit der Negation (s. Kap. und dem logischen Betrag
(s. nachstes Kap.) werden Palindrome noch einmal eine Rolle spielen.

3.2 Der logische Betrag |a| der Geltungswerte

Wenn die Geltungswerte zum Ausdruck bringen, in wieweit eine Aussage
Hfalsch“ oder ,,wahr* ist, dann stellt sich die Frage, wann ein Geltungswert a

,wahrer“ ist als ein Geltungswert b. Angenommen, a = ( 1%5 %; %; %) und

b = (1%5 11—6; %; %). Ist dann a ,wahrer“ als b, ,falscher* als b oder gleich

swahr“? Bei a ist zwar das letzte Objekt, das fiir die Wahrheitsintensitét 1

2f(x) = (2) -pF - (1 —p)"F [22)Papula, S. 418
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steht, etwas grofler als das letzte Objekt von b. Dafiir ist das vorletzte Ob-
jekt von a aber 0. Die Antwort auf die Frage nach ,,wahrer* hingt nicht nur
von den einzelnen Objekten ab, sondern vom Zusammenwirken der Objekte
mit den Wahrheitsintensitéten.

Bevor ich eine Antwort auf die Frage nach ,wahrer* oder ,falscher” gebe,
mochte ich noch einmal auf das Thema ,,Notenspiegel zu Klassenarbeiten*
aus dem Kapitel 2:2] zurtiickkommen: Angenommen, 3 Klassenarbeiten ha-
ben folgende Notenspiegel:

[ 1]2|3[4]5]6
1. Klassenarbeit | 4 |3 | 7|72 |0
2. Klassenarbeit | 0 |9 [ 7520
3. Klassenarbeit | 4 |5 |6 |5 |1 |2

Berechne ich zu allen 3 Arbeiten die Durchschnittsnote, so erhalte ich:

1. Klassenarbeit: (4-14+3-2+7-34+7-442-54+0-6)/23 = 3,0
2. Klassenarbeit: (0-1+9-2+7-345-44+2-5+0-6)/23 =3,0
3. Klassenarbeit: (4-1+5-24+6-34+5-4+1-5+2-6)/23 = 3,0

Alle 3 Arbeiten sind also ,,gleich gut“ ausgefallen. Analog zur Durchschnitts-
note lasst sich nun fiir die Geltungswerte einer Prozentuallogik ein ,logischer
Betrag® folgendermaflen definieren:

Definition 2. Der Betrag eines Geltungswertes a = (aq; ao; as; -+ ;) ist
definiert durch:

no 1
laf := ﬁO@ + %043 + ot Z—jan_l +ap = 7;:2 k§2 T

Offensichtlich ist |W,| = 1 und nur W), hat den Betrag 1. Entsprechend ist
|F| = 0 und auch nur F,, hat den Betrag 0. Der Betrag von Palindromen p
ist stets [p| = %, denn:

Falls n = 2k gerade ist, ist:

|p|:ﬁOKQ—F"'%’?ak—Fiak—{-""F%aQ‘Fal:
(s + 2o 4+ (&
%QQ—F""F@O%—FOQZ

n—1 _
mO[Q‘i‘"""mO&k"‘O&l—

ar+ o+ Fag =3
Falls n = 2k—1 ungerade ist, ist zunéchst:
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n =2k—1 <

n—1=2k—2 &

nl—f—1

Somit ist dann: |p| =

n11a2+ 220+ Bl B+ + Pt =
( 22y - +(’“—1+i1)ak_1+%ak+a1:

o+ o4 222 2041.3_1—1—27 g + a1 =

n—1
-1 n—l
Dtag 4+ Ptogy + 2k o =

a1+oz2+--'+ozk_1+§ak:%

Gesetz 1. |W,| =1,|F,| =0und |p| = |K,| = |M,| = |M]}| = |B,| = %

Um auf die Frage vom Anfang dieses Kapitels zuriickzukommen, ob der Gel-

tungswert a oder der Geltungswert b ,wahrer® ist: Es ist |a| < |b], denn ]a|
3_ 1 9 _5 _ 1.1 .2 55

—3 + -0—1-1—ﬁ+0+ﬁ—gund|b|—§-ﬁ+g-ﬁ+g 8+ +

11 ® 4o

18~ I8

Da der Nenner der Objekte des Geltungswertes j ist und der Nenner der
Briiche, mit denen die Objekte multipliziert werden, (n— 1) ist, ist der Nen—

ner des Betrags j-(n—1). Somit ist der klelnste mogliche Betrag |F | = o= 1)

und der grofite mogliche Betrag |W,,| = g Das bedeutet:

Gesetz 2. Die Anzahl unterschiedlicher logischer Betréage von Geltungswer-
ten aus der Menge &, ist j - (n — 1) + 1.

Wenn Palindrome den Betrag % haben, so gibt es in einer Menge &, ,
nur dann palindromische Geltungswerte, wenn der Betrag % iiberhaupt vor-
kommt. Das ist der Fall, wenn die Anzahl unterschiedlicher logischer Betrage
j(n — 1) + 1 ungerade bzw. j(n — 1) gerade und somit durch 2 teilbar ist.
Das darf jedoch nicht zu dem falschen Umkehrschluss verleiten, dass alle
Geltungswerte mit dem Betrag Palindrome sind, wie das Gegenbeispiel

(% % % é) zeigt.

In Kapitel zur Struktur der Prozentuallogiken wurde die Menge 2,
der ausgezeichneten Wahrheitswerte beschrieben, die nur das eine Element
(0,0,---;0, 1) = ,wahr“ enthielt. Nachdem der Betrag definiert wurde,
———

(n—1)—mal
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koénnte auch die Menge 21, bzw. der Begriff | ausgezeichnet” modifiziert oder
erginzt werden:

Definition 3. Ein Geltungswert a wird als ausgezeichnet bezeichnet, wenn
la] = 1 ist. Ein Geltungswert a wird als schwach ausgezeichnet bezeichnet,
wenn |a| > 3 ist.

Durch die Berechnung der Betrage wird die Prozentuallogik mit Tupeln als
Geltungswerte auf eine mehrwertige Logik mit Zahlen aus dem Intervall [0,
1] als Geltungswerte reduziert. Und diese Zahlen/Geltungswerte scheinen
sogar besser zu beschreiben, welche Aussagen ,wahrer“ als andere Aussagen
sind. Wozu dann tiberhaupt eine Logik mit stochastischen Tupeln?

Um diese Frage zu beantworten, kehre ich noch einmal zu den 3 Klassenar-
beiten vom Anfang dieses Kapitels zuriick: Rechnerisch geméfi der Durch-
schnittsnote (die dem logischen Betrag entspricht) waren die 3 Klassenar-
beiten gleich gut ausgefallen, aber aus pddagogischer Sicht nicht unbedingt,
was erst an den Notenspiegeln (die einem Geltungswert in Form eines Tu-
pels entsprechen) zu sehen ist. Aus der Sichtweise eines Lehrers wiirde ich
die 2. Klassenarbeit fiir die beste halten, da hier die meisten Schiiler/-innen
eine Note besser als ,,befriedigend“ haben. Dass in der 2. Klassenarbeit keine
Schiiler /-innen die Note ,sehr gut“ haben, spielt unter dem Gesichtspunkt
der Lernzielerreichung eine geringere Rolle, da z.B. zwei Fliichtigkeitsfehler
in einer Mathearbeit oder 2 Fehltage vor einer Geschichtsarbeit bereits dazu
fihren koénnen, dass die Note der Arbeit nicht mehr ,sehr gut“ ist. Im Ge-
gensatz dazu halte ich die 3. Klassenarbeit fiir die schlechteste bzw. proble-
matischste, da hier nicht nur die meisten Noten schlechter als ,,ausreichend*
vorkommen, sondern vor allem, weil 2 Arbeiten sogar mit ,,ungeniigend* be-
notet wurden, was nicht mehr so einfach als ,,Ausrutscher® entschuldigt wer-
den kann. Der Notenspiegel sagt allerdings nichts dariiber aus, ob immer die
gleichen Schiiler/-innen eine Note schlechter als ,ausreichend® geschrieben
haben. Aber auch Einzelnoten lassen sich als stochastisches Tupel schreiben
wie z.B. die Note ,mangelhaft* als (0; 1; 0; 0; 0; 0).

Durchschnittsnote und logischer Betrag stehen in einem linearen Verhaltnis:

Ist d die Durchschnittsnote und |a| der Betrag des Geltungswertes a, der den

entsprechenden Notenspiegel als 6-Tupel abbildet, dann ist d = —5|a| + @

So ist z.B. der Notenspiegel einer Klassenarbeit 4 | 3 |7 | 7| 2| 0, wobei die

Durchschnittsnote der Arbeit 3,0 ist, und der entsprechende Geltungswert
0 2 7 7 3 4 69

ist (53, 53, 23> 23> 33> 23), Wobei der Betrag des Geltungswertes 77z = 0,6 ist.

2Der ,,schlechteste“ Betrag 0 wird auf die Note 6 und der ,beste“ Betrag 1 auf die Note 1
abgebildet. Dann folgt aus den beiden linearen Gleichungen 6 = 0m+cund 1 = 1m +c,
dass ¢ = 6 und m = —5 ist.
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Dabei kann der Betrag als Grad der Lernzielerreichung interpretiert werden,
wobei bei dem Betrag 1 = 100 % das Lernziel zu 100 % erreicht wurde (da al-
le Arbeiten mit ,sehr gut“ benotet wurden) und beim Betrag 0 das Lernziel
vollig verfehlt wurde.

3.3 Die Anzahl m der Geltungswerte der Menge &;,,

Die Geltungswerte der Menge &;,, bestehen aus n Briichen < 1 mit dem
gemeinsamen Nenner j, wobei die Summe der Zéhler j ergibt. Betrachtet man
nur die Zahler, so kénnen die Geltungswerte als geordnete (Zahl—)Partition@
mit 0 als erlaubtem Summanden gedeutet werden:

Gesetz 3. Die Anzahl der Geltungswerte der Menge &, ist m = (’ +”_1)

n—1

Diese Formel mochte ich anhand der 10 Geltungswerte aus der Menge &3 3
mit jeweils n = 3 Objekten aus der Menge {%; %; %; %} veranschaulichen,
wobei ich wiederum nur die Zahler betrachte. Die Summe der Zéhler j =
3 wird durch 3 waagerechte Striche ——— représentiert und durch n — 1 =
3 — 1 = 2 senkrechte ,,Schnitte“ in n = 3 Teile aufgeteilt. Die waagerechten
und senkrechten Striche belegen somit zusammen j+n—1=3+3—-1=5
Platze. Schnitte am Anfang oder Ende bedeuten, dass vor dem Anfang oder
nach dem Ende eine 0 vorkommt. Zwei Schnitte nebeneinander bedeuten,

dass zwischen den Schnitten eine 0 steht:

1. (05 0; 3) [ ——— 6. (1;1;1) —I1—1I-
2. (0;1; 2) [—|—— 7. (1;2;0) — ==
3. (0;21)  I——I— 8. (2,0:1) ——l1—
4. (05 3; 0) [ ———1 9 (2;1;0) ——I—I
5. (1;0;2) —11—— 10. (3; 0;0) ———11

Die Anzahl, n—1 Schnitte auf j+n—1 Pléitzen zu positionieren, ist (j :’_Lzl)
Im obigen Beispiel ist die Anzahl also (33311) = (g) = 10.

Wenn die Anzahl der Geltungswerte ein Binomialkoeffizient ist und fiir Bi-
nomialkoeffizienten die bekannte Rekursion (}) = (Z:i) + (ngl) und somit

jzizl) _ j+(n—1)—1) + ((jf}l)jlnfl) mit n > 2 gilt, dann

auch die Rekursion ( = ( (n—1)—1

Z3Eine Partition heiBt geordnet, wenn die Anordnung der Summanden eine Rolle spielt.
Z.B. gelten die 3 Partitionen 1+142 = 142+1 = 24141 von 4 als unterschiedlich,
wéhrend sie bei der ungeordneten Partition als eine einzige Partition angesehen werden,
die durch die eine Partition 14+1+2 mit aufsteigenden Summanden reprasentiert wird.

24[32) Witt, S. 34

25Hierbei interpretiere ich den Binomialkoeffizienten (Z) als die Anzahl von Méglichkeiten,

k Objekte auf n Platze zu stellen, ohne dass die Reihenfolge eine Rolle spielt.
26[20] Matousek und Nesetsil, S. 64
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liegt die Vermutung nahe, dass die Geltungswerte aus der Menge & ,, aus
den Geltungswerten der beiden Mengen &;,,_1 und &;_1 , gebildet werden.
Dazu ein Beispiel zu den 10 Geltungswerten der Menge &3 3, die aus den 4
+ 6 Geltungswerten der beiden Mengen &32 und &, 3 gebildet wurden:

1. (0;3) — 1. (0;0;3) 1. (0;0;2) — 5. (1;0;2)
2. (1;2) — 2 (0;1;2) 2. (0;1;1) — 6. (1;1;2)
3. (1) — 3. (0;2;1) 3. (02,00 — 7. (1;2;0)
4. (3;0) — 4. (0;3;0) 4. (1;0;1) — 8. (2;0;1)
5. (1; ;00 — 9. (2,1;0)
6. (2;0;0) — 10.(3;0;0)

Wenn man also am Anfang aller (n — 1)-Tupel der Menge &;,,_1 mit n > 2
das Objekt % einfiigt, entstehen alle n-Tupel der Menge &; ,,, die mit dem
Objekt % beginnen, ohne dass sich die Summe j der Zahler verdndert hat.
Wenn man den Zahler des 1. Objektes aller n-Tupel der Menge &;_1 , mit
j > 1um 1 vergroBert, entstehen alle n-Tupel der Menge & ,,, die nicht mit
dem Objekt % beginnen und die Summe j — 1 der Zahler wird um 1 grofer.

Gesetz 4. |6, = [6;,-1]| +|Gj_1,| mit n > 2 und j > 1.

Alle Geltungswerte der Menge &;,,, die mit 0 beginnen, wurden aus den
Geltungswerten der Menge &;,_1 gebildet. Alle Geltungswerte der Menge
&, 1, die mit 1 beginnen, wurden jedoch aus den Geltungswerten der Menge
&;_1,, gebildet, die mit 0 beginnen, die wiederum aus den Geltungswerten
der Menge &;_1,_1 gebildet wurden usw. Somit ist die Anzahl aller Gel-
tungswerte mit gleichem 1. Objekt bzw. gleichem Zéhler z; des 1. Objektes:

Gesetz 5. [{(ar;az;-- 5a,) € 81, | a1 = 2} = (8, 1| = (75577
mit n > 2 und 5 > 23.
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3.4 Zwei Ordnungsrelationen bzgl. der Menge &, ,
3.4.1 Die lexikographische Anordnung

Die 10 Geltungswerte aus dem Beispiel am Ende des vorherigen Kapitels
wurden beziiglich ihrer Zéhler lexikographisch angeordnet. Diese Anord-
nung entsteht, wenn man die Geltungswerte bzw. ihre Zahler von einem
Programm mit verschachtelten Zéahlschleifen erzeugen liisstlﬂ

var j = ...;
var zaehler = 1;
for (var alpha_1 = 0; alpha_1 <= j; alpha_1++)

{

for (var alpha_n = 0; alpha_n <= j; alpha_n++)

{

if (alpha_1 + ... + alpha_n = j)

document . writeln (zaehler );
document . writeln (alpha_1,alpha_2,alpha_3 alpha_n);
zaehler+4+;
}
}

}

Statt die Anordnung lexikographisch zu verstehen, kann man die Geltungs-
werte auch als n-stellige Zahlen (bei denen fiihrende Nullen erlaubt sind)
aus einem (j + 1)-adischen Zahlensystem bzw. einem Stellenwertsystem zur
Basis j + 1 interpretieren. Dabei sind die Zéahler der Objekte in den Gel-
tungswerten die Ziffern dieser Zahlen, die dann der Grée nach aufsteigend
angeordnet werden, wobei sich die Quersumme nicht &ndert, sondern stets
j ist.

Mit der lexikographischen Anordnung sind 2 Probleme verbunden: Zunéchst
beginnt die Anordnung nicht mit dem Geltungswert fiir ,falsch* wie bei der
Anordnung der Objekte innerhalb der Geltungswerte, sondern mit ,wahr*
und endet dann mit ,falsch®. Aber mit einer leichten Modifikation des obi-
gen Listings ist dieses ,,Problem® schnell behoben:

for (var alpha_1 = j; alpha_1 >= 0; alpha_1—)

{

for (var alpha_n = j; alpha_n >= 0; alpha n—)

{

2"Das Programm wurde in der Sprache JavaScript realisiert, damit es unabhéngig von der
jeweiligen Konfiguration in jedem Browser lduft. Die Punkte im Listing sind selbstver-
stdandlich nicht Bestandteil des Programms.
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Das 2. Problem lédsst sich jedoch nicht mit der umgekehrt lexikographischen
Anordnung 16sen. Dieses Problem mé&chte ich noch einmal an den Geltungs-
werten der Menge &3 3 mit ihren jeweiligen Betragen veranschaulichen, wo-
bei von den Objekten wiederum nur die Zahler geschrieben wurden:

L 1(350; 0) = 6 1L 0:2)] =5
2. |21, 0) =1 7. 1(0:3;0) =3
3. (20, 1)) =3 5 10:% DI =3
410152 0)] =2 O 10 1:2)] =3
5101515 1)] =3 10-100: 0:3) =4

Zunichst fallt auf, dass es mehrere Geltungswerte mit gleichen Betragen
gibt. Das ist jedoch unvermeidlich, da die Anzahl der Geltungswerte in der
Regel grofer ist als die Anzahl der unterschiedlichen Betrége, es sei denn, n
=2oderj =1:

Falls n = 2:
jn-1)+1=("" e
ie-)+1=(2Ne
jl+1=( e
j+l=j+1

Falls 7 = 1:
l-(n-1)+1=(""NHe
n—1+1= (nf1)©

n! n!
= === — Tn-11 — "

Das groflere Problem im obigen Beispiel ist der 7. Geltungswert, dessen
Betrag kleiner ist als der Betrag des 6. Geltungswertes. Man wiirde von ei-
ner Ordnungsrelation, die von ,falsch“ nach ,,wahr* angeordnet ist, jedoch
erwarten, dass die Geltungswerte nicht zwischendurch ,falscher bzw. die
Betrége nicht zwischendurch kleiner werden. Daher méchte ich eine 2. Ord-
nungsrelation nach den Betrégen der Geltungswerte einfiihren.
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3.4.2 Die Anordnung nach dem logischen Betrag

Bei der Anordnung nach dem logischen Betrag werden die Geltungswerte
nach dem Betrag aufsteigend angeordnet, wobei Geltungswerte mit glei-
chem Betrag umgekehrt lexikographisch angeordnet werden. Um eine solche
Anordnung zu erstellen, ist es, wie schon im letzten Kapitel, am einfachsten,
auf ein Programm zuriickzugreifen:

e 1. Schritt: Die Geltungswerte werden mit n verschachtelten Zahlschlei-
fen (s. oben) in umgekehrt lexikographischer Anordnung erzeugt und
in einer Liste abgelegt’d]

e 2. Schritt: Den m Geltungswerten in dieser Liste wird ihr Betrag zu-
geordnet.

e 3. Schritt: Die Geltungswerte in dieser Liste werden je nach Betrag
von ﬁ = 0 bis zgz:g =1 auf j(n — 1) + 1 Zwischenlisten verteilt.

e 4. Schritt: Diese Zwischenlisten werden nacheinander zu einer neuen
Liste der Liange m zusammengefiigt. In dieser neuen Liste sind die
Geltungswerte jetzt nach dem Betrag aufsteigend angeordnet und die
umgekehrt lexikographische Anordnung von Geltungswerten bei glei-
chem Betrag blieb erhalten.

e 5. Schritt: Die Geltungswerte in der neuen Liste werden aufsteigend
mit einer Nummer von 1 bis m versehen und dann ausgegeben.

Das entsprechende Listing fiir den Fall j = 6 und n = 4 findet sich kommen-
tiert zusammen mit dem Listing fiir die umgekehrt lexikographische Anord-
nung sowohl im Anhang als auch bei den Materialien zu dieser Arbeit
unter https://www.untexte.de/logik/ und zwar als Textdatei und als
ausfiihrbare HTML-Datei.

In den ersten 3 Spalten der nachfolgenden Tabelle befinden sich die Gel-
tungswerte der Menge &g 3 zusammen mit den Geltungswerten aus den bei-
den Mengen &53 und &g, aus denen sich die Geltungswerte der Menge
&6 3 zusammensetzen (s. Kap. , nach Betrag angeordnet.

In der vierten Spalte stehen alle Geltungswerte der Menge ®g 4, deren ers-
tes Objekt den Zahler 2 hat. Die anderen 3 Objekte bilden dann die in der
ersten Spalte stehenden Geltungswerte der Menge &g 3. Von den Objekten
der Geltungswerte sind jeweils wiederum nur die Zahler angegeben:

28Die Liste muss ein sogenannter FIFO-Speicher sein, also nach dem Prinzip ,first in —
first out* arbeiten, damit die umgekehrt lexikographische Anordnung erhalten bleibt.
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j=6n=3]| j=5n=3] j=6n= j=8n=40a =2/j

1. |(6; 0; 0)|=0/12 1. |(5; 0; 0)|=0/10 23. [(2; 6; 0; 0)|=6/24
2.|(5; 1; 0)|=1/12 2. |(4; 1; 0)|=1/10 30. [(2; 5; 1; 0)|=7/24
3. |( 1)|=2/12 3. |(4; 0; 1)]=2/10 38.1(2; 5; 0; 1)|=8/24
4. |( 0)|=2/12 4. |(3; 2; 0)]=2/10 39.1(2; 4; 2; 0)|=8/24
5.0(4; 1; 1)|=3/12 5.0(3; 1; 1)|=3/10 48. 1(2; 4; 1; 1)|=9/24
6. |(3; 3; 0)|=3/12 6. |(2; 3; 0)]=3/10 49.1(2; 3; 3; 0)|=9/24
7. |(4; 0; 2)|=4/12 7. 1(3; 0; 2)|=4/10 58. |(2; 4; 0; 2)|=10/24
8.1(3; 2; 1)|=4/12 8.1(2; 2; 1)|=4/10 59. (2; 3; 2; 1)|=10/24
9. |(2; 4; 0)|=4/12 9. |(1; 4; 0)]=4/10 60. |(2; 2; 4; 0)|=10/24
10. |(3; 1; 2)|=5/12 | 10. |(2; 1; 2)|=5/10 69. (2; 3; 1; 2)|=11/24
11. |(2; 3; 1)|=5/12 | 11. |(1; 3; 1)|=5/10 70. |(2; 2; 3; 1)|=11/24
12. |(1; 5; 0)|=5/12 | 12. |(0; 5; 0)|=5/10 71. [(2; 1; 5; 0)|=11/24
13. |(3; 0; 3)|=6/12 | 13.|(2; 0; 3)|=6/10 80. |(2; 3; 0; 3)|=12/24
14. |(2; 2; 2)|=6/12 | 14. |(1; 2; 2)|=6/10 81. [(2; 2; 2; 2)|=12/24
15. |(1; 4; 1)|=6/12 | 15. |(0; 4; 1)|=6/10 82.1(2; 1; 4; 1)|=12/24
16. |(0; 6; 0)|=6/12 1. |(6; 0)|=0/6 | 83.|(2;0; 6; 0)|=12/24
17.|(2; 1; 3)|=7/12 | 16. |(1; 1; 3)|=7/10 92. (2; 2; 1; 3)|=13/24
18. |(1; 3; 2)|=7/12 | 17. |(0; 3; 2)|=7/10 93.](2; 1; 3; 2)|=13/24
19. |(0; 5; 1)|=7/12 2. |(5; 1)|=1/6 | 94. |(2; 0; 5; 1)|=13/24
20. |(2; 0; 4)|=8/12 | 18.|(1; 0; 4)|=8/10 103. [(2; 2; 0; 4)|=14/24
21. |(1; 2; 3)|=8/12 | 19. |(0; 2; 3)|=8/10 104. |(2; 1; 2; 3)|=14/24
22. |(0; 4; 2)|=8/12 3. |(4; 2)|=2/6 | 105. |(2; 0; 4; 2)|=14/24
23. |(1; 1; 4)|=9/12 | 20.|(0; 1; 4)|=9/10 115. |(2; 4)|=15/24
24. |(0; 3; 3)|=9/12 4. |(3; 3)|=3/6 | 116. |(2; 3)|=15/24
25. |(1; 0; 5)|=10/12 | 21. |(0; 0; 5)|=10/10 125. |(2; 5)|=16/24
26. |(0; 2; 4)|=10/12 5. 0(2; 4)|=4/6 | 126. |(2; 4)|=16/24
27.1(0; 1; 5)|=11/12 6. |(1; 5)|=5/6 | 135. |(2; 0; 1; 5)|=17/24
28. |(0; 0; 6)|=12/12 7. 1(0; 6)|=6/6 | 143.|(2; 0; 0; 6)|=18/24
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Dass die Anzahl der Geltungswerte in Spalte 1 mit der Anzahl der Geltungs-
werte in Spalte 2 plus Spalte 3 tibereinstimmt, wurde bereits in Gesetz []
gezeigt, und dass die Anzahl der Geltungswerte in Spalte 1 mit der Anzahl
der Geltungswerte in Spalte 4 iibereinstimmt, in Gesetz ] Schauen wir da-
her zunéchst auf die jeweiligen Betrdge: Dass die Nenner der Betridge sich
von Spalte zu Spalte unterscheiden, iiberrascht nicht, denn die Nenner sind
ja j(n—1) und die Werte fiir j oder n sind von Spalte zu Spalte unterschied-
lich. Betrachten wir daher die Zahler: Die Zahler der Betrédge in den beiden
ersten Spalten, in denen n gleich ist und die Geltungswerte sich nur durch
das 1. Objekt unterscheiden, sind zeilenweise gleich, weil das 1. Objekt nicht
zur Berechnung der Betriage herangezogen wird. In der 3. Spalte ist n um 1
kleiner, da am Anfang der Geltungswerte der 3. Spalte das 1. Objekt 0 der
Geltungswerte aus der 1. Spalte fehlt und der Zéhler des Betrages ist nun
um 6 kleiner als der Zéhler des Betrages in der 1. Spalte. In der 4. Spalte
ist, verglichen mit der 1. Spalte, n um 1 grofler, da an den Anfang der Gel-
tungswerte der 1. Spalte ein Objekt mit dem Z&éhler 2 eingefiigt wurde, und
der Zéahler des Betrages in der 4. Spalte ist nun um 6 grofler. Allgemein gilt
flir den Betrag, wenn das 1. Objekt weggelassen wird:

Gesetz 6. (|(271;02;a3;-'-;an)|: by

Jj(n—1)
([(ag;as; -+ san)| = %) mit n > 2 und j > 2.
Beim Beweis beschranke ich mich der Einfachheit halber nur auf die Zahler
z; der Objekte «;. x ist der gesuchte Betragszéhler von (ag;asg;--- ;am):

b=29042234+32z4+ -+ (n—1)z,
r= 2342z +-+(n—2)z
b—x=z204234+2z4+ -+ 2z,
b—zrx=j7—2
b—j+z =x

Nun wird auch klar, warum die Geltungswerte der Menge ®¢ 2 in der obigen
Tabelle um j = 6 Tabellenzeilen nach unten geriickt wurden.

In der Tabelle féllt aulerdem auf, dass die Anzahlen der Geltungswerte
mit gleichem Betrag der Mengen &g 3, &53 und &g jeweils symmetrisch
sind:

G 1 1 2 2 3 3 4 3 3 11
Gs3: 1 1 2 2 3 3 2 1 1
B o 1 1 1 1 1 1 1

So stehen z.B. in der 6. Tabellenzeile 3 Geltungswerte der Menge &g 3 mit
dem Betrag % und zwar mit den Zahlern 3,1,2 sowie 2,3,1 und 1,5,0. In der
sechstletzten Tabellenzeile stehen ebenfalls 3 Geltungswerte der Menge &g 3,
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diesmal mit dem Betrag 125, namlich mit den Zahlern 2,1,3 sowie 1,3,2 und

0,5,1. Die jeweils 3 Geltungswerte sind zueinander gespiegelt. Sei m; ,(b) die
Anzahl der Geltungswerte aus Menge &, mit dem gleichen Betrag
so ist:

b
j(n—1)7

Gesetz 7. mj,(b) = m;n(j(n —1) —b)

Das heif3t, es gibt genauso viele Geltungswerte mit dem Betrag ﬁ wie

es Geltungswerte mit dem Betrag 1 — e ( ) gibt. Zur Begrindung mochte
ich auf das Kapitel [4.1] iber die Negation und dort auf den Beweis zum
Gesetz [15] iiber den Betrag |Na| verweisen. Auflerdem gilt offensichtlich fiir
die Anzahl m aller Geltungswerte:

j(n—1)
Gesetz 8. m= > m;u(b)
b=0

Die bisherigen Erkenntnisse sollen in den beiden folgenden Rekursionen zu-
sammengefasst werden. Bei den Materialien zu dieser Arbeit unter https:
//www.untexte.de/logik/position-und-geltungswert.pdf werden die-
se Rekursionen fiir eine héndische Berechnung der Position eines Geltungs-
wertes innerhalb der Ordnungsrelation nach Betrag und zur Bestimmung
eines Geltungswertes an einer bestimmten Position (s. Kap. und
ohne Verwendung eines Computerprogramms herangezogen.

0,falls n < 2 oder j < 1 oder b < 0 oder b > j(n —1)
1,falls n =2 oder j =1 oder b =0 oder b = j(n —1)
oder b=1oderb=jn—1)—1

m]’_l,n(b), falls b < 7

mjn—1(b—j),falls b > (j —1)(n—1)

mj_lm(b) + mj,n_l(b - j) sonst.

Gesetz 9. m;,(b) =

Zur 1. Zeile: n kann per Definition nicht kleiner als 2 sein und der Nenner
7 kann nicht 0 sein. Der Zahler des Betrages kann minimal 0 und maximal

j(n —1) sein.
Zur 2. Zeile: Falls n = 2 ist, sind die Geltungswerte der Menge & > die Paa-
re (%, %), (]J;l, %), e (%; %) mit jeweils unterschiedlichen Betrigen. Falls

j = 1 1st, sind die Geltungswerte der Menge &, n-Tupel der Form (1; 0;
5 0),(0;1;0; ...; 0), - -+, (0; 0; ...; 1) mit ebenfalls unterschiedlichen Betra-

gen. Falls b = 0 ist, gibt es den einen Geltungswert (1;05---;0), und falls

b= j(n—1) ist, den einen Geltungswert (0;---;0;1).

Zur 3. Zeile: Falls b = 1 ist, gibt es den einen Geltungswert (]T %;

und falls b = j(n—1)—1ist, gibt es den einen Geltungswert (j -
Zur 4. Zeile: Der grofitmogliche Zahler b der Betrige ist bei den bel—
den Mengen &;_1, und &, ,_1 jeweils kleiner als bei der Menge &, mit
bmaz;, = j(n—1), ndmlich byaa;_,, = (j—1)(n—1) und byaz;,,_, = j(n—2).
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Die ersten Geltungswerte der nach Betrag angeorneten Menge &;, wer-
den nur aus Geltungswerten der Menge &;_1, gebildet. Erst wenn j = b
ist, kommt die Menge &;,_1 mit ins Spiel, denn bmaz;, — bmaz;,_, =
in—1)—jn—2)=j((n—1)— (n—2)) = j.

Zur 5. Zeile: Falls b > (j — 1)(n — 1) = bnaa;_,,, ist, werden die Gel-
tungswerte der Menge &;,, nur noch aus Geltungswerten der Menge &;,,_1
gebildet, die ja erst ab b = j (s. 4. Zeile) bzw. b — 7 = 0 zu den Geltungs-
werten der Menge &, beitragen.

Wahrend m;,(b) als die Anzahl der Geltungswerte aus Menge &;, mit
dem gleichen Betrag ( 1y definiert wurde, ist mjn(b, z1) die Anzahl der

Geltungswerte aus Menge &;,, mit dem gleichen Betrag ]Tb_l) und dem
gleichen 1. Objekt oy =

0,falls z; < 0 oder z; > j oder n < 2
oder j <1 oder b <0 oder b > j(n—1)
oder z1 <j—boderzl>j—%

1,falls n =2 oder j =1

Gesetz 10. m;,(b,21) = ¢ oder b =0 oder b = j(n —1)
oderzlzj—boderz1—j+1—b
oder z; = j — 25 oder 21 = j — ztll

mj—1n(b, 21 — ) falls 21 >0
mjn—1(b—j),falls 21 =0

Die Behauptungen in Zeile 1, 2, 4 und 5 sind offensichtlich bzw. ergeben sich
direkt aus Gesetz [l
Zur 3. Zeile: Unter den Geltungswerten mit dem gleichen Betragszéhler

b < jist (Z1 I jzl,g, o g) mit b = j — z; bzw. 21 = 7 — b jeweils der letzte
in der umgekehrt lexikographischen Anordnung. Wiirde z; noch kleiner, so
wiirde b zwangslaufig grofer, da j konstant ist. Unter den Geltungswerten
mit dem gleichen Zahler des 1. Objektes 21 hat (Z]—l, %; s %) den grofit-
moglichen Betragszéhler, ndmlich b = (n — 1)(j — 21). Der Zéhler des 1.
Objektes ist dann z; = j — % Wiirde b grofler, so wiirde z; zwangsldufig
kleiner.

Zur 6. Zeile: Ist z; = j — b, gibt es, falls b > 1 ist, den einen Geltungswert
(Z]—.l, 1 le,?,. ;9) (s.0.). Ist z; = j + 1 — b, gibt es, falls b > 2 ist, den einen
Geltungswert (Z]1 Izzd. }, 2,...; %)

Zur 7. Zeile: Unter den Geltungswerten mit dem gleichen Zahler des 1. Ob-

jektes z7 ist (Z]1 ; 2, s (]).; = 7 1) der einzige Geltungswert mit dem Betragszah-
ler b = (n—1)(j—21). Der Geltungswert (<; 7; % ;42121 ist der einzige

1.
3’
Geltungswert mit dem Betragszéhler b = (n 2)-1+4(n—=1)-(j—=n—-1)=

h=(n-1(j-an)e=j-nen=7- "2

n—
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(n—1)—-1+(n—-1)(G—-2z1—-1)=n-1)A+j—2n—-1)—-1=(n—-1)(j—21)—1.
Der Zéahler des 1. Objektes ist dann z; = j — %30

Zur 8. Zeile: Wenn der Zahler des 1. Objektes z; > 0 um 1 kleiner wird,
dndern sich n und der Betrag nicht, j wird aber um 1 kleiner.

Zur 9. Zeile: Wenn das 1. Objekt mit dem Zéahler z; = 0 weggelassen wird,
wird n um 1 kleiner, j bleibt unverdndert, da ja z; = 0 war, und die Zahler
zo bis z, der anderen Objekte werden zur Berechnung des Betrages jetzt
nicht mit 1 bis n — 1, sondern mit 0 bis n — 2 multipliziert. b wird also um

1294 ...+1-2, =7 — 21 = j kleiner, da ja wiederum z; = 0 war.

3.4.3 Alternative Berechnung von m;,(b) und m;,(b, z1)

In Gesetz [9] wurde m;,(b), die Anzahl der Geltungswerte der Menge &,
mit gleichem Betrag bzw. gleichem Betragszéhler b, als Rekursion definiert,
indem m; ,(b) mit Hilfe von m;_q ,(b) und m;,—1(b — j) berechnet wurde.
Nachfolgend soll an einem Beispiel ein Algorithmus entwickelt werden, der
mjn(b) lediglich an Hand der Werte fiir j, n und b bestimmt:

Esseij =7, n=05und b = 6. Welchen Wert hat dann der Zahler des
letzten Objektes a,, minimal (min) und maximal (maz)? Da bei der Be-
rechnung des Betrages der Zahler von «, mit (n — 1) multipliziert wird,
muss mazx - (n — 1) < b sein. Da der Zahler max auBerdem eine ganze Zahl
sein muss, ist maz = [-2;]. Fiir den Fall j = 7, n = 5 und b = 6 ist der
groBtmaégliche Zéhler von ay, also |25 = 1.

Der Zahler von «, muss aber mindestens so grof} sein, dass zusammen mit
dem Zéhler von «,_1, der mit (n—2) multipliziert wird, iiberhaupt b erreicht
werden kann:

(j—min)(n—2)+min-(n—1)>b &
jin—=2)—min-(n—2)4+min-(n—1)>b <
min-(n—1)—min-(n—2)>b—jn-2) <

~

min-((n—1)—(n—2)) >b—jn—2) min >b— j(n — 2)

Dafirden Fall j =7,n =5und b = 6 der Term b—j(n—2) =6—-7(5—2) =
6 — 21 eine negative Zahl ergibt, min aber mindestens 0 sein muss, ist somit
min das Maximum von b — j(n —2) und 0. Somit kann der Zahler von o, 0
oder 1 sein.

Nun missen fiir beide Félle, allgemein fiur alle max — min + 1 Félle, das
jeweilige Minimum und Maximum fiir den Zahler von «,,_1 nach dem glei-
chen Verfahren bestimmt werden. Dazu muss jedoch zunédchst n um 1, j

b=n-1)j-=z)—-1leb+l=mn-1)G—z)e L =j—2 &2z =5 2

n— n—1
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um den jeweiligen Zahler von «,, und b um das Produkt aus (n — 1) und
dem jeweiligen Zahler von «,, verringert werden. Fiir den Fall, dass im Mo-
ment der Zahler von a,, = 0 ist, ist somit j =7—-0=7,n=5-1=14
und b = 6 — (5 — 1) -0 = 6. Somit ist fiir den Zahler von a,_1 der
Wert von max = L%J = [1%;] = 2 und der Wert von min = 0, weil
b—j(n—2)=6—"7(4—2) <0 ist. Das Verfahren wird solange wiederholt,
solange n > 2 ist, denn sobald n = 2 ist, sind die Zahler fiir oy und fiir a»
festgelegt, ndmlich der Zédhler von as = b und der Zéahler von oy = j — b.
Statt das Verfahren bei n = 2 weiter durchzufiithren, wird stattdessen im
Programm ein Zahler fiir m;,(b) um 1 heraufgesetzt.

(_;_30;0;0) (1; 65 0; 0; 0)

(551 0:0) (2; 4; 1; 05 0)

En & :0:00) (5 52 0; 0)——(3; 2; 2; 0; 0)

TEER 0)<(’ L 0)\(4 _:3;0;0) (4; 0; 3; 0; 0)
O T T T )l 3 03 15 0)——(3; 3, 0; 15 0)
- \(ff ~ o 1)\(4 5 1;1; 00——(4;1; 15 1; 0)
- (55 0;2; 0)0——(5; 0; 0; 2; 0)

\(_7 ;0,05 1) (45 2; 0; 0; 1)

(5 51;0;1) (5; 0; 15 0; 1)

Somit ist also m75(6) = 9. Das nachfolgende Listing verwendet das oben
beschriebene Verfahren zur Berechnung von my ., (b):

function berechne_m_von_b(j, n, b)
{
var min = Math.max(b—j*(n—2),0);
var max = Math. floor (b/(n—1))
if (n > 2)
for (var i = min; i <= max; i++)
berechne_m_von_b(j—i, n—1, b—(n—1)*1i);
if (n = 2) zaehler++;
}
var zaehler = 0;
berechne_ m_von_b(7, 5, 6);
document . write ("<i>m</i><sub>7,5</sub>(6) = "+zaehler);

Die Funktion dieses Listings kann auch genutzt werden, um m;, (b, 21) zu
berechnen (s. Gesetz . Dabei wird das Verfahren nicht auf die Geltungs-
werte (a1;ae;--- ;ap), sondern auf die Geltungswerte (ao;as;--- ;) an-
gewendet, womit nun n um 1 und j um den Zahler z; des 1. Objektes kleiner
ist. Aber welchen Wert hat das neue b?

b= O-z14+1-2042-23+---(n—1)- 2z,

Jj= l-z1+1-2904+1-234---1-2,
b—j= —1-2140-204+1-234+---(n—2)-2,
b—j+z = O-2z94+1-234+---(n—2)- 2,
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b— j+ z1 entspricht der Berechnung des Betragszihlers von (awo; as; -+ 5 ay).
Somit ist das Listing folgendermaflen zu modifizierern:

var zaehler = 0;

var j = 7, n=5, b =6, z1 = 4;

berechne_m_von_b(j—zl, n—1, b—j+zl);

document . write ("<i>m</i><sub>7,5</sub>(6, 4) = "+zaehler);
Die Ausgabe des Programms ist dann m75(6,4) = 3, zumal von den 9
Geltungswerten in der obigen Ubersicht, die den Betragszihler 6 hatten,
3 Geltungswerte mit dem Zéahler 4 begannen. Die beiden Listings finden
sich jeweils als ausfithrbare HTML-Datei und zusammen als Textdatei bei
den Materialien zu dieser Arbeit unter https://www.untexte.de/logik/.

3.5 Graphische Veranschaulichungen der Geltungswerte

Bisher wurden einzelne Geltungswerte durch Sdulendiagramme visualisiert.
Nun sollen am Beispiel einer 3-stelligen Prozentuallogik (n = 3) sdmtliche 45
Geltungswerte der Menge &g 3 graphisch veranschaulicht werden. Auf diese
Art der Visualisierung greife ich spéter bei der Veranschaulichung von Junk-
toren wieder zuriick. Die gewédhlte Prozentuallogik ist deshalb 3-stellig, weil
farbige Pixel auf Bildschirmen aus den 3 Farbanteilen Rot, Griin und Blau
gebildet werden koénnen. Die einzelnen Objekte der Geltungswerte sind aus
der 9-elementigen Menge {g; %; %; %; %; %; g; %; %}. Somit ist j = 8. Beispiels-
weise wird der Geltungswert (4; &; 3) durch die RGB-Farbe (32,128,96) bzw.
hexadezimal (#208060) reprasentiert. Nachfolgend die 45 Geltungswerte als
Streifen lexikographisch, umgekehrt lexikographisch und nach Betrag ange-

ordnet, wobei die linke und die mittlere Abbildung zueinander symmetrisch

sind:

In der linken Abbildung zur lexikographischen Anordnung bilden die Gel-
tungswerte 45 farbige Streifen von (0; 0; 1) = blau oben iber (0; 1; 0) =
griin in der Mitte bis (1; 0; 0) = rot unten.

In der nachfolgenden Abbildung werden die Objekte der 45 Geltungswerte
als Koordinaten eines Punktes im Raum angesehen und die Geltungswerte
als Ortsvektoren und somit vektorgeometrisch interpretiert® 1}

31Die Abbildung wurde mit Hilfe der Beschreibungssprache X3D fiir riumliche Darstel-
lungen erstellt.
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Anscheinend liegen alle Punkte in einer Ebene, was nicht iiberrascht, da
a1 + as + ag = 1 bzw. allgemeiner ,,die Gleichung ax + by + cz = r als al-
gebraische Beschreibung einer Ebene“@ gedeutet werden kann. Diese Ebene
muss die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0) und (0, 0, 1) enthalten. Der Verbindungs-
vektor (Richtungsvektor) zwischen (1, 0, 0) (Ortsvektor) und (0, 1, 0) ist

0 1
< 1 ) - ( ) ( ) Der Verbindungsvektor zwischen (1, 0, 0) und (0,

0

0
0
0
0,1)ist | o
1

) 0 . Die Punktrichtungsgleichung der Ebene

1
0
1
0
0
1 ~1 ~1
ist dann a2 0 1 +u-[ o |Somit gilt fiir die Punkte
1

(a1, g, ag), d1e in dleser Ebene hegen

ap=1-A—pu
—{—052:)\
+ a3 = p

ar+az+oz=1

Und da ai,a9 und ag nicht negativ sind, bilden die Punkte einen drei-
eckigen Ausschnitt der Ebene dort, wo x, y und z > 0 sind.

Eine 4-stellige Prozentuallogik mit den ((82(%;1))) = (131) = 165 Geltungs-
werten aus der Menge ®g 4 lésst sich jedoch nicht mehr ausschliefllich mit
den 3 Farbanteilen RGB darstellen. Daher werden die ,,Punkte* bzw. Kugeln
in der nachfolgenden Abbildung durch Wiirfel ersetzt, deren obere Halfte die
ersten 3 Objekte des Geltungswertes als RGB-Farbe reprisentiert, wihrend
die untere Halfte das 4. Objekt in Graustufen darstellt.

32[15] Knerr, S. 193
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Gangz allgemein bilden die Geltungswerte, interpretiert als Punkte im Raum,
einen n—SimplexEl im (n+1)-dimensionalen Raum. Zur Begriindung miiss-
te der obige Beweis fiir den Fall n = 3 auf beliebige n erweitert wer-
den. Die beiden rdumlichen Abbildungen finden sich, realisiert in der Be-
schreibungssprache X3D, bei den Materialien zu dieser Arbeit auf der Seite
https://www.untexte.de/logik/. Mit der Maus kann dort das Koordina-
tensystem gedreht und der Tetraeder herangezoomt werden.

Die nachfolgende Abbildung zeigt noch einmal die 45 Geltungswerte als
Punkte im Raum. Dabei sind die 4 Geltungswerte mit dem gemeinsamen
Betrag % farbig hervorgehoben:

]

7
fan

¥
{e

Es fallt auf, dass alle 4 Geltungswerte auf einer Geraden liegen: Zunéchst ist
ag = Aund a3z = p (s.0.). Fir n = 3 ist der Betrag |a| = %—1—2% = % +as.
Setze ich A und p ein, so ist |a| = = % + 4 und somit p :|a|—%. Setze ich
das in die obige Punktrichtungsgleichung der Ebene ein, so erhalte ich eine

Punktrichtungsgleichung fiir eine Gerade:

33n-dimensionaler Hypertetraeder
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Wenn |a|=12 ist und ich wiihle A = 2, so ist

-8 -4 -3
0 +31 1 | = 1 ¢ | =
10 _1 _3
16 2 8
Der Geltungswert (0; %; %) wird in der obigen Abbildung mit den 4 Geltungs-
werten mit gleichem Betrag durch die oberste, tiirkisfarbene bzw. blaugriine
Kugel reprasentiert. Ist A = 0, so erhalte ich den Geltungswert (%; 0; g), der
durch die unterste, blauviolette Kugel repréasentiert wird. Mit A = % und

A= % erhalte ich die beiden iibrigen Kugeln in der Mitte.

wjon O oolw
o oy O

Die obige Herleitung der Punktrichtungsgleichung fiir eine Gerade lésst sich
entsprechend fiir n > 3 modifizieren bzw. erweitern. Wahrend also die Gel-
tungswerte, interpretiert als Punkte im Raum, einen n-dimensionalen Kor-
per im (n+1)-dimensionalen Raum bilden, bilden die Geltungswerte mit
gleichem Betrag einen (n — 1)-dimensionalen Korper.
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4 Einstellige unabhingige Junktoren

Wie bereits in Kapitel erwahnt, arbeiten die unabhéngigen Junktoren
unabhéngig davon, ob die Geltungswerte aus der Menge & ,, oder aus der
Menge ®.;,, mit k > 1 stammen. So kénnte z.B. der Geltungswert (2; 3; %)
sowohl Element der Menge &g 3, als auch gekiirzt als (%, %; %) Element der
Menge &3 3 sein. Unabhéngige Junktoren fiihren in beiden Féllen zum glei-
chen Ergebnis, innere Junktoren (s. Kap. [5|) jedoch nicht unbedingt. Der
Grund ist, dass durch unabhéngige Junktoren die Objekte der Geltungs-
werte lediglich permutiert werden und es somit egal ist, ob sie gekiirzt oder
erweitert wurden. Eine Excel-Datei mit einstelligen Junktoren am Beispiel
n = 6 finden Sie zum Ausprobieren bei den Materialien zu dieser Arbeit auf

der Seite https://www.untexte.de/logik/|

4.1 Die unabhingige Negation

Bevor ich die Negation der Prozentuallogiken definiere und beschreibe, méch-
te ich zunéchst eine Ubersicht iiber die Negation in der klassischen 2-wertigen
und in der mehrwertigen Logik am Beispiel der 3-wertigen Logik geben: In

der 2-wertigen Logik ist die Negation von ,falsch“ = 0 und von ,wahr* = 1:
a0 1
Na|1l O

In der 3-wertigen Logik ist die Negation der 3 Wahrheitswerte ,falsch® =
0, ,unbestimmt“ = % und ,wahr* = 1 nicht einheitlich festgelegt und di-
vergiert je nach Kalkiil. In der nachfolgenden Ubersicht werden am Beispiel
der 3-wertigen Logik verschiedene Negationen in Tabellenschreibweise vor-
gestellt. Wo es sich um mehr als 3-wertige Logiken handelt, wird aulerdem
die Formel angegeben. Stupecki (1938 und 1946) definiert jeweils 2 unter-
schiedliche, Reichenbach sogar 3 unterschiedliche Negationen:
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0 % 1 | Bezeichnung von als Formel
1 1 schwache Negm Stupecki (1946
L3

symmetrische Fukasiewicz (1920)|3bzw.
bzw. starke bzw. | Lukasiewicz/Tarski (1930) | Na=1 —a
diametrale Neg. | Bod¢var (193
Kleene (1952
Reichenbach (1946

1 0 0 Gadel (19307 a=0—-Na=1A
a#0—>Na=0

1 1 % vollstdndige Neg. | Reichenbach (1946
Stupecki (1946

1 1 0 | zyklische Neg. Reichenbach (1946

1 0 1| (Zyklation) Post (1921)] a=0—Na=1A
Shupecki (19387 a#0—Na=a—1%

Die vollstdndige Negation und die beiden zyklischen Negationen schlieflen
die 2-wertige Logik, bei der 0 in 1 und 1 in O {ibergeht, nicht mit ein. Und
nur fiir die symmetrische Negation, die auch starke bzw. diametrale Negati-
on genannt Wird@, gilt die doppelte Negation NNa = a. Daher habe ich die
symmetrische Negation, fiir die Na = 1 — a ist, als Vorbild fiir die Definition
der Negation in der Prozentuallogik verwendet:

Definition 4. Die unabhéngige Negation Na (—a) eines Geltungswertes a
= (13 a5 .. ayy) ist:

Na := (an; ap—1; Qn—2;...; a2; a1). Durch die Negation gehen die Objekte
in

fi,N(ai) = Qp+1—i uber.

34[10] Groschupp, S. 87
35[5] Bolc, Borovik, S 76
36[9] Gottwald, S. 84
375 Bolc, Borovik, S 65.
38[5] Bolc, Borovik, S. 74
395 Bolc, Borovik, S. 75
“0[5] Bolc, Borovik, S. 84
“15] Bole, Borovik, S. 75
“2[5] Bolc, Borovik, S 76
435 Bolc, Borovik, S. 75
9] Gottwald, S. 30
45I5] Bolc, Borovik, S 80
46[28] Sinowjew, S. 33
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In den beiden folgenden Abbildungen mit den jeweils 45 Geltungswerten
zu RGB-Farben bzgl. einer umgekehrt lexikographischen Anordnung ist die
Abbildung zu Na nicht das Spiegelbild der Abbildung zu a. Das wird erst
definitionsgemaf bei der Negation N,,a in Kapitel [5.2] der Fall sein:

a Na

Gesetz 11. von der doppelten Negation: NNa = a.

Dabei kann man sich die doppelte Negation wie eine Doppelspiegelung an
einer Achse senkrecht durch das n-Tupel an der Stelle 5 vorstellen.

NNa = NN(aq;ag;as;- -+ ;ap) = fin(fin(ai)) =
N(an; op—1; 0p—2; ap_3;...;a1) = bzw. fin(ongi—i) =
(5095035 0m) = a Oy 1—(n41—i) = O

Somit ist auch in den Prozentuallogiken die Negation eine Involution™|

Aus der doppelten Negation folgt, dass aus Na = b ebenfalls a = Nb folgt,
denn aus Na = b folgt NNa = Nb. Mit NNa = a gilt dann:

Gesetz 12. Na=b = a = Nb

In Kapitel wurden einige Geltungswerte vorgestellt, die palindromisch,
also symmetrisch sind, ndmlich M,, K, und B,, und es wurde bereits er-
wahnt, dass NM,, = M, ist. Aus der Symmetrie von Palindromen und der
Symmetrie der Negation folgt:

Gesetz 13. Fiir Palindrome p gilt:

Np = p.

Somit gilt auch NK,, = K,, und NB,, = B,, (s. Kap. auf S. . Aus
Np = p folgt, dass die beiden obigen Abbildungen von a und Na gar nicht
symmetrisch sein konnten, da z.B. die Menge &g 3 5 Palindrome enthalt,
némlich (%; g; %) bis (%; %; %), die durch die Negation auf sich selbst abge-
bildet werden. Sollten die Abbildungen von a und Na symmetrisch sein, so
miissten alle 5 Palindrome genau in der Mitte liegen, was nicht moglich ist.

47[6] Drazin, S. 139

34



Die Negation von ,wahr* ist offensichtlich ,,falsch“ und umgekehrt, da ,wahr*
und ,falsch* in einer Prozentuallogik zueinander symmetrisch sind:

Gesetz 14. NF, = W, und NW,, = F,,

Bei der symmetrischen Negation der mehrwertigen Logik ist Na = 1 — a.
Entsprechend gilt fiir die Prozentuallogiken:

Gesetz 15. |Na| =1 — |a|
Dazu zeige ich, dass |a] + |Na| = 1 ist:

1 2 3
ﬁag—i-ﬁag—k--'—i-nlanz—l— an1+an+

Lo+ oot + Eag+ 2o +ag =
Loy 4+ 22ag 4 -+ 2 }an 2+ 22 a, 1 oy g =
a2+oz3+-~-+ozn—2+ozn_1+an+a1=1

Wenn aber 1 die Summe des Betrags eines Geltungswertes a und seines ge-
spiegelten Geltungswertes Na ist, dann ist 5 L der durchschnittliche Wert aller
Betriage der Geltungswerte einer Menge (’5 j,n und die Summe der Betréige
aller Geltungswerte ist somit % (s. auch Gesetz |8 auf Seite :

i(n—1)
Gesetz 16. T = b; (m;n(b) - ﬁ)

4.2 Die unabhangige Zyklation und die inverse Zyklation

Zu Beginn des letzten Kapitels hatte ich 2 zyklische Negationen von Rei-
chenbach bzw. Post und Stupecki vorgestellt. Bevor ich die Zyklation bzw.
die inverse Zyklation der Prozentuallogiken definiere, méchte ich zunéchst
noch einmal eine Ubersicht iiber die Zyklation in der 2-wertigen und in der
mehrwertigen Logik geben, diesmal der Deutlichkeit wegen jedoch anhand
einer 4-wertigen Logik. In der 2-wertigen Logik fillt die Zyklation mit der
Negation zusammen und ist dort daher nicht extra definiert, zumal es in der
2-wertigen Logik aus kombinatorischen Griinden sowieso nur 4 einstellige
Junktoren geben kann, namlich neben der Negation N noch die identische
Abbildung I sowie Verum (V) und Falsum (O). In der 4-wertigen Logik ist
die Zyklation:

a |
Zyklation Za
inverse Zyklation Za

W= = O
winn O (Wl
= wlHwIN
O wingy =
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Definition 5. Die unabhéingige Zyklation Za eines Geltungswertes a =
(ag; ;- 5 ap) ist:

Za = (a; a1;9; ...;a,—1). Durch die Zyklation gehen die Objekte «y; in

fi,z(0;) = ayqq tiber, falls i < nist und in o, falls i = nist (fp z(an) = a1).

a = Z7Z7a Za 77a

Gesetz 17. von der n-fachen Zyklation: Fiir die n-fache Zyklation gilt:

27 ---Za = a.
——

n—mal

Man konnte sich die Objekte a1 bis au, im Kreis im Uhrzeigersinn angeord-
net vorstellen, wobei die Objekte im Uhrzeigersinn n mal einen Platz weiter
riicken, bis jedes Objekt seinen urspriinglichen Platz wieder erreicht hat.

Fiir die Summe der Betrége |a| + |Za| + |ZZa| + |ZZZa| + ---+| ZZ --- Z a|

(n—1)—mal

a2+ ptras o = oo+ ot

a1+ Eas+ o+ a0+ a1+

1 2 —2
Tt sy as + s+t an + aot

aipos+ ptraa oo+ fan Har =

L(o+ar+an+-+oaz)+ (st +ar++as) o+
%(an—l+an—2+an—3+"'+an)+(an+an—1+an—2+"'+al):
Lol 2l 4224 1=
(n=2)(n—1)
14244 (n—2 {n=2fn—l)
B R e
2, 2 _
Tt =3
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Gesetz 18. |a| + |Za| + |ZZa| + ... + | ZZ..Z a| = §
(n—1)—mal

Analog zur Zyklation kann eine inverse Zyklation definiert werden:

Definition 6. Die unabhéngige inverse Zyklation Za eines Geltungswertes
a = (ar;ag;as; -+ ;ay) ist:

Za := (a2; a3;...; s ap). Durch die inverse Zyklation gehen die Objekte a;
in

[; 7(ci) = a1 iiber, falls i > 1 ist und in ay, falls i = 1ist (f, ;(o1) = an).

Auch das Gesetz der n-fachen Zyklation gilt dann entsprechend fiir die n-
fache inverse Zyklation mit ZZ---Za = a.
[ —

n—mal
Gesetz 19. ZNa = NZa (und entsprechend NZa = ZNa), denn:

ZN(a1; ag; 35 .5 0) =
Z(an; Qp_1; 02 ...;1) =
(a1; n; 1505 00) =
N(ag; ag;...;oms o) =
NZ(aq; ao; as;..os )

Fir den konstanten Geltungswert K, = (%, %; ) %) aus Kapitel gilt
auflerdem offensichtlich:

Gesetz 20. ZK, = 7K, = K,

Da beim Geltungswert F), fir ,falsch® a; = 1 ist und beim Geltungswert
Wy, fur ,wahr“ o, = 1 ist (wéhrend jeweils alle anderen Objekte 0 sind),
gilt:

Gesetz 21. ZW,, = F,und ZF, = W,

AuBlerdem gilt offensichtlich analog zum Gesetz von der doppelten Negation
NNa = a:

Gesetz 22. Z7a = 77a = a

4.3 Die unabhingige Veritation als Sortierung

Die Veritation W macht einen Geltungswert ,wahrer* oder préziser aus-
gedriickt: [Wa| > Ja|. Nicht nur in diesem Kapitel wird eine unabhéngige
Veritation vorgestellt, sondern auch in den Kapiteln und werden 2
innere Veritationen thematisiert. In den Kapiteln [6.3] und [6.4.3] werden ver-
schiedene Varianten einer ergidnzenden Veritation untersucht und definiert
und in Kapitel wird das Thema ,innere Veritation“ noch einmal aufge-
griffen.
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Daher erscheint es notwendig, auf die Veritation ganz allgemein bzw. auf
mogliche Anwendungen einer Veritation zunéchst genauer einzugehen:

Welchen Sinn sollte es haben, Datenreihen mit zunehmender Ausprigung
einer bestimmten Eigenschaft zu verbessern bzw. , wahrer” zu machen (ein-
mal davon abgesehen, Daten in manipulativer Absicht zu ,,schénen®)? Eine
denkbare Anwendung wére die Veritation eines Versuchsergebnisses als Ziel-
vorgabe fiir eine Wiederholung des Versuches. Ich méchte jedoch auf eine
andere Anwendung etwas ausfithrlicher eingehen, ndmlich auf die Veritation
von Priifungsergebnissen bzw. Notenspiegeln:

2007 wurde die erste niedersachsenweite zentrale Abschlusspriifung im 10.
Jahrgang im Fach Mathematik gleich zweimal nachgebessert: Zunéchst wur-
de die Zuordnung der Punkte zu den Noten verbessert und als das nicht aus-
reichte, wurden alle Noten (auBer der Note 1) mit der bereits verbesserten
Zuordnung noch einmal um eine Note heraufgesetzt. Dazu sagte der da-
malige niederséchsische Kultusminister Bernd Busemann: ,,Insgesamt aber
ist in den Realschulen ... die Quote der unterhalb einer ausreichend Note
bewerteten Arbeiten mit insgesamt mehr als 40 Prozent zu hoch‘fﬂ Mi-
nisterialrat Peter Reinert vom Niederséchsischen Kultusministerium nannte
mir gegeniiber als Grund, ,dass eine Ursache der Schwierigkeiten der Auf-
bau der Arbeit war?®] Bereits in einer Presseinformation vom 14.06.2007
hief} es: ,Von den Schulen seien ... hdufig der Umfang der Arbeit mit einer
Zeitdauer von 150 Minuten, die Bandbreite der Aufgaben und Themen, die
das ganze Schuljahr umfassen, sowie die Komplexitéit sowohl einzelner Auf-
gaben als fiir die Schiilerinnen und Schiiler ungewohnt genannt Worden‘F_GL
2022 wurde ebenfalls die ,Bewertung der schriftlichen Abiturpriifung im
Fach Mathematik ... um einen Notenpunkt angehoben‘P1]

Welchen Grund bzw. welche Griinde kann es geben, Priifungsergebnisse
nachzubessern?

— Die Aufgaben waren zu schwer oder zu komplex.
— Die Bandbreite der Aufgaben und Themen war zu grof.

48Zitiert aus einer Presseinformation des Niedersichsischen Kultusministeriums vom
25.06.2007. Quelle:
https://www.mk.niedersachsen.de/startseite/aktuelles/presseinformationen/
-6196.html} (abgerufen am 10.11.2024)

“*Email vom 11.06.2024

*Onttps://www.mk.niedersachsen.de/startseite/aktuelles/presseinformationen/
-6192.html} (abgerufen am 10.11.2024)

SIhttps://www.mk.niedersachsen.de/startseite/aktuelles/presseinformationen/
zu-wenig-zeit-anhebung-der-mathematik-klausuren-um-einen-notenpunkt-212416.
html, (abgerufen am 10.11.2024)
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— Die Zuweisung von Punkten zu einzelnen Aufgaben war unangemessen.

— Die Lésung von Teilen der Aufgaben wurde nicht angemessen
berticksichtigt bzw. ermoglicht.

— Die Aufgabenstellung war zu kompliziert oder missversténdlich.

— Die Aufgaben waren zu einseitig bzw. bildeten den Unterricht nicht
geniigend ab.

— Die Zeit fir die Priifung war zu kurz.

— Der Unterricht hat nicht ausreichend auf die Priifung vorbereitet.

— Mehrere Schiiler /-innen haben ohne eigenes Verschulden linger im
Unterricht gefehlt.

— Die Schiiler/-innen haben sich nicht ausreichend vorbereitet.

— Die Einstellung der Schiiler/-innen zum Fach ist gestort (Stichwort
»Matheangst®).

— Die Lehrperson mochte den Schiiler/-innen einen (vermeintlichen)
Gefallen tun.

— Mogliche Probleme im Unterricht sollen kaschiert werden.

Natiirlich ist die Nachbesserung eines Priifungsergebnisses nicht die einzige
oder immer angemessene Moglichkeit, um auf ein zu schlechtes Ergebnis zu
reagieren. Statt dessen kénnte man auch ...

— die Arbeit trotzdem werten.

— die Arbeit nicht werten.

— die Arbeit neu schreiben.

— die Arbeit in geringerem Mafle fiir die Endnote heranziehen.
— die Arbeit durch eine miindliche Priifung ergénzen.

Nachdem ich nun eine mogliche Anwendung der Veritation etwas genauer
beschrieben habe, mochte ich zur Definition der unabhingigen Veritation
kommen: Zunéchst liegt der Gedanke nahe, die Zyklation als Veritation zu
verwenden, da bis auf das letzte Objekt alle Objekte um einen Platz weiter
nach rechts geschoben werden und somit zu einem gréfleren Betrag flihren.
Aber das letzte Objekt «, springt um n — 1 Platze nach links, wodurch der
Betrag wiederum kleiner wird. Wann genau ist aber |Za| > |a|?

1 2 3
ﬁal + ﬁOQ + ﬁas + T2+ an—1 >

3
w

3
w

Oé2—|— Ol3+ Oé4—{— +704n 1+ o, &

3

11a1+ Lag+ Lag+ -+ Loy >a e

n—
ﬁ(a1+a2+a3+~-+an_1)z &
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Betrachten wir zum Beispiel die Zyklationen von a = (5; £; ¢; 2; 2 ) mit n =

5 und somit n("nill):ﬁ:%3 Y

(53 855383 8) = 0,59 ()

(85538 §: 91 = 053 (Za)

(R385 8383 9)l = 0,31 (ZZa)

(92,2, 1:2)| = 0,56 (2Z7a)

I(8: 555 55 8)| = 0,50 (2222a

|(%7 %; %; %; %)| = 0,59 (ZZ77Z7a = a)

Nur beim 3. zum 4. und beim 5. zum 1. Geltungswert wurde der Betrag gro-

Ber, weil das letzte Objekt des 3. und 5. Geltungswertes kleiner als % = 1é6

war. Die unabhéingige Zyklation als Junktor fiir die unabhéingige Veritation
ist somit nicht brauchbar.

Da die unabhéngigen Junktoren die Objekte der Geltungswerte lediglich
permutieren, ist es nicht moglich, dass die Geltungswerte durch unabhéngi-
ge Veritation bzw. mehrfache unabhéngige Veritation zu W,, = (0; 0; ...; 0;
1) werden, es sei denn, der Geltungswert hat nur Nullen und eine 1 als Ob-
jekte. Der ,wahrste” Geltungswert, der durch Permutation erreicht werden
kann, ist der Geltungswert mit den aufsteigend sortierten Objekten. Daher
habe ich fir die Definition der unabhéngigen Veritation aus der Vielzahl
von Sortieralgorithmen einen der bekanntesten und einfachsten Algorith-
men ausgewéhlt, namlich bubble sort, laut Donald E. Knuth auch unter den,
wie er es formuliert, ,,more prosaic names such as exchange selection or pro-
pagation” bekann@ Dabei spielt an dieser Stelle keine grofle Rolle, ob es
sich bei bubble sort z.B. unter dem Gesichtspunkt der Laufzeit um einen
besonders effektiven Algorithmus handelt.

Wie arbeitet dieser Algorithmus? Nacheinander werden alle benachbarten
Objekte «; und ;41 des Geltungswertes a von a; = g bis o417 = ap
paarweise verglichen und wenn «; > ;41 ist, miteinander vertauscht. Das
fihrt dazu, dass nach einem Durchgang das grofite Objekt auf den Platz
von «, wandert und auch andere Objekte moglicherweise weiter nach rechts
riicken (also im bildlichen Sinne wie Blasen aufsteigen). Nach einem weite-
ren Durchgang wandert das zweitgrofite Objekt auf den Platz von «,—1 usw.
Nach n — 1 Durchgéngen sind die Objekte des Geltungswertes aufsteigend
sortiert. In der nachfolgenden Definition wird einer dieser Durchgénge als
Veritation definiert, wobei es in dieser Definition nicht notwendig ist, dass
die paarweisen Vergleiche von Anfang an beginnend nacheinander durchge-
flihrt werden:

2[16] Knuth, S. 106
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Definition 7. Die unabhéngige Veritation Wa eines Geltungswertes

a = (ar;ag; - ;) ist:

Wa := (min(ar; az); min(maz(aq, a2); as); min(maz (o, ag, as);aq); - ;
min(maz(ay, ..., an—1); ap);maz(ai, ..., a)).

In der 2-wertigen Logik fillt die unabhéngige Veritation mit dem 1-stelligen
Junktor ,Verum* (V) zusammen, denn W(0; 1) = (0; 1) und ebenfalls W(1;
0) = (0; 1). Doch auch in einer Prozentuallogik ist WF,, = W,,, denn bei
bubble sort wird das grofite Objekt des Tupels, in diesem Fall 1, von links
nach rechts durchgereicht:

Gesetz 23. WW,, = W,, und WE,, =W,

Bei fortgesetzter Veritation sind die Objekte des Geltungswertes spétestens
nach (n — 1) Durchldufen sortiert und der Geltungswert wird nicht mehr
weiter verdndert.

Gesetz 24. WW..Wa = WW...Wa
(n—1)—mal —mal

In den folgenden Abbildungen mit der Veritation der 45 Tripel zu den RGB-
Farben (n = 3) beschreibt das 3. Bild bereits den Endzustand:

a Wa WWa

Von den 45 Geltungswerten, die in der linken Abbildung dargestellt sind,
waren 10 Geltungswerte bereits aufsteigend sortierﬂ und werden durch die
Veritation Wa nicht mehr verandert, ndmlich (jeweils ohne den gemeinsamen
Nenner j = 8):

23.(2; 3; 3) 41. (05 4; 4) 45. (05 0; 8)
24. (2; 2; 4) 42. (0; 3; 5)

33.(1; 3; 4) 43. (05 2; 6)

34. (1; 2; 5) 44. (0; 1; 7)

35. (1; 1; 6)

®Die Anzahl der ungeordneten Partitionen von j = 8 in n = 3 Summanden ist 10, falls 0
als Summand erlaubt ist. 10 ist die Summe der ungeordneten Partitionen von 8 in 3, 2
und 1 Summanden, wobei 0 als Summand nicht erlaubt ist: P(8, 3) + P(8, 2) + P(8, 1)
=5+4+1=10 (s. [32] Witt, S. 37).

41



Offensichtlich tut die Veritation das, was sie soll, namlich |Wa| > |a|, denn
durch die Sortierung wandern grofere Werte nach rechts (und nie nach links)
und werden dort bei der Berechnung des Betrages mit entsprechend grofie-
ren Briichen multipliziert. Auch WK, ist offensichtlich K.

Analog zur inversen Zyklation ldsst sich eine inverse Veritation definieren,
die Geltungswerte nicht ,wahrer* sondern ,falscher macht, die Objekte des
Geltungswertes also absteigend sortiert. Dabei konnte die inverse Veritation
explizit wie oben definiert werden oder iiber eine Gesetzmafigkeit:

Definition 8. Die unabhangige inverse Veritation Wa eines Geltungswer-
tes a ist Wa := NWNa.

a

Dazu ein Beispiel:
W(i 1.2.0.3. L)

Dabe ist Jal = |(5 45 25 & i )| = 044 >
‘Wa‘ = ’(1_07ﬁ71i07120aﬁ71_0)| = 032

Auch das Gesetz das beziiglich der Zyklation besagt, dass ZNa = NZa ist,
lésst sich entsprechend auf die Veritation iibertragen, denn NWa = NNWNa
(laut Definition) = WNa (nach Gesetz |11 von der doppelten Negation):

Gesetz 25. WNa = NWa

Allerdings lésst sich Gesetz das besagt, dass ZZa = ZZa = a ist, nicht
auf die Veritation iibertragen, was an einem Beispiel gezeigt werden kann:

42



(A.L.i.g.l);,ga:(Q.L.A.Q.l)

Ein Grund ist, dass das grofite Objekt % am Ende der 1. Rechnung an
der Position von «, stehen muss, da die letzte Operation eine Veritation
war, wahrend 1% am Ende der 2. Rechnung an der Position von «; stehen
muss, da die vorletzte Operation eine Veritation und die letzte dann eine
Negation war. Dass also eine inverse Veritation eine Veritation im Sinne
von WWa = a riickgéngig macht, was eigentlich der Vorstellung von einer
inversen Abbildung entspriche, wiirde als notwendige (nicht unbedingt hin-
reichende) Bedingung voraussetzen, dass das grofite Objekt von a an der
Position «,, steht, was aber eben nicht bei jedem Geltungswert a der Fall
ist. Uberhaupt verhélt sich bubble sort beziiglich kleiner und grofier Zahlen
ungleich: Wéhrend die grofite Zahl nach einem Durchgang bereits bis an das
Ende des Geltungswertes wandert, kann die kleinste Zahl pro Durchgang
nur um (hochstens) eine Position nach vorne riicken.

4.4 Permutationsmatrizen

Da es sich bei den bisher vorgestellten einstelligen Junktoren um Permuta-
tionen der Objekte des Geltungswertes a handelt, ist es naheliegend, diese
Abbildungen durch eine Multiplikation @ - A zu beschreiben, wobei @ der
zu a gehorende Zeilenvektor und A die zum Junktor passende, quadratische
nxn—Permutationsmatri)@ ist, bei der in jeder Zeile und Spalte genau eine
1 steht. Ich verwende anstelle von ,,=*“ das Aquivalenzzeichen ,,é“, da ein
Junktor ein Tupel erzeugt, die Multiplikation eines Vektors mit einer Ma-
trix jedoch einen Vektor. Zunéchst die beiden Matrizen zur Negation Na
und zur Identitat Ia = a, wobei die Matrix zur Identitdt die Einheitsmatrix
als neutrales Element der Matrizenmultiplikation ist:

5427 Schmitt, Trenkler, S. 99
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00 0 1 1 00
00 10 0 1 00
Na £ @ Do e la £ - Do N
01 ... 00 00 ... 10
1 0 ... 00 00 ... 01

Bei dieser Gelegenheit mochte ich auch die Matrizen zu den beiden anderen
1-stelligen Junktoren aus der 2-wertigen Logik, ndmlich Verum und Falsum,
mit vorstellen, die allerdings keine Permutationsmatrizen sind, da ja alle
Geltungswerte entweder auf W,, oder F), abgebildet und nicht permutiert
werden:

0 0 0 1 10 0 0
0 0 0 1 10 0 0
Va2 g.] 00 0 1 Oa 2.l 10 00
00 ...01 10 ...00

Folgende Abbildungs- bzw. Permutationsmatrizen entsprechen der Zyklation
und der inversen Zyklation:

01 ... 00 00 01
: 1 0 0 0
Za 2 d-| o o 1 0 Za 2G| 01 00
0 0 1 Do R
10 00 00 ... 10

Dabei ist in der linken Matrix sehr schén zu erkennen, wie bei der Zyklation
das letzte Objekt des Geltungswertes an die 1. Stelle riickt (s. 1. Spalte) und
das 1. Objekt an die 2. Stelle (s. 2. Spalte).

Die Permutationsmatrizen fiir die unabhingige Veritation sind nicht im-
mer gleich, da die Vertauschungen in einem Durchgang von bubble sort da-
von abhéngen, wie die Objekte des Geltungswertes angeordnet sind. Allen
Permutationsmatrizen der Veritation ist jedoch gemeinsam, dass sie in der
linken unteren Ecke ein Dreieck aus Nullen haben, weil nach einem Durch-
gang von bubble sort an der 1. Stelle des Geltungswertes nur «; oder as, an
der 2. Stelle nur «a, ao oder ag usw. stehen kann:

77 7707
77 777
0 7 7 9

AN : )
Wa = a-f o g 7707
0 0 07 ?
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Die Fragezeichen sind Platzhalter fiir eine 1 oder 0, wobei natiirlich in jeder
Zeile und jeder Spalte der Matrix letztendlich jeweils genau eine 1 stehen
muss. Um eine konkrete Matrix fiir eine Veritation anzugeben, muss ein kon-
kreter Geltungswert (wie im Beispiel am Ende des letzten Kapitels) gewéhlt
werden:

01000
10000
3.1.4.0.2y A /31402 _ 713024
W(i5: 165 165 105 70) = (f610101070) " | 0 0 0 0 1 | =(375107010)
00100
00010

trix:
01 000
001 00
3.1.4.0.2y A (3140 2 _ (43120
Wa(i5: 107 705 105 10) = (fo10101070) [ 1 0 0 0 0 | =(3515107010)
00 0 01
00 010

Dabei fallt auf, dass bei der inversen Veritation diesmal das Dreieck aus
Nullen oben rechts in der Matrix steht, da durch Wa der Geltungswert a
mit bubble sort von hinten nach vorne sortiert wird und bei einem Durch-
gang das letzte Objekt nur aus a,—1 und oy, das vorletzte Objekt nur aus
Qp—2, aty—1 und a,, usw. gebildet werden kann.

Da NWNa = Wa ist, ist natiirlich auch:

00001 01000 00001
00010 1 0000 00010
00100 00001 001 00/|=
01000 00100 01000
100 00 00010 100 00
00001 00010 01000
00010 00 001 00100
00100 1000O0]=]10000
01000 00100 000 01
10000 01000 00010
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5 Einstellige innere Junktoren

FEinstellige innere Junktoren sind Junktoren, die Geltungswerte aus der Men-
ge 6; , wieder auf Geltungswerte aus der Menge &;,, abbilden, auch wenn
die Objekte der neuen Geltungswerte dann moglicherweise andere sind. Da-
bei spielt es eine Rolle, wie die Ordnungsrelation bzgl. dieser Menge definiert
ist (lexikographisch, umgekehrt lexikographisch oder nach dem logischen Be-
trag).

5.1 Die innere Zyklation

In diesem Kapitel soll eine Zyklation definiert werden, die nicht nur wie bei
Za die Objekte eines Geltungswertes zyklieren ldsst, sondern im Hinblick auf
ein Gesetz vom ausgeschlossenen (m+ 1)-ten iiber alle m Geltungswerte aus
der Menge &; ,, zykliert. Fiir diese Zwecke gentigt eine Zyklation, die nach-
einander alle lexikographisch angeordneten Geltungswerte durchléuft. Das
kann man sich so vorstellen, als wenn alle n-stelligen (j + 1)-adischen Zahlen
von 0 bis (j + 1) — 1 mit den Zahlern der Objekte als Ziffern durchlaufen
werden, wobei allerdings jeweils die Quersumme j sein muss und fiihrende
Nullen bei den n-stelligen Zahlen mitzéahlen:

Definition 9. Die innere Zyklation Zy,a eines Geltungswertes a ist:
(Oél;OZQ;...;Oén_1+%;Oén*%) falls a, 20 (n > 2)

(a1;Q9; .5 ap_o + %;O;an,l - %) falls a, =0 A 1 #0 (n > 3)

(a1;Q9; .5 Qp—g + %;O;O;an,g — %) falls a, = a1 =0A o #0

Zma = (n > 4)
(a1+%;0;...;0;o¢2—%) falls ap, = ... = a3 =0Aag #0
(0;...;0; 1) falls a, = ... = a2 =0

Das m bei Z,,a bedeutet, dass die innere Zyklation im Unterschied zur unab-
hangigen Zyklation Za durch alle m Geltungswerte der Menge & ,, zykliert.

Um zu verstehen, wie diese Zyklation arbeitet, sollte man sich zunéchst ver-
gegenwartigen, wie eine Zahl in einem Stellenwertsystem schrittweise grofler
wird bzw. schrittweise grofier wird, ohne dass die Quersumme sich dndert:
Normalerweise wird eine ganze (positive) Zahl in einem Stellenwertsystem
um einen Schritt bzw. um 1 grofler, indem die letzte Ziffer um 1 groflier
wird, es sei denn, die letzte Ziffer ist die groBtmogliche Ziffer j. Dann wird
die letzte Ziffer zu 0 und die vorletzte Ziffer wird um 1 vergroflert (es sei
denn, sie ist auch die grofitmogliche Ziffer) usw.
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Dieses Vorgehen ist aber nicht moglich, wenn die Quersumme unverédndert
bleiben soll. Denn wenn die letzte Ziffer um 1 vergréflert wiirde, miisste
zwangslaufig eine weiter links stehende Ziffer um 1 verkleinert werden, da-
mit sich die Quersumme nicht &ndert. Dadurch wiirde die Zahl aber kleiner
statt groffer werden, da weiter links stehende Zahlen grofiere Potenzen der
Basis j + 1 des Stellenwertsystems reprasentieren. Die letzte Ziffer kann also
nur kleiner werden, bis sie 0 erreicht und die vorletzte Ziffer wird jeweils um
1 grofler. Es muss die vorletzte Ziffer sein, die jeweils um 1 gréfler wird, da-
mit das GroBlerwerden der Zahl minimal ist. Erst, wenn die vorletzte Ziffer
die groftmogliche Ziffer unter Beachtung der Quersumme erreicht hat, wird
die drittletzte Ziffer um 1 vergroflert, die vorletzte Ziffer auf 0 gesetzt und
die letzte Ziffer, ebenfalls unter Beachtung der Quersumme, auf die unter
dieser Bedingung gréfitmogliche Ziffer gesetzt usw.

Entscheidend ist also, dass sich die Summe 1 durch die innere Zyklation
Zma nicht verdndert. Um das zu tberpriifen, mdéchte ich als Beispiel einen
Blick auf den 2. Geltungswert in der Definition, ndmlich (aq; o ...; ap—2 +
%; 0;ap—1— %) werfen: Durch die gleichzeitige Addition und Subtraktion von

% andert sich die Summe nicht. Aber wo ist «,, geblieben? Der 2. Geltungs-
wert in der Definition wurde unter der Voraussetzung definiert, dass a,, = 0
ist und somit fiir die Summe keine Rolle spielt bzw. zum vorletzten Objekt
0 wurde. Die letzte Zeile der Definition beschreibt, dass durch die innere Zy-
klation Z,,a das letzte Element in der lexikographisch angeordneten Menge
&, wieder zum 1. Element in einer lexikographischen Anordnung wird.

Das entsprechende Listing fiir den Fall j = 6 und n = 4 findet sich so-
wohl im Anhang [13.5] als auch bei den Materialien zu dieser Arbeit unter
https://www.untexte.de/logik/ und zwar als Textdatei und als ausfiihr-
bare HTML-Datei.

Eine inverse innere Zyklation Z,a entspriiche iibrigens der Zyklation Z,a
beziiglich einer umgekehrt lexikographisch angeordneten Menge & .

5.2 Weitere innere Junktoren

Ich habe zwar jetzt eine innere Zyklation definiert, aber die Definition einer
inneren Negation N,,a tibersprungen. Ist eine solche Definition tberhaupt
notwendig? Auf den ersten Blick nicht, denn eine zentrale Bedingung, die
eine Negation in einer Prozentuallogik erfiillen sollte, ist, dass [Na| = 1 — |a|
ist und diese Bedingung erfiillt bereits die unabhéngige Negation (s. Gesetz
. Auch die Definition einer inneren Zyklation bzgl. einer Ordnungsrelati-
on nach Betrag erscheint auf den ersten Blick nicht notwendig, da die innere
Zyklation bzgl. einer lexikographischen Anordnung fir die Formulierung ei-
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nes Gesetzes vom ausgeschlossenen (m + 1)-ten ausreicht. Anders sieht es
bei der inneren Veritation (und der inversen inneren Veritation) aus, da die
unabhéngige Veritation nur zum Teil befriedigt, weil sie auch bei mehrfacher
Durchfithrung in der Regel nicht zum Geltungswert W, fiihrt'ﬂ Nun bie-
tet sich aber eine innere Zyklation #Z,,a bzgl. einer Ordnungsrelation nach
Betrag an, um damit gleichzeitig eine innere Veritation W,,a zu definieren,
da dann offensichtlich |#Z,,a| > |a| ist, falls a # W,,. Entsprechendes gilt
fiir eine innere inverse Zyklation bzgl. einer Ordnungsrelation nach Betrag
bzw. eine innere inverse Veritation. Und die innere inverse Zyklation (bzw.
die innere inverse Veritation) steht dann zusammen mit einer inneren Ne-
gation N, in Beziehung zur inneren Zyklation (bzw. zur inneren Veritation).

In der mehrwertigen Logik mit Geltungswerten a von 0 bis 1 ist die sym-
metrische Negation (s. Kap. definiert durch 1 — a. Bei Geltungswerten
von 1 bis m (mit 1 fir ,falsch® und m fiir ,wahr*) wére die entsprechen-
de Definition m + 1 — a. Diese Definition soll auch fiir die Definition der
inneren Negation herangezogen werden, wobei die innere Negation einen
Geltungswert negiert, indem die Position bzw. Nummer des Geltungswertes
innerhalb der Ordnungsrelation nach Betrag von m + 1 abgezogen und aus
dem Ergebnis der entsprechende Geltungswert bestimmt wird. Dabei will
ich nicht verhehlen, dass durch das Operieren mit Positionen innerhalb der
Ordnungsrelation statt mit Tupeln die Prozentuallogik auf eine mehrwertige
Logik mit Zahlen als Geltungswert reduziert wird.

Es sei nrj,(a) die Nummer des Geltungswertes a innerhalb der nach Be-
trag geordneten Menge &;,, und es sei ge;n(k) der Geltungswert mit der
Nummer k. Dabei ist nrj,(F,) = 1 und nr;,(W,) = m und umgekehrt
gejn(l) = F, und ge;n(m) = W,. AuBerdem ist nr;,(ge;jn,(k)) = k und
gejn(nrj,(a)) = a.

Definition 10. Die innere Negation Npja eines Geltungswertes a ist:

Npa = gejn(m + 1 — nrj,(a)).

Aus der Definition ergibt sich, dass die beiden folgenden Abbildungen zuein-
ander spiegelsymmetrisch sind (die Streifen sind nach Betrag angeordnet):

a N.a

55 Nur wenn ein Objekt des Geltungswertes 1 ist und die anderen Objekte 0 sind, kann
durch unabhéngige Veritation W, erreicht werden.
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Zur Negation N,,a ein Beispiel aus der 28-elementigen Menge &g 3: Der Gel-
tungswert (%; %; %) ist der 10. Wert in der nach Betrag geordneten Menge (s.

Seite[22). Dann ist Ny, (35 55 2) = gejn(28 + 1 — 10) = ge;n(19) = (35 3; 4).

Mit der unabhéngigen Negation wire N(2;1;2) = (2;1;2) gewesen. Doch
sowohl der Betrag von (2;2; 1) als auch der Betrag von (2;%;3) ist L (s

ebenfalls Seite [22)). Bei den Materialien zu dieser Arbeit unter https://
www.untexte.de/logik/position-und-geltungswert.pdf findet sich ein
weiteres Beispiel zur inneren Negation N,,a beziiglich der 330-elementigen
Menge &7 5, das dort Schritt fiir Schritt ,,per Hand“, also ohne Computer,
durchgerechnet wird.

Mit |a| = ﬁ ist unter der Bedingung, dass m;,(b) = 1 ist, Na = Nj,a.
Auch fir die innere Negation gilt das Gesetz von der doppelten Negation (s.
Gesetz [11):

Gesetz 26. N,,N,,a = a

NpnNpa = gejn(m + 1 — nrj,(gejn(m + 1 — nrj,(a)))) =

gejn(m + 1 —(m + 1 —nrj,(a))) = gejn(nrjn(a)) = a

Die innere Negation erfiillt ebenfalls die Normalbedingung (s. Gesetz :
Gesetz 27. N,,W,, = F,, und N, F,, = W,,

NouWh = gejn(m + 1 — nrj,(Wy)) = gejn(m+1—-m) = gejn(l) = F,
Ny Fn = gejn(m + 1 — nrj,(F)) = gejn(m + 1 — 1) = gejn(m) = Wy,

Definition 11. Die innere Zyklation #Z,a eines Geltungswertes a ist:
ge; n(nrj,(a) +1) falls nrj,(a) <m
#lma =

ge; (1) falls nr; ,(a) =m

a #Zma

Man beachte den blauen Streifen am linken Rand der 2. Abbildung.

Definition 12. Die innere inverse Zyklation #Z,a eines Geltungswertes a
ist:

{ ge;n(nrj,(a) —1) falls nrj,(a) > 1
# o =

ge; (m) falls nr; ,(a) =1
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Offensichtlich zyklieren diese beiden inneren Zyklationen bei fortgesetzter
Anwendung durch alle Geltungswerte:

Gesetz 28. #Zm#Zm e #Zma = a und #Zm#zm e #Zma = a.

m—mal m—mal

Offensichtlich ist auch

Gesetz 29. #Zm#zma = #Zm#Zma =a
und direkt aus der Definition folgt

Gesetz 30. #Z,,W,, = F, und #Z,,F,, = W,,.
AuBlerdem gilt auch bei der inneren Zyklation:

Gesetz 31. N,,#Z,,a = #ZmNma.

Falls a = Fj;: Falls a = W,,:

Nm#Zan = Nm#ZmWn =
Nngejn(nrj,(F,)+1) = Ny, Fy, (wg. Gesetz =
Nmgejn(2) = gejn(m + 1 —nrj,(F,)) =
gejn(m + 1 — nrjn(gejn(2))) = gejn(m) =
gejn(m+1—2)= W, =

gejn(m — 1) = # ZmFn (wg. Gesetz =
gejn(nr;,(Wy,) — 1) = # 7 N W, (wg. Gesetz
# L Wi =

# 7. N F, (wg. Gesetz

Sonst:

N Zma =

Nimgejn(nrjn(a)+1) =

gejn(m + 1 — nrj,(gejn(nrn(a)+1))) =
gejn(m + 1 — (nrj,(a)+1)) =

gejn(m + 1 — nrj,(a)—1) =

geg’,n(m - nrjm(a)) =

#ngejjn(m +1—nrj,(a) =

#ZmNma

Ersetze ich a in N,,#Z,,a = #ZmNma durch N,,a, so erhalte ich als Defini-

tion fiir die innere inverse Zyklation N #ZmNppa = #ZmNmNma = #Zma
(wg. Gesetz [26]).
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Der primére Zweck der inneren Zyklation #Z,,a war, eine innere Veritation
zu definieren:

Definition 13. Die innere Veritation #W,,a eines Geltungswertes a ist:

#Zma falls nr;,(a) < m
#W,na =
a falls nr; ,(a) =m

Definition 14. Die innere inverse Veritation #W,a eines Geltungswertes
a ist:

) #Zma  falls nrj,(a) > 1
#Wma =
a falls nr; ,(a) =1

Die Veritation #W,,a erfiillt nicht nur die Bedingung |*W,,a| > |a|, son-
dern erreicht nach mehrfacher Anwendung auch W,,. Aber erfiillt sie ihren
Zweck bei konkreten Anwendungen? Dazu wenden wir uns noch einmal dem
Notenspiegel mit den Noten von 1 bis 6 vom Ende des Kapitels zu, ndm-
lich4 |3 |7|7]2|0 mit der Durchschnittsnote 3,0P Der entsprechende
Geltungswert war a = (2%, %, %, %, 2%, %) mit dem Betrag % = 0,6.
1\61un5ist fwma = g62376(nr'2376(a) + 1) = g62376(74372‘+ 1) = (2%, %, %,
2, &, o). Aber [#Wp,a ist ebenfalls 2%, genauso wie [¥W# W,a|. Erst
der Geltungswert geas 6(74522) = (%, 20—3, 2%, 2%, %, %) hat erstmals den
Betrag 17T07 also den Notenspiegel verbessert, aber der neue Notenspiegel 14
|0]0|0]0][9 eignet sich offensichtlich kaum als Alternative zum urspriing-
lichen Notenspiegel 4 | 3 | 7| 7| 2 | 0. Notwendig ist also eine Veritation, bei
der nicht nur |W,,a| > |a| ist, sondern |W,,a|] > |a|. AuBlerdem sollte W,,a

beziiglich der Objekte nur minimal von a abweichen.

5.3 Die innere Veritation als Weitergabe

Um einen Notenspiegel nur minimal zu verbessern, wére es naheliegend,
genau eine Klassenarbeit um genau eine Note zu verbessern:

Definition 15. Die innere Veritation W,a eines Geltungswertes
a= (ar;ag; - ;) ist:

1.

N e . 1.
Wia i= (ar;ag; 506 — 7041 + 55

75 .y ap), falls a; > 0 und @ < n.

Definition 16. Die innere inverse Veritation W ,a eines Geltungswertes a
= (a1; ;- ;) ist:

Wpa = (a1 a9 .50 + %;aﬂ_l — %; ), falls a1 > 0 und @ < n.

56Giche S.
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Diese innere Veritation ist im mathematischen Sinne keine Funktion, da
nicht jedes Element der Menge &; ,, abgebildet Wirdm Auflerdem wird nicht
jedes Element auf genau ein anderes Element abgebildet, sondern auf so viele
Elemente, wie a7 bis a,_1 ungleich 0 sind. Im Gegensatz zu #Zm#zma =
a (s. Gesetz wird somit Wmea auch nicht unbedingt wieder zu a.
Dafiir verdndert diese Veritation die Geltungswerte nur minimal, da bei 2
Nachbarobjekten die Zéhler nur um jeweils 1 verkleinert bzw. vergrofert
werden. Auflerdem wird der Betrag der Geltungswerte nach jeder Veritation
grofler, und zwar ebenfalls nur minimal um ﬁ

Gesetz 32. |Wpa| = |a| + - und (W,al = |a] — ﬁ

il = - ] -m—;m :

(az+1+ F)F et an =
-Ckg—i—...—i—z_l'ai— »Zn_'ll)-i-n 1 az+1+
g+ ..+

T
cag .+

7o) O‘ZTlJFﬁJF"‘lJFO‘":
-ai+1+...+an+m = |a| + jin—1)

n—1

1]
===
=

n—1

[y

3

Falls i = 1 ist, soistﬁ'(ag—i—%)—l—...—kan:ﬁ‘ag—k...—i—an—i—ﬁ.

|W,,a| ist somit offensichtlich |a| — ﬁ Der Beweis ldsst sich fiir diese
Behauptung entsprechend modifizieren. Somit dndert sich der Betrag eines

Geltungswertes a nicht, wenn ich ein beliebiges Objekt a; > % um % ver-

kleinere und die beiden Nachbarobjekte (jeweils kleiner als % = 1) um %
vergroflere bzw. «a; < =2 ym 2 vergroflere und die beiden Nachbarobjekte

% verkleinere.

(jeweils grofer als % =0) um
Die nachfolgende Abbildung veranschaulicht am Beispiel der Menge &5 4
die Arbeitsweise von W,,a bzw. von Wma durch eine Verbindungslinie von
a nach unten zu W,,a bzw. von a nach oben zu Wma. Dabei wurden die
jeweiligen (moglichen) Veritationen W,,a zu den einzelnen Geltungswerten
a von hinten nach vorne durchgefiihrt, um die Ergebnisse dieser Veritation
umgekehrt lexikographisch anzuordnen. Auch in den einzelnen Zeilen wur-
den die Geltungswerte umgekehrt lexikographisch angeordnet. Wegen der
besseren Ubersichtlichkeit habe ich wiederum von den einzelnen Objekten
der Geltungswerte nur die Zahler angegeben und den gemeinsamen Nenner
J = 5 so wie die Klammern und Semikola weggelassen:

""Das letzte Element der nach Betrag angeordneten Menge &,,,,, namlich W,, = ge; »(m)
= (0; 05 ...; 0; 1) kann nicht abgebildet werden, da unter der Bedingung, dass i < n
sein muss, alle a; = 0 sind. Fiir eine innere Veritation W,, miisste aber mindestens ein
a; > 0 sein.
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Mit Hilfe der Veritation bzw. der inversen Veritation durch Weitergabe lasst
sich zu einem beliebigen Geltungswert wie z.B. d = (0; 1; 3; 1) (wobei ich
nur die Zahler angegeben habe) aus einem anderen beliebigen Geltungwert
aus der gleichen Menge &;,,, dessen Betrag bekannt ist wie z.B. a = (2; 0; 1;
2) mit |a| = & der Betrag berechnen, indem ich Schritt fiir Schritt Anteile
von ¢ nach ¢ + 1 oder umgekehrt weitergebe:

=

I
—
no
L2
\‘l—‘
[\]
~—

lal =

15
+2 (Weitergabe)
b=(0; 2; 1; 2) |p=282=10
+1 (Weitergabe)
c=(0; 1; 2; 2 o] = 1051 — 1L
-1 (Weitergabe)
d=(0; 1, 3 1) |[d=%%2=1

In der obigen Abbildung lasst sich der Weg von (2; 0; 1; 2) in der 8. Zeile
iber (0; 2; 1; 2) und (0; 1; 2; 2) nach (0; 1; 3; 1) in der 10. Zeile (da der
Zahler des Betrages 10 ist) entsprechend nachverfolgen, obwohl es nicht der
einzige Weg ist.

93



6 Einstellige erginzende Junktoren

Das Charakteristische von ergdnzenden Junktoren mochte ich zunédchst am
Beispiel einer Konjunktion[g_g] aus der mehrwertigen Logik mit Geltungswer-
ten aus der Menge & = {0, 1 5, 1} veranschaulichen. Diese Konjunktion ist
definiert als Kab := a - b:

Kab | 0 % 1
0 0O 0 O
1 1 1
2 0 7 3
1 0 3 1

Diese Abbildung erfiillt zwar die Normalbedingung, ist aber keine Funktion
innerhalb der 3-wertigen Logik, da man in der Tabelle sieht, dass Kab nicht
immer ein Element von = {0, 3, 1} ist, denn 1 /\ 1 =1 ¢ &. Auch eine Er-
weiterung auf eine 5-wertige Loglk mit & = {0, I 2, 4, 1} 16st das Problem
nicht, denn nun ist z.B. % A i =3 3 ¢ &. Ob und inwieweit dieses Problem
gelost werden kann und soll, wird in Kapitel u.a. an einem konkreten
Anwendungsbeispiel thematisiert.

6.1 Die Restation als alternative Negation

Bei der unabhéngigen Negation Na wurden die einzelnen Objekte der Gel-
tungswerte an der Mitte des Geltungswertes gespiegelt. Das entsprechende
Séulendiagramm fiir a wird dabei an einer Senkrechten durch die Mitte des
Diagramms gespiegelt:

1

falzch wahr falsch waht
1.2, — l 4.2 1
a = (15} 76’ 107 10 Na = (355 15} 76-70)

Nun soll das Sédulendiagramm fiir a nicht an einer Senkrechten, sondern an
einer Waagerechten durch die Mitte des Diagramms gespiegelt werden:

1 1 1 1

falzch wahr — falzch wahr —p  falsch wahr — mscn

a=(L;2;%;2) a (157 167 16 10) Ra = (gp;

lenlll - D |ninl=lnt

. 6.7

10’ 107 10’ 10 307 307 307 30)

8[17] Kreiser, Gottwald, S. 27
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In der 2. Abbildung befinden sich in der unteren Hélfte die Oberkanten
der Séulen von a und in der oberen Hailfte deren Spiegelungen. In der 3.
Abbildung werden diese Spiegelungen zu Oberkanten der Séulen, die jetzt
1 — q; reprasentieren, wobei o; — 1 — «; stark an die symmetrische Negation
erinnert (s. Kap. [.1)). Aber die Summe der Objekte 1 — a; ist offensichtlich
nicht mehr 1. Daher miissen die einzelnen Objekte 1 — «; durch n —1 geteilt
werden, denn:

1—aq 1—a2 1—a3 l—an
n—1 n—1 n—1 +..t n—1 "~
(1—a1)+(1—az)+(1-ag)+..+(1—an) _
n—1 -

n—a]—Q2—Q3—...—Qp __

n—1 -
n—(a1tagtaz+..4an) _

n—1 -

=1

3
—

=

3

Definition 17. Die Restation Ra eines Geltungswertes a = (a; ;- -+ ;)
ist:
Ra := (i1, 102, loas, . L-9n) Durch die Restation gehen die Objekte

n—1’ n—-17 n—-1" n—

oy in
fir(ai) = % iiber.

Die entsprechende Abbildungsmatrix ist:

1 1 1
0 n—1 n—1 n—1
1 I
n—1 n—1 n—1
AN S . .
Ra = a- : : :
1 1 1
n—-1 n-1 0 n—1
1 1 _1 0
n—1 n—1 """ n-1

Fiir a; soll gezeigt werden, dass nach der Multiplikation von @ mit der Abbil-
dungsmatrix a; in 1;_“11 tibergeht (die Berechnungen fiir as bis a,, verlaufen
analog):

. 1 . 1 . 1 . _ astagt+-+tan _ l-ay
0-a1+ n—1 02 + n_1 a3 + + n_1 On = n—1 - n-—1

Durch die Restation gehen Geltungswerte a aus der Menge &;, in Gel-
tungswerte Ra aus der Menge &;(,,_1),, uber. Falls allerdings n = 2 mit a
= (a; ag) ist, so ist Ra = (1_%, 1‘%) =(a1+as—ay; 01 +ag —ag) =
(a2; aq) und RRa ist dann (a1; ). Das heifit, in der 2-wertigen Logik bzw.
einer 2-stelligen Prozentuallogik mit (geordneten) Paaren als Geltungswert
fallt die Restation wie schon die Zyklation Za und die inverse Zyklation Za
mit der Negation Na zusammen, zumal die Abbildungsmatrizen von Za, Za
und Ra fiir n = 2 zu (1) é werden, der Abbildungsmatrix von Na. Und
wéahrend in der mehrwertigen Logik und auch in den Prozentuallogiken die
doppelte Negation von a wieder a ergibt, gilt dies fiir die Restation nicht:
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RRa ist, falls a # K, und n > 2 ist, nicht a, da das Quadrat der Abbil-
dungsmatrix zu Ra nicht die Einheitsmatrix ergibt:

1 1 1 2 n—1 n—2 n—2 n—2
0 = pown Sy (n_1£2 (n—l?z e (n—l%Q (n—12)2
1) T n— n— n— n—
n—1 n—1 n—1 (=12 (n-1)2 " (n-1)? (n-1)
1 1 0 L 71722 71722 o n;12 n;22
o Ty R Vg
n—-1 n-1 n—1 (n—-1)2 (m—-1)2 " (n—-1)2 (n—1)2

Vielmehr konvergiert bei fortgesetzter Restation a gegen K, bzw. konver-
gieren die einzelnen Objekte a; des Geltungswertes a gegen %, und zwar
alternierend.

Die alternierende Konvergenz soll im folgenden fiir den Fall o; < % gezeigt
werden (der Beweis, dass «; fiir a; > % alterniert, verlauft entsprechend):

oy < n =
a;n <1 &
—a;n > —1 &
n—agn>n—1 &
n—a;n
= )> 1 &
n(l—a;
1 n—1 T 1 =
o
n—1 > n
Nun soll (wieder fiir den Fall o; < %) gezeigt werden, dass f; g(a;) = 171__0‘11

naher an % liegt als «y, dass also a; gegen % konvergiert (n > 2):

o < E &

an < 1= 3" < (wegen 2 —n < 0)
an(2—n)>2-—n &

2a;n —an? >2—n &

n—1+2a;n —an®>1 &
n—1—an?+2an>1 &
n—1—an’+an>n—an—n+1 s
n—=1)—ann—-—1)>Mn—-an)—(n—-1 &

n&:ll) - arlz?r(:i_l)l) > :(;Lofln) - n(nnill) =
B> =

Um ganz sicher zu gehen, dass die k-fache Restation auch wirklich (alternie-
rend) gegen % konvergiert (und nicht etwa z.B. gegen 2 Werte in der Nédhe
von 1), ist es sinnvoll zu zeigen (wiederum nur fiir o; < 1), dass fiir ein
bestimmtes «; ab einem bestimmten k alle weiteren Restationen in der Ep-
silonumgebung von % liegen, egal wie klein ¢ ist. Dabei wurde bereits gezeigt,
dass fiir a; < % die Restation % > % ist. Wann ist aber % < % +e
bzw. =% — 1 _ o <07
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l—a; _ 1
n,al <ﬁ+€
l—o; <=l 4 (n—1)e
~1
a—1>-"=—(n—1)e
2=l (n—1)e
-l (n—1)e

n n
;> —(n—1)e

tee e

Nachfolgend ein Beispiel zur Veranschaulichunﬂ Am Anfang sei o; =0 <
%, n = 4 (und somit % = 0,25) und € = 0,0001. Dann ist % —(n—1) =
0,25 — 0,0003 = 0, 2497.

k

0 a; =0,000000 Roi — L — ¢ =0,083233

2 RRa; =0,222222 RRRa; — = — & =0,009159

4 RRRRa; =0,246913 RRRRRa; — £ —& =0,000928

6 RRRRRRa; = 0,249657 RRRRRRRa; — L — & =0,000014

8  RRRRRRRRo; =0,249961 RRRRRRRRRa; — L — & =—0,000087
10 RRRRRRRRRRa; =0,249995 ~ RRRRRRRRRRRa; — L — e =—0,000098

Da die k-fache Restation sich alternierend dem Wert % annahert, ndhert
sich fiir ; < % die doppelte bzw. 2-fache Restation dem Wert % von unten
und die (k + 1)-fache Restation von oben. Die k-fache Restation von «; mit
k = 8 ist grofler als 0,2497 und die 9-fache Restation liegt somit innerhalb
der Epsilonumgebung, da erstmals 1ﬂ:°‘f — % — ¢ < 0 ist. Da bei weiteren
doppelten Restationen der Wert fiir die mehrfache Restation von «; zudem
immer kleiner wird (aber nach wie vor grofier als 1 ist), befinden sich alle
weiteren Werte innerhalb der Epsilonumgebung.

Bleibt noch zu erwéhnen, dass fiir den Fall o; = % ebenfalls f; p(ay) = % ist:

Gesetz 33. Fiirn > 2 ist lim RR .. Ra = (1;1;. ;1) =K,
k=00 ~——~— n

n’n’
k—mal

Somit gilt fiir den Geltungswert K,, aus Kapitel dass RK,, = K, ist.
Wenn die k-fache Restation gegen K, konvergiert, dann konvergiert auch

der Betrag der k-fachen Restation gegen den Betrag von K,:
Gesetz 34. Fiir n > 2 ist lim |[RR ... Ra|=3
k— 00 o —

k—mal

59Die entsprechende Excel-Datei sowie ein Beweis finden Sie bei den Materialien zu dieser
Arbeit auf der Seite https://www.untexte.de/logik/.
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Die Restation kann also nicht nur als eine Form von Negation, bei der das
kleinste Objekt von a (die kiirzeste Séule im Diagramm) in das grofite Ob-
jekt (die lingste Ergdnzungssiule im Diagramm) usw. iibergeht, sondern
im Fall der doppelten Restation RRa als auch der mehrfachen Restation
RRRRa usw. als eine zunehmende Nivellierung des Geltungswertes a inter-
pretiert werden. Allerdings ist der Geltungswert K, nicht weiter nivellierbar.

RRRRa
RRRa RRRRRa Grenzwert

In der Visualisierung mit RGB-Farben lésst sich gut erkennen, wie die wie-
derholte Restation von a die einzelnen Objekte gegen % konvergieren lasst,
in diesem Fall gegen %, und wie die Geltungswerte gegen (%, %; %) bzw.
gegen die Farbe (#555555) konvergieren. Auflerdem zeigt sich Ra wirklich
als Negation, da z.B. die Farbe Blau (links) = (0; 0; 1) in eine Mischung aus
Rot = (1; 0; 0) und Griin (0; 1; 0), ndmlich in Braun = (2; ;, 0), und Rot
(rechts) in eine Mischung aus Blau und Griin, ndmlich in Tirkis, ibergehen.

Abschlielend noch ein Zusammenhang zwischen Negation und Restation:
Gesetz 35. RNa = NRa

RN(a1; ag;..;0p) =
R(an; Ap—15--3 al) =

(1—an. 1—op_1. . 17041) _
nfl’ ?—1 7""1n—1 -
—ay ., 1l—ag, [ Sl €777

N( n—1’n-17"" n—1 ) -

NR(a1; a9;...;ap)
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6.2 Die Quaestation

2 Punkte, die bei der Restation eine Rolle spielten, ndmlich eine alternati-
ve Negation durch Spiegelung des Sdulendiagramms an einer Waagerechten
statt an einer Senkrechten und die Nivellierung von Geltungswerten, sol-

len noch etwas vertieft werden. Dazu mochte ich einen Junktor namens
Quaestation definieren, der nicht nur nivelliert, sondern auch ,kontrastver-
scharft“, wobei mit einer , Kontrastverscharfung®“ gemeint ist, dass sich die
einzelnen Objekte eines Geltungswertes nicht an % anndhern wie bei der
Nivellierung RRa, sondern so von % entfernen, dass sich die Abstidnde (Kon-
traste) zwischen benachbarten Objekten vergrofiern. Dabei soll die Nivellie-
rung bzw. Kontrastverschirfung nicht starr, sondern iiber einen Parameter

y gesteuert in unterschiedlich starkem Mafle ausgefiihrt werden.

Der Quaestation liegt eine axiale Streckung zu Grunde. Das soll am Beispiel
a= (1—10; %; %; 1%) veranschaulicht werden: Zunéchst werden die Oberkan-
ten der zu den Objekten von a gehérenden Diagrammséulen (s. 1. Abb.) um
den Mittelwert der Objekte 2 = 1 nach unten verschoben (s. 2. Abb.) bzw.
es wird % von «; subtrahiert. Dadurch werden alle Objekte a; < % negativ.
Dann werden die neuen Oberkanten bzgl. der unteren Achse als Streckungs-
achse mit einem Faktor y = 2 gestreckt (s. Abb. 3) bzw. es wird (a; — 1)
mit y = % multipliziert. Dadurch wird der Betrag aller Objekte grofer, falls
y > 1 ist. Abschlielend wird das Diagramm wieder um % = i nach oben

verschoben (s. Abb. 4) bzw. es wird § zu 3 (c; — 1) addiert.

1 1 1 1

a a — 0 0 —

falzch waahr falseh  —— wahr falsch  —— wahr falzch wahr
_(1.2.4.3 _3._1.3.1 _9._.3.9.3 _(L.7.19.13

8L_(10710710710) ( 20’ 20720720) ( 40> 40740’40) Q%a—(40,40,40,40)

Definition 18. Die Quaestation Qya eines Geltungswertes a = (a1; a;
cee ) ist:

Qua = (ylor — 1)+ Liglaz — 1)+ L y(an — L) + 1)), wobei y € Q ist.
Durch die Quaestation gehen die Objekte «; in

fiqy(ai) = y(ai — 3) + 5 iiber.

Die entsprechende Abbildungsmatrix ist:
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y(n=1)+1 1—y 1-y 1-y
n n n n
1-y y(n—1)+1 1-y 1-y
n n n n

Ao .
Qya = a-

1-y 1—y y(n—1)+1 1—y
n n n n
1-y 1-y 1-y y(n=1)+1
n n n n

a1 wird dabei zum Beispiel abgebildet auf:

W'Gl + l;ny-ag—i— kTy-a3+. cot 1;ny.an — y(n—lzLa1+a1 + (l—y)él—al) _

ynai—yai+ai+l—a1—y+yar _ ynai—y+1 _ y(nai—1) 1 _ 1 1
n - n - n + n y(al n) + n

Schauen wir in der Definition von Qya zunachst etwas genauer auf den Fak-
tor y, denn «; darf nicht kleiner als 0 werden:

ylos —H)y+1>0 &
yloi— ) > —+ &
_1
y< o & (falls a; < % und somit a; — % <0)
y < n(allfl <~
1
e = <
1
y= 1—na;
und
_1
y= a T <~ (falls a; > % und somit a; — % > 0)
1
Y z 1-no;

AuBlerdem darf «; nicht grofler als 1 werden:

ylai—H+2<1 &
ylai—2)<1-1 o

Yy = i:é & (falls a; < % und somit o; — % <0)
y >

und

y= 71(2177—11) A (falls a; > L und somit o — 1 > 0)
V< e

Falls o; = % ist, wird «; wieder zu o;: ny(%) =y -4 % = %

Fir a; > % st —— <y < nz;_ll und fiir o; < % ist o

1—na; —
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(jeweils mit n > 2). In den beiden Ungleichungen sind bei Einsetzung der
entsprechenden «; die linken Briiche negativ und die rechten positiv. Von
den beiden linken (negativen) Briichen ist (wiederum bei entsprechender

Einsetzung von «;) e = n:;;—ll’ da beide Nenner negativ sind, und von
den beiden rechten 1_7110[1_ < an—ll Nun muss nur noch geschaut werden,
wann die untere Grenze fiir y am grofiten und wann die obere Grenze am
kleinsten ist: Wenn «,;, das kleinste Objekt von a und ay,, das groite

. . . 1 1 . 1
Objekt von a ist, dann ist e von allen T, m grofiten und ry—
1

1—no;

von allen am kleinsten. Somit gilt:

Gesetz 36. Fiir die Quaestation Qya ist ——2— <y < -—2— (e # =

L ].—l’lOémax l1—nomin
und Qpin # o)

Ist aypasr = % bzw. amin = % und somit alle a; = %, dann spielt y in
der Definition der Quaestation keine Rolle (s.0.) und f;q,(a;) = 1 bzw.
Qy K, = K,, unabhingig von y:

Gesetz 37. Q,K, =K,

Falls apq = 1 und oy, = 0 ist, wie z.B. bei ,wahr* = W,, oder ,falsch® =
F,,, dann gilt fir y: ﬁ = ﬁ <y< 1_1”0 =1.

Bevor ich einige Beispiele zur Quaestation gebe, soll zunédchst noch gezeigt
werden, dass die Summe der Objekte y(a; — %) + % gleich 1 ist:

ylan =)+ 5 +ylas = 5) + 5+ tylan —3) + 5 =

ylaa = 3) +ylaa = 3) + o Fylan = 5) + 1y =

y(lar— )+ (2= 2) + o+ (n — ) +1 =

Yyl +az+ ..+ ap—ni)+1=

yl—1)+1=

Fiir den Geltungswert a = (0,1; 0,2; 0,4; 0,3) ist 17nimax = 71— i. 0d =

—%gyg 1—n1amin: 1—i-0,1:%'
Q%a = (0; 0,16; 0,5; 0,3)

Qia = (0,15 0,2; 0,4; 0,3)

Qia = (0,175 0,225; 0,325; 0,275)
Qoa = (0,25; 0,25: 0,25; 0,25)
Q_ga = (0,5; 0,3; 0; 0,16)

Im ersten Beispiel wird durch die Quaestation mit y = % der Geltungs-

wert verscharft: Die beiden Werte kleiner % = 0,25, ndmlich oy = 0,1 und
ag = 0,2 werden noch kleiner, wiahrend die beiden Werte grofier %, namlich
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as = 0,4 und ay4 = 0,3 grofler werden. Zudem wurden die Abstédnde zwi-
schen den Objekten grofler. Aber 0,4 wéchst nur auf 0,5, weil 0,1 schon auf
0 zuriickgegangen ist. Um ag = 0,4 auf 1 anwachsen zu lassen, miisste y un-
erlaubterweise 5 sein. Dann wiirde aber a; = 0,1 ebenfalls unerlaubterweise
zu —0,5 Werdenm

Im zweiten Beispiel wird «; mit y = 1 wieder zu «;, denn 1(a; — %) +% =
o — % + % = Q.

Das Ergebnis des dritten Beispiels erinnert an die doppelte Restation
RRa, wo sich die Objekte der Geltungswerte dem Wert % annédherten.

3=

Im vierten Beispiel wird a mit y = 0 zu K,,, denn 0(«a; — %) + % =
Das Ergebnis des fiinften Beispiels erinnert an die Restation Ra, wo die
Objekte der Geltungswerte ebenfalls umso gréfler wurden, je kleiner sie ur-
spriinglich waren (und umgekehrt).

Aus diesen 5 Beispielen ergibt sich folgende Ubersicht iiber die Funktions-
weise der Quaestation Qya, wobei Y4, der grofftmogliche und yp,:, der
kleinstmdgliche Wert fiir y ist:

1. 1< ¥y < Ymaz: Verschiarfung

2. y = 1: a—a

3. 0< y <1 Nivellierung wie bei RRa

4. y =0 a— Ky

5. Ymin < y < O0: eine Art Negation wie bei Ra

Betrachten wir fiir positive y den Abstand zwischen 2 benachbarten Objek-
ten nach einer Quaestation:

| fiqy(ed) = fiqy (i)l = [(ylei = ) + 3) = (Wlain — 7) + )| =
I(y(a; — 2) —ylaip — L)+ 1 - 1) =
(e — ) = (a1 — 1)) =

|(y(ei — 1) =y - |oi — g

Ist also y > 1, so wird der Abstand grofler (Verschéarfung), ist 0 < y < 1,
so wird der Abstand kleiner (Nivellierung). Ist y < 0, so ist die Quaestation
eine Verkniipfung einer Spiegelung an der Waagerechten durch % und einer
axialen Stauchung/Streckung mit positivem y. Objekte, die kleiner als %
waren, sind jetzt grofler als % und umgekehrt.

505(0,4 —0,25) + 0,25 =5-0,15 4+ 0,25 = 0,75+ 0,25 = 1 und 5(0,1 — 0,25) + 0,25 =
5.(-0,15)+ 0,25 = —0,75+ 0,25 = —0,5
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n

Falls y = —1ist, ist fiq () = -l — D+ l=—q;+14+1=2_4,
Bei der doppelten Quaestation f; q_, (fiq_,(a;)) ist dann % —(2-q) =«

2
n Qi

Gesetz 38. fiq (o) =
Gesetz 39. Qoa =K, Qua=aund Q_1Q_ja=a

Man koénnte dazu neigen, die Quaestation Q_ja wegen der doppelten Quae-
station Q_1Q_1a = a in Analogie zu NNa = a und N,,N,,a = a als eine
weitere Negation zu betrachten, zumal die Restation wegen RRa # a (falls
n > 2 ist) diesen Anspruch nur bedingt erfiillt hatte. AuBerdem gilt fiir die

Quaestation mit y = —1 wie schon fiir die Negation Na, dass |Q_ja] = 1—|a|

ist:

Qo) = Zhr(otar= D+ D+ s Llan= D+ D+ L e b ) =
(e =)+ ) +2—(as — )+ 7))+ -+ (n—D(—(an— 3) + 7)) =

nll(( a2+ 5+ )+2(—a3+l+l)+---+(n—1)( an+ L+ 4+ 1)) =

(= Ot2+f—2a +22 ...~ (n—1an —|—2<" Dy =

Li(~a2—2a5— - —(n 1)an+ p2z_ 2oy

(a2 —2a3— - —(n—Dan+ 2142+ 4+ (n—-1))) =

—tgas — 21113 -2, + n<n271) ‘";“” = —|a]+1=|Na| (wg. Gesetz

Gesetz 40. |Q_ja| =1 — |a|

Doch wegen f;q (o) = % — o; muss a; und somit gz < % sein, um
nicht negativ zu werden. Somit ist die Quaestation mit y = —1 nicht auf al-
le Geltungswerte anwendbar und daher ebenfalls als Negation nur begrenzt
brauchbar. Wahrend die Restation einer Spiegelung des entsprechenden Sau-
lendiagramms an der Waagerechten durch % entsprach (die dann noch durch
eine Division durch n — 1 ,nachgebessert werden musste), entspricht die
Quaestation mit y = —1 einer Spiegelung des entsprechenden Siulendia-
gramms an einer Waagerechten durch %, weil eine axiale Streckung/Stau-

chung mit dem Faktor y = —1 einer Achsenspiegelung entspricht.

Nachfolgend 2 Visualisierungen des Junktors Qy (die Erlduterungen dazu
erfolgen im Anschluss an die Abbildungen):
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1
0
-1
-2
8
Qya (oben ist jeweils
Y = Ymaz und unten y = Ypmin) Qua (-8 <y <4)

Wihrend in der linken Visualisierung die Geltungswerte nach unten hin in
eine Negation nach Art der Restation iibergehen, kann man bei der rechten
Visualisierung sehr gut erkennen, dass alle Geltungswerte bzw. alle RGB-
Tripel bei y = 0 grau, also alle Objekte der Geltungswerte % sind. Beiy =1
sind alle Geltungswerte unverdandert wie bei der Visualisierung von a. Samt-
liche Farbstreifen liegen zumindest im Bereich von y = —0,5 und y = 1,
denn die Objekte der Geltungswerte liegen bei n = 3 dann alle im Intervall
[0,1]: 1—n3&max = 1—13~1 =-3<y< l—niymin = 1—1370 = 1 = 1. Somit lie-
gen einige Farbstreifen nicht im Bereich y = —1 und fiir die entsprechenden
Geltungswerte ist QQ_ja als Negation (s. oben) nicht anwendbar. Fir y = 4
gibt es 6 Geltungswerte bzw. Tripel, ndmlich jeweils 3 Tripel, bei denen ein
Objekt 0,5 ist und 2 Objekte 0,25 sind und 3 Tripel, bei denen ein Objekt
0,25 ist und 2 Objekte 0,375 sindEl Fir y = —8 gibt es 3 Geltungswerte
bzw. Tripel, bei denen ebenfalls ein Objekt 0,25 ist und 2 Objekte 0,375

S11

MG -Pah=ad =il tmda =4 h) = b =0
md A3 =3 +i=a Gt i= A=)
2_81-ti=-8(H)t+ti=S+1=1und -8(:(-IH+i=-8L+i=-F+i=0



Wenn die Quaestation mit y < 0 sich wie Ra verhélt, bei welchem y ist
Qya dann genau Ra ?

fiqy (i) = fir(i) &
ylag— L)+ 1 =1 &
Yl — £) = ((1,;‘“13);‘ - (n”__ll)n &
Y=

Damit Qya mit Ra zusammenfallt, ist y, wie zu erwarten, ein negativer
Bruch. Fiir n = 2 und somit y = —1 fillt die Quaestation nicht nur mit der
Restation Ra, sondern auch mit Na, Za und Za zusammen.

Gesetz 41. Q__ 1 a=Ra
n—1

Die Geltungswerte ,wahr* = W,, und ,falsch® = F, konnen nicht wei-
ter verschirft werden, da auch hier fir y gilt: l—n(l)cma = 1—1111 <y <
1_n}1 — = ﬁ = 1. y miisste fiir eine Verscharfung aber grofier als 1 wer-

den. W, und F,, konnen allerdings abgeschwécht bzw. nivelliert werden:
Wie gro8 wére y z.B. bei einer Abschwichung von F5 = (1; 0; 0; 0; 0) zu
(1%; Qo; (35 s (i), wobel ag = a3 = ayy = a5 sein soll? Die Objekte ao bis
as sind (1—%)/4 = &5 /4 = 4. Fiir y gilt dann: y(1—3)+ 1 = %y—k% =3
Somit ist 9 L— T und y = 1—70 : g = £. Und dann ist auch

7 1 1 _ _ 1
sO0-5+5=-wmt5=m

&l
<
Il
~3|
|
\Hm\
|
—
=
0ol

Wie schon fiir die Restation gilt {ibrigens auch fiir die Quaestation (der
Beweis verlduft entsprechend wie bei Ra):

Gesetz 42. Q,Na = NQya

Im Unterschied zu Zyklation und Veritation ist es bei der Quaestation nicht
notwendig, eine inverse Quaestation zu definieren, da die Quaestation sowohl
nivelliert als auch verscharft. Werfen wir trotzdem kurz einen Blick auf die
Umkehrfunktion fljéy ():

a; =y(fiq () — 1)+ 1 <
ai — 5 =y(fiq, () — & &
Sl —3) = fiqu(ai) — 5 &

1
(0= 5) + 5 = fig, ()

Fir den Fall, dass y = 1 oder y = —1 ist, ist y = % und somit f;q, (o) =
f-*éy (). Es tiberrascht also nicht, dass Q1Qia = Q-1Q_1a = a ist.

1y
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6.3 Die erginzende Veritation
6.3.1 Die ergidnzende Veritation als Stauchung

Die Quaestation beruhte auf einer axialen Streckung bzw. Stauchung des
Sdulendiagramms bzgl. einer Waagerechten als Streckungsachse. Eine axiale
Stauchung bzgl. der rechten Diagrammkante fithrt demgegeniiber zu einer
Veritation *W a, wie das nachfolgende Beispiel fiir a = (0,2; 0,1; 0,1; 0; 0,4;

0,2) mit dem Stauchungsfaktor x = % zeigen soll:

Nun soll an diesem Beispiel eine Formel fiir die Veritation *W,a entwi-
ckelt werden: Der Zéhler des Stauchungsfaktors x ist x, = 3 und der Nenner
Ty = 5. Das Diagramm wird in n - x, = 6 -5 = 30 senkrechte Streifen aufge-
teilt. Die n = 6 Bereiche fiir a;, jeweils aus 5 Streifen bestehend, beginnen
mit k& = 1 fiir den 1. Bereich mit dem urspriinglichen ¢ = 1, mit £ = 6
fiir den 2. Bereich mit ¢ = 2 usw., also allgemein mit k¥ = z,(i — 1) + 1
fir den 4. Bereich®| Die 6 Bereiche fiir a; enden mit k = 5 fiir den 1.
Bereich mit ¢ = 1, mit £ = 10 fiir den 2. Bereich mit ¢ = 2 usw., also all-
gemein mit k£ = z,7 fir den 7. Bereich. Das oben abgebildete, gestauchte
Diagramm beginnt hinter k£ = 12 = 30- (1 — 2) = 30 - % bzw. allgemein

5
hinter k = (2, - n)*~* = n(zn — z.). Die Diagrammséule von oy wird auf
die x, = 3 senkrechten Streifen bei k = 13, 14 und 15 abgebildet, ag auf die
3 senkrechten Streifen bei £ = 16, 17 und 18 usw. k geht dabei iiber in 7,

namlich ...

%3Das entsprechende lineare Gleichungssystem ist:

I.Ll1=m-14b = b=1—mund
I.6=1+zp,=m-24+b=m-24+1-m = 1l4+z,=m+1 = z,=m.
Alsoist mi+b=zpi+l—m=zpi+1—z, =z, —1)+ 1.
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13 — 13-12=1 — 3 — [3]=1
4 - M4-12=2 - 2 = [2]=1
15 — 15-12=3 — 2 — [3]=1
16 — 16-12=4 — 3 — [3]=2
17 — 17-12=5 — 2 — [5]=2
18 — 18-12=6 — % — [58]=2
19 — 19-12=7 — I — [I]=3usw.

Dabei sind ,,[“ und ,,|“ die aufrundenden GauBklammern. Allgemein geht k
iiber in i = [%1 Dadurch wird jedem Streifen k& das entsprechende
1 vom abgeblldeten «; zugeordnet. Zum Schluss bleibt noch das Problem,
dass von jeder Diagrammsédule des neuen «; insgesamt z, = 3 Streifen ad-
diert wurden. Also muss jeder Summand in der folgenden Formel noch durch

x, geteilt bzw. mit i multipliziert werden:

Definition 19. Die ergénzende Veritation *Wza eines Geltungswertes a
bildet ein Objekt «; folgendermaflen ab:

fi,*Ww (Oéz‘) = fi,*Wwfz (Oéi) = Z *Oé[k n(en—rz)]
on k=zn(i-1)+1 L2 =

Dabei ist der Stauchungsfaktor z = = € Q mit 0 < z < 1. Aulerdem ist
a; =0, wenn ¢ < 1 ist.

Zunéchst einige Beispiele mit a = (0,2; 0,1; 0,1; 0; 0,4; 0,2):

(a ) = (0,2; 0,1; 0,1; 0; 0,4; 0,2) = a Betrag = 0,58

0; 0,2; 0,125; 0,075; 0,3; 0,3) Betrag = 0,675

0; 0; 0,2; 0,16; 0,16; 0,46) (s. Abb. oben) Betrag = 0,779

0; 0; 0; 0,2; 0,2; 0,6) Betrag = 0,8

0; 0; 0; 0; 0,2; 0,8) Betrag = 0,96

éé

=

*
Gl il Gle e
&

~~ Y~ o~

S

*
— — ~— ~—
—~ o~ o~

Ein entsprechendes Listing, das die obige Formel verwendet und mit dem
auch die 5 Beispiele berechnet wurden, findet sich sowohl im Anhang |13 |_|
als auch bei den Materialien zu dieser Arbeit unter https://www.untexte.
de/logik/| und zwar als Textdatei und als ausfithrbare HTML-Datei.

Wenn z =1 = % ist, findet keine Stauchung statt, was auch an der For-
mel sehr gut zu erkennen ist:

Tt 17

) %“r%:’“)w: ) 10‘ rhon@-ny = Z‘W—O”

k=an(i—1)41 k=1(i—1)+1
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Wenn z = = ist, wird das komplette Diagramm in den Bereich fir o, ge-
staucht und das Ergebms ist (0; 0; ...; 0; 1) = Wy, denn wenn i =n, z, = 1
und z,, = n ist, dann ist:

n-n 1 n-n
fni*W% (a”) = Z Ia(k—n(ln—l)-‘ = Z a[kfn“n#»’n—l =

k=n(n—1)+1 k=n-n—m+1

n-n—(n-n—mn)

> Abnemtnt(nnn)] = D O[] = D = 1
k=1 k=1

k=n-n—n+1—(n-n—n)

Wird z noch kleiner als % (aber bleibt grofer als qﬂ), so andert sich das
FErgebnis nicht mehr.

Gesetz 43. *Wia =a, *Wia = W, und *W,W,, =W,

Da bei der Veritation *W_ a der Parameter x ein Stauchungsfaktor ist, kénn-
te man vermuten, dass die doppelte Veritation *W,, *W,a = *W,, ., ist.
Jedoch ist mit a = (1, 2, 4, 3) *W%*Wa»a = (0, 0, 19, 101) mit einem Be-
tragszéhler von 341, aber *W4 ga = Wua = (0, 0, 14, 106) mit einem
Betragszdhler von 346 (die Nenner wurden Jewells weggelassen).

In der nachfolgenden Visualisierung der 45 lexikographisch von oben nach
unten angeordneten Geltungswerte als Tripel mit den RGB-Farben sieht
man, dass bei z = % = 2 der Rot-Anteil vollig verschwunden ist. Die letzte
Abbildung wére mit x = % =1 komplett blau gewesen. Stattdessen habe
ich fiir die letzte Abbildung :c = 18 gewshlt, also etwas mehr als £ 3 und
man sieht noch letzte Reste von Griin, vor allem dort, wo die ObJekte von
a urspriinglich einen starken Rot-Anteil hatten:

Wie schon bei der unabhangigen inversen Veritation Wa lédsst sich auch
bei der ergénzenden Veritation eine inverse ergdnzende Veritation definieren

durch: *W,a := N*W,Na.

Ich mo6chte den Gedanken zur ergénzenden Veritation *W, noch kurz et-
was weiterfithren, zumal in den Beispielen auffiel, dass die Objekte links

b b—d
54 Allgemein ist SNeaw= > Cita
k=a k=a—d

654 kann nicht 0 sein, denn sonst wiirde in der Formel zweimal durch z, = 0 geteilt.
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im Geltungswert sehr schnell zu 0 wurden: Ich stelle mir vor, dass sich das
Diagramm zum Geltungswert a auf einem angespannten, elastischen Unter-
grund befdnde. Durch die ergéinzende Veritation *W, wird der linke Rand
des Untergrundes nach rechts zum unbeweglichen rechten Rand des Dia-
gramms hinbewegt. Fiir eine alternative erganzende Veritation **W, , stelle
ich mir vor, dass sowohl der linke als auch der rechte Rand des elastischen
Untergrundes fixiert wére. Irgendwo zwischen linkem und rechtem Rand an
der Stelle x ist ein Stab parallel zu den beiden Réndern am Untergrund be-
festigt. Nun wird dieser Stab zur Position z nach rechts zum rechten Rand
des Diagramms hinbewegt. Dazu ein Beispiel mit a = (0,3; 0,1; 0,4; 0; 0,2),

—z 1 — Zz _ 2.
x—xn—Qundz—zn—?).
1
3 —
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2
_) g

Um **W, .a zu berechnen, gehe ich wie bei "W a vor: Das Diagramm wurde
wiederum in 30 senkrechte Streifen aufgeteilt. Nun wird wiederum geschaut,
wieviele Streifen von den abgebildeten «; sich in den 5 Bereichen befinden.
Da die Diagrammséulen links von z auf eine Breite von 8 Streifen gestreckt
und rechts von z auf eine Breite von 4 Streifen gestaucht wurden, miissen
die Ergebnisse links durch 8 und rechts durch 4 dividiert werden:

fl,**W%%(Oél) =fu = 6'81% =18 =0,225
fZ**W%%(O‘?):%—F%:%*_&S%O:8%)_’_%:%:0’125

farw,y glog) =192 420 —2H L 2 Ly 8B 0,15
farew, , (0a) = 22290 4200 = 2H4204 200 - 88,0 _2_g3
J5,w (045)22%—1-%2%—1—%:4%—#%:%:0,2



Wihrend der Betrag |a| = |(0,3; 0,1; 0,4; 0; 0,2)| = 0,425 ist, ist der Betrag
nach der Veritation |**W, .a| = |(0,225; 0;125; 0,15; 0,3; 0,2)| = 0,53125.

So, wie die Restation Ra in Qya enthalten ist, so ist auch *W a in **W, .a
enthalten: *Wya = **Wy ;_,a. Die Veritation **W, .a kann nicht W,, = (0;
0; ...; 0; 1) werden, falls nicht alle Diagrammséulen links von z die Héhe 0
haben, denn diese Diagrammséaulen werden durch **W, ,a zwar breiter, aber
nicht flacher. Haben allerdings alle Diagrammséulen links von x die Héhe 0,
dann ist **W, .a = W1 za denn 1 — z verhélt sich zu 1 — x, wie sich der

Stauchungsfaktor von *Wxa zu 1, der Breite des Diagramms, verhélt. Und
selbstverstandlich ist **W, ,a = a.

6.3.2 Die ergidnzende Veritation als Umschichtung

Ich m6chte noch einmal auf die innere Veritation W,,, durch Weitergabe aus
Kapitel zuriickkehren wo ein Objekt, wenn es nicht 0 war, den Betrag *
an das nachste rechts stehende Objekt weitergab. Entsprechend moéchte ich
eine erganzende Veritation als eine Art Umschichtung in Richtung ,wahr*

definieren: Das 1. Objekt gibt einen vorgegebenen prozentualen Anteil x
seines Betrages an das 2. Objekt ab, das wiederum den gleichen prozentualen
Anteil seines urspriinglichen Betrages an das 3. Objekt abgibt usw. Das
heifit, dass das 1. Objekt, das fur ,falsch* steht, nur abgibt und das letzte
Objekt, das fiir ,wahr* steht, nur bekommt, wiahrend alle anderen Objekte
sowohl abgeben (es sei denn, sie sind 0) als auch bekommen (es sei denn,
das Vorgéngerobjekt ist 0) :

Definition 20. Die erginzende Veritation Wxa eines Geltungswertes a =
(a1; ag; -+ ) st

Wia == ((1 = x)an; (1 — x)ag + xa1; (1 — x)ag + xag; -+ (1 = X)ay—1 +
XQp—2; Oy + Xap—1). Dabei ist 0 < 2 < 1 und = € Q. Durch die Veritation
gehen die Objekte «; iiber in

(1—-x)oy falls i =1
fiw (o) =9 (1 —x)oy +xa;q1 fallsl <i<n
o + X0y falls i =n

Die entsprechende Abbildungsmatrix ist:

1—=x T 0 ... 0 0
0 l—x = ... 0 0
Wea £ @ : R : :
0 0 . 1l—2 =z
0 0 0 1
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Die Summe der Objekte von Wya ist 1:

(I—x)aq + (1 —x)ag +xao—1 + (1 —x)ag +xaz—1 + -+ +
(1 - X)Oénfl + xXap_1-1+ ap +xX0p_1 =

a1 — T + g — xrae +xop + a3 — xaz + xog + -+
Qp—1 — TQp—1 + TOp_2 + Qp +XQp—1 =

o1 +oast+az+toap1 o, =1

Alle Objekte sind gréfler oder gleich 0, da mit 0 < z < 1 offensichtlich
(1—-x)a; >0, (1 —x)a; +xa;—1 > 0 und ay, + xay,—1 > 0 ist. Alle Objekte
sind auBerdem kleiner oder gleich 1, was fiir i = 1 bzw. (1 —x)ay offensicht-
lich ist. Falls i = n ist, so ist a,, + xay,—1 auch kleiner oder gleich 1, da x
< 1 und die Summe aus «, und a,_1 nach Definition der Geltungswerte
ebenfalls kleiner oder gleich 1 ist. Ist 2 < ¢ < n — 1, dann gilt:

1. Fall: a; > a1 2. Fall: o; < avj—q

(1 —x)a; +xai—1 = (1 —x)a; +xa;—1 <

Qp — X + X1 = (1 - X)Ozi_l + X1 =

a; —x(0 — 1) < Q-1 — X1 +XQ—1] =
a; <1 (per Definition) a;—1 <1 und somit o; <1

Die Veritation von W, = (0; 0; ...; 0; 1) ist W,,, da fir 1 <i < n —1 die
Betrige von a; = 0 sind. Somit ist (1—x)-0 = 0 und (1—x)-0+x-0 = 0. Fir i
=nist 1+x-0 = 1. Die Veritation von F), ist (1—x; x; 0; ---; 0). Fri = 1 ist
(I-x)ag = (1—x)-1 = 1—z. Firi=2ist (1-x)as+xa; = (1—x)-0+x-1 = z.
Sonst ist (1—x)a;+xa;—1 = (1—x%)-04+x-0 = 0 und o, +x,,—1 = 04+x-0 = 0.

Gesetz 44. W, W,, = W,, und W F,, = (1-x; x; 0; ---; 0)

Woa ist:

(1 =x)ar; (1 =x)ag +xa1; -5 p + Xy 1) =

(1 =0)ag; (1 —0)ag + 0ay; -5 ap + 0ay—1) =

(o5 Qg5 -5 an) = a

Wja ist:

(1 —x)ar; (1 —x)az +xa1; (1 —x)as + xaz; -5 (1 — X)an—1 + XQn_2; Qn + XQn_1) =
(1 =1Doa1; 1 —Daz+lag; (1 —Das+ lag; -+ (1 — Dan—1 + lan—2; @n + lan—1) =
(0; a1; a2 -5 Q25 A1 + Q)

Gesetz 45. Wpa = a und Wia = (0; a1; ag; -+ an—2; a1 + ay)
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Aus Wia = (0; aq; ag; -+ -5 Qp_2; an_1 + ) folgt
WiWia = (0; 0; ag; ag; -+ 5 ap—3; Qip—2 + a1 + ) usw. bis:
Gesetz 46. W{W;---Wija =W,
—_—
(n—1)—mal

Nun mochte ich zeigen, dass der Betrag von Wa gréfler als der Betrag von
a ist, falls z > 0 und «, < 1 ist:

la| = ;o2 4 2o 4 oy (noBlona y (nclan gy g) =

(1-2) " A(-Bostran) | (1) )
1—z)as+xa 2((1—z)as+xa 3((1—z)as+xa

nfl - + nfi : + nfzi : +ot
(n_z)((l_x%a_’i_ﬁm"_z) + (n_l)((jl”jw”‘l) < (ohne Hauptnenner:)

ag +2a3+3as+ ...+ (n—2)ap—1 + (n— Day, <
a9 — xag + xaq + 2a3 — 2xag + 2xas + 3oy — 3ray + 3rag + ...+
(n—2)an—1 — (n—2)xan—1+ (n—2)zap_2+ (n—1)a, + (n — Daa,—1 &

ag +2a3+3as+ ...+ (n—2)ap—1+ (n— Day, <
ag+2a3+3as+ ... +(n—2)ap—1 + (n— 1)y, + xag + zag + zas + voy +
e O &

0 < x(a; +as+asz+ ...+ ap—1) & (auf beiden Seiten + zay,:)
zap <z(og+ag+ag+ ... +ap_1+ay) S

za, < < (wegen z > 0)

o, < 1

Gesetz 47. |Wza| > |al, falls > 0 und a # W, ist.

6.4 Die Zentration

Wenn die Farbe zu einem Geltungswert/Tripel mit 3 RGB-Farbanteilen
durch die Veritation blauer und durch die inverse Veritation roter wird,
durch welchen Junktor wird sie griiner? Oder anders gefragt: Wenn die Da-
tenreihe in einem Geltungswert durch die Veritation und die inverse Ve-
ritation extremer wird, wodurch wird sie ,mittelméafiger“? Einen solchen
Junktor moéchte ich Zentration nennen, da durch ihn die Mitte bzw. das

Zentrum des Geltungswertes stéarker betont wird, und verwende dafiir den
Buchstaben TC0

Junktor | Farbe ‘Auswirkung Ziel

Veritation W | blauer | rechter W,

inverse Veritation W | roter linker F,

doppelte Restation RR | grauer | ausgeglichener | K,
Zentration T | griiner | mittiger M,, bzw. M), oder B,

56Der Buchstabe T ist eine Reminiszenz an die T-Funktion von Stupecki, die einen Gel-
tungswert aus einer 3-wertigen Logik mit Geltungswerten aus der Menge {1, 2, 3} auf
den mittleren Geltungswert 2 abbildet ([7] Evans, Schwartz, S. 267).
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Das Ziel der Zentration ist, dass die Geltungswerte bei mehrfacher Zen-
tration zu M, bzw. M/ oder B, werden bzw. gegen diese Geltungswerte
konvergieren. M,, bzw. M/ und B,, wurden bereits im Kapitel iber her-
vorstechende Geltungswerte beschrieben. Hier noch einmal zur Erinnerung:

M, = (0;0;---;0; 1; 0;0;--- ;0), falls n = 2k — 1 mit k € N

(k—1)—mal (k—1)—mal
M) = (0;0;---;0; 0,5; 0,5; 0;0;---;0), falls n = 2k mit k € N
———— N———
(k—1)—mal (k—1)—mal
n—1 n—1 n—1
B, = (gnoil); (271171) o (;;12)

6.4.1 Die Zentration mit Hilfe der Binomialverteilung

Zunachst mochte ich eine Zentration definieren, die gegen B,, konvergiert,
wobei B, einer Binomialverteilung mit p = 0,5 entspricht. Da die Summe
der Geltungswerte oy bis i, den Wert 1 hat und die Summe der Wahrschein-

n—1 n—1
lichkeiten (ZLR bis % ebenfalls 1 is ergibt somit auch die Summe

n— 2
n—1 n—1 n—1
("o') (i1 (1)
o1t 5= . antoo— . e = —
von R L bis — 2 L wiederum 1. Dabei ist % = %arl-%n(?_ll)

Definition 21. Die Zentration Ta eines Geltungswertes a = (aq; ag; -+
Q) ist:

-1 -1 -1
Ta := (%Oél + 2%(710 ); %O‘Q + 2%(”1 )i ;%a” T 2%(2*1))

Durch die Zentration gehen die Objekte «; iiber in
fir(oa) = 3o + 3= (1)
Die entsprechende Abbildungsmatrix ist:

(7)) ()

1 n—1
ks 27 27 \n—1
L (n—-1 141 (n-1 1 (n-1
VAN 27 0 2 27 1 27 \n—1
= Q- . .
1 (n-1 1 (n-1 14 1 (n-1
Pig 0 2m 1 2 27 \n—1

Fiir a; soll gezeigt werden, dass nach der Multiplikation von @ mit der Ab-
bildungsmatrix a; in %a,; + i(”al) iibergeht (die Berechnungen fiir as bis

27'L
a,, verlaufen analog):

TFirp = gist (1) " (1-p)" = (1) ()" 0=9" = (1)) = ()-6)"
S8[19] Kunath, S. 21
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(2% 3 ("9 roa 4 2 (lg) 02 + e (") s 4o () - =
so1 + 30 (" Dar + 30 (7 1 g ("0 e +

0
D (o +az + - +o¢n):%a
artag+tay) =1 1+2in(" Nol=1tar+ 4 (")

Nachfolgend ein Beispiel fiir Ta und TTa:

a = (0,1;0,3; 0,2; 0,1; 0,2; 0,1 ) la] = 0,43

Ta = (0,06; 0,23; 0,26; 0,21; 0,18; 0,06)  |Ta| = 0,466
TTa = (0,05; 0,19; 0,28; 0,26; 0,17; 0,05) |TTa| = 0,483
Bg = (0,03; 0,16; 0,31; 0,31; 0,16; 0,03)  |Bg| = 0,5

Sowohl der Betrag von a ndhert sich dem Betrag von Bg an, als auch die
Objekte von a nidhern sich den entsprechenden Objekten von Bg an. Um
diese Konvergenz zu beweisen, suche ich zunéchst eine Bildungsvorschrift
a;r = f(k) mit k& € N, beweise die Richtigkeit dieser Bildungsvorschrift
durch vollstdndige Induktion und bestimme den Grenzwert von f(k). Dabei
kiirze ich die Objekte von B; mit 3; ab:

a0 =0= f(0)

;1= L’O;Bi = 080 = L = f(1)

ajg == 12+Bi = If?B = 1‘2‘32;251 =35 = f(2)
a3 == 22+/Bi = 3fi2+ﬂi = 3‘51.;4‘461’ = 7éBi = f(3)
Qg = ai,32+5z‘ _ 75;—5—31‘ _ 7‘5";8?1‘ _ 151661 = f(4)

Die Bildungsvorschrift (Induktionsvoraussetzung) ist also vermutlich:
2k—1 % i 1
g = f(k) = Egdle = Bhh — g,

Induktionsanfang: ;0 =0 = 3; — B; = i — 5—5
Induktionsschritt von & nach k£ +1 (Induktionsvoraussetzung fiir o j, einset-
zen):

a6 (Bifflz)Jrﬁl 2&7% Bi — Bi
2 2 ?

Qf k+1 = 3 = = =

Grenzwert bestimmen:

_Biy_ 13 R L lim L — B 4. — A.
Jim (8 — g) = lim §; — lim §;- lim g = 5; — 5, 0 Bi.

Gy 1(570) | 1 ely 1 ey, 1 ey
Falls o;; = = ist, so ist ebenfalls st +5:(01) =5 () +5x(021) =

n—1
2%(?:11 ) = (Qn 1). Somit ist auch TB, = B,,.

59Unter der Voraussetzung, dass die beiden Folgen z, = 0 und y, = % gegen 0 konvergie-
ren, konvergiert auch z, = 2% gegen 0, da =, < z, <y, ist.
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Gesetz 48. lim TT ... Ta = B,
k—oo ~—~—"

k—mal

Gesetz 49. hm |TT ... Tal=
—>oow_/
k—mal

Die nachfolgende Visualisierung zeigt an, dass die Geltungswerte gegen die
Farbe Griin streben, aber nicht gegen ein leuchtendes Griin (0, 255, 0):

TTTa TTTTa

Der Grund dafiir ist, dass Ta nicht gegen M3 = (0; 1; 0), sondern gegen B3
= (0,25; 0,5; 0,25) konvergiert. Das heifit, dass nicht nur genau die Mitte
betont wird, sondern analog zur Binomialverteilung (in geringerem Mafle)
auch die Objekte links und rechts der Mitte, wodurch der mittlere Wert
wegen der Summe 1 zwangsldufig kleiner als 1 wird.

6.4.2 Die Zentration mit Hilfe einer Umschichtung

Mochte man hingegen, dass Ta gegen M, bzw. M, und nicht gegen B,
strebt, so ist eine andere Definition notwendig. Fiir diese Definition wire es
naheliegend, fiir die linke Hélfte des Geltungswertes eine Veritation und fiir
die rechte Hélfte eine inverse Veritation zu verwenden. Ich mdéchte jedoch,
bevor ich diese Art der Zentration definiere, auf 2 Besonderheiten hinweisen:
Beschranken wir uns zunédchst auf Geltungswerte mit geradem n: Egal, ob
ich sortiere, stauche oder umschichte, die Summen in den beiden Hélften
bleiben unveréndert. Das obige Beispiel a = (0,1; 0,3; 0,2; 0,1; 0,2; 0,1)
kann also bestenfalls zu (0; 0; 0,6; 0,4; 0; 0) und nicht zu M} = (0; 0; 0,5;
0,5; 0; 0) werden, da a3 + a2 + a3 = 0,6 und ay + a5 + ag = 0,4 ist.
Ist n hingegen ungerade, und ich entscheide mich bei der Definition dieser
Zentration fiir die Veritation bzw. inverse Veritation durch Umschichtung
(s. Kap.|[6 , so bekommt das mittlere Objekt gleich zweimal prozentuale
Anteile zugewiesen, und zwar von links und von rechts.

Definition 22. Durch die Zentration Txa eines Geltungswertes a = (a;
ag; -+ +; ap) gehen die Objekte «; unter der Bedingung, dass 0 < x < 1 und
x € Q ist, iiber in
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(1 —x)ay falls i =1 oder i = n
(1-x)a; +xa;1  fallsl<i<§
o + X1 falls i = 5
fire(on) =
o; + X1 +xayqq falls i = ”TH
o + X041 falls ¢ = ”T*Q
(1 —x)o +xapq  falls ”T*z <i<n
Fiir den Fall ¢ = 5 oder i = "TH ist n gerade, bei i = "TH ist n ungerade.

Die beiden Abbildungsmatrizen fiir den Fall, dass n gerade bzw. ungera-
de ist, sind:

1-= z 0 0 0 o 0 0 0 0
0 1—= e 0 0 o 0 0 0 0
0 0 1—z 0 0 o 0 0 0 0
0 0 0 1—2z x 0 0 0 0 0
T N S 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
xa& = a 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 =z 1-=z 0 0 0
0 0 0 0 0 o 0 1-= 0 0
0 0 0 0 0 o 0 z 1—= 0
0 0 0 0 0 o 0 0 z 1—z
1—= z 0 0 0 0 0 0 0
0 1—= p 0 0 0 0 0 0
0 0 1—= 0 0 0 0 0 0
AL 0 0 0 -2 a 0 0 0 0
Tia = a 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 r l-= 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1-= 0 0
0 0 0 0 0 0 z 1—= 0
0 0 0 0 0 0 0 z 1—=

2 Beispiele sollen diese Zentration veranschaulichen, wobei n einmal unge-
rade und einmal gerade ist:

a=(0,1;0,2; 0,2; 0,3; 0,2), |a| = 0,575>0,5 = |(0; 0; 1; 0; 0)|

T a = (0,01 0,115 0,65; 0,21; 0,02), [T s a| = 0,53

T3 Toa = (0,001; 0,02; 0,938; 0,039; 0,002), |To Ts a| = 0,50525
1

a = (0,1; 0,3; 0,2; 0,1; 0,2; 0,1 ), |a] = 0,43<0,48 = |(0; 0; 0,6; 0,4; 0; 0)]

Toa = (0,01; 0,12; 0,47; 0,28; 0,11; 0,01), [T s a| = 0,478
10 10

To Toa= (0,001 0,021; 0,578 0,379; 0,02; 0,001), [T s T o a| = 0,4798
10 10 1
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Die Visualisierung der 45 Geltungswerte zu RGB-Farben ergibt (n = 3,
und somit ungerade, und z = 3 :

TsT3Tsza

5 5 5 5 5 5

Falls z = 0 ist, lasst sich in den 6 Termen der Definition leicht nachrechnen,
dass a; wieder zu «o; wird:

Gesetz 50. Tga = a

Falls £ = 1 und n ungerade ist, ist:
Tia = (0;a1; ;.. Qn_s;Qn_1 +O[n+1 +an+3 Qnt55 i Qp—1; p; 0)
2

T1Tia = (0;0; a1;...; an_s an_3+an_1+an_+1+a +3 o nt55 e Q13 0 03 0)
2 2 2 2

TiTy ... Tia=(0;..;0 ;01 + ... +ap; 0;..;0)=(0;..;0;1; 0;...;0)
—_——— —— —— —— ——

—mal "T_l—mal "T_l—mal "T_l—mal "T_l—mal

n—1
2

Falls z = 1 und n gerade ist, ist:
Tia = (0;a1; ;.. Qn_1;Qn_2 +O[ﬂ,an+2 +O[n+4 Qnts; oo O 1,ozn,0)

T1T1a—(0 0; 15 ... an n6; an 4—|—an z+an'an+2—|—an 1+Qni6;...;00;0;0)

T1T1 o Tia=(0;..50; 1+ ... + an; ansz + ... + ap; 0;..50)
—— N—— 2 2 ~——

n—2_ n-2_ n—-2__
7 —mal 5~ —mal 5= —mal

Gesetz 51. Falls n ungerade ist, ist:
TiTy ... Tia=(0;..;0;1; 0;..;0)
—_—— —— ——

n—1_ n—1_ n—1_
5 mal 5= mal 5= mal

Falls n gerade ist, ist:
TiTy ... Tia=(0;..;0 ; a1 + ... + an; aniz + ... + ap; 0;..;0 )
— S~—— 2 2
n-2 n—2 n—2
2

—mal o —moal “5=—mal

6.4.3 Der p-Junktor

Ich moéchte noch einmal auf die Zentration Ta mit Hilfe der Binomialvertei-
lung zuriickkommen: Um eine Zentration zu definieren, war es sinnvoll, p =
0,5 zu setzen. Doch was wére, wenn p frei aus dem Intervall [0, 1] gewéhlt
werden konnte? Dazu zunéchst ein Blick auf die graphische Darstellung von
3 Wahrscheinlichkeitsfunktionen fiir Binomialverteilungen mit n = 8 und 3
verschiedenen Werten fiir p:
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p:055 pzoa

Wihrend die 1. Abbildung (wie zu erwarten) wie ein Diagramm fiir einen
Geltungswert nach mehrfacher Zentration TT...Ta aussieht, erinnern die 2.
und die 3. Abbildung an ein Diagramm zur Veritation bzw. zur inversen
Veritation. Das heiit, dass ich bei frei wihlbarem Parameter p € [0,1] einen
Junktoren erhalte, der je nach p sowohl eine Zentration als auch eine Veri-
tation und eine inverse Veritation ist:

Definition 23. Der p-Junktmm PTp bildet einen Geltungswert a = (aq;
az; -+ +; ap) unter der Bedingung p € Q und 0 < p < 1 folgendermafien ab:
Py = (ot ("o ) (1p)™ 1 goat 3 (") p (1op)" % gasty () (1
p)n—3; M §an + 5(2_1) pn—l)_

Durch PTpa gehen die Objekte a; iiber in

fipr, (i) = 305 + 3 (3)pH (1 —p)"

Falls p = 0 ist, ist PTpa eine inverse Veritation.

Falls p = 0,5 ist, ist PTpa = Ta eine Zentration.

Falls p =1 ist, ist PTpa eine Veritation.

Ist p=0undi =1, so ist (wg. 0¥ = 1)

firpg(an) = gon+5- (1) 07 (1=0)" = gar+ 511 1= a1+ 5
Ist p = 0 aber ¢ > 1, so ist

fiprg(s) = goi+ 5 (1)) -0 (1= 0" = gai + 5 (157) -0 1 = jon
Die Rechnung fiir p = 1 verlauft entsprechend.

Gesetz 52. PTpa = (%ozl + %; %012; e ;%an) und

PTia = (Ja1;-+ 5 3on_1; 300 + 3)

In der Ubersicht iiber die unterschiedlichen Veritationen auf der Seite [81 fin-
det sich ein Beispiel fiir P'T pa als Veritation mit p = % > 0, 5. Die nachfol-
gende Visualisierung zeigt die Arbeitsweise von PTpa bzw. von PTpPTpPTpa

(damit die Farben deutlicher hervortreten) und zwar bei unterschiedlichen
Werten fir p:

™Der Name p-Junktor geht zuriick auf den Gamma-Operator (y-Operator) der Fuzzy-
Logik (s. [25] Rommelfanger, S. 28). So wie der y-Operator je nach Wert von ~ eine
Konjunktion oder Disjunktion ist, so ist der p-Junktor je nach Wert von p eine inverse
Veritation, eine Zentration oder eine Veritation.
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p=0,1 p=03 p =205 p=0,7 p=209

P T073P T0,3PT0,3a ergibt eine (dunkle) Mischung aus Rot und Griin, ndm-
lich Braun und YT 7P T 7" Tgra ergibt eine (dunkle) Mischung aus Griin
und Blau, ndmlich Cyan bzw. Tiirkis. Doch nicht alle Farben sind durch
Junktoren zu erzeugen bzw. iberhaupt durch Geltungswerte bzw. Tripel ei-
ner Prozentuallogik darstellbar, denn die Objekte der Tripel zu den Farben
Gelb = (15 1; 0), Schwarz = (0; 0; 0) und Weil = (1; 1; 1) ergeben nicht die
Summe 1. Bleibt noch Violett = (0,5; 0; 0,5) als Rot-Blau-Mischung. Da-
zu mochte ich jedoch keinen neuen Junktor definieren, der Geltungswerte
so abbildet, dass beide Extreme links und rechts gestarkt werden, sondern
auf bereits bekannte Junktoren zuriickgreifen, um jeweils gegen Violett zu
konvergieren. Dazu werden die 45 Tripel bzw. die entsprechenden Farben zu-
néchst durch T1a griiner, um dann die 3 Objekte der Tripel durch Q_1T:a
wie bei einer Réstation zZu ,negieren”: *

Q_1T:a
2 2

6.5 Junktoren mit Hilfe von Geltungswerten
6.5.1 Der einstellige d-Junktor

In Kapitel habe ich die Zentration Ta definiert, indem ich jeweils paar-
weise von den Objekten «; und den entsprechenden Objekten von B, das
arithmetische Mittel berechnet habe. Doch es gibt keinen Grund, sich bei
der Mittelwertberechnung auf B,, zu beschranken. Verwende ich andere (her-
vorstechende) Geltungswerte an Stelle von By, so erhalte ich ...

.. mit W, eine Veritation,

.. mit Fj, eine inverse Veritation,

.. mit K, eine Nivellierung wie bei RRa oder Qya mit 0 <y < 1,
.. mit M,, bzw. M] eine Zentration.
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Es ist jedoch nicht nétig, sich auf hervorstechende Geltungswerte zu be-
schréanken. Berechne ich jeweils paarweise von den Objekten ; eines be-
liebigen Geltungswertes G, = (715 v1; 715 ---; 7n) und den entsprechenden
Objekten a; von a das arithmetische Mittel, so nahert sich das Ergebnis
dem Geltungswert GG, an. Der entsprechende Beweis wurde bereits im Zu-
sammenhang mit Ta auf der Seite [74] gefiihrt. Um Mittelwerte zu berechnen,
mochte ich keinen neuen Junktor definieren, sondern auf den zweistelligen
d-Junktor PY4ab aus Kapitel vorgreifen, dessen Funktion folgenderma-
Ben definiert ist:

fipy,(vi,ai) == (1—=d)-yvi+d-aymit 0 <d <1

Die Funktion f; by, (i, i) ist eigentlich eine Funktion von 7; und «;. Da
aber v; stets gleich bzw. eine Konstante ist, kann die Funktion auch als
einstelliger Junktor interpretiert werden. In diesem Fall kdnnte man auch
fipy (i) statt f; oy (7, u) bzw. DY 4.¢,a statt PYqGua schreiben. Ist
der Parameter d = %, so handelt es sich um das arithmetische Mittel, ist der
Parameter d = 0, so ist das Ergebnis G,, und ist der Parameter d = 1, so
ist das Ergebnis a. Dazu 2 Beispiele fiir eine Zentration mit G,, = M,,:

a = (0,1; 0,4; 0,3; 0,2)

M, = (0; 0,5; 0,5; 0)

DY%M;a = (0,05; 0,45; 0,4; 0,1)
DY%M’na = (0,03; 0,47; 0,44; 0,06)

Fiir die k-fache Anwendung eines einstelligen d-Junktors gilt:

k=1
Gesetz 53. f; by, (f; py, (.- fipy,(7iw))) = (‘Zo & (1 — d)y) + d*ay,
‘7:

k—mal

denn wenn k = 1 ist, ist

1-1

(Z dj(l—d)fyi)+d1ai = (1— d) Y + d'Oéi
§=0

und wenn k um 1 groer wird, also (1 — d) -~; + d- «; fiir «; eingesetzt wird,
ist

(5 @1 =)+ (1= d) i+ d- ) =
2

k—1 .
(S d(1—d)yy)+dr-(1—d)-v+d-d-a; =
J=0

k.
(X #(1—d)y) +d"
7=0
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Eine Veritation von a (s.0.) wire z.B. PY s Wya = (0,03; 0,12; 0,09; 0,76).
10

Nachdem ich nun mit PY4W,a eine (letzte) Veritation vorgestellt habe,
mochte ich an dieser Stelle anhand des Beispiels a = (0,1; 0,4; 0,3; 0,2) eine
Ubersicht geben iiber alle bisher vorgestellten Veritationen, ndmlich durch
Sortieren, innerhalb der Menge & ,,, durch Weitergabe, durch Stauchung,
durch Stauchung und Streckung, durch Umschichten, mit Hilfe der Binomi-
alverteilung und zuletzt mit Hilfe der Mittelwertberechnung. Als Vorgabe
soll jeweils das letzte Objekt ay durch die jeweilige Veritation zu 0,4 werden.
Zur besseren Vergleichbarkeit wurden bei 4 Ergebnissen die Objekte, die als
Dezimalbruch dargestellt sind, auf 2 Stellen nach dem Komma gerundet:

Be-
trag
a= (0,1;04;0,3;0,2) = ({5; 15 15 15) 0,53
Wa = (0,15 0,3; 0,2; 0,4) = (155 755 163 7p) 0,63
P Wi FWia = (0,3; 0,1; 0,2; 0,4) = (3; &5 2 %) 0,57
N——————
9—mal
Wi Wha = (0,1; 0,4; 0,15 0,4) = (153 153 355 76) 0,60
— 1.8.6
Wia = (0; 0,07; 0,53; 0,4) ~ (2; & = 3) 0,78
5
PWi za = (0,07; 0,25 0,33; 0,4) ~ (753 755 70 70) 0,69
Wg = (0,03; 0,2; 0,37; 0,4) ~ (35} 35; 35 33) 0,71
3
* = (0,055 0.23; 0,32; 0.4) ~ ($2585; 1316 19989, 2072 | 0,69
D _ 12. 9 .16
Ys Waa = (0,075; 0,3; 0,225; 04) = (555 13 0% 10) 0,65

6.5.2 Zeilenstochastische Matrizen

Alle bisher im Zusammenhang mit der Definition von einstelligen Junktoren

vorgestellten Matrizen hatten jeweils stets die Zeilensumme 1, was beispiel-

haft an der 1. Zeile der Matrix zu Ta auf der Seite [73] nachzurechnen ist:

1, 1 (-1 1 m—1 1 1 1 -1 -1

§+27(n0 )+T(n1 )+ 2n(n ) 2+2n((n )+(n1 )+--'(Z,1)):
1 -1 _ 1, 1 _

Allgemein ist das Produkt aus einem Vektor und einer quadratischen Matrix:
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ma1 M2z -+ Map
(ar; a9 san) - . o : =
Mp1  Mp2 T Mpn
Qq - Mmi1 Qq - M2 Qq - Min
+ao-mo1  ta2 Mmoo FQ Moy
+an *Mnpi; +an *Mp2; Ty +an *Mpn

Wenn die Zeilensumme der Matrix 1 ist, dann ist die Summe der Objekte 1:

Q1M1 +ap-mi2 - FQ1 My
+ag-mo1 ta2-mo2 -0t Moy,
FQy - Mp1 FQp My -0 F0p - My
ap - (mu +mig+ -+ miy) a -1 aq

tag - (ma21 + maog + - + map) +ag -1 +ao

+an . (mnl + mMnp2 + -+ mnn) +an -1 +an

Somit wiirden auch n Geltungswerte (die nicht unbedingt n Objekte enthal-
ten miissen) mit jeweils gleich vielen Objekten, interpretiert als Zeile einer
Matrix (die nicht unbedingt quadratisch sein muss), einen denkbaren (wenn
auch nicht unbedingt immer sinnvollen) Junktor definieren.

Abschlieflend ein Beispiel mit einer beliebigen zeilenstochastischen Matrix,
wobei der Vektor einen Geltungswert und die Matrix einen einstelligen Junk-
tor reprasentiert:

I
VS
S
S
g
[\')‘H
[e] [an]
S—

~—~~

U=

[S1{[\]

alo

(S]]

S~—
NN eI BN

PN SN NN
PN
INTSNICIFNTCINTS

6.6 Erginzende Junktoren und innere Abbildungen

Bereits am Anfang dieses Kapitels tiber einstellige ergdnzende Junktoren auf
Seite wurde darauf hingewiesen, dass ergénzende Junktoren Geltungs-
werte aus der Menge &;, nicht unbedingt wieder auf Geltungswerte aus
der gleichen Menge abbilden. Das kann bei einer Anwendung ein Problem
sein, muss es aber nicht. Liegen die Daten einer Datenreihe als Briiche oder
Dezimalbriiche vor, so sind sie auch nach der Anwendung ergédnzender Junk-
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toren wieder Briiche oder Dezimalbriiche, allerdings eventuell mit gréfieren
Nennern oder mehr Stellen nach dem Komma, vielleicht sogar unendlich pe-
riodisch. Liegen die Daten jedoch als natiirliche Zahlen vor und sollen auch
nach der Anwendung wieder eine natiirliche Zahl sein, so sind einige Uber-
legungen notwendig, wie das zu bewerkstelligen ist, was ich wiederum am
Beispiel der Veritation einer Klassenarbeit durchspielen méchte. Die Verbes-
serung von Notenspiegeln/Priifungsergebnissen habe ich bereits zu Beginn
des Kapitels [£.3] ausfiihrlich thematisiert.

Von den 8 auf Seite [R1] beschriebenen Veritationen sind 3 Veritationen nicht
erginzend und somit stellt sich das Problem mit ganzen Zahlen hier nicht.
Allerdings ist es abwegig, einen Notenspiegel durch die unabhéngige Verita-
tion Wa zu verbessern, indem die Eintrdge im Notenspiegel aufsteigend sor-
tiert werden. Ahnlich abwegig ist es, den Notenspiegel durch die innere Veri-
tation #Wa zu verbessern, indem aus der Menge aller nach Durchschnitts-
note/logischem Betrag angeordneten moglichen Notenspiegel der néchste
mit besserer Durchschnittsnote ausgewéhlt wird, da dieser Notenspiegel sehr
stark vom urspriinglichen abweichen kann, obwohl die Durchschnittsnote
bzw. der logische Betrag sich nur minimal gedndert hat (s. Ende von Kap.

52).

Anders sieht es mit der Veritation W,,a durch Weitergabe aus. Angenom-
men, eine Klassenarbeit ist so ausgefallen, dass die Arbeit wegen genau einer
mangelhaften Note zuviel von der Schulleitung genehmigt werden miisste,
was die Lehrkraft aber, aus welchen Griinden auch immer, nicht méchte. Hier
wére es, wie bereits am Anfang von Kapitel [5.3] beschrieben, naheliegend,
genau eine mangelhafte Klassenarbeit um genau eine Note zu verbessern.

Der nachfolgende Notenspiegel zeigt das Ergebnis einer Klassenarbeit von
30 Schiiler/-innen, bei der 50 % der Arbeiten schlechter als ausreichend
ausgefallen sind. Daneben ist der entsprechenden Notenspiegel, nachdem 6
mangelhafte Arbeiten zu einer ausreichenden Arbeit verbessert wurden, da-
mit ,nur noch® 30 % der Arbeiten schlechter als ausreichend sind:

1[2[3|4]5 |6 1[2[3|4]5]6
1]2/4[8[10]5 1]2]4]14]4]5

Nun fragen (sich) die Schiiler/-innen, deren Note nicht mangelhaft war, zu
Recht, warum sie an dieser Verbesserung lediglich der mangelhaften Noten
nicht teilhaben, zumal die Arbeit offensichtlich insgesamt schlecht ausgefal-
len ist. Somit kommen jetzt die ergénzenden Veritationen *W a, W a und
PTpa ins Spiel:
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307 307 307 307 307 30

(510842

L) ist der Geltungswert zum urspriinglichen Notenspie-

gel bzw.:
a = (0,16666...; 0,33333...; 0,26666...; 0,13333...; 0,06666...: 0,03333...)
*W%a =(0,04761..., 0,26190...; 0,34285...; 0,20952...; 0,09523...; 0,04285...)
W%a =(0,05555...; 0,22222...; 0,31111...; 0,22222...; 0,11111...; 0,07777...)
P ga =(0,08539...; 0,18724...; 0,21563...; 0,23127...; 0,19794...; 0,08251...)

Die entsprechenden Notenspiegel sind, wenn man die Objekte mit 30, der
Anzahl der Schiiler/-innen, multipliziert, die Ergebnisse nach 3 Stellen nach
dem Komma abschneidet und die Reihenfolge wieder umdreht:

1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

1,285 | 2,857 | 6,285 | 10,285 | 7,857 | 1,428
2,333 | 3,333 | 6,666 | 9,333 | 6,666 | 1,666
2,475 | 5,938 | 6,938 | 6,469 | 5,617 | 2,561

Um wieder auf ganze Zahlen zu kommen, ist es naheliegend, die Anzah-
len zu runden:

1/2]3]4]5]6

1713|6108/ 1

2131719 (7|2

26|76 |63

Alle 3 Veritationen erfiillen die Bedingung, dass jetzt nur (maximal) 9 Ar-
beiten schlechter als ausreichend ausgefallen sind. Allerdings ist die Summe
der Klassenarbeiten beim 1. Notenspiegel nicht mehr 30, sondern 29. Was
ist hier zu tun?

e Es erscheint sinnvoll, diejenige Anzahl um 1 heraufzusetzen, die beim
Abrunden am stérksten verdndert wurde. Das ist im obigen Beispiel die
Zahl 1,428 fiir ungeniigend, die dann nicht zu 1 abgerundet, sondern
zu 2 aufgerundet wirde. Allerdings wiirde dann das Ziel verfehlt, dass
nur maximal 9 Arbeiten schlechter als ausreichend sind.

e Man konnte den Parameter von *W,, leicht modifizieren, so dass nach

dem Runden die Summe wieder 30 ergibt. Das wére mit = = % =
0,85 statt x = £« = 0,875 der Fall: *W17a ist auf 3 Stellen nach dem

Komma abgeschmtten (0.019; 0.245; 0. 360 0.227; 0.101; 0.045). Der
entsprechende Notenspiegel ist dann 1,352 | 3,058 | 6.823 | 10.823 |
7.352 | 0.588 und gerundet 1 | 3| 7|11 | 7 | 1 mit der Summe 30 und
8 Arbeiten schlechter als ausreichend.

e Da es sich bei *W_ a um eine Veritation handelt, wire es eigentlich
naheliegend, das Objekt oy, zu vergréflern bzw. die Anzahl sehr guter
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Noten um 1 zu erhéhen. Das ist in diesem Fall auch nicht abwegig, da
auch die beiden anderen Veritationen zu jeweils 2 sehr guten Klassen-
arbeiten gefiihrt haben.

o Sinnvoller erscheint es mir, eine der beiden mittleren Anzahlen um 1 zu
erhohen, damit sich die Durchschnittsnote nur minimal verdndert. Die
Durchschnittsnote fiir den Notenspiegel 1 | 3|6 | 10 | 8 | 1 ist, bezogen
auf 29 Schiiler/-innen, 3,62. Die beiden modifizierten Notenspiegel 1 |
3|/7[10]8|1und1|3|6|11]|8]1ergeben eine Durchschnittsnote
von 3,6 und 3,63.

Bleibt noch, einen Blick auf den einstelligen d-Junktor zu werfen, und zwar

als Veritation PY 23 W,a, als Zentration Dy, M a und als leicht modifizier-
40 40

te Zentration DY%Gna mit G, = (0; 0; 0,5; 0,4; 0,1; 0). Die jeweils neuen
Klassenspiegel sind dann:

| 1]2]3]4]5][6
DY%Wna: 13/1/2|5 (6|3
DY%M;La: 1 (191163
YuGpa= |1 |2|7]11]6]3

Alle 3 Abbildungen erfiillen mit d = % die Bedingung, dass nur maximal
9 Arbeiten schlechter als ausreichend sind, zumal die beiden ersten Objekte
von W, M} und G,, jeweils 0 sind. Allerdings ist der 1. Notenspiegel an-
gesichts der Tatsache, dass die Arbeit sehr schlecht ausgefallen war, vollig
unangemessen, da 13 mal die Note 1 berechnet wurde. Der 2. Notenspiegel
ist demgegeniiber deutlich passender. Allerdings gibt es jetzt, verglichen mit
dem urspriinglichen Ergebnis, nur noch eine Note 2, was der Absicht, das
Ergebnis der Arbeit zu verbessern, widerspricht. Auflerdem ist die Summe
der Schiiler /-innen nicht 30, sondern 31. Der 3. Notenspiegel hat diese bei-
den Probleme nicht und erscheint angemessen.

Bei den bisherigen, formalen Uberlegungen wurde allerdings aus den Augen
verloren, dass Notengebung nicht nur eine arithmetische Berechnung, son-
dern in ganz besonderem Mafle auch eine padagogische Entscheidung ist.
Ob, warum, mit welchen Junktoren und wie Datenreihen verdndert werden,
héangt folglich von der konkreten Anwendungssituation und ihren Rahmen-
bedingungen und Besonderheiten ab.
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7 Die Konjugation als einstelliger paralleler Junk-
tor

In Kapitel 3.3 legte die Formel (}) = (Zj) + ("gl) nahe, dass die Geltungs-
werte aus der Menge &, aus den Geltungswerten der beiden Mengen &, 1
und &;_1 ,, gebildet wurden. Die Formel (}) = (n:‘k)ﬂ lisst nun vermuten,
dass es zur Menge &; , noch eine 2. Menge gibt, die gleichméchtig ist. Wel-
che Menge ist das?

i+n—1 j+n—1 n4j—1 n—1)+(G+1)—1
(j:—1 ) = ((j+nj—+1)_(n_1)) = ( +§ ) = (( (}igi) ) = Bn-1,+1]
Die beiden gleichméchtigen Mengen sind identisch, fallsn—1=j74+n—1—
mn—-1)<0=j—(n—-1)&n—-1=jist.

Gesetz 54. |6;,| = |6,_1 j4+1|. Falls j # n — 1 ist, sind die beiden Mengen
&, und &, _1 j;11 disjunkt aber gleichméchtig, sonst identisch.

Zwei sehr kurze Beispiele flir n = 2, j =2 #n—-—1undn =3, 5 =1
und somit m = (7) = (5) = 8 sind G2 = {(5:3). (5:3). (3:3)} und
G35={%%1D.%1D.1: %)} Die beiden Mengen &, und &,,_1 ;11
haben gleich viele unterschiedliche Betrége j(n—1)+1 (s. Gesetz[2), nimlich

g,%und%,dennj(n—1)+1:(n—l)j+1:(n—l)((j+1)—1)+1.

Wenn die Mengen &, und &,,_1 ;41 gleichméchtig sind, dann muss es eine
bijektive Abbildung von &;, nach &,,_1 ;11 geben. Diese Abbildung mé&chte
ich Konjugation nennen und dafiir den Buchstaben U verwenden. Am ein-
fachsten und naheliegensten wére die Definition Ua := ge,—1 j+1(nrj,(a)).
Das heifit, das 1. Element der nach Betrag geordneten Menge &; , wird auf
das 1. Element der nach Betrag geordneten Menge &,,_1 ;11 abgebildet usw.

Aber gibt es auch eine paarweise Zuordnung, die unabhéngig von einer Ord-
nungsrelation ist? Eine solche Zuordnung Ua mdchte ich am Beispiel des
Geltungswertes a = (%; %; %; %) aus der Menge ®¢ 4 demonstrieren, der auf
einen Geltungswert aus der Menge ®4_164+1 = ®37 eindeutig abgebildet
werden soll. Dabei wird auch der enge Zusammenhang zwischen Geltungs-

werten und (ungeordneten) Zahlpartitionen deutlich:

Geltungswert (nur die Zahler) (1; 2; 3; 0)
Berechnung des Betrages 8 (ebenfalls nur die Zdhler) 1-2+2-3+3-0
Faktoren vertauschen und das Produkt 0 weglassen 2-1+3-2

Als Partition (aufsteigend ohne 0) schreiben 1+1+42+42+2
Das entsprechende Ferrers-Diagramm ist dann
[ X X J
00000

" [20] Matousek und Nesetsil, S. 64
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Dabei entspricht die Anzahl der Eintrédge im Ferrers-Diagramm dem Ziahler
des Betrages von a. Nun gibt es zu jedem Ferrers-Diagramm eindeutig ein
konjugiertes Diagramm, indem man das Ferrers-Diagramm spiegel@

Dy -

Bleibt noch, zu dem neuen Diagramm den zugehorigen Geltungswert ein-
deutig zu bestimmen:

Als Partition schreiben 3+5

Als Produkte schreiben 1-3+1-5

Faktoren vertauschen 3-14+5-1

Die Zahlen 1 bis 5 als 1. Faktor 1-0+2-04+3-1+4-04+5-1

Nun wissen wir vom neuen Geltungswert Ua = b, dass die neuen Objekte
B2 = B3 = B5 = 0 (B1 spielt bei der Berechnung des Betrages keine Rolle)
und B4 = B¢ = 1 sind. Doch welchen Wert hat 81 und gibt es weitere Objek-
te B7, Bs usw. und welchen Wert haben sie? Da fiir die Elemente der Menge
®37 n = 7 ist, muss es ein Objekt 87 geben. Und da es im konjugierten
Ferrers-Diagramm rechts keine Sdule der Hoéhe 6 = n — 1 gibt, muss der
Wert 0 sein. Da fiir die Elemente der Menge &37 j = 3 ist, muss §; = 1

sein, da die Summe der Zihler bisher erst 2 ist. Somit ist U(%; %; %; %) =
(l. 0.0.1.0.1. Q)
3131313131373/

Das Verfahren, Ua tiber ein Ferrers-Diagramm zu bestimmen, wird beschleu-
nigt, wenn ich das Diagramm rechts unten in ein Rechteck bzw. einem recht-
eckigen Raster der Breite j und der Hohe n — 1 eintrage, denn das Ferrers-
Diagramm kann maximal aus j Séulen bestehen, die maximal n — 1 hoch
sind. Die Anzahl der Séulen ist j, da jeder Zahler z; eines Objektes z; Sdulen
bildet (die auch die Hohe 0 haben koénnen). Die Hohe der Sdulen ist maximal
n — 1, da das 1. Objekt a; Séulen der Hohe 0 bildet und somit das letzte
Objekt a;, Sdulen der Hohe n — 1. Ein Ferrers-Diagramm in einem Rechteck
der Breite 5 und der Héhe n — 1 mochte ich Ferrers- Rechteck nennen.

a Ua

Nun lassen sich die Zéhler von a, ndmlich (1; 2; 3; 0), sehr einfach in das
Rechteck tibertragen, indem links eine Sdule die Hohe 0, dann 2 Sdulen die

"2[11] Halder, Heise S. 76
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Hoéhe 1, 3 Sdulen die Héhe 2 und keine Sdule die Héhe 3 ha@ Nach dem
Spiegeln an einer Geraden mit der Steigung —1 durch die rechte untere Ecke
hat das Diagramm zum neuen Geltungswert Ua = b eine Sdule der Héhe 0
(der Zéhler von « ist 1), keine Saulen der Hoéhe 1, 2, 4 und 6 (die Zéhler

von o = B3 = (5 = (7 sind 0) und jeweils 1 Sdule der Héhen 3 und 5
(die Zahler von B4 = B¢ sind 1). Nachfolgend noch einige weitere Beispiele
(Wiederum sind nur die Zahler angegeben):

o

o [ ]

o L J( ) 000e ( J( )

o (L) () CJCAC () (L)
0000 e [ ) L0 ) () 0 0e 000e
b: Ub: CcC = Uc = W4: F5: K5:

(0:5;0:0)  (250;0;0;051) (1;0;3;0:0)  (20;0;2;0)  (0;0;0:4)  (5;0;0;0:0)  (1;1;1;151)

c und Uc sind beide aus der Menge &4 5 = &5_1 441, aber Uc # c. Das wire
mit der zunéchst angedachten Definition Ua := ge,_1 j+1(nrj,(a)) anders
gewesen.

Definition 24. Durch die parallele Konjugation Ua eines Geltungswertes
a = (a1; ag; - +; ap) geht a derart in Ua iiber, dass Ua demjenigen Ferrers-
Rechteck entspricht, das aus dem zu a gehorenden Ferrers-Rechteck durch
Spiegelung an einer Spiegelachse mit der Steigung -1, die durch die rechte
untere Ecke des Rechtecks geht, entsteht.

Da Ua einer Spiegelung entspricht, ergibt die Doppelspiegelung bzw. dop-
pelte Konjugation UUa wiederum a.

Die Anzahl der Eintrdge im Ferrers-Diagramm entspricht genau dem Zah-
ler der Betréige der entsprechenden Geltungswerte. Das ist sehr gut an den
letzten 3 Beispielen aus der obigen Abbildung zu sehen: |Wy| = % =1,
|F5| = 2% = 0 und |K5| = % = 0,5, da das zu K,, gehorende treppen-
férmige Ferrers-Diagramm genau die Hélfte der Rasterflichen belegt. Ist j
nicht gleich n, sondern ein Vielfaches von n, so sind die Treppenstufen im

Ferrers-Rechteck zu K, entsprechend breiter.
Gesetz 55. UUa = a und |Ua| = |a|

Nun mochte ich Ua durch einen Algorithmus bestimmen, ohne konkret eine
Spiegelung ausfithren zu miissen. Die unterschiedlichen Farben im Beispiel
kennzeichnen die jeweils entsprechende Stelle im Ferrers-Rechteck:

"Der ,Rest“ des Diagramms zu a im Ferrers-Rechteck représentiert (nach einer Drehung
um 180° bzw. einer Punktspiegelung) das Diagramm fiir Na, womit sich dann auch die
Gesetze zur Negation mit einem Ferrers-Rechteck sehr einfach veranschaulichen lassen.

O|0/0|0[0|0 0000eo0
Oooeee 000000
ceeeee (e)(e)(e]{e][e)(e]
a=(1;2;3;0) Na=(0;3;2;1)
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o0 e l
| jOol®0e 900
000 e 00000
o0 0o 00000
000 e 90000
a Ua

1. Schritt: Ist der Zahler k£ des 1. Objektes von a grofler als 0, so endet Ua
mit k& Nullen:
Z.B. 1. Schritt: a = (1; 0; 0; 1; 0; 3; 0) — Ua = (7; 7; 7, 7, 7; 0)

2. bis vorletzter Schritt: Die Objekte von a9 bis «,_1 werden in Bl6-
cke von k Nullen, wobei k = 0 sein darf, und nachfolgend einem Zahler [ # 0
aufgeteilt. Entsprechend wird rechts von Ua ein Zahler k£ + 1 und davor [ —1
Nullen eingefiigt:

2. Schritt: a = (1; 0; 05 1; 0; 3; 0) —» Ua = (7, 7; 7, 7; 3; 0)

3. Schritt: a = (1; 0; 0; 1; 0; 35 0) — Ua = (7; 0; 05 25 3; 0)

Letzter Schritt: Endet a mit £ Nullen und danach einem Zahler [ # 0,
so beginnt Ua mit [ Nullen und danach dem Zéhler k + 1.

Endet a mit £ Nullen, so beginnt Ua mit dem Z&hler k:

4. Schritt: a = (1; 0; 0; 1; 0; 3; 0) — Ua = (1; 0; 0; 2; 3; 0)

Als letztes noch ein Beispiel mit a und Ua aus der Menge &5 g:

1. Schritt: a = (0; 0; 4; 0; 0; 1)— Ua = (7; 7,7, 7, 7, 7)
2. Schritt: a = (0; 0; 4; 0; 0; 1)— Ua = (?7; 7; 0; 0; 05 2)
Letzter Schritt: a = (0; 0; 4; 0; 0; 1)— Ua = (05 3; 0; 0; 0; 2)

FEin entsprechendes Listing fiir den Fall j = 5 und n = 6 findet sich so-
wohl im Anhang als auch bei den Materialien zu dieser Arbeit unter
https://www.untexte.de/logik/| und zwar als Textdatei und als ausfiihr-
bare HI'ML-Datei.
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8 Mehrstellige Junktoren

8.1 Die Konjunktion

Zunichst eine Ubersicht iiber die Konjunktion Kab in der 2-wertigen und
der 3-wertigen Logik. In der 2-wertigen Logik ist die Konjunktion:

a |0 0 1 1
b [0 1 0 1

Kab [0 0 0 1

Die Konjunktion Kab ist somit stets der kleinste Wert von a und b. Ent-
sprechend wird die Konjunktion in vielen mehrwertigen Logiken mit Kab =
min(a, b) definiert, so bei Lukasiewicz, Kleene, Reichenbach und Géde]@
Nur an einer Stelle weicht die 3-wertige Logik von Zygmunt Zawirskﬂ in
der die Konjunktion mit Kab = 1 — min(1, Na + Nb) definiert ist, von
min(a, b) ab, némlich bei der Konjunktion der beiden mittleren Werte 3
und % Dadurch gilt in der 3-wertigen Logik von Zawirski das Gesetz vom
Widerspruch KaNa = 0. In den beiden Logiken von Boévail'?| ist Kab ent-

weder stets 0 oder stets %, falls a oder b % ist.

a |0 00 L 2 3 1 11
1 1 1
b ol 1011011
Kab| 0O 0 0 O % % 0 % 1 | Eukasiewicz, Kleene, Reichenbach, Gédel
0 0 00 0 & 0 3 1|Zzawisk
0 % 0 % % % 0 % 1 | Boévar
0O 0 0O 0O 0O 0 0 0 1| Bodvar

Alle 4 Konjunktionen schliefen die Ergebnisse der 2-wertigen Logik mit ein
bzw. erfiillen die Normalbedingung (in der Tabelle fett gedruckt).

Bei der Konjunktion der 2-wertigen und 3-wertigen Logik mit Kab = min(a,
b) setzt sich ,falsch“ = 0 stérker durch. Das soll auch bei der Konjunktion
der Prozentuallogik, die sich an den Konjunktionen dieser Logiken orien-
tiert, der Fall sein. Dabei sollen die Objekte 7; des neuen Geltungswertes
¢ = Kab im (geschlossenen) Intervall von min(a;, b;) bis max(a;, b;) liegen.
Daher soll die Konjunktion folgendermafien definiert werden:

Definition 25. Die Konjunktion Kab (a/Ab) zweier Geltungswerte a € &,
und b € &;,, bildet die Objekte a; und 3; folgendermafien ab:

"[5] Bolc, Borovik, S. 63, S. 74, S. 75 und S. 84
"5[31] Strombach, S. 195f
$[5] Bolc, Borovik, S 65
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max(a;, 5;)

fix (i, Bi) ==

min(ai, ,31)

Dabei ist

min(ay, 5;) +1 — (s + $-1)

falls s+ s; <1

falls s +s; > 1
und s+ s;,_1 <1

sonst

n
s = Z min(a;, §;) die Summe aller Minima von a und b und
i=1

S5 = Z |a,— Bk | die Summe der Abstédnde der Objekte von a und b bis i.
k=1

Vereinfacht ausgedriickt werden zunéchst alle Objekte von ¢ = Kab auf
das Minimum von «; und f; gesetzt und dann vom ersten Objekt v, an
nacheinander so lange bis zum Maximum max(a;, ;) aufgefiillt, bis die
Gesamtsumme 1 bzw. 100 % ergibt. Im nachfolgenden Beispiel mit a = (0,25;
0,3; 0,15; 0,2; 0,1) und b = (0,1; 0,15; 0,4; 0,3; 0,05) soll die Arbeitsweise
der Definition noch etwas genauer veranschaulicht werden:

Im oberen Teil des Diagramms sieht
man die jeweils 5 Saulen der Objekte
von a (mittelgrau), von b (hellgrau)
und von Kab (dunkelgrau). Im un-
teren Teil ist links die Saule fir s =
0,140,15+0,15+0,240,05 = 0, 65,
die Summe der 5 Minima (griin).
Rechts davon werden zur Sdule von
s die Werte von s1 = 0,15, so =0, 3,
s3 = 0,55, s4 = 0,65 und s5 = 0,7
addiert (gelb/rot).

Beii=3ist s+ s, =0,654+ 0,55 =
1,2 erstmals grofler als 1. Daher
ist fsr(as,B3) = min(ag, B3) + 1
— (s+s2) = min(0,15, 0,4) + 1 —
(0,6540,3) = 0,15 + 1 — 0,95 =
0,2. Links von i = 3 ist f; (o, Bi)
= max(qy, f;), rechts von i = 3 ist
fik (e, Bi) = min(ay, B;). Somit ist
Kab = (0,25; 0,3; 0,2; 0,2; 0,05).
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Das 1. Objekt von Kab ist stets max(aq,31): Es sei max(aq, 1) = aq (es
konnte auch genauso gut f; sein). Dann ist 5 = min(ag, 1) = a1 — $1.
Die Summe aller Objekte as bis «,, ist definitionsgemafl 1 — a;. Falls al-
le diese Objekte ao bis a,, Minima sind, so ist die Summe aller Minima
s=(a1—s1)+(1—a;)=1—s1. Dannist s+ =(1—s1)+s1=1<1
und somit ist fi g (a1, 1) = max(ai, f1). Sind nicht alle Objekte o bis a,
Minima, so sind entsprechende Objekte aus der Menge von Sy bis 8, Minima
und s wird kleiner, so dass s + s; < 1 wird und erst recht fi x(a1,51) =

max (a1, 1) is

Nachfolgend die Visualisierung der KonJunktlon am Beispiel der 3-stelligen
(45-wertigen) Prozentuallogik aus Kapitel .

=

Diagonale von Kab

Zwei Dinge fallen bei der Abbildung von Kab ins Auge, ndmlich die Do-
minanz von Rot (,falsch“), was auch bei der Definition der Konjunktion
beabsichtigt war, und die Spiegelsymmetrie an der aufsteigenden Diagona-
len, die bereits auf eine Kommutativitdt der Konjunktion hindeutet. Auch
scheint auf der aufsteigenden Diagonalen Kaa = a zu gelten. Auflerdem ist
die linke untere Ecke blau (KW, W,, = W,,) und die tibrigen 3 Ecken rot
(Fy), was darauf schlieBen lasst, dass Kab die Normalbedingung erfiillt (s.
S. . Dariiber hinaus sind 2 der 4 Kanten rot, so dass zu vermuten ist,
dass KF,a = KaF,, = F,, ist.

Wenn man zusédtzlich den Betrag von Kab als Hohe in die Visualisierung
mit einbezieht, lasst sich Kab folgendermaflen darstellen:

&

"TFalls a1 = 1 ist, dann ist 81 = min(ai, f1) = 1—s1 und alle Objekte az bis ay, sind 0 und
somit Minima. Somit ist s =1—514+04---4+0=1—s; und folglich ist s+s1 =1<1

und f1 x(0a, 1) = max(ai, f1).
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Mit dem Online-Rechner auf der Seite (https://www.untexte.de/logik/)
kann zu verschiedenen Geltungswerten Kab berechnet und als Sdulendia-
gramme dargestellt werden. Dabei wird die Definition der Konjunktion an-
hand der Werte s, s; usw. noch einmal veranschaulicht.

8.1.1 Ist Kab angemessen definiert?

Um zu tiberpriifen, ob die Definition der Konjunktion der Prozentuallogiken
auch das definiert, was beabsichtigt war, miissen 3 Punkte iiberpriift werden:

Ist die Anzahl der Objekte von Kab = c gleich der Anzahl der
Objekte von a und b?
Aus der Definition der Konjunktion ergibt sich, dass die Anzahl der Objekte
von ¢ gleich der Anzahl der Objekte von a und b ist, da ~; jeweils genau aus
o; und B; berechnet wird.

Ist die Summe der Objekte von Kab = c gleich 17

Wenn i die Stelle ist, bei der «; erstmals nicht max(«;, ;) ist, dann ist die
Summe der Objekte von c:

Mttty +Fvi v+ =

max(aq, f1) + max(ae, B2) + ... + max(a;—1, Bi—1) +

min(oy, 5;) + 1 — s — ;-1 + min(y1, fit1) + ... + min(ay, 5y) =

max(ay, f1) + max(ag, f2) + ... + max(a;—1, Bi—1) +

min(a;, 8;) + 1 — min(aq, f1) — min(ag, B2) — ... — min(ay, Bn) — si-1 +
min(aj4+1, fi+1) + ... + min(ap, Bn) =

max(ay, 31) + max(ag, B2) + ... + max(a;_1, fi—1) +

min(ag, §;) + 1 — min(ay, f1) — min(ag, f2) — ... — min(ay, ;) — si—1 =
max (a1, f1) + max(ag, B2) + ... + max(a;—1, Bi—1) +

1-— min(al, 51) — min(ag, /32) — . — min(ai_l, Bi—l) — Si—1 =

max (a1, f1) + max(ag, B2) + ... + max(a;—1, Bi—1) +

1 — min(ay, f1) — min(ag, f2) — ... — min(a;—1, Bi—1) —

lar — B1| = |ag = Bo| — ... — |oi—1 — Bic1| =

max (a1, f1) + max(ag, 82) + ... + max(a;—1, Bi—1) +

1 — min(ay, f1) — min(ag, f2) — ... — min(o;_1, Bi—1) —

(max(aq, f1) — min(ag, f1)) — (max(ag, f2) — min(ag, B2)) —
cee — (max(ai,l,ﬁi,l) - min(ai,l,ﬁi,l)) =

max (a1, f1) + max(ag, 82) + ... + max(a;—1, Bi—1) +

1 —min(ay, f1) — min(ag, f2) — ... — min(o;_1, Bi—1) —
max(ay, f1) + min(aq, 51) — max(ag, B2) + min(ag, f2) —

e — Inax(ozi,l, 61;1) + min(ai,l, 61;1) =1
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Liegt der Wert von ~; = min(a;,3;) +1 — (s + s;—1) im Intervall
von min(a;, ;) bis max(ai, 8;)?

An der Stelle v; = min(«y, 5;)+1—(s+s;—1) ist s+s;_1 definitionsgemaf < 1.
Somit ist 1 —(s+s;-1) > 0. Und damit ist v; = min(ay, ;) +1—(s+8;-1) >
min(ay, 5;).

Auflerdem ist v; = min(ay, 3;) + 1 — (s + si-1) =

min(ai,ﬁi) +1-— (8 + Si) + ’Ozi - 51’ =

min(o;, 3;) + 1 — (s + 8;) + max(«y, ;) — min(oy, 3;) =

1 — (s + si) + max(ag, 5;).

s+ s; ist an der Stelle 7; definitionsgemafl > 1. Also ist 1 — (s + s;) < 0.
Demzufolge ist v; = 1 — (s + s;) + max(ay, 8;) < max(a, 3;).

In den Kapiteln[d] bis[7]wurden die einstelligen Junktoren in 4 Kategorien ein-
geteilt, namlich in unabhéngige, innere, ergdnzende und parallele Junktoren.
Zu welcher dieser Kategorien gehort die Konjunktion? Da geméafl Definition a
€ ®;, und b € 8, ,, haben die Objekte von a und b den gemeinsamen Nen-
ner j und die Zahler sind ganze Zahlen. Durch die Definition der Konjunktion
wird der Nenner nicht verdndert bzw. der Nenner der Objekte von Kab = ¢
ist ebenfalls j. Die ersten k£ Objekte (max(c, 5;)) und die letzten n —k — 1
Objekte (min(ay, f;)) von Kab = ¢ sind Objekte aus a oder b mit ganzen
Zahlern. Bleibt noch das eine Objekt v;1+1 = min(agy1, Sx+1) +1— (s + sk).
Wenn von der ganzzahligen Summe j der Zéhler einmal k£ und einmal n—k—1
ganze Zahlen abgezogen werden, ist auch der Zahler des (k+1)-te Objektes
von ¢ ganzzahlig und somit ist ¢ € &;,. Somit kann die Konjunktion als
innerer Junktor bezeichnet werden und es gilt &, , x &;,— &;,,.

8.1.2 Entspricht Kab einer T-Norm?

T-Normen werden in der mehrwertigen Logik hiufig betrachtetf?f] und sind
folgendermaflen definiert:

‘ T-Norm ‘ Bezeichnung
(T1) | t(0, x) = 0 und t(1, x) = x Null- und neutr. Element
(T2) | t(x,y) < t(u, ), falls x <uund y < z | Monotonie
(T3) | t(xy) = t(y, x) Kommutativitét
(T4) | t(t(x,y), 2) = t(x, t(y, 2)) Assoziativitat

Ubertragen auf die Konjunktion bedeutet das:

"8[9] Gottwald, S. 32
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Konjunktion

Il

(T1) | KF,a . F, und KW,a = a
(T2) | |Kab| < [Ked], falls [a| < |c| und [b] < |d]
(T3) | Kab = Kba

(T4)

KKabc . KaKbc

(T1) Ist F, ein Nullelement?

Es wurde bereits gezeigt, dass das 1. Objekt von Kab stets max(aq, 1) ist
(s. Seite [92)). Also ist das 1. Objekt von KF,a max(1, a;) = 1 und folglich
sind alle weiteren Objekte von KF,,a 0, da ja die Summe aller Objekte 1 ist.
Somit ist F;, ein Nullelement.

(T1) Ist W, ein neutrales Element?

Alle Objekte von KW, a sind «;, denn

s =min(0, 1) + ... + min(0, a,—1) + min(1, ) = 0+ ... + 0+ oy, = v, und
Sp—1=0—ai|+ ...+ |0 — ap—1| = @1 + ... + @,—1 und somit
s+sp1=apt+oar+..+a_1=1<1

Also sind die ersten n—1 Objekte von KW, a max(0, o;) = «;.
Sn=8p1t+|l—an|=a1+ ... +ap-1+1—ay
s+sp=apn+a1+..+ap1+1l—a,=a1+...+a,-1+1>1 (falls a
# Wh)

Also ist das letzte Objekt von KWyha min(1, ay,)+1—(s+5p-1) = ap+1—-1 =
oy, Somit ist W, ein neutrales Element. Ist a = W,, und somit s + s, = 1,
so ist definitionsgeméaf das letzte Element von KW,a = KW,,W,, max(1,1)
= max (o, ap) und somit ebenfalls ay,.

Gesetz 56. KF,a = F,, (F, als Nullelement) und KW,a = a (W, als
neutralen Elementes)

(T3) Ist Kab kommutativ?

In der Definition von Kab kommen als Rechnungen nur Addition, max(«;, 5;),
min(a;, §;) und |ay — Bi| vor. Doch sowohl Addition, Maximum, Minimum
als auch |ag — S| sind kommutativ. Somit ist auch Kab kommutativ.

Gesetz 57. Kab = Kba (Kommutativgesetz)

Aus den beiden Gesetzen [56] und [57] folgt, dass die Konjunktion der Prozen-
tuallogiken die Konjunktion der 2-wertigen Logik mit einschliefien, also die
Normalbedingung erfiillt:

b ‘Kab

(wg. W, als neutralem Element)

(wg. W, als neutralem Element)

(wg. der Kommutativitdt und wg. F,, als Nullement)
(wg. F, als Nullement)

mEESe
HEmE
mEEE
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(T2) und (T4) Ist Kab monoton oder assoziativ?
Kab ist weder stets monoton noch stets assoziativ. Um das zu zeigen, geniigt
jeweils ein Gegenbeispiel:

a= (35573 la| = 0.27
b=(3:2%3),  [b[=053
c=(3:8:8: %), lc| = 0.40
d=(3:3:58), [ =053
Kab = (2;1;9; 1), |Kab| =0.27
Ked =(2;2,2;2),  |Ked| =0.13

Obwohl |a| < |c| und |b| < |d] ist, ist nicht |[Kab| < |Ked].

a = (0,15; 0,3; 0,05; 0,1; 0,15; 0,25)
b = (0,4; 0,05; 0,05; 0,2; 0,2; 0,1)
¢ = (0,2; 0,2; 0,35; 0,05; 0,15; 0,05 )

Kab = (0,4; 0,2; 0,05; 0,1; 0,15; 0,1)
Kbe = (0,4; 0,2; 0,15; 0,05; 0,15; 0,05)

KKabe = (0,4; 0,2; 0,15; 0,05; 0,15; 0,05) #
KaKbc = (0,4; 0,3; 0,05; 0,05; 0,15; 0,05)

Allerdings gilt wegen der Kommutativitit, dass

Gesetz 58. KaKba = KKaba,

denn bei zweimaligem Anwenden des Kommutativgesetzes ist:
KaKba = KaKab = KKaba.

8.1.3 Idempotenz und das Gesetz vom Widerspruch

Das Idempotenzgesetz besagt, dass Kaa = a ist. Es ist max(«;, ;) = «; und
min(oy, ;) = ;. Aulerdem ist s = a1 +...+a, = 1und s;_1 = | —ay|+...+
|ai—1 —a;—1| = 04...40 = 0. Somit ist ebenfalls min(a;, ;) +1—(s+s;-1) =
ai+17(1+0):ai.

Gesetz 59. Kaa = a (Idempotenz der Konjunktion)

In der Tabelle mit 3-wertigen Logiken auf der Seite galt fir die Logik
von Zawirski, wie bereits erwahnt, das Gesetz vom Widerspruch KaNa =
0. Auch fir die dort vorgestellte 2. Logik von Bocvar gilt dieses Gesetz. Ist
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auch in den Prozentuallogiken KaNa = F},? Dass dem nicht so ist, ldsst be-
reits die nachfolgende Visualisierung vermuten, die dann namlich einheitlich
rot hétte sein miissen:

KalNa

Dass KaNa nicht Fj, ist, lasst sich leicht mit Hilfe der Palindrome zeigen:
KpNp = Kpp (wg. Gesetz und Kpp = p (wg. Gesetz und p # F,.
Ersetzt man allerdings die Negation N durch die innere Zyklation Z,, (s.
Definition , so lasst sich auch fiir die Prozentuallogiken ein Gesetz vom
Widerspruch formulieren, da Z,, durch alle m Geltungswerte der Menge &; ,,
zykliert, somit auch durch F;:

Gesetz 60. vom Widerspruch:
KK---KaZpnaZmZma Lol - - L = F,
—— —_———

(m—1)—mal (m—1)—mal

Denn aus den beiden Gesetzen [56] und [57] folgt:

Falls der letzte Geltungswert Z,,Z, - - - Zma = F, ist, so ist:
—_——
(m—1)—mal
KK---KaZnaZmZma: - ZoZp, - - - Zma by, = F, (wg. KxF,, = KF,x = F),)

(m—1)—mal (m—2)—mal

Falls der erste (oder zweite usw.) Geltungswert F, ist, so ist:
KK---K F,ZnalmZma- - LypLy, - Lpa =

(m—1)—mal (m—1)—mal
KK - K FyZonZoma - - ZonZom - - Lo =
(m—2)—mal (m—1)—mal

KK K FnZymZmZma - Ll -+ - L =

(m—3)—mal (m—1)—mal

KE, ZppZ - - Zpa = F,, (jeweils wg. KF,x = F},)
—_———

(m—1)—mal

97



8.1.4 Die h-stellige Konjunktion

Um eine Konjunktion auf mehr als 2 Geltungswerte anzuwenden, ohne dass
die Reihenfolge der Geltungswerte oder die Nichtgiiltigkeit des Assoziativge-
setzes eine Rolle spielt, m&chte ich nachfolgend eine h-stellige Konjunktion
definieren:

Definition 26. Die h-stellige Konjunktion Kpajas ... ap von h Geltungs-
werten a1 € &;,, as € &;, bis a5, € 6;, bildet die Objekte a; 1, a;2 bis
a; 5, folgendermaflen ab:

max (1, 0,2, ..y Qi) falls s +s5; <1

min(o; 1, ®2, .., qip) +1—(s+s;-1) fallss+s; > 1

firn (i1, g,y 04 ) = und
s+s5-1<1
min(o; 1, 2, - Q1) sonst
Dabei ist

n
s = Z min(OziJ, j 2y ey Oéi’h) und
=1

i
8; = Z (max(ag,1, 02, -y ) — min(ag 1, ag 2, ..o, k. p))-
k=1

Bei der Berechnung von s; gilt fiir h = 2: max (o, 1, o.2) — min(oy, 1, g 2) =
ag1 — a2, falls a1 > a0 und max(oy 1, ag2) — min(ag, g2) = g2 —
ap1 = —(ag1 —ag2), falls a1 < ag .

Somit ist max (a1, 0k2) — min(oy 1, ak2) = |ag1 — og2|. Der Rest der
Definition der h-stelligen Konjunktion fallt mit der Definition der 2-stelligen
Konjunktion zusammen:

Gesetz 61. Kqajas=Kajan

Fiir die h-stellige Konjunktion spielt die Reihenfolge der Geltungswerte keine
Rolle. Die Begriindung entspricht der Begriindung fiir die Kommutativitét
von Kab (s. Seite [95)):

Gesetz 62. Kpajas...ap =Kp7m(ay)w(ag)...7(ap) mit 7 = (ﬂgjl)ﬂélazg)...ﬂ?;h))

als eine Permutatiorm der Geltungswerte a1 bis ay,.

"siehe [I] Aigner, S. 10
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Auch fur die h-stellige Konjunktion ist F;, ein Nullelement:

s = min(1l, aq2,a13,...,a14) + min(0, ag2,a23,...,a25) + ... + min(0,
Qn2,0n 3, ..., O‘mh) =

min(a172,a173, ...,OéLh) +0+..4+0= min(am,al,g, ...,OéLh)

s1 = max(l, a1 2,003,...,00 ) — min(1, a1 2,013, ...,1) =

1 - min(alyg, 13,00y al,h)

s+ 851 = min(al,g, Q1,3 ey al,h) +1-— min(al,g, Q13 ey al,h) =1

Also ist das 1. Objekt von Kab max(1, a12,13,...,a14) = 1 und folglich
sind alle weiteren Objekte 0. Somit ist F;, ein Nullelement:

Gesetz 63. K, F,asa3...a,=1I,

Dabei spielt es wegen Gesetz [62) keine Rolle, ob F,, an erster Stelle oder an
einer anderen Stelle steht.

Entsprechend dem Idempotenzgesetz Kaa = a fiur die 2-stellige Kon-
junktion gilt fiir die h-stellige Konjunktion:

Gesetz 64. K, aa...a = a
——

h—mal

Analog zum entsprechenden Beweis der Idempotenz der 2-stelligen Konjunk-

tion ist max(a;, aj, -+, ;) = a; und min(oy, a4, - -+, ;) = ;. AuBlerdem ist
wiederum s = oy +...4+ay, = 1. 8,1 = max(aq, a1, ..., a1)—min(aq, o, ..., a1)+
...+max(o¢i,1,ai,1, ...,ai,l)—min(ai,l,ai,l, vy QG = (Oél — Oél) + ...+

(i1 —a;—1) = 0+...40 = 0. Somit ist dann wiederum min(c;, o, ..., ;) +
1—(s+si—1)=a;+1—(140) = .

Das Gesetz vom Widerspruch lésst sich (ohne Beweis) fiir die h-stellige Kon-
junktion entsprechend umformulieren:

KK .. -KaZnaZmZma: - Loy, - Lpa = F,

(m—1)—mal (m—1)—mal

Wie ldsst sich die h-stellige Konjunktion mehrerer Geltungswerte interpre-
tieren? Wenn die Geltungswerte z.B., wie schon 6fter in dieser Arbeit, No-
tenspiegel mehrerer Klassenarbeiten repréasentieren, so konnte die h-stellige
Konjunktion als ,worst case“ oder auch ,,untere Schranke* gelten. Das heifit
nicht, dass die h-stellige Konjunktion den schlechtesten Notenspiegel be-
stimmt, was mit Hilfe des Betrages bzw. der Durchschnittsnote leicht zu
berechnen wiére, sondern die h-stellige Konjunktion bestimmt den auf der
Basis mehrerer vorliegender Notenspiegel schlechtesten zu erwartenden No-
tenspiegel. Das werde ich im néchsten Unterkapitel, in dem eine h-stellige
Disjunktion als obere Schranke definiert wird, an einem Beispiel noch ge-
nauer veranschaulichen.
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8.2 Die Disjunktion

Zunichst wieder eine Ubersicht, diesmal iiber die Disjunktion in der 2-
wertigen und der 3-wertigen Logik. In der 2-wertigen Logik ist die Disjunk-
tion:

a |00 11
b |0 10 1
Aab |0 1 1 1

Die Disjunktion wird in den mehrwertigen Logiken haufig mit Aab := maz(a,
b) definiert, so von Lukasiewicz, Kleene und Géde][igl Allerdings beginnen
Y.ukasiewicz und Zawirsk{f] ihre Logiken mit der Negation Na =1 — a und
der Subjunktion Cab = min(1, 1 — a 4+ b) und leiten daraus die Disjunktion
Aab her:

Lukasiewicz definiert Aab := CCabb = min(1, 1 — min(1, 1—a+b) + b):

Falls a>b: Falls a<b:
min(l,1 — (1 —a+b) +b) = min(1l,1 — 1+ b) =
min(l,1 —14+a—-b+b)= min(1l, b) =b (dab < 1)

min(l, a) =a (daa <1).
Somit ist auch bei Lukasiewicz Aab = max(a, b).

Zawirski definiert Aab := CNab = min(1, 1 — (1 — a) + b) =
min(l, 1 — 1+ a + b) = min(1, a + b).

a o 00 1 3 1 111
b |0 2 10 3 10 % 1
Aab |0 1 1 L I 1 1 1 1| Lukasiewicz Kleene, Godel
0 5 1 3 1 1 1 1 1| Zawisk
o 3 11 1 1 1 11 Reichenbac
0o 7 1 1 2 1L 1 1 1|Bom
0 01 0 0 1 1 1 1|Botvar

Die Disjunktion der mehrwertigen Logik mit Aab = max(a, b) kann so-
zusagen als Gegenstiick zur Konjunktion Kab = min(a, b) gedeutet werden.

89[5] Bolc, Borovik, S. 63, S. 74 und S. 84
81[3T] Strombach, S. 193ff
82|5] Bolc, Borovik, S. 75
835 Bolc, Borovik, S. 65
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Entsprechend soll auch in den Prozentuallogiken die Disjunktion als Ge-
genstiick zur Konjunktion, bei der im vorderen Bereich der n-Tupel von
Kab max(«;, §;) und im hinteren Bereich min(c;, ;) dominierten, definiert
werden. Nun soll jedoch im vorderen Bereich von Aab min(qy, ;) und im
hinteren Bereich max(c;, ;) dominieren. Das mochte ich zunéchst an dem
Beispiel von Seite m 1| mit a = (0,25; 0,3; 0,15; 0,2; 0,1) und b = (0,1; 0,15;
0,4; 0,3; 0,05) durchspielen:

Wit . Lol

a, b a, b, Minima a, b, Kab a, b, Aab

Von den Objekten der beiden Geltungswerte a (mittelgrau) und b (hellgrau,
s. 1. Abb.) wird zunédchst wieder jeweils das Minimum bestimmt (dunkel-
grau, s. 2. Abb.). Bei der Konjunktion (s. 3. Abb.) wurden die Minima von
links beginnend nach rechts hin so lange bis zum Maximum aufgefiillt, bis
die Summe der Objekte von Kab gleich 1 war. Nun sollen bei der Disjunk-
tion entsprechend die Minima von rechts beginnend nach links hin so lange
bis zum Maximum aufgefiillt werden, bis die Summe der Objekte von Aab
ebenfalls gleich 1 ist. Somit ist dann Aab = (0,1; 0,15; 0,35; 0,3; 0,1).

Definition 27. Die Disjunktion Aab (aVb) zweier Geltungswerte a € &,
und b € &;,, bildet die Objekte a; und 3; folgendermaflen ab:

max( (e, 5;) falls s+ 0; <1
oy ) min((og, B;) +1— (s +0441) falls s+0y > 1
fl,A(ahﬂl) = und s+ Ois1 <1
min((a;, Bi) sonst
Dabei ist

n
5= Z min(a;, f;) wiederum die Summe aller Minima von a und b, aber
i=1

n

o; = Z |ag,—Bk| die Summe der Abstédnde der Objekte von i bis n.
k=i

Noch ein 2. Beispiel mit der Summe der Minima s = 65 (die Zahlen sind
Prozentangaben):

101



1= 1 2 3 4 5 6

o =130 15 15 25 5 10
Bi=1 20 20 10 5 25 20

o, =1 70 60 55 50 30 10
s+o; =135 125 120 115 95 75

fialog, 5;) =1 20 15 10 10 25 20

Bei i = 4 ist s + 0; = 115 von rechts kommend erstmals gréfler als 100 und
fi,a(c, ;) wechselt ab ¢ = 3 bis ¢ = 1 von Maximum auf Minimum.

Nachfolgend die Visualisierung der Konjunktion am Beispiel der 3-stelligen

(45-wertigen) Prozentuallogik aus Kapitel

a b Aab

Wegen der Symmetrie von Konjunktion und Disjunktion zueinander und der
Symmetrie der Negation ist das Ergebnis von Aab das Gleiche, als wenn ich
zunichst die Geltungswerte a und b zu Na und Nb spiegel, dann mit den
gespiegelten Geltungswerten die Konjunktion KNaNb bilde und das Ergeb-
nis wieder zu NKNaNDb zuriickspiegel. Somit ist Aab = NKNaNb und wegen
Gesetz [12] NAab = KNaNb. Ersetze ich in NAab = KNaNb die Geltungs-
werte Na und Nb durch a und b und umgekehrt, so gilt auch das 2. Gesetz
von De Morgan, namlich NANaNb = Kab und somit NKab = ANaNb.

Aab mit Betrag

Gesetz 65. von De Morgan:
1.) NAab = KNaNb bzw. Aab = NKNaNb und
2.) NKab = ANaNb bzw. Kab = NANaNb

Gesetz 66. AW,a = W,, (W, als Nullelement) und AF,a = a (F, als
neutrales Element)

AW,a = (wg. Gesetz AF,a = (wg. Gesetz
NKNW,Na = NKNF,Na =

NKF,Na = (wg. Gesetz NKW, Na = (wg. Gesetz
NF, =W, NNa = a

Gesetz 67. Aab = Aba (Kommutativgesetz)
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Die Begriindung entspricht der Begriindung fir die Kommutativitdt der
Konjunktion. Somit erfiillt die Disjunktion die beiden Bedingungen (T*1)
und (T*3) fiir T-Conormen®}}

Gesetz 68. Aaa = a (Idempotenz der Disjunktion)

Die Begriindung entspricht der Begriindung fiir die Idempotenz der Kon-
junktion, nur dass s;—; = |1 — a1| + ... + |ai—1 — ;1| durch o541 =
|oit1 — @ip1] + ... + oy, — apl, was ebenfalls 0 ergibt, ersetzt werden muss.

Gesetz 69. (Gesetz vom ausgeschlossenen (m + 1)-ten):
AA---AaZpaZpZya - LogLo -+ Lpa = W,

(m—1)—mal (m—1)—mal

Auch hier kann zur Begriindung auf die Begriindung des Gesetzes vom Wi-
derspruch [60] zuriickgegriffen werden. Allerdings wird jetzt nicht auf die Ge-
setze |b6| und [57| verwiesen (KF,a = F,, und Kab = Kba), sondern auf die
Gesetze [66] und [67] ndmlich AW,a = W,, und Aab = Aba. Und natiirlich
muss in der Begriindung zum Gesetz vom Widerspruch F,, durch W,, und
K durch A ersetzt werden.

Analog zur h-stelligen Konjunktion méchte ich ebenfalls eine h-stellige Dis-
junktion definieren:

Definition 28. Die h-stellige Disjunktion Apajas ... ap von h Geltungs-
werten a1 € &;,, as € &;, bis a5, € 6;, bildet die Objekte a; 1, a;2 bis
«; j, folgendermafen ab:

max(Q,1, A2, vy Qi k) falls s +0; <1

min(e;,1, @2,y @ip) +1— (s +0i41) fallss+o; > 1

fia, (i, i,y ain) = und
s+oiy1 <1
min(o,1, @2, .., Qi k) sonst
Dabei ist

n

5= Z min(a;,1, &2, ..., 0 ) und
i=1

n
g; = Z (maX(Oth, Oék’z, ceey ak,h) — min(akJ, ak,2> veey ak,h))~
k=i

849] s. Gottwald, S. 33
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8.2.1 Die obere und die untere Schranke

Mochte man im Schulalltag aus bereits geschriebenen Klassenarbeiten be-
stimmen, zwischen welchen 2 Notenspiegeln als untere und obere Schranke
sich eine noch zu schreibende Klassenarbeit vermutlich bewegt, bzw. moch-
te ich mehrere Geltungswerte mit gleichem n, wobei n zunéchst gerade sein
soll, nach oben und unten jeweils durch einen Geltungswert beschrinken, so
wéare es naheliegend, von den ersten %n Objekten der mehreren Geltungs-
werte, die ,eher schlecht* reprasentieren, das Minimum (bzw. das Maxi-
mum) und von den letzten %n Objekten der mehreren Geltungswerte das
Maximum (bzw. das Minimum) zu bestimmen, um eine obere (bzw. untere)
Schranke zu berechnen. Ist n ungerade, so kénnte man von den mittleren
Objekten der mehreren Geltungswerte das arithmetische Mittel bestimmen.
Das folgende Beispiel zeigt fiir 3 hypothetische Notenspiegel (n = 6) die
Berechnung einer solchen unteren Schranke (der gemeinsame Nenner j = 23
fiir 23 Schiiler /-innen wurde jeweils weggelassen):

Note | 6 | 5 413 |2 1
1=111|2 31415 6 | Summe
a; =145 5154 0123
Gi=1019 31514 2123
=812 7151 0123
Maximum | Minimum
glol 7[5/1] 030

Das Ergebnis ist schon von daher nicht als schlechtester zu erwartender
Fall geeignet, da die Summe der Zéhler bzw. Schiiler/-innen deutlich von 23
abweicht. Aulerdem hatten in den 3 Klassenarbeiten, die der Berechnung
zugrunde lagen, 14, 12 und 17 Schiiler/-innen eine Note schlechter als 3, im
Ergebnis sind es 24, was sogar iiber der Gesamtzahl der Schiiler /-innen liegt.

Nun soll die gleiche untere Schranke mit einer h-stelligen Konjunktion be-
rechnet werden:
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i = 1 2 3 4 5 6 | Summe | Durchschnittsnote

o = 4 5 5 5 4 0] 23 4,0

Bi = 0 9 3 5 4 2| 23 3,6

Yi = 8 2 7 5 1 0] 23 4.5

Minima 0 2 3 5 1 0| 11 =s

Maxima 8 9 7 5 4 2
Max — Min 8 7 4 0 3 2
8; = 8115 |19 | 19 | 22 | 24
s+s; =119 |26 | 30| 30| 33| 35

untere Schranke 8 6 3 5 1 0| 23 4.7
o, = | 24 | 16 9 5 5 2
s+o0;,=135]27 120 |16 | 16 | 13

obere Schranke 0 5 7 5 4 2| 23 3,4

Bereits bei ¢ = 2 ist der Zahler von s + s; = 26 grofler als 23. Somit ist
bereits fir ¢ = 3 das Ergebnis bei dieser unteren Schranke nicht, wie im obi-
gen Versuch, eine untere Schranke zu definieren, max(as, 33,73), sondern
min(as, B3,73).

Bei der Berechnung von oberen und unteren Schranken z.B. von Noten-
spiegeln ist zu bedenken, dass moglicherweise nicht bei jeder Klassenarbeit
jeder Schiiler bzw. jede Schiilerin mitgeschrieben und auch nicht nachge-
schrieben hatf] Somit sind die Notenspiegel auf 100 % umzurechnen. Fiir
die obere und untere Schranke sind dann die Ergebnisse wieder auf die An-
zahl der Schiiler/-innen zuriickzurechnen und zu runden (s. dazu Kapitel
. Somit kénnen dann auch verschiedene Schranken fiir unterschiedliche
Anzahlen bestimmt werden.

8.3 Die Subjunktion

Wie schon bei den bisherigen Junktoren, die bereits aus der 2-wertigen Lo-
gik bekannt sind, mochte ich auch hier zunichst eine Ubersicht iiber die
Subjunktion in der 2-wertigen Logik und in den 3-wertigen Logiken geben.
In der 2-wertigen Logik ist die Subjunktion:

a 0 0 1 1
b o 1 01
Cab|1 1 0 1

85Die Rechtslage iber das Nachschreiben von Klassenarbeiten ist, je nach Bundesland, in
Deutschland uneinheitlich.
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Im Zusammenhang mit der Disjunktion wurde bereits erwéhnt, dass bei Lu-
kasiewicz und Zawirski die Subjunktion einer mehrwertigen Logik als Cab
:=min(1, 1 — a + b) definiert ist (s. S.[100]). Alternativ liefe sich die Sub-
junktion auch als Cab := ANab = max(1—a, b) definieren, falls Aab mit
Aab := max(a, b) definiert worden ist, was bei Kleen@ der Fall ist. Go-
deﬂ definiert die Subjunktion mit Cab =1 (falls a < b) und Cab = b (falls
a > b). Fir Zadehﬁ ist Cab = max(1 — a, min(a, b)). Es erstaunt, dass
alle 4 recht unterschiedlichen Definitionen in einer 3-wertigen Logik zu sehr
dhnlichen Ergebnissen fithren:

a 0 00 3 5 & 1 1 1
1 1 1
b 0 ;3 1.0 5 1 0 5 1
Cab|1 1 1 % 1 1 0 % 1 | Lukasiewicz, Zawirski, Reichenbacﬂ
1 1 1 % % 1 0 % 1 | Kleene (Cab := ANab = max(1l-a, b))
1 1 1 0 1 1 O % 1 | Godel, Slupeck
1 1 1 3 5 & 0 1 1|Zaden
1 1 1 1 1 1 0 0 1| Reichenbach, Boéva
1 % 1 % % % 0 % 1 | Boévar
% % % % % % 0 % 1 | Reichenbach

Die 3. Subjunktion von Reichenbach (letzte Zeile) erfiillt nicht die Nor-
malbedingung (s. die fettgedruckten Spalten 1 und 3). Die 2. Subjunktion
von Reichenbach bzw. die 1. Subjunktion von Bocvar (drittletzte Zeile) wi-
dersprechen mit C%O = 1 der Erwartung, dass Cab nicht ,wahr® ist, wenn
das Vorderglied a grofler als das Hinterglied b ist. Die 2. Subjunktion von
Boévar (vorletzte Zeile) widerspricht mit C03 = 3 (statt 1) und Ci1 = 3
(statt 1) den Prinzipien ,ex falso quodlibet® und ,ex quodlibet verum®.

Anhand der 4 Definitionen Cab = min(1, 1 — a + b), Cab = max(Na,
b), Cab =1 (falls a < b) und Cab = b (falls a > b) und Cab = max(1 — a,
min(a, b)) der Subjunktion in der mehrwertigen Logik mochte ich analog 4
mogliche Definitionen einer Subjunktion in den Prozentuallogiken vorstellen,
wobei diese Definitionen dhnlich wie die Definitionen der inneren Junktoren
N, #7,, und #Zm aufgebaut sind (s. Kap. :

86[5] Bolc, Borovik, S. 74
87[5] Bolc, Borovik, S. 84
88|18] Kruse et. al., S. 59
895 Bolc, Borovik, S. 75
90[5] Bolc, Borovik, S. 76
15] Bolc, Borovik, S. 65
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Ciab := ge; n(min(m, m — nrj,(a) + nr;j,(b)))
Coab := ge; n(max(nr;,(Nya), nrj,(b)))
= gejn(max((m + 1—nrjn(a)), nrjna(b)))
W, falls nrj,(a) < nrj,(b)

Csab :=
b falls nrj,(a) > nrj,(b)

Cjab := ge; n(max(m + 1 — nrj,(a), min(nr;,(a), nrj,(b))))

Nachfolgend die Visualisierung der 4 Subjunktionen, wobei a und b nicht
lexikographisch, sondern nach Betrag angeordnet sind:

a b Cjab

Cgab Cgab C4ab

Alle 4 Visualisierungen haben gemeinsam, dass die rechte obere Ecke rot ist,
wo also die Subjunktion von Blau = (0; 0; 1) = W,, und Rot = (1; 0; 0) =
F,, zu Rot wird, wahrend die anderen 3 Ecken blau sind. Das bedeutet, dass
diese 4 Subjunktionen offensichtlich die Normalbedingung erfiillen:

CiWn W, = gejn(min(m, m— nr;,(W,) + nr;,(Wy))) =
gejn(min(m, m —m+m)) = gej,(min(m, m)) = gej(m) = W,
CiWnF, = gejn(min(m, m— nrj,(Wy) + nr;,(Fy))) =
gejn(min(m, m —m+1)) = gej,(min(m, 1)) = ge; (1) = F,
Ci1F, W, = gejn(min(m, m— nrj,(F,) + nr;,(Wy))) =
gejn(min(m,m — 14+ m)) = ge; p(min(m, 2m — 1)) = ge; ,(m) =

=

Ci1F,F,, = gejn(min(m, m— nr;,(F,) + nrj,(Fy))) =
gejn(min(m,m — 14+ 1)) = ge;,(min(m, m)) = gej,(m) = W,
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CoW, W, = gej n(max(
gejn (max((m + 1 — m)
CoWy, Fy, = gejn(max((m + 1—nr;, (W,
gejn(max((m+1—m),1)) = ge;,(max
CoF,, W, = gejn(max((m + 1—nr; »(F,)
gejn(max((m+1—1),m)) = ge;,(max
CoFn Fy, = gejn(max((m + 1—nr;,(Fy)), nrj,(Fn))) =

gejn(max((m + 1 — 1),1)) = ge]m(max((m, ) = gejn(m ) =W,

(m 4101, (W), nrjn(Wa))) =
ym)) = gejn(max((1,m)) = gejn(m) =
) nrjn(Fn))) =

(1,1)) = gejn(1) = Fy

, 1rn(Wh))) =
(m,m)) = gejn(m) =W,

CsW, W, = W, weil nrj,(a) = nr; ,(W,) = m < nr; ,(b) = nr;,(W,) =m
CsW, F,, = F,, weil nrj,(a) = nr;,(W,) =m > nrj,(b) = nr; ,(F,) =1
C3F,\Wy, = W, weil nrj,(a) = nrj,(F,) =1 < nrj,(b) = nrj,(W,) =m
C3F,F, = W, weil nrj,(a) = nrj,(F,) =1 < nrj,(b) = nrj,(F,) =1

)

CaW, W, = gejpn(max(m + 1 — nr; (W), min(nr;,(Wy), nrj,(Wy) ))
gejn(max(m + 1 — m, min(m,m))) = ge;(max(1l, m)) = ge;n(m

)
CiWyF,, = gejn(max(m + 1 — nrj,(W,), min(nr;, (W), nrj,(F,)))) =
gejn(max(m + 1 — m, min(m, 1))) = gej,(max(l, 1)) = gejn(1) = F,

CyF, Wy, = gejn(max(m + 1 — nrj,(Fy), min(nrj,(F,), nrj,(Wy)))) =
gejn(max(m + 1 — 1, min(1,m))) = ge;n(max(m, 1)) = gejn(m) = W,

CuF, Fy, = gejpn(max(m + 1 — nrj,(Fy), min(nr;, (F,), nrj,(F,)))) =
gejn(max(m + 1 — 1, min(1,1))) = ge; n(max(m, 1)) = gejn(m) = W,

Eine weitere Bedingung, die eine Subjunktion erfiillen sollte, ist, dass aus
a a folgt bzw., dass Caa = W, ist. Diese Bedingung erfiillen offensichtlich
die beiden Subjunktionen C; und Cgs, da in den beiden Visualisierungen die
Diagonale von links oben nach rechts unten blau ist:

Ciaa = gej,(min(m, m— nr; ,(a) + nr;,(a))) =
gejn(min(m, m)) = ge;n(m) = W, und
Czaa = W, weil nrj,(a) < nrj,(a).

Ich mochte die Betrachtung der 4 Subjunktionen Cy, Co, C3 und Cy nicht
weiter vertiefen, da ich bereits in Kapitel [5.2|kritisiert hatte, dass die Defini-
tion von Junktoren mit Hilfe von nr; ,(a) und ge; (k) die Prozentuallogiken
zu einer herkémmlichen mehrwertigen Logik mit Zahlen als Geltungswer-
te reduziert. Daher mdchte ich eine Subjunktion vorschlagen, die nicht auf
nr;,(a) und ge; (k) zuriickgreift, sondern Cab iiber die Disjunktion, wie in
der 2. Zeile der Tabelle zu verschiedenen Subjunktionen in einer 3-werigen
Logik (s. S.[L06], definiert:
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Definition 29. Die Subjunktion Cab (a — b) zweier Geltungswerte a €
&, und b € &;,, ist folgendermaflen definiert:

Cab := ANab

a b Cab

Als Beispiel fiir eine Subjunktion dient noch einmal das Beispiel zur Dis-
junktion von Seite nur dass jetzt a durch Na ersetzt wurde (die Objekte
werden wiederum als Prozentwerte angegeben). Dabei dient dieses Beispiel
im Moment nur als reines Rechenbeispiel. Auf die Interpretation komme ich
am Ende dieses Kapitels noch einmal zu sprechen:

a= (105 5; 25; 15; 15; 30)
b = (20; 20; 10; 5; 25; 20)
Cab = (20; 15; 10; 10; 25; 20)

Da die Subjunktion mit Hilfe der Disjunktion definiert wurde, lassen sich
eine Reihe von Gesetzen aus Gesetzen der Disjunktion ableiten:

wg. Gesetz
wg. der Gesetze [66| und @
g. Gesetz
. der Gesetze [66| und @
. Gesetz
. Gesetz

.CW,a = ANW,,a = AF,,a = a

. CalW,, = ANaW,, = AW,Na = W,
.CF,a = ANF,a = AW,a =W,

. CaF,, = ANaF,, = AF,Na = Na

. Cab = ANab = AbNa = CNbNa

. CNaa = ANNaa = Aaa = a

£ 2 =
08 09

S Ot s W N
~~ o~ ~~ o~~~

=
03

Diese 6 Herleitungen sollen in den folgenden 4 Gesetzen zusammengefasst
werden:

Gesetz 70. CalV,, = W, (ex quodlibet verum) und
CF,a = W, (ex falso quodlibet)

Gesetz 71. CW,a = a und CalF,, = Na
Gesetz 72. Cab = CNbNa (Kontrapositionsgesetz)

Gesetz 73. CNaa = a
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Somit lasst sich auch zeigen, dass Cab, wie schon anhand der Visualisierung
zu erwarten war, die Normalbedingung erfillt:

CW,W,, =W, (wg. 1. und wg. 2.)
CW,F, = F, (wg. 1. und wg. 4.)
CE, W, =W, (wg. 2. und wg. 3.)
CF,F, =W, (wg. 3. und wg. 4.)

Nachdem ich bisher einige Subjunktionen in der Prozentuallogik beschrieben
und untersucht habe, ohne dabei jedoch auf ihre Anwendbarkeit zu achten,
ist spétestens jetzt der Moment gekommen, um 2 Fragen zu stellen:

Wie interpretiere ich die Subjunktion?
Was soll, auf Grundlage dieser Interpretation, eine Subjunktion leisten?

Bei einer Subjunktion denkt man zunéchst an ,Wenn ... dann*. Diese Inter-
pretation kann ich in der Subjunktion Cab innerhalb der Prozentuallogiken
nicht erkennen, zumal in der Definition von Cab = ANab die Negation vor-
kommt. Doch wie ist die Negation bzw. Spiegelung von Geltungswerten,
deren Objekte ja eine ansteigender Intensitit beschreiben, zu interpretie-
ren? Daher mochte ich zur Interpretation der Subjunktion zunachst nur auf
die entsprechende Tabelle in der klassischen 2-wertigen Logik schauen (s.
S. . Ich deute diese Tabelle als die Beschreibung der Aufeinanderfolge
zweier Zahlen, wobei die Subjunktion eine Verkleinerung von Vorder- zu
Hinterglied hervorhebt (1 — 0 = 0), indem die Subjunktion (nur) an dieser
Stelle nicht 1 ist. In der 2-wertigen Logik ist die Subjunktion von a und
b also genau dann 1, wenn das Vorderglied sich zum Hinterglied hin nicht
verkleinert hat. Genau das gleiche steht in der Definition der Subjunktion
einer mehrwertigen Logik von Godel (Cab = 1, falls a < b). Und auch in
der Definition von Lukasiewicz ist Cab = min(1, 1 — a + b) dann 1, falls 1
—a+b>1< —a+b>0< b > a.Dadie Subjunktionen Ciab und Csab
genaue Ubertragungen der Definitionen von Fukasiewicz und Goédel auf die
Prozentuallogiken sind, gilt auch fiir sie, dass dann Ciab = Csab = W), ist,
wenn nr; ,(a) < nrj,(b) ist, und nr;j,(a) < nr;,(b) < |a] < |b].

Allerdings unterscheidet weder die Subjunktion der 2-wertigen Logik noch
die Subjunktionen von fukasiewicz und Goédel zwischen den beiden Féllen,

ob eine Vergroflerung stattfand (a < b) oder ob a und b gleich sind.

Wie sollte nun ein Junktor beschaffen sein, der die Verdnderung von a nach
b moglichst genau beschreibt?
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o Bei maximaler VergroBerung (0 — 1) sollte das Ergebnis 1 sein.
» Bei maximaler Verkleinerung (1 — 0) sollte das Ergebnis 0 sein.

o Gibt es weder eine Vergréfierung noch Verkleinerung (0 — 0 oder 1 —
1), so sollte das Ergebnis weder 1 noch 0 sein, sondern 1 5, womit dann
allerdings die Normalbedingung der Subjunktion nicht mehr erfiillt ist.

o Sollte die Vergrofilerung geringer ausfallen als bei 0 — 1 (z.B. 0 — %),
so sollte das Ergebnis kleiner als 1 aber grofler als % sein.

» Entsprechendes gilt fiir eine geringere Verkleinerung (gréfer als 0 aber
kleiner als ).

o Sehr wichtig ist mir, dass man die Verdnderung nicht nur am Betrag
ablesen kann, wie bei den Subjunktionen Cjab bis C4ab, sondern an
jeder einzelnen Stelle der Tupel.

Auch die oben definierte Subjunktion Cab erfiillt, obwohl sie nicht mit Hilfe
von nrj,(a) und gej,(x) definiert worden ist, nicht die letzte Bedingung,
dass die einzelnen Objekte von Cab Auskunft tiber die Verédnderung geben,
denn im obigen Beispiel von Cab werden sowohl a; = 10 % und 31 = 20 %
(VergroBerung) als auch ag = 30 % und 1 = 20 % (Verkleinerung) jeweils
zu 20 %. Somit mochte ich einen Junktor definieren, der den Bedingungen
mehr entspricht:

8.4 Die Progression

Definition 30. Die Progression Pab zweier Geltungswerte a € &, , und b

€ ij,n ist:

Pab = (1 a1+ﬁ1 1— az+ﬁ2 - l—ocn+ﬂn)
) n ) n

Objekte a; und ﬂz in

fip(ai, Bi) = =245 jiber.

. Durch die Progression gehen die

QyPab (1< y < 2)

Die entsprechende Visualisierung ist:
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Es fallt auf, dass die Visualisierung von Pab, dhnlich der Visualisierung der
Restation Ra (s. S. , einen ,,Grauschleier” hat, da PQTM um Sso naher
bei % liegt, je ndher «; bei §; liegt, und die Farbe des Geltungswertes (%, %;
%) grau ist. Um diesen Grauschleier zu beseitigen, habe ich auf die 45 mal
45 Bildpunkte/Geltungswerte der Visualisierung eine Quaestation Q, mit

1 < y < 2 angewendet, wobei bei jedem Bildpunkt darauf zu achten war,
dass y < 17n1amin ist (s. Gesetz .

Ein Beispiel fiir die Progression Pab ist:

a=(0,10; 0,20; 0,25; 0,30; 0,15) la| = 0,55
b= (0,20; 0,20; 0,10; 0,05; 0,45)  |b| = 0,5875
Pab = (0,22; 0,20; 0,17; 0,15; 0,26) [Pab| = 0,5075
Q4Pab = (0,28; 0,20; 0,08; 0,00; 0,44)

Da |a| zu |b| hin etwas grofier wird, liegt [Pab| knapp iiber 1 (s.u.). Dort,
wo a; und S; gleich sind (hier bei i = 2), ist f; p(, 3;) = = (hier £ = 0,20).
Dort, wo a; > f; ist (hier bei i = 3 und i = 4), ist f; p(cy, i) < % und dort,

wo a; < f3; ist (hier bei i =1 und i = 5), ist f; p(ai, B;) > %

Doch bevor ich diese Beobachtungen weiter vertiefe, méchte ich zunéchst
sicherstellen, dass die Summe der Objekte von Pab 1 ist, und dass die Ob-
jekte im Intervall [0, 1] liegen;

1-a1+p1 + 1-as+pB +...+% —
n n n
— -2 R LG D=
aytagtetan 4 Bit+B2t-+Bn _ 1—L141_9
n n n n

S 3=

L1
n

Die Objekte von Pab sind minimal, wenn «; = 1 und S; = 0 sind:
1-140 _ 0 > .
n n —

Die Objekte von Pab sind maximal, wenn «; = 0 und 5; = 1 sind:
=04l — 2 <1 dan > 2 ist.

% kann allerdings nur dann zu 1 werden, wenn n = 2 ist. Somit kénnen
durch Pab (falls n > 2 ist) die Geltungswerte W, und F,, nicht erzeugt
werden. Damit kann Pab auch nicht als Subjunktion betrachtet werden, ob-
wohl Pab zur Berechnung der Objekte den Term 1 — «; + 5; benutzt, der
auch schon bei der Definition der Subjunktion von Yukasiewicz Verwendung
fand, da die Normalbedingung fiir die Subjunktion in allen 4 Punkten ver-
fehlt wird (s.u.). Und somit werden auch die ersten beiden Anforderungen
an einen Junktor, der eine Verédnderung von a nach b beschreibt (s. S.
nicht erfiillt, dass ndmlich PF,W,, = W, ist und dass PW,F,, = F, ist.
Besser sieht es mit den anderen Anforderungen von Seite [I10] aus.
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Gesetz 74.

[Pab| > 3, falls [a| < |b|
|Pab| = 3, falls |a| = |b|
|Pab| < 1, falls |a] > [b|

Falls [a| < |b| und somit ;22 + 222 4. n=Dan *821 + 253 4. (n=l)Bn

n—1 n—1
20 n—1)on 2 n—1 /Bn
dann ist auch m + n(Tfl) + - (n(n,)l) < ( ) n( /83 0 + e (n(njl)

2 T Tamen - —( 1) =

und somit |Pab| =

_ _a B2 2 _ 2 2032
n(n—1) n(nil) + n(n—1) + n(n—1) n(nfl) + n(n—1) + +
n—1 (n—=1)an (n=1)Bn __
n(n—l) n(n—l) + n(n—1) —
n(n 1) + n(n n(n—1) oot nZ’L_—ll)) B (n(gil) + n(%’bafl) +oot n(n—1) )+

2 4 Dby

Go-n
(

n(n 1) n(nfl) n(n—1)

(n=1)n 1

n(n% — alal + !b\ >

3 — wlal + ;lal =

Falls |a|] = |b| ist, muss in dem Beweis das Kleiner- und das Groferzei-

chen jeweils durch ein Gleichheitszeichen ersetzt werden. Falls |a| > |b| ist,
muss in dem Beweis das Kleiner- und das Groflerzeichen miteinander ver-
tauschtwerden.

Gesetz 75.

fip(ou, Bi) > L, falls a; < B
fip(oi, Bi) = +, falls a; = B
fip(os, Bi) < L, falls a; > B;

Falls oy < B; ist, ist f; p(ay, i) = 1—oitB o, loaitoei % Die beiden ande-

n n
ren Beweise fiir a; = 8; und «; > ; verlaufen wieder entsprechend.

Somit zeigt Pab sowohl anhand des Betrages als auch anhand der Objekte
an, ob der Geltungswert a bzw. das Objekt «; grofler oder kleiner geworden
oder gleich geblieben ist.

Anhand der Objekte von Pab ldsst sich aulerdem zeigen, um wieviel der
Betrag von a zu b grofler bzw. kleiner geworden ist:

Gesetz 76. 15 '211;—:1(” + frp(o, Br) — 1) = |a| — [b]
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Beweis:

l-o1+51 14+n- l-—as4fB2 1+

n n

n .

H.M_len %_14_..._#”.%_1)/(”_1):
(1 -0+ — 1+
l—a1+p1—1+1—ax+ B2 — 1+

l—ar+6—14+1-a+pf—1+-+1l-ap+ b —1)/(n—-1) =
(—a1 + B+
—ay + p1 — oo + Bot

'_0414‘51_042+,82+"'_04n+5n)/(n_1) =

(n(—a1+ 1)+ (n—1)(—aa+ B2) + (n —2)(—az + P3) + -+ (n— (n —
1))(—an + Bn))/(n—1) = (aq und S ersetzen)
(n(—l—az—ag——an)+(1—Po— Pz — - — o))+
(n=1)(=a2+P2) + (n = 2)(—az + B3) + -+ +1-(—an + ) /(n - 1) =
(—n+nag+nas+---+na,+n—nfa—nPs— - —nfy+
(n=1)(—a2+ B2) + (n—2)(—a3+53)+"'+(—Oén+5n))/(n—1):
(n(a2_ﬁ2)+n(a3_ﬁ3) '-Fﬂ(Oén _ﬁn)"i'

(n—=1)(—az + B2) + (n—2)( ag+fBs) + -+ (—an + Bp))/(n—1) =
(n(a2 - ﬁQ) + n(a3 - 63) -+ n(an - Bn)"i'

(102 — o) + (- + 2)(as — Bs) -+ (—1)0m — Bu)/(n— 1) =
(1(ag = B2) +2(a3 = fB3) + -+ + (n = 1)(an — Bn))/(n— 1) =

e 20yt -5

agl + % 4oy (n=Dan B2 283 _ .. _ (n=1)Bn _ la| — [b|

n—1 n—1 n—1 n—1

Wenn Pab weder W,, noch F,, werden kann, was ist dann die Progression
von Kombinationen von W,, und F,,?

Gesetz T7.

PW,W, = PE,F, = K,, PW,,F,, = (2;1;---;1,0) und
PF,W, = (0;1;...; 1, 2)

7n7 ‘ni'n

PW, W, = (=040, 12040, 1080, Aty — (Lo L Loy — K,
PE,F, = (17711+1; 172+0;.” ;172+0; 172+0) _ (%;%; . 7%;%) =K,
PW, F, = (&0, =040, 12020, 12180y — (2,1, . L)
PE,W, = (17711+0; 172+0;”. : 1*24’0; 1*24’1) — (0; %;' ’%;%)
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Dass PW,W,, = PF,F, = K, ist, war eigentlich schon vorher klar, denn
aus der 2. Zeile von Gesetz [79] folgt, dass

Gesetz 78. Paa = K,

Die Progression lasst sich jedoch nicht nur dazu nutzen, um Verdnderungen
bei 2 Geltungswerten anzuzeigen, sondern auch dazu, mit Hilfe der inversen
Zyklation Verdnderungen innerhalb eines Geltungswertes bzw. zwischen den
Objekten zu beschreiben. Dazu ein Beispiel (ohne den gemeinsamen Haupt-
nenner 20):

a= (1;2;4;4;9)
Za = (2;4;4;9;1)
PaZa = (4 2; 4,4; 4; 5; 2,4)
Von ag = 20 Zu oy = 20 gibt es keine Verdnderung und f3 p(as, aq) = 20
% = 111 Von a1 zu as, von as zu ag und von ay zu as wurden die Objekte
grofler und sowohl fi,p(a1,a2) als auch fo p(ag, ag) als auch f4 p(ou, o)
sind groéfer als . Somit sind in diesem Beispiel die ersten n— 1 Objekte von
PaZa grofer oder gleich 1 > was genau dann der Fall ist, wenn a aufsteigend
sortiert war (s. Kap. [1.3)).

Fiir den Betrag der Progression PaZa gilt aufierdem:

Gesetz 79. \PaZa| = %_ 1—nay

n(n—1)

1— a2+a5 2—2a3+2a4 3— 3a4+3a5 L (=D -(—Dant(n—Dox __
[PaZa| = 1og2tss 4 25eatien 4 ST0uts + n(n—1) =
1—OQ+a3+2—2a3+2a4+3—3a4+3a5+~~~+(n—1)—(n—l)oa,ﬁ-(n—l)al _

n(n—1) -
(n_Tl)n—a2—a3—as—~"—an+(”—1)a1 1 _l-ai—(n—1los _ 1 _ l1-nm
n(n—1) -2 n(n—1) ) n(n—1)

Fiir das obige Beispiel PaZa = (4,2; 4,4; 4; 5; 2,4) ergibt die Berechnung
des Betrages:

5 _ — 37
|PaZa| = 204+204+2o4+204 - 80+80+80+80 ~ R0
Laut Gesetz [[9 ist ebenfalls:

1
7_17na1_l_15%_l 1-3 _ 40 _ 3 _ 37
|PaZa| = n(n—1) — 2 54 27720 T 80 80 80

8.5 Der zweistellige d-Junktor

Nachdem ich fiir mehrere Geltungswerte bereits eine obere und untere Schran-
ke definiert habe, ist es naheliegend, auch einen ,,durchschnittlichen®* Gel-
tungswert zu berechnen. Dafiir bietet sich das arithmetische Mittel %ﬂl an.
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Allerdings habe ich aus verschiedenen Griinden zusétzlich einen Parameter
d eingeflgt:

e Durch einen Parameter kénnen die Geltungswerte a und b unterschied-
lich gewichtet werden. Fand z.B. bei mehreren Versuchen ein Versuch
unter nicht ganz optimalen Bedingungen statt, so kann der entspre-
chende Geltungswert bei der Berechnung eines durchschnittlichen Ver-
suchsergebnisses schwéacher beriicksichtigt werden. Wurde stattdessen
z.B. die letzte Klassenarbeit im Schuljahr als eine Art Abschlussprii-
fung konzipiert, so kann diese Arbeit eine stérkere Beriicksichtigung
finden.

o In Kapitel wurde der zweistellige d-Junktor bereits als einstelli-
ger Junktor verwendet. Durch Modifikation des Parameters d war der
Junktor deutlich flexibler anwendbar.

o Durch die Verwendung eines Parameters ist es nicht notwendig (wenn
auch vielleicht praktischer), einen h-stelligen d-Junktor zu definieren

(s.u.)

Definition 31. Der d-Junktor PY ; bildet zwei Geltungswerte a € &, und
b € &;,, unter der Bedingung d € Q und 0 < d <1 folgendermafien ab:

DY jab = (1= d) - a1+ d- Bi5 (1= d) - ap + d- B+ 5 (1= d) - i + d- B).
Durch PY jab gehen die Objekte o; und §; in

fipy, (i, Bi) = (1 — d) - a; + d- p; iiber.

Die entsprechende Visualisierung ist:

a = PYgab b = PYjab Dy, ab

3

Es ist PYgab = a, weil alle Objekte 8; mit 0 multipliziert werden. Entspre-
chend ist PYab = b. In der rechten Abbildung wurde d = % gesetzt, sodass
der Geltungswert a stirker zum Vorschein kommt. Im nachfolgenden Bei-
spiel mit d = % kommt hingegen der 2. Geltungswert starker zum Tragen:

a = (0,10; 0,20; 0,40; 0,30)
(0,20; 0,30; 0,40; 0,10)
Dy, ab = (0,18; 0,28; 0,40; 0,14)
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Zunichst mochte ich zeigen, dass die Objekte von PY zab im Intervall [0, 1]
liegen: Da «, 5,1 —d und d jeweils > 0 sind, ist (1—d)-a;+d-5; > 0. Da o
und 3; jeweils < 1 sind, ist auBerdem (1—d)-a;+d-8; < (1—-d)+d=1<1.

Die Summe der Objekte ist:
1—d)-an+d-pr+(1—d)-ar+d-pPot+-4+(1—d)- -an+d pp=
(I-d)-(cr+oo+--Fay)+d-(Bi+Pe+-+0n)=1—-d)-1+d-1=1

Offensichtlich ist:
Gesetz 80. PYjaa = a,
denn (1—d)-a;+d-a; = ay—d-a;+d-a; = ;. Somit ist auch PY W, W, = W,
und PY F F, =F,.
Gesetz 81. Y ,W,F, = (d; 0; ---; 0; 1 — d) und
PY FaWn = (1= d; 0; -3 05 d),
denn (1—d) - 1+d-0=1—d, (1—d)-0+d-1=dund (1—d)-0+d-0=0.

Gesetz 82. PY4ab = PY|_4ba,
denn (1—d)-aj+d-Bi=d-fi+(1—d)-a;=(1—(1—4d)-Bi+(1—d)-a;

Insbesondere ist dann, wie wegen der Kommutativitdt der Addition in der
Formel fiir das arithmetische Mittel bereits zu erwarten war, Y 1 ab =

Dy ba.
2

Peter Strehle beschreibt 198 eine ,dreidimensionale, mehrwertige* Lo-
gi und definiert in dieser Logik einen Junktor A, der dem hier vorgestell-
ten d-Junktor (mit d = 3) entsprich

aAb=(ar;az;a3) N (Br; B2; B3) = (71572;73) mit
aithi falls %52 € Wy, = {1,2,..., M;}, wobei M; € N ist,
M= ai+PBi+1
2

sonst.

Diese Definition entspricht v; := (%ﬁﬂ Der Unterschied zum d-Junktor
ist, abgesehen vom Parameter d und der Tatsache, dass die Objekte bei
Strehle aus der Menge Wy, = {1,2,...,M;} und nicht aus dem Intervall
[0, 1] stammen, dass die Objekte ~; stets ganze Zahlen sind. Das kann bei
mehrfacher Durchschnittsbildung auch von Nachteil sein, wie das folgende
Beispiel zeigt, in dem der Durchschnitt der 8 Zahlen 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8 und
10 jeweils paarweise berechnet wird (links nur mit ganzen Zahlen wie bei
Strehle, rechts auch mit Dezimalbriichen):

92[30] Strehle S. 65fF
93[17] Kreiser, Gottwald S. 71ff
94[I7] Kreiser, Gottwald S. 76f

9In Kapitelauf der Seite wird noch etwas ausfithrlicher auf die Logik von P. Strehle
eingegangen.
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1+2+41 _ 27 3+5 __ 4- 6+7+1 __ 7 8+10 __ 9 1;»2 — 1757 3;5 — 47 6;7 — 6,5, 8+210 =9
244 _ 9. 749 __ 1,544 __ . 6,549 __

24 3, 749 _ g 44— 975, 8549 — 775

34+8+1 2,7547,75 __

34841 _ 6 LEARE = 5725

Runde ich, wie in Kapitel [6.6] thematisiert, erst nach Abschluss der Rech-
nung das Ergebnis 5,25 auf die ganze Zahl 5, so betrigt die Abweichung
0,25, also etwa 4,76 %, statt des Dreifachen, namlich 14,29 %.

Im vorherigen Beispiel wurde nicht zuféllig der Durchschnitt von 8 Zah-
len berechnet, denn 8 = 23. Weicht die Anzahl der Zahlen jedoch von 2" ab,
so reicht der Term %ﬂl zur Durchschnittsberechnung nicht mehr aus:

Ein h-stelliger d-Junktor fiir den Durchschnitt von mehr als 2 Geltungs-
werten bzw. von h Geltungswerten lisst sich jedoch folgendermaflien durch
(h — 1) 2-stellige d-Junktoren nachbilden:

Dy,Py , ...Dy
h h—1

1PYiPYiajasag - -ap_qap

1 3 2

Gesetz 83. fi,DYl ( . fivDYl (fi,DYl (f’i,DYl (ai717 O[i,z)y ai,3)7 ai,4)7 T ,Oli,h)
_ Giatoigtetn ! ! ’ ’

- h

Der Beweis soll mit Hilfe der vollsténdigen Induktion gefiihrt werden:

Fir h = 2 ist:
1 1 1 1 Qi 1+ai 2
fipy, (aig, i) = (1= 3) -ai1 4 5 - 0ip = 5001 + 042 = =5
2
Es sei:

fi,DYl (- fi,DY (fz‘,DY (i1, ig),@i3), -+ qip) = W
h

1 1
3 2

Dann ist (Schritt von h auf h + 1):

fioy | (fipy, (- fipy, (fipy, (i1, @i2),063), ++  Qin), Qips1) =
h+1 h 3 2
a,1+a72++a’h _
finy | (5" Q1) =
h+T1
1 a; 14a; 24+ 1. _
(1 - m) TR + 1 " Qe =
h+1 1 L ittt ain 1. _
(7 — 1) R t T Qihtr =
h Qi1+ 2++oy 1 ... _
= 3 + g Qi1 =
a;1+a; 2+t p + Qi ht1
h+1 h+1
a; 1tag 24+ p oy pt1
h+1
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9 Eine Anwendung auf Schulabschliisse

Bisher bezogen sich Anwendungen in der Regel auf Priifungsergebnisse bzw.
Notenspiegel von Klassenarbeiten. Dabei waren diese Anwendungen iiber die
Arbeit verstreut und wurden im Zusammenhang mit dem jeweiligen Junk-
tor thematisiert. Nun mochte ich mogliche Anwendungsbereiche noch einmal
zusammenfassen und auf ein anderes Thema anwenden, ndmlich auf Schul-
abschliisse in Deutschland tiber den Zeitraum von 25 Jahren vom Schuljahr
1998/99 bis zum Schuljahr 2022/23. Als Quelle dient mir dabei die Daten-
bank GENESIS-Online des Statistischen Bundesamtes?] Aus dieser Daten-
bank verwende ich die jeweilige Anzahl von Absolventen und Abgéngern
in Deutschland, differenziert nach Geschlecht und Art der Schulabschliis-
se, ndmlich ,,Ohne Hauptschulabschluss“ (ohne Abschluss), ,,Hauptschulab-
schluss* (HS), ,Mittlerer Schulabschluss* (RS), ,Fachhochschulreife* und
»Allgemeine Hochschulreife“, wobei ich ,Fachhochschulreife“ und , Allge-
meine Hochschulreife* zu einem Ergebnis zusammengefasst habe (Abitur).
Zur besseren Vergleichbarkeit habe ich die Ergebnisse von Absolventen und
Abgangern bzw. Absolventinnen und Abgéngerinnen jeweils auf 100 % um-
gerechnet.

Die Daten und die entsprechenden Anwendungen bzw. Berechnungen mit
den jeweiligen Junktoren finden sich als Tabellenkalkulation bei den Mate-
rialien zu dieser Arbeit unter https://www.untexte.de/logik/|

Zunichst habe ich die jeweils 4 Prozentwerte fiir ,,ohne Abschluss“, ,,HS“,
»2RS“ und ,,Abitur” zu den 25 Schuljahren einmal fiir Absolventen und Ab-
ginger und einmal fiir Absolventinnen und Abgéingerinnen als 4 Objekte
eines Geltungswertes mit n = 4 interpretiert und bekomme somit 25-2 = 50
Geltungswerte, zu denen ich zunéchst jeweils den logischen Betrag berechnet
habe. Dabei lagen die Betrége fiir Absolventen und Abgénger (a,,) im In-
tervall von 0,56 (Sj. 2000/01) bis 0,67 (Sj. 2012/13) und fiir Absolventinnen
und Abgéngerinnen (a,,) im Intervall von 0,64 (ebenfalls im Sj. 2000/01) bis
0,72 (ebenfalls im Sj. 2012/13) (nachfolgend jeweils gerundet auf 2 Stellen
nach dem Komma):

2001 ohne HS RS Abitur ‘ Summe ‘ Betrag
am = | 11,99 % 28,58 % 38,46 % 20,97 % | 100 % 0,56
aw = | T.08% 2224% 42.88% 27.80% | 100% | 0,64
2013 | ohne HS RS Abitur ‘ Summe ‘ Betrag
am = | 6,15 % 19,50 % 42,21 % 32,14 % | 100 % 0,67
aw = | 417 % 1424 % 42,08% 39,51 % | 100 % | 0,72

96[29] Statistisches Bundesamt (Destatis), 2024
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Mit anderen Worten, im Jahr 2013 gab es die besten Abschliisse, sowohl
fir Absolventen und Abgéinger als auch fiir Absolventinnen und Abgénge-
rinnen, im Jahr 2001 die schlechtesten.

Bisher spielten im Zusammenhang mit Anwendungen verschiedene Formen
der Veritation eine grofle Rolle. Bei Klassenarbeiten, die zwar geschrieben,
aber noch nicht zuriickgegeben waren, war es moglich, die Notengebung
nachtriglich noch zu verdindern bzw. zu verbessern. Bei Schulabschliissen
ist eine Verdnderung durch Veritation eher nicht moéglich, wenn die Ab-
schlusszeugnisse ausgeteilt und die Ergebnisse statistisch erfasst sind (es sei
denn z.B. durch gerichtliche Uberpriifung einzelner Abschliisse). Dennoch
kann die Veritation auch bei Daten zu Schulabschliissen eine Rolle spielen.
Angenommen, von Seiten der Politik wird das Ziel vorgegeben, dass sich die
Abschliisse in einem gewissen Zeitraum verbessern, dann wére eine Verita-
tion sinnvoll, um ein konkretes Ziel zu definieren, z.B. mit der Veritation
W, durch prozentuale Umschichtung. Die nachfolgende Veritation bezieht
sich auf die Abschliisse im Sommer 2023, der prozentuale Anteil x bei der
Veritation W, betragt 5 % = 0,05:

‘ ohne HS RS Abitur ‘ Summe ‘ Betrag
a=|71% 16,7% 43,0% 332% | 100% | 0,674
Woosa = |6,7% 162 % 41,7% 354 % | 100 % | 0,686

Bei dieser Veritation verbessert sich besonders die Anzahl der Absolven-
ten/Absolventinnen mit Abitur, wihrend sich die Anzahl der Abgénger/-
innen ohne Abschluss nur unwesentlich verringert. Mdchte man jedoch als
Ziel vorgeben, dass sich besonders die Anzahl der Abgénger/-innen ohne
Abschluss verringert, bote sich die Veritation mit dem p-Junktor eher an
(hier mit p =0,7):

‘ ohne HS RS Abitur ‘ Summe ‘ Betrag
a=|71% 167% 43,0% 332% | 100% | 0,674
PTora=|49% /178% 435 % 33,8 100 % | 0,687

Denkbar wéire auch, von einer ,Idealsituation auszugehen, z.B. G4 = (0
%; 20 %; 40 %; 40 %), und den realen letzten Schulabschluss a dieser Ideal-
situation schrittweise anzunéhern (z.B. mit d = 0,7, d = 0,5 und d = 0, 3):

ohne HS RS Abitur | Summe | Betrag
a=|71% 16,7% 430% 332% | 100 % 0,67
Gi=| 0% 20 % 40 % 40 % | 100 % 0,73
PYo7Giaa=[50% 176 % 421 % 353 % | 100 % 0,69
DYosGia=13,6% 183% 415% 36,6% | 100 % 0,70
PYo3Gaa=|21% 190% 409 % 380% | 100 % 0,72

120



Statt nur auf den als Letztes vorliegenden Abschluss a zuzugreifen, wére es
auch denkbar, dass a der Durchschnitt der letzten z.B. 5 Abschliisse wére,
und zwar ebenfalls mit dem d-Junktor berechnet.

Anhand der jeweils besten/grofiten und schlechtesten /kleinsten Betrége war
bereits zu sehen, dass die Abschliisse weiblicher Absolventen besser waren
als die Abschliisse ménnlicher Absolventen, ohne dass die Betrage Auskunft
iiber die jeweilige Art der Abschlisse geben. Daher méchte ich nachfolgend
die obere und untere Schranke (Kpajasg...ag; und Apajasg...azs, s. Kap.[8.2.1])
zu den 25 Jahrgingen, getrennt nach Geschlecht, angeben und durch den
jeweils auf 25 Abschliisse bezogenen Durchschnitt erginzen:

ménnlich | ohne HS RS Abitur ‘ Summe ‘ Betrag

untere Schranke = | 12,0 % 29,2 % 381 % 20,7 % | 100 % 0,56
obere Schranke = | 6,2 % 18,7% 421 % 33,0% | 100 % 0,67
Durchschnitt = | 8,6 % 23,3 % 41,0% 27,1 % | 100 % 0,62

weiblich | ohne HS RS Abitur ‘ Summe ‘ Betrag
untere Schranke = | 7,1 % 22,6 % 42,6 % 27,7 % | 100 % 0,64
obere Schranke = | 42 % 13,0 % 41,8 % 41,0% | 100 % 0,73
Durchschnitt = | 5,4 % 17,3 % 424 % 349 % | 100% | 0,69

Sowohl bei der unteren Schranke (Betrag 0,64 gegeniiber 0,56) als auch bei
der oberen Schranke (0,73 gegeniiber 0,67) als auch im Durchschnitt (0,69
gegeniiber 0,62) lagen die weiblichen Abgénger/Absolventen besser als die
ménnlichen. Schaut man genauer auf die einzelnen Abschliisse, so stehen im
Bereich ,ohne Abschluss“ Schiilerinnen nach der Schule besser da (zwischen
4,2 % und 7,1 %) als Schiiler (zwischen 6,2 % und 12,0 %). Das Gleiche gilt
fiir den Bereich ,,Abitur®, wo die Betrige zwischen 27,7 % und 41,0 % bei
Schiilerinnen und zwischen 20,7 % und 33,0 % bei Schiilern liegen.

Mo6chte man genauer auf die einzelnen Jahrgidnge schauen und dabei wie-
derum Abginger bzw. Absolventen mit Abgéngerinnen bzw. Absolventin-
nen vergleichen, so bieten sich 25 Progressionen Pa;,a;, mit ¢ € N und
1 < < 25 an, wobei a1, der Geltungswert (in Prozentwerten) fiir die Ab-
schliisse der Abgéngerinnen bzw. Absolventinnen im Schuljahr 1998/1999,
ag m der Geltungswert fiir die Abschliisse der Abgéanger bzw. Absolventen im
Schuljahr 1999/2000 usw. ist. Die 25 Progressionen Pay ;a1 4 bis Pags maos
ergeben folgendes Diagramnﬂ

9"Die entsprechenden Berechnungen finden sich ebenfalls in der entsprechenden Tabellen-
kalkulationsdatei bei den Materialien zu dieser Arbeit unter https://www.untexte.de/
logik/

121



0,28
0,27
0,26

0,25

0,24
0,23
0,22
0,21

99 00 01 02 03 04 05 06 O7 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Ins Auge sticht zunéchst, dass der prozentuale Anteil von Abiturientinnen
(griilne Sdulen) in allen 25 Schuljahren deutlich iiber dem prozentualen An-
teil von Abiturienten liegt, da das letzte Objekt von Pa; p,a; ., stets grofler
als 0,25 = % = }l ist (rote Linie), wéhrend es prozentual stets weniger
Abgéngerinnen als Abginger ohne Abschluss (blaue Sdulen) und weniger
Absolventinnen als Absolventen mit Hauptschulabschluss (rote Séulen) gab
(die ersten beiden Objekte von Pa; pna;,, sind jeweils kleiner als 0,25). Bis
zum Sommer 2010 war auch der prozentuale Anteil von Absolventinnen mit
Realschulabschluss (gelbe Sdulen) stets grofer als der der Absolventen, wih-

rend sich die Werte ab Sommer 2012 anglichen.

Abschlielend soll die Entwicklung der Schulabschliisse von Jahr zu Jahr un-
abhéngig vom Geschlecht durch 24 Progressionen Paja;41 mit 1 < ¢ < 24
wiederum mit einem Diagramm beschrieben werden:
0,265
0,26
0,255
0,25

0,245
0,24
0,235
0,23

00 01 02 03 04 05 06 O7r 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Augenfillig ist diesmal, dass der Anteil an Abiturienten/-innen (griine Séu-
len) vom Schuljahr 2004/05 bis zum Schuljahr 2010/11 stets zunahm und
sich dann im Schuljahr 2011/12 im Vergleich zum Vorjahr kaum verdnder-
te. In den Schuljahren 2012/13 und 2013/14 ging der Anteil zuriick, wah-
rend gleichzeitig der Anteil an Absolventen/innen mit Realschulabschluss
zunahm (gelbe Sdulen). Das Gleiche geschah im Sommer 2020. Beachtens-
wert ist auch die Tatsache, dass der Anteil an Abgéngern/-innen ohne Schul-
abschluss (blaue Sdulen) in den letzten 3 hier erfassten Schuljahren stetig
zunahm (> 0,25).
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10 Prozentuallogiken und Produktlogiken

Die Prozentuallogik ist, wie bereits am Beispiel der von P. Strehle beschrie-
benen Logik (s. Seite zu sehen war, nicht die einzige Logik, die mit
Tupeln als Geltungswerte arbeitet. S. Gottwald bezeichnet solche Geltungs-
wertemengen als ,,mehrdimensional“@ Ich mo6chte in diesem Kapitel 2 Lo-
giken, bei denen die Geltungswerte ebenfalls Tupel sind, vorstellen und mit
der Prozentuallogik vergleichen. N. Rescher schreibt tiber Logiken mit mehr-
dimensionalen Geltungswertemengen[ﬂ:

»Suppose two systems of pluri-valued logic, X; and Xs, to be given. We
can then form a new, many-valued system — to be designed X; X Xy —
as the product (the ,Cartesian® product) of these two systems. This is to
be done in accordance with the following three rules:

(1) The trues-values of the system X; X Xy are to be ordered pairs
(v1,v2) of truth-values, the first of which, vy, is a truth-value of X;
and the second of which, vs, is one of Xo.

(2) The truth-value of a proposition is to be (vi,v9) in X; X Xj if and
only if its truth-value is v; in X and is v9 in Xa.

(3) Correspondingly, negation (=) and the primitive binary logical connec-
tives (@ an arbitrary such connective) are to be so specified for X; X
Xy that their truth tables are governed by the rules:

= (v1, v2) = (01, 70g)
(v1,v2) D (V] vh) = (V1 @V, V2 BVh)

... This method of forming the product of two pluri-valued systems was de-
vised in the late 1930s by the Polish logician Stanistaw Jaskowski.“

Zur besseren Vergleichbarkeit habe ich nachfolgend die Schreibweisen an
die bisher benutzte Schreibweise angepasst.

10.1 Die Produktlogik von J. Lukasiewicz

In der 4-wertigen Logik von Lukasiewicz sind die Geltungswerte Paare aus
den beiden Werten 0 und 1 der 2-wertigen Logik@ Somit kommt es zu 4
verschiedenen Paaren bzw. Geltungswerten, ndmlich (0; 0) = F, (0; 1), (1;
0) und (1; 1) = W. Seien N und Cs die Negation und die Subjunktion aus

98[9] Gottwald, S. 180
99[24] Rescher, S. 96f
10928] Sinowjew, S. 30
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der klassischen 2-wertigen Logik. Dann sind die Negation Nz und die Sub-
junktion Cy, der 4-wertigen Logik von F.ukasiewicz folgendermafien definiert:

NLa = NL(Oél,Oéz) = (N2a1, Ngag) und
Crab = Cr(a1, a2)(f1, B2) := (Caa1 81, Coaaf32)

Daraus ergeben sich folgende Tabellen:

a | Npa Crab | (0;0) (0;1) (1;0) (1;1)
(0;0) | (15 1) 0;0) | (1;1) (1;1) (1) (1;1)
(0;1) | (1;0) bow. (011 (1;0) (1;1) (1,0) (1;1)
(1;0) | (05 1) (1;0) | (0;1) (0;1) (1;1) (1;1)
(1; 1) | (0;0) (1; 1) | (0;0) (0;1) (1;0) (1;1)

Aus den Tabellen ist ersichtlich, dass Ny Nya = a ist, dass Craa = (1; 1) =
W ist und dass die Normalbedingung erfiillt ist. Aulerdem gilt Cra(1; 1)
= (1; 1) (s. letzte Spalte: ,ex quodlibet verum®) und Cr(0; 0)b = (1; 1) (s.
erste Zeile: ,ex falso quodlibet®).

Sei Ly das System der 4-wertigen Logik von Fukasiewicz und A die klassi-
sche Aussagenlogik, dann lésst sich L4 folgendermafien als Produktsystem
2
beschreiben: Ly = [JA = A><
=1
Das bisher beschriebene System einer 4-wertigen Logik legt Erweiterungen
nahe:

e Zunichst koénnen iiber die Subjunktion hinaus weitere aus der klas-
sischen Logik bekannte 2-stellige Junktoren nach der oben von Re-
scher beschriebenen Methode (v1,v2)@(v], vh) = (v1@v], v2@vh) defi-
niert werden.

e Dariiber hinaus kénnen neue Junktoren @& definiert werden, indem
verschiedene aus der klassischen Logik bekannte 2-stellige Junktoren
@1 und Do gleichzeitig verwendet werden:

(v1,v2) D (V], vh) = (v1D1V], VaTovh)
(s. dazu als Beispiel die Disjunktion und Subjunktion auf Seite .

e Die Idee, aus Wahrheitswerten der 2-wertigen Logik Paare zu bil-
den, konnte dahingehend weitergedacht werden, dass aus Paaren der
4-wertigen Logik wiederum Paare gebildet werden, was zu einer 16-

2 2
wertigen Logik fiihren wiirde: Si¢ = [] [T[A = (AXA)X(AXA).

i=114=1

101[9] Siehe Gottwald, S. 181
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(Natiirlich sind dann auch Paare aus Paaren von Paaren usw. mog-
lich.)

e Anstelle von Paaren wéren auch andere Tupel wie z.B. Tripel mog-
3
lich: Sg = JJA = AXAXA. Selbst ein unendlichwertiges System ist

i=1

denkbar: Soo = [[A = A><A><A><...

i=1

e Es ist nicht notwendig, lediglich Produkte aus 2-wertigen Logiken zu
bilden.

e Es konnen dariiber hinaus auch Produkte aus verschiedenwertigen Sys-
temen gebildet werden. Rescher schldgt z.B. folgendes System vo@
wobei L3 das System der 3-wertigen Logik von YLukasiewicz ist: Sg
= A XLj3 Das fithrt dann zu einer (2 - 3)- bzw. 6-wertigen Logik mit
folgenden Geltungswerten: (0; 0), (0; 3), (0; 1), (1; 0), (1; 3) und (1;
1).

10.2 Die vierwertige Logik von M. Bergmann

Fir S. Gottwald resultiert das besondere Interesse an mehrdimensionalen
Geltungswertemengen ,— neben rein theoretischen Grinden — vor allem
aus Anwendungsgesichtspunkten ... . Gibt es ndmlich mehrere, gleichzeitig
zu beachtende Aspekte, die ein Abgehen von dem Zweiwertigkeitsprinzip der
klassischen Logik veranlassen, so kann jeder dieser Aspekte — es mogen k
Stiick sein — den Wert einer Komponente eines k-Tupels von Werten be-
stimmen‘@ Mehrere gleichzeitig zu beachtende Aspekte finden sich z.B. in
folgendem Satz, der eine Abwandlung des Zitats von Rousseau am Anfang
dieser Arbeit ist (s. S. , némlich ,,Der Marsmensch ist von Natur aus gut*.
@ Verstehe ich dann den Satz ,,Der Marsmensch ist von Natur aus nicht
gut® als Negation des Satzes ,,Der Marsmensch ist von Natur aus gut®, so
miisste einer der beiden Sétze wahr sein, wenn der andere falsch ist. Aber
eigentlich wiirde man keinen der beiden Sétze als wahr empfinden, da es kei-
ne Marsmenschen gibt und sie somit weder gut noch nicht gut sein kénnen.
Der Grund fiir diesen Widerspruch liegt darin, dass in beiden Satzen die
Existenz von Marsmenschen unterstellt wurde. ,,Derartige ‘Unterstellungen’
heiflen Prasuppositionen und treten nicht nur in der hier diskutierten Form
von Existenzprasuppositionen auf‘@

192[24] s. Rescher, S. 99
103[24] Rescher, S. 98
104[9) Gottwald, S. 180

105Fs ist an dieser Stelle nicht entscheidend, dass ich den Satz, ausgehend von der Be-
schreibung von Marsmenschen im Roman ,Krieg der Welten“ von H. G. Wells, fiir
Hfalsch® halte.

106[9] Gottwald, S. 262
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»Es erscheint intuitiv als klar, dafl keinem der beiden Satze ... der Wahr-
heitswert W zugeordnet werden kann ... . Deswegen scheinen sich nur zwei
Auswege anzubieten:

(a) man ordne“ keinem der beiden Séitze ,,einen Wahrheitswert zu, gestatte
also das Auftreten sogenannter Wahrheitswertliicken;

(b) man ordne“ beiden Satzen ,von W, F verschiedene Wahrheitswerte zu,
fiihre die Betrachtungen also in einem geeigneten System mehrwertiger

Logik {17

Fin solches geeignetes System mehrwertiger Logik konnte eine 3-wertige Lo-
gik sein, ein anderes die nachfolgend vorgestellte 4-wertige Logik, wiederum
mit Paaren aus 0 und 1 als Geltungswert. Dabei ist das 1. Objekt des Paares
ein Wahrheitswert der 2-wertigen Logik, wihrend das 2. Objekt als ,, Kor-
rektheitswert® bezeichnet werden kann, ,der Auskunft tiber das Erfiilltsein
der Prasuppositionen gibt‘@ Somit ist auch das System der 4-wertigen

Logik von Bergmann als Produktsystem beschreibbar: B, = ]Z[A = AXA.

1=1
Die Paare (0; 1) und (1; 1) entsprechen den Werten ,falsch® und ,wahr®
der klassischen 2-wertigen Logik, das Paar (0; 0) wird Sétzen zugeordnet,
bei denen Présuppositionen nicht erfiillt sind. Interessant ist dann der Satz
»,2Marsmenschen sind griin oder Gurken sind griin“. Die gesamte Disjunktion
ist ,wahr®, weil der 2. Teil des Satzes ,wahr ist. Aber im 1. Teil des Satzes
ist die Présupposition nicht erfiillt. Daher ist diesem Satz das Paar (1; 0)
zuzuordnen.

Disjunktion und Subjunktion sind folgendermaflen definiert:

Apab = Ag(ai, a2)(B1, B2) = (Aga1 1, KaagB2) und
Cpab = Cpg(ai,a2)(B1, f2) := (Coa1 1, Kaaaf2)

Daraus ergeben sich, zusammen mit der Negation, folgende Tabellen:

a | Nga Apab | (0; 0)(0; 1)(1; 0)(1; 1) Cpab | (0; 0)(0; 1)(1; 0)(1; 1)
(0; 0) | (0;0) (0; 0) | (05 0)(0; 0)(1; 0)(1; 0) (0; 0) | (1; 0)(1; 0)(0; 0)(0; 0)
(0; 1) | (1; 1) (0; 1) | (05 0)(0; 1)(1; 0)(1; 1) (0; 1) | (1; 0)(1; 1)(05 0)(0; 1)
(1;0) | (0;0) (1;0) | (1;0)(1; 0)(1; 0)(1; 0) (1; 0) | (1; 0)(1; 0)(1; 0)(1; 0)
(1;1) | (05 1) (1; 1) | (1;0)(1; 1)(1; 0)(1; 1) (1; 1) | (1;0)(1; 1)(1; 0)(1; 1)

Es fallt auf, dass NgNpg(1; 0) = Np(0; 0) = (0; 0) # (1; 0) ist. AuBerdem
ist auch Cpaa nicht immer (1; 1). Schaut man allerdings nur auf die beiden
Paare (0; 1) und (1; 1), so erfiillen alle 3 Junktoren die Normalbedingung.

197[9] Gottwald, ebenda
1989 Gottwald, S. 264
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10.3 Ein Vergleich: Prozentuallogiken und Produktlogiken

Die Gemeinsamkeit von Prozentuallogiken und Produktlogiken wurde be-
reits erwdahnt, ndmlich die Verwendung von Tupeln als Geltungswerte. Nach-
folgend sollen einige signifikante Unterschiede aufgezeigt werden:

e In der 4-wertigen Logik L4 mit der Negation N und der Subjunktion
Cr, ,sind alle Tautologien der zweiwertigen Logik ebenfalls Tautologi-
en‘f™] Das gilt fiir die Prozentuallogik nicht: So ist z.B. nicht immer

Caa = W, denn fiir beispielsweise a = (%, %; %) ist Caa = ANaa =
AN 5:5) (5353 5) = A5 5:3)(5: 5 5) = (53 53 5) # Wa. Wie bereits

gezeigt, ist auch in der Logik By Caa keine Tautologie. Die Tatsache,
dass in der 4-wertigen Logik L4 mit der Negation Nz, und der Subjunk-
tion Cy, alle Tautologien der zweiwertigen Logik ebenfalls Tautologien
sind, {iberrascht nicht, da ich Ly interpretiere als 2 voneinander unab-
héngige, parallele Systeme A, fiir die die Tautologien ja gelten.

o Wihrend die Summe der Objekte der n-Tupel in den Prozentuallogiken
stets 1 und somit gleich ist, reicht die Summe der Objekte in den
Produktlogiken von 0 bis n. Die Visualisierung von 3-Tupeln im Raum
(s. dazu Kap. aus der Prozentual- und der Produktlogik fiihrt zu
folgenden Ergebnissen:

Prozentuallogik Produktlogik

e Da die Summe der Objekte in den Prozentuallogiken stets gleich ist,
ist es nicht moglich, nur ein einzelnes Objekt zu verédndern, ohne die
Prozentuallogik zu verlassen, sondern es muss stets (mindestens) ein
weiteres Objekt ebenfalls verdndert werden, damit die Summe gleich
bleibt. Das ist in der Produktlogik nicht der Fall, da dort die Summe
unterschiedlich sein darf.

e Das wiederum fiihrt in der Prozentuallogik zu Junktoren, die darauf
zu achten haben, dass die Summe der Objekte 1 bleibt.

10998] Sinowjew, S. 30
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e Die 4-wertige Logik B4 von Bergmann wurde damit begriindet, dass
durch sie 2 gleichzeitig zu beachtende Aspekte betrachtet werden kon-
nen, ndmlich im 1. Objekt der Paare, ob eine Aussage wahr ist, und im
2. Objekt, ob die Prisuppositionen erfiillt ist. Ahnliches gilt fiir die im
Zusammenhang mit dem d-Junktor erwidhnten (s. Seite und von
P. Strehle beschriebenen Logik, die Tripel als Geltungswerte benutzt.
Hier beschreibt das 1. Objekt der Tripel wiederum, in welchem Ma-
e eine Aussage wahr ist, also ,wie ausgepragt der tatsichliche Sach-
verhalt beziiglich des behaupteten ist* (,,Auspréigungswert“)@, das 2.
Objekt, in welchem Mafle dariiber Gewissheit besteht, wobei die Span-
ne von ,sicher* bis ,widerlegt* reicht (,Begrindungwert“), und das 3.
Objekt, in welchem Mafle die Aussage vage ist (,,Vagheitswert“)@

In der Prozentuallogik werden nicht mehrere bzw. n gleichzeitig zu
beachtende Aspekte betrachtet, sondern nur ein Aspekt, ndmlich der
Wahrheitswert einer Aussage bzw. die Giiltigkeit eines Sachverhaltes.
Somit ist nicht nur das 1. Objekt « fiir den Wahrheitswert zustéindig,
sondern alle Objekte, abgestuft nach zunehmender Intensitét.

e Den letzten Punkt mochte ich als Besonderheit der Prozentuallogiken
und als Unterschied zur Produktlogik noch einmal besonders heraus-
streichen, namlich die Tatsache, dass die Objekte der Geltungswerte
von «q bis a,, die Giiltigkeit einer Aussage oder eines Sachverhalts mit
zunehmender Intensitit reprasentieren. Wére das so nicht vorgegeben,
hétte der Junktor Veritation gar keinen Sinn, da dann Objekte, die im
Geltungswert weiter rechts stehen, nicht mehr als ,wahrer“ oder ,, giil-
tiger® interpretiert wiirden. Auch die Art und Weise, wie der logische
Betrag oder die Konjunktion bzw. die Disjunktion definiert worden
sind, wére dann sinnlos.

HMOT7] Kreiser, S. 72
HYIT] Kreiser, S. 73
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11 Grenziiberschreitungen

Wie soll damit umgegangen werden, wenn bestimmte Bedingungen, die in
den Definitionen der Geltungswerte oder der Junktoren vorgegeben sind,
nicht erfiillt sind, bzw. wie kénnen diese ,,Grenziiberschreitungen“ wieder in
eine Prozentuallogik zuriickgefiihrt werden?

1. Fall: Die Summe der Objekte ist nicht 1

Dieser Fall wurde implizit in dieser Arbeit schon ofter betrachtet, wenn
ich in Beispielen die Objekte der Geltungswerte durch Prozentwerte ange-
geben habe, ohne ein Prozentzeichen zu setzen, oder wenn bei den Objekten
der Geltungswerte wegen der besseren Ubersichtlichkeit nur die Zahler der
Briiche angegeben und betrachtet wurden. Falls Prozentwerte ohne Prozent-
zeichen angegeben wurden, wire die Summe der Objekte 7 = 100. Falls der
Nenner weggelassen wurde, wire die Summe der Objekte dieser Nenner j.
Diese Situation lésst sich einfach wieder auf eine Prozentuallogik zuriickfiih-
ren, indem alle Objekte durch j geteilt werden, ohne dass die Interpretation
der Geltungswerte sich dadurch mafigeblich dndern wiirde.

2. Fall: Die Summen der Objekte von a und b sind verschieden

Auch dieser Fall wurde gelegentlich in Beispielen betrachtet, wenn unter-
schiedlich viele Schiiler /-innen eine Klassenarbeit mitgeschrieben hatten oder
wenn bei Schulabschliissen die Anzahl ménnlicher und weiblicher Absolven-
ten ungleich war. In diesen Féllen habe ich die absoluten Zahlen in Pro-
zentwerte umgerechnet und die Junktoren dann auf diese so modifizierten
Geltungswerte angewendet.

Ist 01 die Summe der Objekte von a und oy die Summe der Objekte von b,
dann ist die Summe der Objekte von a und b gleich, wenn ich die Objekte
von a mit o9 und die Objekte von b mit 1 multipliziere, wodurch die ge-
meinsame Summe dann o7 - o9 is@ Dadurch wiirde sich die Interpretation
der Geltungswerte wiederum nicht mafigeblich dndern.

3. Fall: Die Anzahlen der Objekte von a und b sind verschieden

Wenn die Anzahlen ny und ngy der jeweiligen Objekte der Geltungswerte
a und b verschieden sind, wére es moglich, zwischen die jeweiligen Objekte
von a und b jeweils eine gleiche Anzahl von neuen Objekten mit dem Wert
0 einzufiigen, bis n bei beiden Geltungswerten gleich ist. Dadurch wére der

n n n n
M2 Aus Z a; = oy folgt Z 0o - = 02~Z a; = o2-01. Entsprechendes gilt fiir Z Bi = oa.
i=1 i=1 i=1 i=1
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Anstieg der Intensitdt des Wahrheitsgehaltes von a; bis a, nach wie vor
linear. Fiir das neue n gilt n = kgV(n1 — 1,n2 — 1) + 1, die Anzahl der

jeweils einzuftigenden Objekte mit dem Wert 0 ist Z;”ll Dazu ein Beispiel:

a=(2%2) mitn =4undb = (31 ) mit ny = 3. Fiir die erweiterten
Geltungswerte ist nun n = kgV(4—1, 3—=1)+1 = kgV (3, 2)+1 = 6+1 = 7.
Bei a sind jeweils 2= = =4

_ 3 _ .
mo1 = 11 = 3 = 1 neue Geltungswerte zwischen den

Objekten einzufiigen, bei b sind es jeweils Z;ff = % = % =2

8787878 8787878787878
_(3.1.4 +_(3.0.0.1.0.0.4
b—(gagvg)%b _(§7§7§>§a§a§7§)
Dabei ist |a| = |a’| und |b| = |b’|, da bei der Berechnung der Betrage von
, ,oqs .. . . . n—ng =1 . on—1 .
a” und b’ die Briiche jeweils mit ot t1l=3= bzw. mir eI gekiirzt

werden konnen.
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12 Resiimee und Ausblick

Als ich anfing, diese Dissertation zu schreiben, hatte ich neben der Negation
und der Zyklation lediglich die Restation als alternative Negation und die
Konjunktion definiert. Zu diesem Zeitpunkt war ich mir nicht sicher, ob die
Prozentuallogiken das Potential hatten, zu einem geniigend ausgewachsenen
und ausdifferenzierten System anzuwachsen, zumal die Restation nicht die
gewiinschte Bedingung RRa = a erfillte und die formale Definition der Kon-
junktion recht mithsam zu handhaben war. Aber im Laufe der Zeit zeigte
sich, dass das Thema (fast wie von selbst) immer gréfferen Umfang annahm
und mein Problem weniger mangelndes Wachstum, sondern fast eher ,,Wild-
wuchs® war, so dass ich gelegentlich gezwungen war, ,zuriickzuschneiden®
oder bestimmte Verzweigungen nicht weiter zu verfolgen.

Nun bedeutet Wachstum aber nicht zwangslaufig, dass das Gewachsene auch
nutzbare Friichte tragt. Mit anderen Worten, sind die Prozentuallogiken ge-
eignet, in umfangreicherem Mafle auf bestimmte Situationen sinnvoll und
hilfreich angewendet zu werden? Im Moment bin ich unsicher, diese Frage
eindeutig mit ja oder nein zu beantworten und tendiere zu ,eher ja“. Fiir
yeher ja* spricht, dass die Zahl potentieller Anwendungssituationen sehr
groB ist. Hierbei denke ich nicht nur an unterschiedlichste Likert-Skalen, die
unter anderem bei Lehrevaluationsergebnissen oder bei einer Vielzahl von
Bewertungsportalen eine Rolle spielen, sondern auch an die grofie Zahl von
Sachverhalten, die nicht nur giiltig oder ungiiltig sind, sondern Zwischenstu-
fen erlauben (s. Tabelle auf Seite [4).

Doch ist eine Anwendung der Prozentuallogiken auf die grofie Zahl potenti-
eller Anwendungssituationen auch relevant? In dieser Arbeit habe ich mich
bei den Anwendungsbeispielen primér auf 2 Anwendungssituationen bezo-
gen, namlich auf Priifungsergebnisse/Notenspiegel und auf Schulabschliisse.
Dabei war der Grund fiir die Auswahl dieser beiden Anwendungssituatio-
nen weniger ihre Relevanz, sondern, dass nicht nur ich, sondern auch der
Leser bzw. die Leserin dieser Arbeit mit dem beschriebenen Sachverhalt
vertraut war und dass die Beispiele tiberschaubar und nachvollziehbar wa-
ren. Von groflerer Relevanz wire die Anwendung von Prozentuallogiken z.B.
auf medizinische Daten wie die Auswertungen des WHO-5-Fragebogens zum
Wohlbefinden 3]

Die Frage nach dem Anwendungspotential der Prozentuallogiken kénnte
auch differenzierter gestellt werden: Welche Teilbereiche oder welche Junk-
toren haben ein vermutlich eher gréfleres Anwendungspotential, welche eher

113Gjche https://www.psykiatri-regionh.dk/who-5/Documents/WHO5_German.pdf, ab-
gerufen am 22.08.2025.

131



ein geringeres. Auf der Seite mit dem eher gréfleren Anwendungspotential
sehe ich den logischen Betrag, die unterschiedlichsten Veritationen, die h-
stellige Konjunktion bzw. Disjunktion mit der oberen und unteren Schranke
sowie den zweistelligen d-Junktor zur (gewichteten) Durchschnittsberech-
nung und die Progression zur Beschreibung einer Entwicklung, zumal ich
dazu Anwendungsbeispiele vorgestellt habe (s. Kap. E[) Auf der anderen
Seite finde ich die Konjugation, die einen Zusammenhang zwischen Pro-
zentuallogiken und ungeordneten Zahlpartitionen aufzeigt, zwar interessant,
aber bereits bei der Definition der Konjugation war mir klar, dass sie eher
kein Anwendungspotential hat. Denn was soll man sich z.B. unter der Kon-
jugation eines Notenspiegels vorstellen, wenn n sich édndert, es aber ja stets
nur 6 verschiedene Noten gibt?

Auch die Subjunktion wurde von mir eher stiefmiitterlich und eigentlich
nur der Vollstdndigkeit halber behandelt, da das, was ich urspriinglich von
der Subjunktion erwartet hatte, von der Progression geleistet Wurdﬂ Au-
Berdem verwendet die Subjunktion Cab := ANab die Negation und wie soll
Na interpretiert werden bzw. konkreter, wie soll man z.B. einen gespiegelten
Notenspiegel interpretieren und nutzen?

Doch selbst, wenn auf den ersten Blick fiir die Prozentuallogiken keine rele-
vanten Anwendungsmoglichkeiten erkennbar wéren, bedeutet das nicht, dass
sie ihren Wert vollig verlieren wiirde, denn fiir ,,die mehrwertige Logik ist
es ... nur wichtig und von Interesse, dafl mit der Vielfalt logischer Systeme,
die sie bereitstellt, eine breite Palette potentiell brauchbarer Systeme fiir
Belange spezieller Anwendungen verfiigbar sind.“lilgl Ob die Prozentuallogi-
ken nicht nur potentiell, sondern auch wirklich ein brauchbares Angebot fur
Belange spezieller Anwendungen sind, muss sich zeigen.

Wie konnte es nach Abschluss dieser Dissertation mit den Prozentuallogiken
weitergehen? Wenn weiter oben von ,Wildwuchs* und ,,Zuriickschneiden*
die Rede war, wird klar, dass ich in dieser Arbeit nicht absolut jede Ecke
ausgeleuchtet habe oder iberhaupt ausleuchten konnte. Bedenkt man allein,
dass, wie in Kapitel beschrieben, jede Matrix mit der Zeilensumme 1
als einstelliger Junktor gedeutet werden kann (wobei die Matrix zudem noch
einen oder mehrere Parameter enthalten kann), so wird klar, wieviele die-
ser Junktoren ich nicht beschrieben und untersucht habe, ohne ausschliefen
zu koénnen, dass der eine oder andere dieser Junktoren vielleicht interessant

14 Wihrend die Subjunktionen Cjab bis Cyab die Entwicklung vom Geltungswert a zum
Geltungswert b nur durch den Betrag beschreiben, beschreibt die Progression die Ent-
wicklung von jedem einzelnen a; zu jedem entsprechenden (3; und zusétzlich noch vom
Geltungswert a zum Geltungswert b durch den Betrag.

H5[9] Gottwald, S. 267

132



gewesen wire oder Potential fiir eine bestimmte Anwendung gehabt hétte.
Doch 3 Bereiche, die in dieser Arbeit nur gestreift wurden und moglicher-
weise eine andere Sichtweise auf die Prozentuallogiken ermdoglichen, mochte
ich hier kurz erwahnen:

o In Kapitel [7] iber die Konjugation wurde eine Verbindung zwischen
Geltungswerten und ungeordneten Partitionen aufgezeigt. Es konnte
interessant sein, diese Verbindung weiter zu untersuchen. So gilt z.B.
fir m; (), der Anzahl der Geltungswerte aus Menge &;,, mit dem
gleichen Betrag w%l (s. am Ende von Kapitel und das nach-
folgende Kapitel é@zb, dass mj,(b) < P(b) ist, also der Anzahl der
ungeordneten Partitionen der Zahl blTEl Doch wenn m;,(b) < P(b)

ist, um wieviel ist m; ,(b) jeweils kleiner als P(b)?

o In der Fufinote auf Seite 88 wurde erwéhnt, dass die Darstellung der
Geltungswerte durch Ferrers-Rechtecke dazu dienen konnte, Gesetz-
méfigkeiten der Negation zu veranschaulichen. Diese Veranschauli-
chung muss sich aber nicht auf die Negation beschréinken. So lasst
sich z.B. mit Ferrers-Rechtecken sehr einfach zeigen, dass m; (b, 21) =
mj—1n(b, z1—1) ist, falls z; > 0 ist und dass m;, (b, 1) = mjn—1(b—J)
ist, falls zq1 = 0 ist.

o In Kapitel 3.5 zur Visualisierung wurden die Geltungswerte als Punkte
bzw. Ortsvektoren innerhalb eines mehrdimensionalen Tetraeders be-
schrieben. Viele einstellige Junktoren wurden zusétzlich iiber die Mul-
tiplikation eines Vektors mit einer Matrix definiert. Lassen sich weitere
Bereiche der Prozentuallogiken vektorgeometrisch beschreiben? Oder
umgekehrt: Fiithren Operationen mit Vektoren zu weiteren Aspekten
der Prozentuallogiken?

Im letzten Kapitel wurden einige ,,Grenziiberschreitungen® beschrieben, die,
wenn man sie nicht wieder ,einfangt“ und auf eine Prozentuallogik zuriick-
fihrt, auch als eine Erweiterung der Prozentuallogiken angesehen werden
konnen, wobei dann die Definitionen der Prozentuallogiken entsprechend
angepasst werden miissten. Fiir den Fall, dass die Summe der Objekte der
Geltungswerte nicht 1 = 100 % ist, ware dann allerdings auch der Begriff
,Prozentuallogik* nicht mehr zutreffend und man miisste vielleicht von ,,An-
teilslogik“ sprechen. Doch kann man eine Erweiterung der Prozentuallogiken
auch weniger vorsichtig als im letzten Kapitel denken:

16Der Grund ist, dass alle Geltungswerte aus Menge &, mit gleichem b in einem Ferrers-
Rechteck (s. Seite der Breite 5 und der Hohe n — 1 liegen miissen, wiahrend die
Ferrers-Diagramme zur Partition von b auch links und/oder oben aus dem Ferrers-
Rechteck herausragen diirfen.
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o Auf Seite wurde die Quaestation Q_ja als alternative Negation
diskutiert. Sie war jedoch als Negation nur bedingt brauchbar, da Gel-
tungswerte mit negativen Objekten entstehen konnten. Sollte man sol-
che negativen Objekte in einer erweiterten Prozentuallogik zulassen
und wenn ja, wie sollte man sie interpretieren? Bedeutet z.B. —10 %
swahr“ das gleiche wie +10 % ,,falsch*“?

o Was wire, wenn man die Geltungswerte nicht, wie am Anfang dieser
Arbeit, als das Ergebnis einer einzigen Umfrage zu einer Aussage in-
terpretiert, sondern mehrere bzw. m Umfragen zur gleichen Aussage in
einem Geltungswert zusammenfasst? In diesem Fall ist der Geltungs-
wert nicht mehr ein n—Tupel, sondern eine m x n—Matrix.

There are no limits.
Neither to thoughts nor to feelings.
It’s anxiety that sets limits.

Ingmar Bergmarm

17 Ausspruch der Schauspielerin Liv Ullmann gegeniiber Ingrid Bergman in dem Film
Herbstsonate, 1978
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13 Anhang

13.1 Ubersicht iiber Junktoren

In der nachfolgenden Ubersichtfrig] iiber die verschiedenen Junktoren sind
die Namen der in dieser Arbeit verwendeten Junktoren fett gedruckt:

Junk- | 1l-stel- 2-stel- mehr- | mit logischen Name(n)

tor lig lig stellig | Operatoren

A X aVb 2-stellige Disjunktion,
Adjunktion, , Alternation*

Ap X a1V ... Vap h-stellige Disjunktion

B X b—a konverse Subjunktion
Replikation

C X a—b Subjunktion, Implikation,
,,Condition“

D X —(a A b) =alb NAND, Sheffer-Strich,
Unvertraglichkeit

E X a<b Bijunktion, Bisubjunktion,
,,Equivalence“

F X —a Negation von a

G X -b Negation von b

H X b Projektion von b

1 X X a Identitat, Projektion von a

J X —(a <> b) XOR, Bisubtraktion

K X aAb=a&b (2-stellige) Konjunktion

Ky X a1 A ... ANap h-stellige Konjunktion

L X —(a — b) Subtraktion

M X —(b — a) konverse Subtraktion

X -a=a (symmetrische) Negation

N X innere Negation

(0] X X 0 Falsum, Kontradiktion

P X Progression

Qy X Quaestation (y € Q)

H82] Arens, S. 46, [§] Felgner, S. 7 und S. 14, [14] Klaus, G. 46



Junk- | 1-stel- 2-stel- mehr- | mit logischen Name(n)

tor lig lig stellig | Operatoren

R X Restation

S X a Affirmation

T X ergénzende Zentration

Ty X ergdnzende Zentration

PTp X erginzender p-Junktor

U X parallele Konjugation

A% X X 1 Verum, Tautologie

W X unabhéngige Veritation

W% X unabhéngige inverse
Veritation

W X innere Veritation

#Wm X innere inverse Veritation

W.n X innere Veritation

Wi X innere inverse Veritation

Wy X ergidnzende Veritation
(x € Qund z € [0,1])

Wi X ergénzende Veritation
(z €Qund z € [0,1])

X X —(a V b) NOR

Py, X X d-Junktor

Z X unabhéngige Zyklation

Z X (unabh.) inverse Zyklation

Zm X innere Zyklation

H X innere Zyklation

#Zm X innere inverse Zyklation

Auflerdem wurden die beiden Veritationen *ng, **Wp, . und die 4 Subjunk-
tionen Ci, Cs, C3 und C4 angesprochen.
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13.2 Geltungswerte, Zeichen und Begriffe

a, b, ..., a1, ag, ... Variablen fiir Geltungswerte
o, Bi, ... Objekte der entsprechenden Geltungswerte bzw. Tupel
n Anzahl der Objekte in den Geltungswerten
i Position der Objekte in den Geltungswerten mit 1 <¢ < n
Z Zahler der Objekte
j Nenner der Objekte bzw. Summe der Zéhler der Objekte
|a Betrag des Geltungswertes a
b Zahler des Betrages
S;n Menge der Geltungswerte mit gleichem j und n
m Michtigkeit der Menge &, ,,
) palindromischer Geltungswert
mjn (D) Anzahl der Geltungswerte der Menge &,
mit dem gleichen Betrag
mjn (b, 21) Anzahl der Geltungswerte der Menge &;
mit gleichem Betrag und gleichem 1. Zahler
nr;n(a) Position des Geltungswertes a in der
nach Betrag geordneten Menge &,
gejn(k) Geltungswert an der Position k in der
nach Betrag geordneten Menge &,
Wh ywahr* = (0;0;---;0; 1)
—_———
(n—1)—mal
F, Hfalsch = (1; 0;0;--- ;0)
—_———
(n—1)—mal
M, yunentschieden“ = (0;0;---;0; 1; 0;0;---;0)  (n ungerade)
(%)—mal (%)—mal
M), yunentschieden* = (0;0;---;0; 0,5; 0,5; 0;0;---;0)  (n gerade)
— —
("TJ)—mal ("sz)—mal
11 1
K, ,konstant® = (—; —; ;—)
nn n
—_——
n—mal
n—1 n—1 n—1
B, ,binomialverteilt* = (gno_l); (in_l) S (2’;111)>
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13.3 Definitionen

Geltungswert: a := (aq; a9; asz;...;ap) mit o € Q, 0 < a; <1, n > 1 und

n
> o =1=100 %.

=1

n 1

et o] = o+ 2ot B 400 = 55 5

1=2 k=2

Ein Geltungswert a wird als ausgezeichnet bezeichnet, wenn |a| = 1 ist.
Ein Geltungswert a wird als schwach ausgezeichnet bezeichnet, wenn |a| > %
ist.

Unabhéngige Negation: Na := (au; Qp—1; p—2; ...; 23 7).
Unabhéangige Zyklation: Za := (ap; 15 a2} .o Qp—1)-
@ Unabhingige inverse Zyklation: Za = (ag; as;...; an; oy).

Unabhéngige Veritation: Wa := (min(a1; az); min(maz(og, a2); as);
min(maz (o, ag, as);ay); - smin(max(oq, ..., ap—1); Qn); maz(a, ..., o).

Unabhéngige inverse Veritation: Wa := NWNa.

O] Innere Zyklation:

(al;ag;...;an,1+%;an—%) falls a, 0
(a1; Q95 ;o + %;O;an,l - %) falls a, =0 A a1 #0

(a1; Q9 ;3 + %;O;O;an,g - %) falls a, = a1 =0A a9 #0

(a1+%;0;...;0;a27l.) falls ap, =...= a3 =0Aas #0

(05..;0;1) falls a,, = ... = as =0

Innere Negation: Npa := ge;jn(m + 1 — nrj,(a)).
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Innere Zyklation:

ge; ,(nrj,(a) +1) falls nrj,(a) <m
#lma =
ge; (1) falls nr; ,(a) =m

Innere inverse Zyklation:
ge; ,(nrj,(a) — 1) falls nrj,(a) > 1

# i =
ge; ,(m) falls nr; ,(a) =1

Innere Veritation:

#Zma falls nrj,(a) <m
#FW,a =

a falls nr; ,(a) =m

[[4 Innere inverse Veritation:

) #7ma falls nr;,(a) > 1
#W,,a =
a falls nr; ,(a) =1

[[8l Innere Veritation:

S 1.
Wa = (ar;o0; .05 — 51041 +

1.
7’ J

j,---;Oén), falls a; > 0 und i < n.

Innere inverse Veritation:
Wpa = (a1;a9; .0 + %;aiﬂ — %; i ap), falls ajy; > 0 und @ < n.

Restation Ra: fi p(ay) = 1%

n—1

Quaestation Qua: fiq, (i) == y(a; — %) +

3=

Ergénzende Veritation *Wa:

Tt 1

firwa (@) = firwa, (@) = > — k(e

k=zn(i—1)+1 T2

Stauchungsfaktor x = ;—Z EQmitd<z<lundi<1=a; =0.

Ergénzende Veritation Wy:

(1—-x)oy falls i =1
fiw (i) =¢ (1 —x)a; +xa;—1 fallsl<i<n
o + X1 fallsi =n

Anteil z e Qmit 0 < x < 1.



Zentration Ta: f;r(o) = %ai + %(?:11)

Zentration Ta:

(1—x)a; falls i =1 oder i =n

(1-x)a; +xa;1 fallsl<i<?g

o + Xou_q falls i = 5
fir (o) ==
oy + X1 + X041 falls ¢ = nTl
. 2
Q; + Xy falls ¢ = %

(1-x)a; +xa;p1  falls 222 <i<n

Anteil z € Q mit 0 < x < 1.
p-Junktor TT: fipr, (i) == Fai + %(?__ll)pi_l(l —p)* L
peQmit 0 <p<1.

Falls p = 0 ist, ist PTpa eine inverse Veritation.
Falls p = 0,5 ist, ist PTpa eine Zentration.
Falls p =1 ist, ist PTpa eine Veritation.

Durch die parallele Konjugation Ua eines Geltungswertes a = (a1; as;

-+; ap) geht a derart in Ua iiber, dass Ua demjenigen Ferrers-Rechtec
entspricht, das aus dem zu a gehorenden Ferrers-Rechteck durch Spiegelung
an einer Spiegelachse mit der Steigung -1, die durch die rechte untere Ecke
des Rechtecks geht, entsteht.

19%in Ferrers-Rechteck ist ein rechteckiges Raster der Breite j und der Hohe n — 1, in
dessen rechter unterer Ecke sich ein Ferrers-Diagramm befindet.
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Die Konjunktion Kab:

max (e, B;) falls s +s; < 1
' oL ) min(ag, B;) +1—(s+s;-1) fallss+s;>1
fl’K(ahﬁl) T und s + Si—1 S 1
min(oy, 5;) sonst
Dabei ist
n
5= Z min(cq;, ;) die Summe aller Minima von a und b und
i=1

i
8 = Z |a,—Bk| die Summe der Abstédnde der Objekte von a und b bis i.
k=1
Die h-stellige Konjunktion Kpaias ... aj:
max(a 1,2, ..., QG 1) falls s +s5; < 1

min(o 1, 2, ..., n) +1—(s+s;-1) fallss+s, >1

firn (i1, i,y ) == und
s+s8;-1<1
min(ai’l,ai’z, ...,ai,h) sonst
Dabei ist

n

s = E min(a; 1,42, ..., @ p) und
i=1

i
s; = Z (max(ak,1, Ok,2y ooy Qp,p) — MIN(Qk 1, Ok 25 oey ALR))-
k=1

Die Disjunktion Aab:

max((a;, 5;) falls s+ 0, <1
fialag, Bi) == ¢ min((ey,B;) +1—(s+0441) fallss+o; >1und s+ 0,471 <1
min((a, 5;) sonst
Dabei ist
n
s = Z min(a;, 5;) die Summe aller Minima von a und b und
i=1

o; = Z |ax—Bk| die Summe der Abstande der Objekte von a und b von i bis n.
k=i

VII



Die h-stellige Disjunktion Apajas ... ay:
max(a 1, .2, . QG 1) falls s +0; <1

min(ai71,ai72, ey Oé@h) +1-— (S + O'i+1) falls s+o0; > 1

Jian (@i, 2,y 0 ) i= und
s+o0i11 <1
min(o 1, 2, ..., QG 1) sonst
Dabei ist

n
s = E min(a 1, @2, ..., ;) und
1=1

n
o; = Z (max(oy 1, Qk,2, .., k,p) — min(ag1, W2, - W)
k=i

[29] Die Subjunktion Cab: Cab := ANab.
Die Progression Pab: f; p(a;, B;) = FQTH'B’

Der d-Junktor PY g: fipy,(ai,8;) = (1 — d) - s + d- Bi.

deQmit0<d<1
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13.4 Gesetze

(Wal =1,|Fal = 0 und |p| = |Kn| = [My| = [My| = |Bu| = 3

Die Anzahl unterschiedlicher logischer Betrége von Geltungswerten aus der Men-
ge 8, ist j - (n—1)+ 1.
Die Anzahl der Geltungswerte der Menge & ,, ist m = (]:ﬁzl)

|Q§j’n| = |Q§j’n,1| + |Q5j,1’n| mit n > 2 und j > 1.

{(en; @ sam) € & [ an = 2} = |6, ., 1| = (72077 mit n > 2
und j > 27.

z b—(j— .
6} (12102085 5@l = 5555) = (s ass - san)] = G472 mit n > 2
und j > 27.
[ mjn(b) = mjn(i(n —1) =)
] j(n=1)
fm="5 m.)
|| b=0
0,falls n < 2 oder j < 1 oder b < 0 oder b > j(n — 1)
1,falls n =2 oder j =1 oder b =0 oder b = j(n — 1)
4 B oderb=1oder b=jn—1)—1
Ot mon(®) = L (0), falls b < j
mjn—1(b—j), fallsb> (j —1)(n —1)
L] mj_lm(b) + mj,n_l(b — j) sonst.
] 0,falls z; < 0 oder z; > j oder n < 2
oder j <1 oder b <0 oderb>j(n—1)
oder z; < j — b oder z; >j—%
1,falls n =2 oder j =1
10l mj (b, z1) = oder b =0 oder b= j(n—1)
oder z; =j —boder z;y =j+1—b (mit b > 2)
oderzlzjf%oderzlz‘jf%
mj_1,n(b,z1 —1),falls 21 >0
|| Mmjn—1(b—j),falls 21 =0

NNa = a (Gesetz von der doppelten Negation)
Na=b = a=Nb

Np = p. (mit p als Palindrom)

[[@ NF, = W, und NW, = F,

[Na| =1~ |al
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27 ---Za = a. (Gesetz von der n-fachen Zyklation)
——

n—mal

la| + |Za| + |ZZa| + ... + | ZZ..Z a| =%

(n—1)—mal

[19 ZNa = NZa und NZa = ZNa
7K, = 7K, = K,

ZW, = F,und ZF, = W,
@ 778 = 77a = a

WW, =W, und WEF, = W,

WW.Wa = WW..Wa
——— ———
(n—1)—mal n—mal

23 WNa = NWa
N,.N,,a = a

P71 N,,W,, = F,, und N,,,F},, = W,

#Zm#Zm o #7,.a =aund #Zm#zm . #Zma = a.
m—mal m—mal

#Zm#zma = #Zm#Zma =a

#7m W = Fp und #7,,F), = W,,.

Np#Zma = # 7N pa.

|Wma| = |a| + ﬁ und ‘Wma,| = ‘a| - ﬁ

Firn > 2ist lim RR..Ra=($;1;..;1) =K,
k— 00 S=———~—"

n’n’ n

k—mal

*}OO\W_/

k—mal

Fiirn > 2 ist klim IRR ... Ra|=1

B35 RNa = NRa

Fiir die Quaestation Qya ist 1_n;ma <y< 1_n}1mm (maz 7 % und Qpin # %)
@ QyKn = Kn
fiq (o) =2 — o

B9 Qoa=K,, Qa=aund Q_1Q_ja=a



Qal = 1-a
@ Q__1 a=Ra
QyNa = NQya

*Wia =a, *Wia =W, und “W,W,, = W,

Wan = Wn und Wan = (1_}(; X; O’ S O)
Woa = a und Wia = (0; a5 ag; -5 am—2; Gn—1 + o)

W1W1 B ~W1a = Wn
—_——
(n—1)—mal

|[Wgal > |al, falls x > 0 und a # W, ist.

ﬁ lim TT ... Ta= B,
kom0 N—r

k—mal
lim |TT .. Ta|= 1
k— 00 N —r
k—mal

Toa = a

b1} Falls n ungerade ist, ist:
TiTy ... Tia=(0;..50 ;a1 +...+ay; 0;..50)=(0;..;0;1; 0;..;0)
—_— —— ———

n—1
2

—mal —mal

_ n—1
mal =

n—1
=
Falls n gerade ist, ist:

TiTy ... Tia=(0;..;0 ;a1 + ... + @n; antz + ... +ay; 0;..;0)
—_—— —— 2 2 ——

n—2 n—2 n—2
) mal “5=—mal “5=—mal

k=1

fi,DYd(ﬁ,DYd('-- fi,DYd(’Yz'Oéi))) = (Zo dj(l - d)%‘) + dkOti

j=
k—mal

|6 0] = |Bp_1 41| Falls j # n — 1 ist, sind die beiden Mengen &,,, und
®,,—1,j+1 disjunkt aber gleichméchtig, sonst identisch.

UUa = a und |Ua| = |a|

KF,a = F, (F, als Nullelement) und KW,a = a (W, als neutralen Elementes)
Kab = Kba (Kommutativgesetz)

B8 KaKba = KKaba

Kaa = a (Idempotenz der Konjunktion)

(m—1)—mal (m—1)—mal

m Gesetz vom Widerspruch: KK---K aZ,,aZ,Zma: - ZyZoy - - - Lipa = F,
N—— —_———
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K2a1 a9 :Ka1 a9

( al a2 Qap

m(a1)m(az)-w(ay)) 218 eine Per-

Kraias...ap, =Kpm(ar)mw(az)...m(ap) mit 7 =
mutation der Geltungswerte a; bis ay,.

K, Fhasas...a,=F),,
m K aa..a = a
——
h—mal
Gesetz von De Morgan:
1.) NAab = KNaNb bzw. Aab = NKNaNb und
2.) NKab = ANaNb bzw. Kab = NANaNb
AW,a =W, (W, als Nullelement) und AF,a = a (F, als neutralen Elementes)
Aab = Aba (Kommutativgesetz)

Aaa = a (Idempotenz der Disjunktion)

Gesetz vom ausgeschlossenen (m + 1)-ten:
AA .- AaZ a2, 7w Lol -+ La = W,
— ——

(m—1)—mal (m—1)—mal

CaW, = W, (ex quodlibet verum) und CF,a = W,, (ex falso quodlibet)
CW,a = a und CaF,, = Na

Cab = CNbNa (Kontrapositionsgesetz)

[73l CNaa = a

[Pab| > 3, falls |a| < |b]
|Pab| = 3, falls |a| = |b]
|Pab| < 3, falls |a| > b

fip(ai, Bi) > %, falls o; < 3;
fi,P(Oli,ﬁi) = %, falls o = /BZ
fip(ai, Bi) < L, falls a; > B;

LS S (0 fup (s B) — 1) = Jal — b

1=1 k=1
Paa = K,

7 l1—na
|PaZa| = 1 — S
DY jaa = a
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DY WuF, = (d; 0; -5 0; 1 —d) und PYF,W, = (1 —d; 0; ---; 0; d)
DY qab = PY;_gba
fi,DY% ( o fi,DY% (fi,DY% (f’i,DY% (ai,la ai,Q)) ai,3>7 ai,4)a e 7ai,h) =

a1t 2+ Fay
h
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13.5 Listings

1. Listing zur Erstellung der umgekehrt lexikographisch angeordneten Geltungs-
werte mit j = 6 und n = 4:

<!DOCTYPE html>
<html>
<body>
<script language="JavaScript"'>
var j = 6; // n ist 4
var zaehler = 1;
for (var alpha_1 = j; alpha_1 >= 0; alpha_1—)
{
for (var alpha_2 = j; alpha_ 2 >= 0; alpha_2—)
{
for (var alpha_3 = j; alpha_3 >= 0; alpha_3—)
{
for (var alpha_n = j; alpha_n >= 0; alpha_n—)

{
if (alpha_ l4+alpha_ 2+alpha_3+alpha_n — j)

document . writeln (zaehler);
// Die nachfolgende Ausgabe
// wurde etwas modifiziert
document . write (". ("+alpha_1+4", "+alpha_2
+", "+alpha_3+", "+alpha_n+")<br>");
zaehler++;
}
}
}
}
}
</script>
</body>
</html>

2. Listing zur Erstellung der nach Betrag angeordneten Geltungswerte mit j = 6
und n = 4:

<DOCTYPE html>
<html>
<body>
<script language="JavaScript'>
// Die folgende Funktion berechnet
// den Binomialkoeffizienten
function binom (v ,w)

{
i ((w==0)]|(v=w))
return 1;
1 else

if ((w<0)]]|(v<w))

return 0;
} else
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{

}
}
}

// Die folgende Funktion berechnet den Zaehler
// des logischen Betrages
function betrag/()
{
var x = 0;
for (var k = 0; k <= (arguments [0].length — 1); k++)
{
x = x + kxarguments [0][k];
}
return x;
}
var j = 6, n = 4, zaehler = 0, m = binom (j+n—1,n—1);
// Die erste Liste fuer die umgekehrt lexikographisch
// angeordneten Geltungswerte (nur die Zaehler)
//wird definiert:
var liste_1 = new Array(m);
for (var i = 0; 1 <m; i++) liste_1[i] = new Array(n);
// Die Zwischenlisten fuer die Einsortierung
//nach Betrag werden definiert:
var listen = new Array(j*(n+1)+1);
for (var i = 0; 1 < j*x(n+1)+1; i++) listen[i] = new Array ();
// Die zweite Liste fuer die nach Betrag
// angeordneten Geltungswerte wird definiert:
var liste_2 = new Array(m);
for (var i = 0; i <m; i++) liste 2[i] = new Array(n);
// Die erste Liste wird erstellt:
for (var alpha_1 = j; alpha_1 >= 0; alpha_1—)

{

return (binom (v—1,w—1)+binom (v—1,w));

for (var alpha_2 = j; alpha_2 >= 0; alpha_2—)
{
for (var alpha_3 = j; alpha_3 >= 0; alpha 3—)
{
for (var alpha_n = j; alpha_n >= 0; alpha_n—)

{

if (alpha_14alpha_ 24alpha 3+4alpha n =— j)

liste__1[zaehler][0] = alpha_1;
liste_1[zaehler][1] = alpha 2;
liste_1[zaehler][2] = alpha 3;
liste__1[zaehler][3] = alpha_n;

zaehler++;

}
}
}
}
}

// Die Geltungswerte werden je nach Betrag
// auf Zwischenlisten verteilt:
var listennummer ;
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for (var i = 0; i <m; i++)

{
// Die Nummer der Zwischenliste ist:
listennummer = betrag (liste_1[i]);
// Der Geltungswert wird an die
// entsprechende Zwischenliste angehaengt:
listen [listennummer ]. push(liste _1[i]);

}

zaehler = 0;

for (var i = 0; i < listen.length; i++)
{

for (var k = 0; k < listen[i].length; k++)
{
// Die Zwischenlisten werden zu einer neuen
// Liste zusammengefuegt:
liste 2 [zaehler] = listen [i][k];
zaehler++;
}
}
for (var i = 0; i < liste_2.length; i++)
{
// Die neue Liste wird zusammen
//mit dem Betrags ausgegeben:
document . write ((i+1)+". |[(");

document . write (liste_2[i][0]+", ");

document . write (liste__2 [i][1]+", ");

document . write (liste__2 [i][2]+", ");
document . write (liste_2[i][3]+")] = ");
document . write (betrag (liste_2[i])+" / "+jx(n—1)+"<br>");

}
</script>
</body>
</html>

3. Listing zur Erstellung der lexikographisch angeordneten Geltungswerte durch
innere Zyklation mit j = 6 und n = 4:

<DOCTYPE html>
<html>
<body>
<script language="JavaScript"'>

// Zyklation analog zur Definition
var a = [0,0,0,6]; // nur die Zaehler
document . write ("1. ("+a+")<br>");
for(var i = 2; i <= 84; i++)

{

f(a[3] > 0)
al2] = a[2] + 1;
a[3] = a[3] — 1;
document . write (i+". ("+a+")<br>");
1 else {
f(a[2] > 0)
{

a[l] = a[l] + 1;
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al2] = 0;
document . write (i+". ("+a+")<br>");
} else {
if(a[l] > 0)
{
al0] = al0] + 1;
al3] = all] — 1;
a[l] = 0;
al[2] = 0;
document . write (i+". ("+a+")<br>");
1 else {
if (a[0] > 0)
{
a[0] = 0;
a[l] = 0;
al2] = 0;
a[3] = j;
document . write (i+". ("+a+")<br>");
}
}
}
}
}
</Script>
</body>
</html>

al[3] = al2] — 1;

Etwas kiirzer ware:

var a = [0,0,0,6]; // nur die Zaehler
var position;

document . write ("1. ("+a+")<br>");
for(var i = 2; i <= 84; i++)

{

position = 3;
// Nullen von hinten ueberspringen
while (a[position] = 0) {position ——;}
if (position = 0)

a = [0,0,0,6]; // zurueck auf Anfang
} else {

a[position —1] = a[position —1]+1;
a[3] = a[position]—1;

for (var j = position; j < 3; j++)
{

a[j] = 0; // Rest auf Null setzen

}
}

document . write (i+". ("+a+")<br>");
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4. Listing zur ergénzenden Veritation als Stauchung mit n = 6 und x = %:

</DOCTYPE html>
<html>
<body>
<script language="JavaScript">
var n = 6, x_ 7z =3, x n = 5, index, beta;

var alpha = new Array(n+1);
alpha[1] = 2/10; alpha[2] 1/10;
alpha [3] = 1/10; alpha[4] = 0/10;

alpha [5] = 4/10; alpha[n] = 2/10;
for (var i = 1; i <= n; i++)
{
beta = 0;
for (var k = (x_n*(i—1)+1); k <= (x_nx*xi); k++)
{
index = (k—=n*(x_n=x_z))/x_z;
if (Math. ceil (index)>0)
beta = beta + 1/(x_z)*alpha[Math. ceil (index)];
}
document . write (beta+"<br >");
}
</script>
</body>
</html>

5. Listing zur Kunjugation mit n = 6 und j = 5:

<IDOCTYPE html>
<html>
<body>
<script language="JavaScript"'>
function belegung(nullen ,wert)

{

var zeichenkette = "";

zeichenkette = wert.toString()+" "+ zeichenkette;
for (var i = 1; i <= nullen; i++)

zeichenkette = "0 " + zeichenkette;
return zeichenkette;
}
var position, n, k, geltungswert = "";

var a = new Array (253);
// Die nachfolgenden 252 Geltungswerte wurden
// vorweg mit einem anderen Programm erzeugt
a[l]=[5,0,0,0,0,0];
a[2]=[4,1,0,0,0,0];
a[3]=[4,0,1,0,0,0];
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,0,0,0,5];
[1].length;
var m = 1; m <= 252; mt+)
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// 1. Schritt
for (var i = 1; i <= a[m][0]; i++)
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}

[

geltungswert = "0 + geltungswert ;
// 2. bis vorletzter Schritt

position = 1;
while (position < n)
{

k = 0;

while ((a[m][position]==0)&&(position <(n—1)))
{

position++;

k++;
}

if (position <(n—1))

geltungswert =

belegung (a[m][ position]—1,14+k) + geltungswert;
} else {

// letzter Schritt

if (a[m][n—1]!=0)

geltungswert = belegung(a[m][n—1],1+k) + geltungswert;
1 else {
geltungswert = belegung(0,1+k) + geltungswert;
}
}
position-++;
}
document . write(m + ". " + a[m] + " — ");
document . write (geltungswert + "<br>");

geltungswert = "";

</script>
</body>

</html>

XIX



Literatur

Aigner, Martin: Diskrete Mathematik.
Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig/Wiesbaden, 2001*

Arens, Manfred: Grundziige einer n-wertigen Junktorenlogik.
Abschlussarbeit an der Universitiat Oldenburg, Oldenburg, 1986

Behnke, Heinrich und Tietz, Horst: Mathematik I1.
Fischer, Frankfurt a.M., 1966

Black, Max: Vagueness - An exercise in logical analysis.
In: Philosophy of Science , Vol. 4 , Nr. 4, Oktober 1937

Bole, Leonard und Borovik, Piotr: Many- Valued Logics.
Springer, Berlin, 1992

Drazin, Michael P.: Natural Structures on semigroups with involution.
In: Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. 84, Nr. 1, Januar
1978

Evans, Trevor und Schwartz, P. B.: On Slupecki T-Functions In: The
Journal of Symbolic Logic, Vol. 23, Nr. 3, Storrs, Connecticut, Sept. 1958

Felgner, Ulrich: Seriptum — Mathematische Logik,
Universitdt Tibingen, SS 2002

Gottwald, Siegfried: Mehrwertige Logik,
Akademie-Verlag, Berlin, 1989

Groschupp, Steffen: Die Trade-offs der Nachhaltigkeit - Eine Forschungsreise
zur dreiwertigen Logik und zu Science Constellations.
Springer Gabler, Wiesbaden, 2022

Halder, Heinz-Richard und Heise, Werner: Einfiihrung in die Kombinatorik,
De Gruyter, Berlin, Boston, 2022

Hazewinkel, Michiel: Encyclopaedia of mathematics, Vol. 3.
Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1993

Hodges, Wilfrid: Logic.
Penguin Books Ltd, Harmondsworth, 1977

Klaus, Georg: Moderne Logik.
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin (Ost), 1965

Knerr, Richard: Mathematik.
Goverts Verlag, Frankfurt a.M., 1973

Knuth, Donald E.: The Art of Computer Programming, Vol. 3,
Second Edition. Addison—Wesley, Boston, 1998

Kreiser, Lothar und Gottwald, Siegfried: Nichtklassische Logik.
Akademie-Verlag, Berlin, 19902

Kruse, Rudolf, Gebhardt, Jorg und Klawonn, Frank: Fuzzy-Systeme.
Vieweg+Teubner Verlag, Wiesbaden, 19952

XX



[19]

[20]

Kunath, Jens: Binomialverteilung, (hyper)geometrische Verteilung, Poisson-
Verteilung und Co.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2022

Matousek, Jiti und Nesetsil, Jaroslav: Diskrete Mathematik.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2002

McNeill, Daniel und Freiberger, Paul: Fuzzy Logic.
Knaur, Miinchen, 1994

Papula, Graham: Mathematische Formelsammlung.
Springer, Wiesbaden, 2017

Priest, Graham: Finfihrung in die nicht-klassische Logik.
mentis Verlag, Paderborn, 2008

Rescher, Nicholas: Many-valued logic.
McGraw-Hill, New York u.a., 1969

Rommelfanger, Heinrich: FEntscheiden bei Unschdrfe - Fuzzy Decision
Support-Systeme. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1988

Russell, Bertrand: Vagueness.
In: Australasian Journal of Psychology and Philosophy, 1, Sydney, 1923

Schmitt, Karsten und Trenkler, Gotz: Moderne Matriz-Algebra.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1998

Sinowjew, Alexander Alexandrowitsch: Uber mehrwertige Logik.
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin (Ost), 1968

Statistisches Bundesamt (Destatis): Absolventen und Abginger: Deutschland,
Schuljahr, Geschlecht, Schulart, Schulabschliisse.
https://www-genesis.destatis.de/datenbank/online/table/21111-0004/table-
toolbar (abgerufen am 10.11.2024)

Strehle, Peter: Zur Notwendigkeit und zum Aufbau mehrdimensionaler mehr-
wertiger Logiken. In: Untersucheungen zur Logik und zur Methodologie,
Bd. 1, Karl-Marx-Universitét, Leipzig, 1984

Strombach, Werner et al.: Mathematische Logik.
CH Beck, Miinchen, 1972

Witt, Kurt-Ulrich: Elementare Kombinatorik fiir die Informatik.
Springer-Verlag, Wiesbaden, 2013

XXI



	Vorwort
	Prozentuallogiken
	Syntaktische Aspekte der Prozentuallogiken
	Die Struktur der Prozentuallogiken
	Subkalküle

	Semantische Aspekte der Prozentuallogiken

	Geltungswerte
	Hervorstechende Geltungswerte und Palindrome
	Der logische Betrag |a| der Geltungswerte
	Die Anzahl m der Geltungswerte der Menge Gj, n
	Zwei Ordnungsrelationen bzgl. der Menge Gj, n
	Die lexikographische Anordnung
	Die Anordnung nach dem logischen Betrag
	Alternative Berechnung von mj,n(b) und mj,n(b,z1)

	Graphische Veranschaulichungen der Geltungswerte

	Einstellige unabhängige Junktoren
	Die unabhängige Negation
	Die unabhängige Zyklation und die inverse Zyklation
	Die unabhängige Veritation als Sortierung
	Permutationsmatrizen

	Einstellige innere Junktoren
	Die innere Zyklation
	Weitere innere Junktoren
	Die innere Veritation als Weitergabe

	Einstellige ergänzende Junktoren
	Die Restation als alternative Negation
	Die Quaestation
	Die ergänzende Veritation
	Die ergänzende Veritation als Stauchung
	Die ergänzende Veritation als Umschichtung

	Die Zentration
	Die Zentration mit Hilfe der Binomialverteilung
	Die Zentration mit Hilfe einer Umschichtung
	Der p-Junktor

	Junktoren mit Hilfe von Geltungswerten
	Der einstellige d-Junktor
	Zeilenstochastische Matrizen

	Ergänzende Junktoren und innere Abbildungen

	Die Konjugation als einstelliger paralleler Junktor
	Mehrstellige Junktoren
	Die Konjunktion
	Ist Kab angemessen definiert?
	Entspricht Kab einer T-Norm?
	Idempotenz und das Gesetz vom Widerspruch
	Die h-stellige Konjunktion

	Die Disjunktion
	Die obere und die untere Schranke

	Die Subjunktion
	Die Progression
	Der zweistellige d-Junktor

	Eine Anwendung auf Schulabschlüsse
	Prozentuallogiken und Produktlogiken
	Die Produktlogik von J. Łukasiewicz
	Die vierwertige Logik von M. Bergmann
	Ein Vergleich: Prozentuallogiken und Produktlogiken

	Grenzüberschreitungen
	Resümee und Ausblick
	Anhang
	Übersicht über Junktoren
	Geltungswerte, Zeichen und Begriffe
	Definitionen
	Gesetze
	Listings


