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Abstract

In this work I investigate the fluctuating evanescent fields outside dielectric bo-
dies, being generated by thermal and quantum mechanical fluctuations inside that
dielectrics. Within the framework of Rytov’s fluctuational electrodynamics the ener-
gy density above a dielectric, the radiative near-field heat transfer, and the forces
between dielectric media are calculated, assuming that these media are in local ther-
modynamic equilibrium.

In particular, I determine the near-field energy density above a metallic slab,
and show that for slab thicknesses d smaller than the skin depth ds the value of
the near-field energy density does not decrease monotonically with d, but increases
for observation distances z � d over the value obtained for an infinitely thick slab.
This unexpected result is ascribed to the surface plasmon polariton coupling inside
the metallic slab, leading to a shift of the low-frequency surface plasmon polariton
branch into the thermally accessible frequency regime. Therefore the local density of
states and also the energy density above the metallic slab is increased. The results
of this study were published in ref. [1].

In addition, I show that the near-field energy density above a metal-coated sub-
strate is also increased by this surface plasmon polariton coupling, if a polar substra-
te is used. Otherwise, if a metallic substrate is used, this surface plasmon polariton
coupling does not increase the local density of states in the thermally accessible
regime. It follows that one receives various distinct power laws for the near-field
energy density in the distance z > d above a metal-coated substrate, depending on
the choice of the substrate material. I also show that these characteristic power laws
leave their imprints in the radiative near-field heat transfer between a metal-coated
substrate and a polar material. The results of this part of my work were published
in ref. [2].

Furthermore, I examine whether existing models can quantitatively describe the
radiative near-field heat transfer in a real near-field scanning thermal microscope. It
is shown that the existing experimental data cannot be described within the Polder-
van Hove approach, which gives the near-field radiative heat transfer between two
semi-infinite slabs. Also the dipole model, describing the near-field radiative heat
transfer between a semi-infinite slab and a homogeneously polarised sphere, is not
able to predict the experimental results. Therefore, I develop a phenomenological
sensor model which can quantitatively describe the experimental results. A less
general version of this phenomenological sensor model was used in ref. [3] to explain
experimental data.

Finally, in the last part of this work I study the thermal contribution to the
Casimir-van der Waals force between two dielectric media. Especially the transition
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from a real to an ideal metal is investigated with the method of Wick rotations. It
is shown that the transition from a real to an ideal metal is discontinuous. In fact, a
continuous transition would even imply a violation of the Kramers-Kronig relation.
This last part results from a close collaboration with Oliver Huth [4]. These results
of our joined work have not been published yet.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit untersuche ich fluktuierende evaneszente Felder außerhalb dielektri-
scher Medien, die durch thermische und quantenmechanische Fluktuationen inner-
halb dieser Medien erzeugt werden. Dabei bestimme ich im Rahmen der Rytovschen

”
fluktuierenden Elektrodynamik“ die Energiedichte oberhalb dielektrischer Medien,

den Nahfeldwärmetransport und die Kräfte zwischen verschiedenen dielektrischen
Medien, die sich im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht befinden.

Insbesondere bestimme ich die Nahfeldenergiedichte oberhalb einer metallischen
Schicht und zeige, dass diese bei Verringerung der Schichtdicke d nicht monoton
abnimmt, wenn d kleiner als die Skintiefe ds wird, sondern für Abstände z � d
sogar Werte annehmen kann, die größer sind als die entsprechenden Werte für eine
unendlich dicke Schicht. Dieses unerwartete Verhalten führe ich auf die Oberflächen-
plasmonenkopplung innerhalb der Schicht zurück, die dazu führt, dass der niederfre-
quente Oberflächenplasmonenzweig in den thermisch anregbaren Bereich rückt und
somit die Zustandsdichte und damit auch die Energiedichte erhöht. Die Ergebnisse
dieser Untersuchung wurden in [1] veröffentlicht.

Des Weiteren zeige ich, dass die Nahfeldenergiedichte oberhalb eines mit einem
Metallfilm beschichteten unendlich ausgedehnten Substratmediums ebenfalls die-
se Erhöhung der Nahfeldenergiedichte zeigt, wenn das Medium aus einem polaren
Material besteht. Für ein metallisches Substrat hingegen kann die Oberflächenplas-
monenkopplung die lokale Zustandsdichte im thermisch anregbaren Bereich nicht
erhöhen. Dementsprechend erhält man für die Nahfeldenergiedichte oberhalb eines
beschichteten Substrats für Abstände z � d in Abhängigkeit von der Wahl des
Substratmaterials verschiedene charakteristische Potenzgesetze. In einem eigenen
Kapitel zeige ich schließlich, dass man dieses substratabhängige Verhalten im Nah-
feldwärmetransport für eine Schichtgeometrie wiederfindet, wobei man auch hier
in Abhängigkeit von der Wahl des Substratmediums verschiedene, aber charakte-
ristische Potenzgesetze erhält. Die Ergebnisse dieser Untersuchung habe ich in [2]
publiziert.

In einem weiteren Teil dieser Arbeit untersuche ich, ob bereits existierende Mo-
delle den Strahlungswärmetransport in einem Rasterwärmemikroskop beschreiben
können. Es wird gezeigt, dass man die bisherigen experimentellen Ergebnisse nicht
vollständig mit der Polder-van Hove-Formel, die den Wärmetransport zwischen zwei
unendlich ausgedehnten Halbräumen beschreibt, erfassen kann. Auch das sogenannte
Dipolmodell, das den Nahfeldwärmetransport zwischen einem Halbraum und einer
homogen polarisierten dielektrischen Kugel wiedergibt, ist nicht in der Lage, die
Messergebnisse quantitativ vorherzusagen. Daher stelle ich ein phänomenologisches
Sensormodell auf, das es ermöglicht, die vorhandenen Messwerte quantitativ gut zu
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beschreiben. Eine weniger allgemeine Version dieses phänomenologischen Modells
wurde in [3] verwendet, um experimentelle Daten zu erklären.

Im letzten Teil meiner Arbeit untersuche ich schließlich den thermischen Beitrag
zur Casimir-van der Waals-Kraft. Besonderes Augenmerk ist dabei dem Übergang
vom realen zum idealen Metall gewidmet, wobei dieser mithilfe der Methode der
Wick-Rotation studiert wird. Es wird gezeigt, dass der Übergang vom realen zum
idealen Metall unstetig ist und ein stetiger Übergang aufgrund der Kramers-Kronig-
Relation sogar verboten ist. Dieser Teil meiner Arbeit ist in enger Zusammenarbeit
mit Oliver Huth [4] entstanden, wobei die Ergebnisse dieser Untersuchung noch nicht
veröffentlicht wurden.
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4.1 Oberflächenmoden in einer Halbraumgeometrie . . . . . . . . . . . . 87
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4.3 Energiedichte und Oberflächenmoden . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.4 Der universelle Energiedichtebeitrag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.5 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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5.4 Nahfeldwärmetransport für beschichtete Medien . . . . . . . . . . . . 119
5.5 Das Dipolmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.6 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
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Kapitel 1

Das evaneszente Nahfeld

In diesem ersten und einführenden Kapitel werden zunächst die theoretischen forma-
len Beziehungen bereitgestellt, die benötigt werden, um Nahfeldphänomene zu be-
schreiben. Außerdem werden einige wesentliche Eigenschaften des thermischen fluk-
tuierenden Nahfeldes beschrieben, die es dem Leser ermöglichen sollen, ein Gefühl für
diese Erscheinung zu bekommen. Es wird daher in diesem ersten Kapitel im Prin-
zip bekanntes Wissen zusammengestellt, von dem in späteren Kapiteln Gebrauch
gemacht werden soll.

In dem ersten Abschnitt werden die Grundlagen der fluktuierenden Elektrodyna-
mik nach Rytov [5] dargestellt und erläutert. Eine nachträgliche Rechtfertigung für
die Verwendung dieser semi-klassischen Theorie wird im darauffolgenden Abschnitt
gegeben, in dem quantenmechanische Theorien [6, 7, 8] mit der fluktuierenden Elek-
trodynamik und untereinander verglichen werden. Die drei darauf folgenden Ab-
schnitte beschäftigen sich mit der formalen Herleitung der freien Greenschen Funk-
tion und der Greenschen Funktion für Schichtgeometrien planarer Medien [9, 10],
die die Grundlage für die weiteren Berechnungen bilden. Eine erste Anwendung fin-
den diese Greenschen Funktionen bei der Bestimmung des Poynting-Vektors und
der Energiedichte oberhalb eines dissipativen Mediums im lokalen thermodynami-
schen Gleichgewicht [11, 12]. Da die Bestimmung dieser physikalischen Größen stets
eine Volumenintegration über ein Produkt zweier dyadischer Greenscher Funktio-
nen enthält, das in der Regel mühsam auszuwerten ist, wird das sogenannte opti-
sche Theorem [7, 13] diskutiert, das es in Spezialfällen erlaubt, dieses Volumeninte-
gral selbst durch eine Greensche Funktion zu ersetzen. Im letzten Abschnitt werden
schließlich zwei sehr faszinierende Eigenschaften des thermischen Nahfeldes disku-
tiert: Die zeitliche und räumliche Kohärenz [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20].

1.1 Fluktuierende Elektrodynamik

Die theoretische Beschreibung des fluktuierenden Nahfeldes dielektrischer Körper
basiert auf der Rytovschen fluktuierenden Elektrodynamik [5]. Innerhalb dieser Be-
schreibung werden die makroskopischen Maxwell-Gleichungen durch fluktuierende
Quellenströme j ergänzt, die die fluktuierenden Quellen des elektrischen und magne-
tischen Feldes E und H innerhalb des dielektrischen Körpers beschreiben. Die ein-
zelnen Frequenzkomponenten dieser Quellenströme j(r, ω) werden als stationäre sto-
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4 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

chastische Prozesse angesehen, sodass man die sogenannten stochastischen Maxwell-
Gleichungen

∇× E(r, ω) = iωµ0H(r, ω),

∇× H(r, ω) = j(r, ω) − iωε(ω)E(r, ω) (1.1.1)

mit der Permeabilität des Vakuums µ0 und der Permittivität des dielektrischen
Körpers ε(ω) erhält. Indem man die stochastischen Maxwell-Gleichungen in der Form
(1.1.1) angibt, geht man bereits davon aus, dass der dielektrische Körper, der die
fluktuierenden Quellenströme enthält, nicht-magnetisch, homogen, isotrop und lokal
ist. Das heisst, es gelten die linearen Beziehungen

D = εb(ω)E, B = µ0H und J = σ(ω)E, (1.1.2)

wobei die Leitfähigkeit σ(ω), die zu dem makroskopischen Strom J führt, direkt in
die Permittivität ε(ω) des Dielektrikums eingeht, d.h. sie wird zur Permittivität der
gebundenen Ladungen εb(ω) hinzuaddiert, sodass man

ε(ω) = εb(ω) +
iσ(ω)

ω
(1.1.3)

erhält.
Die elektrischen und magnetischen Felder, die durch die stochastischen Maxwell-

Gleichungen beschrieben werden, sind als klassische stochastische Prozesse aufzufas-
sen, die formal durch Integrale der Art

E(r, ω) = iωµ0

∫

d3r′
� E(r, r′) j(r′, ω),

H(r, ω) = iωµ0

∫

d3r′
� H(r, r′) j(r′, ω) (1.1.4)

ausgedrückt werden können, wobei die Integration über das quellenenthaltende Vo-
lumen durchzuführen ist. Die Tensoren

�
E und

�
H sind die sogenannte dyadische

elektrische und magnetische Greensche Funktion. Die elektrische dyadische Green-
sche Funktion ist entsprechend der Definition in Gl. (1.1.4) eine Lösung der inho-
mogenen Helmholtz-Gleichung

(

∇×∇×− k2
) � E(r, r′) = � δ(r − r′) (1.1.5)

mit der Wellenzahl k2 = ω2µ0ε und der Einheitsmatrix � . Diese Gleichung ist eine
dyadische Gleichung und gilt für jeden Spaltenvektor der dyadischen Greenschen
Funktion separat. Außerdem erfüllt die dyadische Greensche Funktion in einem un-
begrenzten Medium die Symmetrierelation

� E
αβ(r, r′) =

� E
βα(r′, r), (1.1.6)

was man leicht mithilfe des Reziprozitätstheorems [21] zeigen kann.
Entsprechend der Definition in Gl. (1.1.4) stimmen die Greenschen Funktionen

für einen Delta-Strom j = j0δ(r
′ − r0) mit dem Feld überein, das durch diesen Strom

4



1.1. FLUKTUIERENDE ELEKTRODYNAMIK 5

bei r0 am Ort r erzeugt wird. Daher erfüllen die dyadischen Greenschen Funktionen
die Randbedingungen der entsprechenden Felder, sodass sich etwa die Stetigkeit der
Transversalkomponenten des elektrischen Feldes an einer Grenzfläche direkt auf die
elektrische dyadische Greensche Funktion überträgt. An der Grenzfläche zwischen
zwei dielektrischen Medien 1 und 2 mit den Greenschen Funktionen

�
E
1 und

�
E
2

gelten somit die beiden Randbedingungen

n × � E
1 = n × � E

2 ,

n ×∇× � E
1 = n ×∇× � E

2 , (1.1.7)

wobei n das Normaleneinheitsvektorfeld für den Übergangsbereich von Medium 1
zu Medium 2 darstellt. Selbstverständlich erfüllt per Konstruktion die magneti-
sche Greensche Funktion die Randbedingungen des magnetischen Feldes. Allerdings
reicht es vollkommen aus, nur die elektrische Greensche Funktion für ein gegebenes
Problem zu betrachten, da die magnetische Greensche Funktion durch Rotationsbil-
dung direkt aus der elektrischen Greenschen Funktion mittels der Relation

� H(r, r′) = − i

ωµ0
∇× � E(r, r′) (1.1.8)

berechnet werden kann, was eine direkte Folgerung des Faradayschen Induktionsge-
setzes ist.

Die Umformulierung der elektrischen und magnetischen Felder E und H als Inte-
grale über die Quellenströme in den Gln. (1.1.4) macht deutlich, dass die fluktuieren-
den Eigenschaften der Felder direkt durch die fluktuierenden Eigenschaften der Quel-
lenströme bestimmt sind. In der Tat kann man, falls 〈j(r, ω)〉 und 〈j(r, ω)j(r′, ω′)〉
bekannt sind, wobei die spitze Klammer für das Ensemble-Mittel steht, die entspre-
chenden Mittelwerte und Korrelationsfunktionen der Felder angeben. Dabei soll der
Querstrich hier und im Weiteren die komplexe Konjugation symbolisieren. Deshalb
ist es essentiell, die stochastischen Eigenschaften der Quellenströme zu bestimmen.

Innerhalb der fluktuierenden Elektrodynamik sind die Felder makroskopische
und daher über ein ausreichend großes Volumen gemittelte Größen. Die Quellen-
ströme beschreiben innerhalb dieser Theorie die thermischen und quantenmechani-
schen Fluktuationen in einem dielektrischen dissipativen Körper mit der Tempera-
tur T innerhalb dieses Mittelungsvolumens, sodass sich der makroskopische Quel-
lenstrom j(r, ω) aus einer Vielzahl mikroskopischer Fluktuationen zusammensetzt.
Es erscheint daher vernünftig, dem zentralen Grenzwertsatz entsprechend vorauszu-
setzen, dass es sich bei den Quellenströmen um Gaußsche Prozesse handelt, wobei
die Quellenströme im Mittel Null ergeben sollen, sodass man mit (1.1.4)

〈E(r, ω)〉 = 0 und 〈H(r, ω)〉 = 0 (1.1.9)

für die Felder erhält. Wäre dies nicht der Fall, würden geladene Teilchen mit der
Ladung q und der Geschwindigkeit v in der Nähe eines dielektrischen Mediums eine
mittlere Kraft 〈F〉 = q〈E〉+qv×〈B〉 durch die fluktuierenden Felder erfahren, sodass
die fluktuierenden Quellenströme durch q〈E〉 im Mittel Arbeit verrichten würden.
Somit wäre der zweite Hauptsatz der Thermodynamik verletzt, der besagt, dass bei
einer einheitlichen Temperatur im Mittel keine Arbeit verrichtet wird.
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6 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Außerdem sind die Korrelationen und damit die Fluktuationen der Quellen-
ströme durch die dielektrischen Eigenschaften des dissipativen Körpers bestimmt.
Der Zusammenhang zwischen Dissipation und Fluktuation kann allgemein mittels
des Fluktuations-Dissipations-Theorems [22] ausgedrückt werden, und auf das gege-
bene Problem [5] angewendet werden. Für einen homogenen, isotropen, lokalen und
dissipativen dielektrischen Körper erhält man

〈jα(r, ω)jβ(r′, ω′)〉 = 4πωE0(ω, T )ε′′(ω)δαβδ(r − r′)δ(ω − ω′) (1.1.10)

und
〈jα(r, ω)jβ(r′, ω′)〉 = 〈jα(r, ω)jβ(r

′, ω′)〉 = 0 (1.1.11)

für die Komponenten der Quellenströme, wobei die Permittivität ε = ε′+iε′′ in Real-
und Imaginärteil aufgeteilt und die Bose-Einstein-Funktion

E0(ω, T ) :=
~ω

2
+

~ω

e~ωβ − 1
=

~ω

2
coth

(

~ωβ

2

)

(1.1.12)

mit der inversen Temperatur β = (kBT )−1 des Körpers eingeführt wurde. Das Auf-
tauchen der Bose-Einstein-Funktion ist hier eine Implikation des Fluktuations-Dissi-
pations-Theorems, das eigentlich eine quantenmechanische Beziehung für Operato-
ren ist, wohingegen die fluktuierenden Felder innerhalb der fluktuierenden Elektrody-
namik klassisch sind, was als eine Schwachstelle der Theorie angesehen werden kann.
Wie allerdings kürzlich gezeigt wurde [8], führt eine rigorose quantenelektrodyna-
mische Beschreibung für dissipative Medien auf die gleichen Korrelationsfunktionen
für die Felder wie die Anwendung des Fluktuations-Dissipations-Theorems im Rah-
men der fluktuierenden Elektrodynamik. Demnach erscheint diese Vorgehensweise
gerechtfertigt, wobei die fluktuierende Elektrodynamik als eine semi-klassische Theo-
rie aufzufassen ist.

Nun können die Korrelationsfunktionen der fluktuierenden Felder angegeben wer-
den. Benutzt man die Gln. (1.1.4) zusammen mit dem Fluktuations-Dissipations-
Theorem in Gl. (1.1.10), bekommt man

〈Eα(r, t)Hβ(r′, t′)〉 =

∫ ∞

0

dω e−iω(t−t′)E0(ω, T )
ωε′′(ω)

π
(µ0ω)2

×
∫

d3r′′
(

� E(r, r′′)
� H†

(r′, r′′)

)

αβ

+ c.c. ,
(1.1.13)

wobei das †-Symbol für die adjungierte Dyade steht und c.c. eine Abkürzung für
das komplex Konjugierte des ersten Terms ist. Ähnliche Ausdrücke kann man für
〈Eα(r, t)Eβ(r′, t′)〉 bzw. 〈Hα(r, t)Hβ(r′, t′)〉 ableiten. Das Ensemble-Mittel der physi-
kalischen Größen — der Poynting-Vektor, die Energiedichte und der Spannungsten-
sor — des dissipativen dielektrischen Körpers kann direkt mithilfe dieser Korrelati-
onsfunktionen bestimmt werden, wenn die Materialeigenschaften, d.h. die Permitti-
vität ε(ω) und die Temperatur des Körpers bekannt sind. Außerdem ist es notwendig,
die dyadischen Greenschen Funktionen für das gegebene elektrodynamische Problem
zu bestimmen, in die die Geometrie des Problems mit einfließt. Man hat somit das
ganze Problem auf die Lösung eines klassischen Problems — die Bestimmung der
elektrischen Greenschen Funktion in einer gegebenen Geometrie — zurückgeführt.
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1.2. QUANTEN-ELEKTRODYNAMIK IN MATERIE 7

1.2 Quanten-Elektrodynamik in Materie

In diesem Abschnitt werden drei verschiedene quantenmechanische Herangehens-
weisen und ihre Beziehung zueinander vorgestellt. Es wird gezeigt, dass die An-
wendung der fluktuierenden Elektrodynamik quantenmechanisch auch für Nicht-
Gleichgewichtsprozesse, bei denen nur ein lokales thermodynamisches Gleichgewicht
innerhalb eines Dielektrikums vorausgesetzt wird, gerechtfertigt werden kann.

1.2.1 Linear-Response-Theorie

Eine quantenmechanische Ableitung der Korrelationsfunktionen der Feldgrößen bzw.
Feldoperatoren im thermodynamischen Gleichgewicht, die ebenfalls auf dem Fluk-
tuations-Dissipations-Theorem beruht, hat Agarwal 1975 [6] geliefert. Die Grundidee
dieser quantenmechanischen Behandlung soll nun anhand der Korrelationsfunktion
des elektrischen Feldes skizziert werden. Eine ausführliche Darstellung findet man
etwa in [23, 24].

Als Ausgangspunkt dienen zunächst die Maxwell-Gleichungen, wobei die Felder
durch entsprechende Operatoren im Heisenberg-Bild, d.h. E → Ê und H → Ĥ, zu
ersetzen sind. Anstatt einen stochastischen Quellenstrom einzuführen, wird die Re-
aktion auf eine kleine deterministische äußere Störung betrachtet, die durch ein Po-
larisationsfeld Pext gegeben sein soll. Der Hamilton-Operator für die externe Störung
hat die Form

Ĥext = −
∫

d3r′ Pext(r
′, t) · Ê(r′, t), (1.2.1)

wobei sich der Hamilton-Operator für das Gesamtsystem als eine Summe aus dem
ungestörten Teil Ĥ0 und der Störung Ĥext zusammensetzt. Ziel ist es nun, die lineare
Antwort des ungestörten Feldes, das bei t = −∞ durch 〈Êi〉0 gegeben ist, auf die
äußere Störung zu bestimmen, die adiabatisch eingeschaltet wird. Der Erwartungs-
wert des ungestörten Feldes läßt sich durch Spurbildung

〈Êi〉0 := Tr
[

ρ̂0Êi

]

(1.2.2)

mit dem Dichte-Operator des ungestörten Systems

ρ̂0 = ρ̂(t = −∞) = e(F0−Ĥ0)β (1.2.3)

bestimmen, wobei F0 = −β−1 ln(Z0) die freie Energie und Z0 = Tr
[

exp(−βĤ0)
]

die
Zustandssumme des ungestörten Systems darstellen. Der entsprechende Erwartungs-
wert 〈Êi〉 für das Gesamtsystem mit Ĥ = Ĥ0 + Ĥext wird dann durch Spurbildung
mit dem Dichteoperator

ρ̂ = e(F−Ĥ0−Ĥext)β (1.2.4)

gebildet, wobei die freie Energie F = −β−1 ln(Z) durch die Zustandssumme des
Gesamtsystems Z = Tr

[

exp(−βĤ)
]

bestimmt ist. Gesucht ist die Änderung des
Erwartungswertes durch die äußere Störung, also

∆Êi := 〈Êi〉 − 〈Êi〉0 = Tr
[

(ρ̂− ρ̂0)Êi

]

. (1.2.5)

7



8 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Es kann nun im Wechselwirkungsbild gezeigt werden, dass für kleine Störungen in
linearer Ordnung

ρ̂− ρ̂0 ≈
1

i~

∫ ∞

−∞
dt′ [Ĥext(t

′), ρ̂0]Θ(t− t′) (1.2.6)

gilt, wobei die eckige Klammer den Kommutator und Θ(t − t′) die Heaviside-Dis-
tribution kennzeichnen. Mit dieser Näherung kann man die gesuchte Änderung des
Erwartungswertes in Gl. (1.2.5) bestimmen, und bekommt mit der Einsteinschen
Summenkonvention

∆Êi =
1

i~

∫

dt′ 〈[Êi, Ĥext(t
′)]〉0Θ(t− t′)

= − 1

i~

∫

dt′
∫

d3r′ Pk,ext(r
′, t′)〈[Êi(r, t), Êk(r

′, t′)]〉0Θ(t− t′)

=

∫

dt′
∫

d3r′ Pk,ext(r
′, t′)χik

EE(r, r′, t− t′)

(1.2.7)

mit der generalisierten Suszeptibilität

χik
EE(r, r′, t− t′) := − 1

i~
〈[Êi(r, t), Êk(r

′, t′)]〉0Θ(t− t′). (1.2.8)

Definiert man nun die Korrelationsfunktion des elektrischen Feldes in symmetrisier-
ter Form, also

Ψαβ
E (t− t′) :=

1

2
〈∆Êα(t)∆Êβ(t′) + ∆Êβ(t′)∆Êα(t)〉0, (1.2.9)

dann folgt aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem [22], dass

Ψαβ
E (ω) =

E0(ω, T )

iω

[

χαβ
EE(r, r′, ω) − χβα

EE(r′, r, ω)
]

(1.2.10)

für die Fouriertransformierte

Ψαβ
E (ω) :=

∫ ∞

−∞
d(t− t′) eiω(t−t′)Ψαβ

E (t− t′) (1.2.11)

der Korrelationsfunktion gilt. Man kann nun die generalisierte Suszeptibilität in Gl.
(1.2.8) direkt durch die retardierte dyadische Greensche Funktion des elektrischen
Feldes ausdrücken. Schließlich ist jede zeitliche Änderung der äußeren Störung direkt
mit einem Polarisationsstrom verbunden, da −iωPext = jext gilt. Somit stimmt die
Gleichung (1.2.7) im Fourier-Raum mit Gl. (1.1.4) formal überein, sodass

� E
αβ(r, r′) =

1

ω2µ0
χαβ

EE(r, r′, ω) (1.2.12)

gilt. Somit kann man die Korrelationsfunktion in Gl. (1.2.10) mit der Symme-
trierelation in Gl. (1.1.6) in der Form

Ψαβ
E (ω) = 2E0(ω, T )ωµ0Im

� E
αβ(r, r′, ω) (1.2.13)

8



1.2. QUANTEN-ELEKTRODYNAMIK IN MATERIE 9

angeben. Daraus ergibt sich durch Fouriertransformation die Korrelationsfunktion

Ψαβ
E (t− t′) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iω(t−t′)Ψαβ

E (ω)

=

∫ ∞

0

dω e−iω(t−t′)E0(ω, T )
ωµ0

π
Im

� E
αβ(r, r′, ω) + c.c.

(1.2.14)

Diese quantenmechanische Korrelationsfunktion für das elektrische Feld im ther-
modynamischen Gleichgewicht stimmt offenbar nur dann mit der entsprechenden
Korrelationsfunktion aus der Rytovschen fluktuierenden Elektrodynamik überein,
wenn die Relation

ω2

c2
ε′′r(ω)

∫

d3r′
(

� E(r1, r
′)

� E†
(r2, r

′)

)

αβ

= Im
� E

αβ(r1, r2, ω) (1.2.15)

mit εr = ε/ε0 erfüllt ist, die auch als optisches Theorem [7, 13] bezeichnet wird. Es
wird in Abschnitt (1.9) noch gezeigt, dass im Falle eines globalen thermodynami-
schen Gleichgewichtes dieses optische Theorem gilt, und damit die Korrelationsfunk-
tionen der Rytovschen Theorie in die Korrelationsfunktionen der Linear-Response-
Theorie in Gl. (1.2.14) übergehen. Dass die semi-klassische und quantenmechanische
Beschreibung im globalen Gleichgewicht äquivalent sind, hat Eckhardt [25] bereits
1984 gezeigt.

1.2.2 Makroskopische Quanten-Elektrodynamik

Eine quantenmechanische Beschreibung, die der fluktuierenden Elektrodynamik sehr
nahe kommt und eine explizite Quantisierung der Felder vornimmt, ist die soge-
nannte makroskopische Quanten-Elektrodynamik [7, 13]. Der Ausgangspunkt dieser
Theorie sind die makroskopischen Maxwell-Gleichungen in (1.1.1), wobei die Felder
und Quellenströme durch Operatoren zu ersetzen sind, d.h. E → Ê, H → Ĥ und
j → ĵ. Die mikroskopischen Eigenschaften des Dielektrikums werden ebenso wie in
der fluktuierenden Elektrodynamik durch die phänomenologische Permittivität ε(ω)
beschrieben. Um eine Quantisierung der Felder herbeizuführen, wird der Quellen-
stromoperator durch

ĵ(r, ω) = 2ω
√

~πε′′(ω)f̂(r, ω) (1.2.16)

ausgedrückt, wobei f̂(r, ω) ein bosonisches Vektorfeld darstellt, das die Kommuta-
torrelationen

[f̂α(r, ω), f̂ †
β(r

′, ω′)] = δαβδ(r − r′)δ(ω − ω′),

[f̂α(r, ω), f̂β(r
′, ω′)] = 0,

[f̂ †
α(r, ω), f̂ †

β(r
′, ω′)] = 0 (1.2.17)

erfüllt.
Da die Feldoperatoren über die klassische Greensche Funktion entsprechend Gl.

(1.1.4) mit den Stromoperatoren verknüpft sind, ist zunächst klar, dass die Erwar-
tungswerte der Felder verschwinden, da die Felder linear in den Erzeugungs- bzw.

9



10 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Vernichtungsoperatoren f̂ † bzw. f̂ sind. Zusätzlich erhält man die richtigen Feldkom-
mutatoren der Quantenelektrodynamik [7],

[Êα(r, t), Êβ(r′, t)] = 0,

[B̂α(r, t), B̂β(r′, t)] = 0,

[ε0Êα(r, t), B̂β(r′, t)] = −i~εαβγ∂γδ(r− r′), (1.2.18)

wobei für nicht-magnetische Materialien B̂ = µ0Ĥ gilt und εαβγ der Levi-Civita-
Tensor ist. Diese Feldkommutatoren erhält man allerdings nur unter der Annahme,
dass das optische Theorem in Gl. (1.2.15) erfüllt ist, dessen Gültigkeit in einem
eigenen Abschnitt diskutiert wird.

Die Kommutatorrelationen für die Stromoperatoren bzw. die Kommutatoren für
das bosonische Feld f̂ in Gl. (1.2.17) stellen außerdem sicher, dass die Korrelations-
funktionen der Felder im globalen Gleichgewichtsfall mit denen aus der Rytovschen
Theorie in Gl. (1.1.13) und damit auch mit denen der Linear-Response-Theorie in
Gl. (1.2.14) übereinstimmen. Denn mit Gl. (1.1.4) und der Definition des Stromope-
rators in Gl. (1.2.16) erhält man für das elektrische Feld

Êα(r, ω) = iωµ0

∫

d3r′
� E

αγ(r, r
′)2ω

√

~πε′′(r′)f̂γ(r
′, ω), (1.2.19)

sodass schließlich

Êα(r, t) =

∫ ∞

0

dω

2π
e−iωtÊα(r, ω) + h.c. (1.2.20)

gilt, wobei h.c. für das hermitesch konjugierte des ersten Terms steht.
Nimmt man an, dass das bosonische Feld im thermodynamischen Gleichgewicht

ist, kann man die Erwartungswerte mittels der Spur über den Dichte-Operator

ρ̂ =
e−Ĥβ

Tr
[

e−Ĥβ
] (1.2.21)

berechnen, wobei der Hamilton-Operator des Systems durch

Ĥ =

∫

dω

∫

d3r ~ω f̂ †(r, ω)f̂(r, ω) (1.2.22)

gegeben ist. Damit kann man die symmetrisierte Korrelationsfunktion des elektri-
schen Feldes aus Gl. (1.2.9) bestimmen und bekommt zunächst

Ψαβ
E (t− t′) =

1

2
〈Êα(r, t)Êβ(r′, t′) + Êβ(r′, t′)Êα(r, t)〉

=
1

2

∫ ∞

0

dω

∫ ∞

0

dω′ e−i(ωt−ω′t′)ωω′µ2
0

∫

d3r′
∫

d3r′′
ωω′

~

π

√

ε′′(r′)ε′′(r′′)

×
(

� E
αγ(r1, r

′)
�

E
βδ(r2, r

′′)〈f̂γ(r
′, ω)f̂ †

δ (r
′′, ω′)〉

+
�

E
αγ(r1, r

′)
� E

βδ(r2, r
′′)〈f̂ †

γ(r
′, ω)f̂δ(r

′′, ω′)〉
)

+ (r1 ↔ r2, t↔ t′),

(1.2.23)
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1.2. QUANTEN-ELEKTRODYNAMIK IN MATERIE 11

wobei (r1 ↔ r2, t ↔ t′) symbolisch für einen zweiten Term steht, der sich aus dem
ersten durch Vertauschung der Orts- und Zeitvariablen ergibt. Außerdem wurden
bereits die Beziehungen 〈f̂γ f̂δ〉 = 〈f̂ †

γ f̂
†
δ 〉 = 0 verwendet. Nutzt man noch aus, dass

die Erwartungswerte der bosonischen Feldoperatoren in (1.2.23) nur einen Wert
ungleich Null liefern, falls γ = δ, ω = ω′ und r = r′ gelten, erhält man mit dem
optischen Theorem in Gl. (1.2.15)

Ψαβ
E (t− t′) =

1

2

∫ ∞

0

dω e−iω(t−t′)ω2µ0
~

π

(

Im
� E

αβ(r1, r2)〈f̂γ f̂
†
δ δγδ〉

+ Im
� E

βα(r2, r1)〈f̂ †
γ f̂δδγδ〉

)

+ (r1 ↔ r2, t↔ t′).

(1.2.24)

Verwendet man nun noch die Symmetrierelation in Gl. (1.1.6) und die Tatsache,
dass E0(ω, T ) = ~ω〈f̂ †

γ f̂δδγδ + 1
2
〉 der Erwartungswert eines harmonischen Oszillators

im thermodynamischen Gleichgewicht ist, so bekommt man schließlich

Ψαβ
E (t− t′) =

1

2

∫ ∞

0

dω e−iω(t−t′)ω2µ0
~

π
Im

� E
αβ(r1, r2)2

〈

f̂ †
γ f̂δδγδ +

1

2

〉

+ c.c.

=

∫ ∞

0

dω e−iω(t−t′)ωµ0

π
Im

� E
αβ(r1, r2)E0(ω, T ) + c.c.,

die bekannte Korrelationsfunktion aus Gl. (1.2.14) für das thermodynamische Gleich-
gewicht. Damit liefert die makroskopische Quantenelektrodynamik im thermody-
namischen Gleichgewicht die gleichen Ergebnisse wie die Rytovsche Theorie und
die Linear-Response-Theorie basierend auf dem Fluktuations-Dissipations-Theorem,
wobei aber eine explizite Quantisierung der Felder durchgeführt wurde. Allerdings
erscheint unklar, wie man die Rytovschen Ergebnisse — wie die Bestimmung des
Strahlungswärmetransportes zwischen zwei dielektrischen Köpern mit verschiedener
Temperatur — innerhalb dieser Theorie reproduzieren kann.

1.2.3 Janowicz-Beschreibung

Eine Klärung dieser Frage wurde innerhalb einer Theorie gegeben, die die Wech-
selwirkung zwischen dem Feld und dem Dielektrikum sowie die Wechselwirkung
zwischen dem Dielektrikum und seinem Reservoir explizit berücksichtigt. Solch eine
Beschreibung wurde durch Janowicz et al. [8] gegeben, wobei man eine genaue Dar-
stellung dieser Theorie in [26] finden kann. Der Startpunkt dieser Beschreibung ist
die Lagrange-Funktion des Gesamtsystems

L = LD + LEM + LWW + LRD (1.2.25)

mit der Lagrange-Funktion des Dielektrikums LD, des elektromagnetischen Feldes
LEM , der Wechselwirkung zwischen Dielektrikum und elektromagnetischem Feld
LWW und der Lagrange-Funktion LRD der Wechselwirkung zwischen dem Dielektri-
kum und dem Reservoir. Dabei beschreibt die Lagrange-Funktion LD das Dielektri-
kum im Hopfield-Modell [27] als ein Polarisationsfeld harmonischer Oszillatoren, das
linear an ein Reservoir koppelt, das selbst durch ein kontinuierliches Feld harmoni-
scher Oszillatoren gegeben ist. Innerhalb dieses Modells haben bereits Huttner und

11



12 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Barnett [28] gezeigt, dass die zur Lagrange-Funktion (1.2.25) gehörige Hamilton-
Funktion des Gesamtsystems eine Quantisierung und Diagonalisierung erlaubt.

Janowicz et al. haben nun mithilfe der Variation der Lagrange-Funktion (1.2.25)
die Heisenberg-Gleichung für die beteiligten Feldgrößen aufgestellt und das Anfangs-
wertproblem für inhomogene Dielektrika gelöst und somit den Poynting-Vektor, d.h.
im Wesentlichen die Korrelationsfunktion 〈ÊαĤβ〉 für das gegebene System im sta-
tionären Fall für t → ∞ bestimmt. Innerhalb dieses Ansatzes stellt sich heraus,
dass die Korrelationsfunktion der Felder bzw. der Poynting-Vektor direkt von den
Anfangswerten der Reservoirvariablen abhängen. Nimmt man an, dass diese im ther-
modynamischen Gleichgewicht sind — d.h. man geht auch hier wie in der fluktuie-
renden Elektrodynamik von einer lokalen Gleichgewichtssituation aus — so erhält
man die Korrelationsfunktion aus der Rytovschen Theorie in Gl. (1.1.13), wobei die
Bose-Einstein-Funktion vom Erwartungswert der Reservoir-Oszillatoren herrührt.
Suttorp und Wubs [29] haben schließlich gezeigt, dass man innerhalb dieser Theo-
rie die phänomenologische Theorie der makroskopischen Quanten-Elektrodynamik
ableiten kann, indem man die entsprechenden Größen mit der Permittivität des Di-
elektrikums und dem Quellenstromoperator identifiziert.

1.3 Freie dyadische Greensche Funktion

Um das klassische elektrodynamische Problem der Bestimmung der elektrischen
Greenschen Funktion

�
E zu lösen, ist es unerlässlich, zunächst die freie dyadi-

sche Greensche Funktion für ein gegebenes Koordinatensystem zu konstruieren. Die
freie dyadische Greensche Funktion selbst ist eine Grundlösung der inhomogenen
Helmholtz-Gleichung (1.1.5) innerhalb eines unbegrenzten dielektrischen Mediums
mit der Permittivität ε(ω), die über die Wellenzahl k2 = µ0ε(ω)ω2 in die Helmholtz-
Gleichung eingeht. In diesem Abschnitt soll insbesondere die freie dyadische Green-
sche Funktion im Vakuum bestimmt werden, sodass ε(ω) = ε0 und damit k = k0

gilt.

Zur Konstruktion der dyadischen Greenschen Funktion geht man zunächst von
der skalaren Greenschen Funktion aus, die ihrerseits eine Lösung der inhomogenen
Wellengleichung

(∆ + k2
0)g(r, r

′) = −δ(r − r′) (1.3.1)

mit k2
0 = ω2µ0ε0 = ω2/c2 ist. Die gesuchte Lösung dieser Differentialgleichung soll

auslaufende Wellen beschreiben, sodass als physikalische Randbedingung die Som-
merfeldsche Ausstrahlbedingung

lim
r→∞

r

[

∂g(r, r′)

∂r
− ik0g(r, r

′)

]

= 0 (1.3.2)

gestellt werden muss. Die gesuchte Lösung ist eine auslaufende Kugelwelle

g(r, r′) =
eik0|r−r′|

4π|r − r′| . (1.3.3)
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1.3. FREIE DYADISCHE GREENSCHE FUNKTION 13

Mit dieser Lösung für die inhomogene Wellengleichung (1.3.1) kann man die dyadi-
sche Greensche Funktion konstruieren, indem man den Ansatz

� E
0 (r, r′) =

(

� +
1

k2
0

∇⊗∇
)

g(r, r′) (1.3.4)

wählt, wobei ⊗ für das äußere bzw. Tensor-Produkt und � für den Identitätsoperator
stehen. Mithilfe der Identität ∇ × ∇× = ∇ ⊗ ∇ − ∆ kann man zeigen, dass der
Ansatz in Gl. (1.3.4) eine Lösung der inhomogenen Helmholtz-Gleichung (1.1.5) ist,
denn

(

∇×∇×− k2
0 �

)

� E
0 (r, r′) = −

(

k2
0 � −∇×∇×

)(

� +
1

k2
0

∇⊗∇
)

g(r, r′)

= −k2
0

(

� +
1

k2
0

∇⊗∇
)

g(r, r′) + ∇×∇× g(r, r′) �

= −
(

k2
0 + ∆

)

g(r, r′) �
= δ(r − r′) � .

(1.3.5)

Daher kann man die freie dyadische Greensche Funktion durch die Bestimmungs-
gleichung

� E
0 (r, r′) =

(

� +
1

k2
0

∇⊗∇
)

eik0|r−r′|

4π|r− r′| (1.3.6)

angeben.
Um die Eigenschaften der freien Greenschen Funktion etwas genauer zu studie-

ren, lohnt es sich, die freie dyadische Greensche Funktion im k-Raum zu betrachten.
Im Fourrierraum hat die inhomogene Helmholtz-Gleichung (1.1.5) für das Vakuum
die Form

−
[

k2
0 � + k ⊗ k − k2 �

] � E
0 (k, ω) = � , (1.3.7)

sodass man die freie Greensche Funktion im Fourrierraum durch

� E
0 (k, ω) = − �

(k2
0 − k2) � + k ⊗ k

(1.3.8)

angeben kann. Die dyadische Greensche Funktion kann nun leicht in ihre longitudi-
nalen und transversalen Anteile zerlegt werden, d.h. in die Anteile proportional zu
ek ⊗ ek = k ⊗ k/k2 bzw.

(

� − ek ⊗ ek

)

. Man erhält dann

� E
0 (k, ω) = − 1

k2
0 − k2

(

� − ek ⊗ ek

)

− 1

k2
0

ek ⊗ ek

=:
� E

0,t(k, ω) +
� E

0,l(k, ω).

(1.3.9)

Der transversale Anteil
� E

0,t(k, ω) beschreibt die propagierenden Transversalmoden
und hat Pole bei k = ±k0, wobei man für auslaufende Wellen nur den Pol bei k = k0

zu berücksichtigen hat. Man beachte, dass
�

E
0,t(k, ω) im Wesentlichen die Greensche

Funktion für Photonen im Vakuum ist [23]. Der longitudinale Anteil
� E

0,l(k, ω) be-
schreibt dagegen die elektrostatischen Moden und hat einen Pol zweiter Ordnung
bei k0 = 0.

13



14 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Führt man nun die Rücktransformation in den Ortsraum durch, so erhält man
für die Greensche Funktion [9, 30] mit ρ = r − r′ und eρ = ρ/ρ

� E
0 (r, r′, ω) = − � v(r, r

′) − 1

3k2
0

δ(ρ) � , (1.3.10)

wobei

� v(r, r
′) =

eik0ρ

4πk2
0ρ

3

[

a(−ik0ρ) � − b(−ik0ρ)eρ ⊗ eρ

]

(1.3.11)

und

a(x) = 1 + x+ x2,

b(x) = 3 + 3x+ x2 (1.3.12)

gelten. Eine Fourier-Transformation der longitudinalen und transversalen Green-
schen Funktion führt auf [9]

� E
0,t(r, r

′, ω) =
� − 3eρ ⊗ eρ

4πk2
0ρ

3
− � v(r, r

′)

� E
0,l(r, r

′, ω) = − � − 3eρ ⊗ eρ

4πk2
0ρ

3
− 1

3k2
0

δ(ρ) � .
(1.3.13)

Die Delta-Funktion, die zur longitudinalen Greenschen Funktion gehört, stellt si-
cher, dass das über eine kleine Kugel, die einen statischen Dipol enthält, gemittelte
elektrische Feld nicht Null ist. Der erste Term ergibt das bekannte Dipolfeld für
einen statischen Dipol, was man leicht sehen kann, indem man beispielsweise von
einem statischen Dipol bei r′ = 0 mit dem Dipolmoment d ausgeht und in Gl. (1.1.4)
einsetzt. Das ergibt das statische Dipolfeld [31]

E(r, ω) = iωµ0

∫

d3r′
(

− � − 3eρ ⊗ eρ

4πk2
0ρ

3
− 1

3k2
0

δ(ρ) �
)

(−iω)d δ(r′)

=
3er(er · d) − d

4πε0r3
− δ(r)

3ε0
d,

(1.3.14)

wobei wieder er = r/r ist. Dass die transversale Greensche Funktion
� E

0,t(r, r
′, ω)

keine statischen Anteile enthält, kann man leicht sehen, da für ω → 0

� v(r, r
′) → � − 3eρ ⊗ eρ

4πk2
0ρ

3
(1.3.15)

und somit
�

0,t = 0 im statischen Grenzfall gilt.

1.4 Die freie dyadische Greensche Funktion in Zy-

linderkoordinaten

Nachdem die freie dyadische Greensche Funktion (1.3.10) für das Vakuum in kartesi-
schen Koordinaten bestimmt und diskutiert wurde, soll nun der entsprechende Aus-
druck in Zylinderkoordinaten für ein beliebiges Dielektrikum mit der Permittivität

14



1.4. DIE FREIE DYADISCHE GREENSCHE FUNKTION IN ZYLINDERKOORDINATEN 15

ε(ω) bestimmt werden. Gesucht werden dazu die Vektorwellenfunktionen V = M,N,
die die homogene Helmholtz-Gleichung

(∇×∇×− k2)V = 0 (1.4.1)

erfüllen. Solche Vektorwellenfunktionen lassen sich ganz allgemein aus einer skalaren
Funktion ψ = ψ(r, ω) konstruieren, die ihrerseits eine Lösung der Wellengleichung

(

∆ + k2
)

ψ = 0 (1.4.2)

ist. Wählt man einen geeigneten konstanten Pilotvektor a, so erhält man die zwei
linear unabhängigen Lösungen der Helmholtz-Gleichung (1.4.1)

M = ∇× (aψ) und N =
1

k
∇×∇× (aψ). (1.4.3)

Man kann sich durch Einsetzen dieser Relationen in die Helmholtz-Gleichung (1.4.1)
mithilfe der Identität ∇ ×∇× = ∇ ⊗∇ − ∆ und der homogenen Wellengleichung
(1.4.2) leicht davon überzeugen, dass die Vektorwellenfunktionen V Lösungen der
Gl. (1.4.1) sind.

Aus den Bestimmungsgleichungen der Vektorwellenfunktionen (1.4.3) folgen so-
fort die nützlichen Beziehungen [10]

∇× M = kN und ∇× N = kM. (1.4.4)

Anhand dieser Beziehungen ist klar, dass die Vektorwellenfunktionen eine verschwin-
dende Divergenz haben, da sie als reine Rotationsfelder darstellbar sind. Daher kann
man mit diesen Vektorwellenfunktionen nur transversale Felder beschreiben. Außer-
dem ist leicht zu sehen, dass die beiden Vektorwellenfunktionen senkrecht aufeinan-
der stehen, da im Fourier-Raum M ·N = ik−1M · k × M = 0 gilt.

Man beachte außerdem, dass die longitudinale Vektorwellenfunktion [32]

L = ∇ψ (1.4.5)

keine Lösung der homogenen Helmholtz-Gleichung in (1.4.1) für k 6= 0 ist, denn es
gilt

(∇×∇×− k2)L = −k2∇ψ = −k2L. (1.4.6)

Die longitudinale Vektorwellenfunktion L muss also nur für die Wellenzahlen k = 0
berücksichtigt werden, d.h. im Medium für ε(ω) = 0 bzw. im Vakuum für ω = 0,
wobei sie für alle anderen Frequenzen keine physikalische Bedeutung hat. Daher
benötigt man die longitudinale Vektorwellenfunktion für die Beschreibung der lon-
gitudinalen Moden in Festkörpern [33] bzw. der statischen Felder im Vakuum [34].
Im Weiteren werden die longitudinalen Lösungen vernachlässigt und nur die dy-
namischen Transversalfelder betrachtet, sodass nur die transversalen Vektorwellen-
funktionen M,N berücksichtigt werden, die von transversalen Quellenströmen mit
∇·j = 0 herrühren. Man beachte aber, dass man damit nur physikalische Situationen
richtig beschreiben kann, in denen die statischen Felder und longitudinalen Moden
in Festkörpern vernachlässigt werden können.

15



16 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Da im Weiteren nur Geometrien geschichteter planarer Medien betrachtet wer-
den, bei denen die Schichten der verschiedenen Materialien entlang der z-Achse auf-
gereiht sind, ist es sinnvoll Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z) einzuführen, wobei bezüglich
der z-Achse eine Rotationssymmetrie besteht. Die Lösungen der Wellengleichung
(1.4.2) haben dann die Gestalt [10]

ψ±nλ(r, ϕ, z) = Jn(λr)
{cos

sin

}

(nϕ)eihz (1.4.7)

mit der Wellenzahl

k2 = λ2 + h2. (1.4.8)

Der kontinuierliche Parameter λ ∈ [0,∞[ entspricht hier dem parallelen Anteil des
Wellenzahlvektors k und h dem senkrechten Anteil, wobei sich parallel und senkrecht
auf die Trennfläche zwischen zwei Schichten bezieht. Man beachte, dass die senkrech-
te Wellenzahl h selbst für reelle Wellenzahlen k und λ komplexe Werte annehmen
kann. Für Dielektrika mit einer komplexen Permittivität ε(ω) ist allerdings die Wel-
lenzahl k im Medium selbst eine komplexe Zahl. Der diskrete Parameter n, der
auch als Index in die Besselfunktion Jn(λr) eingeht, kommt aus der 2π-Periodizität
bezüglich des Azimutwinkels ϕ und kann ganzzahlige Werte aus dem Intervall [0,∞[
annehmen. Wählt man nun noch den Einheitsvektor ez der Symmetrieachse als Pi-
lotvektor a, so erhält man für die Vektorwellenfunktionen

M±nλ(h) = ∇×
(

ψ±nλ(r, ϕ, z)ez

)

und

N±nλ(h) =
1

k
∇×∇×

(

ψ±nλ(r, ϕ, z)ez

)

.
(1.4.9)

Betrachtet man die Vektorwellenfunktionen wieder im Fourier-Raum, so wird an
dieser Stelle ersichtlich, dass M senkrecht zu ez und k und damit senkrecht zur Ein-
fallsebene ist, die durch die beiden Vektoren ez und k aufgespannt wird. Daher kann
man mit der Vektorwellenfunktion M die TE-polarisierten Moden in der Schicht-
geometrie beschreiben. Die Vektorwellenfunktion N hingegen ist senkrecht auf M

und k, wodurch diese Vektorwellenfunktion innerhalb der Einfallsebene liegt, sodass
sich mit N die TM-polarisierten Moden beschreiben lassen. Das elektrische und
magnetische Feld sind dabei durch eine Linearkombination beider Anteile gegeben.

Man erhält aus Gl. (1.4.9) die Vektorwellenfunktionen für die Zylinderkoordina-
ten [10, 35]

M±nλ(h) =

(

∓nJn(λr)

r

{sin

cos

}

(nϕ)er −
∂Jn(λr)

∂r

{cos

sin

}

(nϕ)eϕ

)

eihz, (1.4.10)

N±nλ(h) =

(

ih

k

∂Jn(λr)

∂r

{cos

sin

}

(nϕ)er ∓
ihn

k

Jn(λr)

r

{sin

cos

}

(nϕ)eφ

+
λ2

k
Jn(λr)

{cos

sin

}

(nϕ)ez

)

eihz. (1.4.11)
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1.4. DIE FREIE DYADISCHE GREENSCHE FUNKTION IN ZYLINDERKOORDINATEN 17

Diese Vektorwellenfunktionen erfüllen die Orthogonalitätsrelationen
∫

z′<0

d3r′ M′
±nλ(−h1) · M

′
±n′λ′(−h1) =

πλ

2h′′1
δ(λ− λ′)(1 + δn,0)δn,n′,

∫

z′<0

d3r′ N′
±nλ(−h1) · N

′
±n′λ′(−h1) =

πλ

2h′′1
δ(λ− λ′)(1 + δn,0)δn,n′

λ2 + |h1|2
|k1|2

,

∫

z′<0

d3r′ N′
±nλ(−h1) · M

′
±n′λ′(−h1) =

∫

z′<0

d3r′ M′
±nλ(−h1)N

′
±n′λ′(−h1) = 0,

(1.4.12)

die hier für komplexwertige Wellenzahlen h eine kompliziertere Form als in [10]
annehmen. Man beachte, dass sich die Volumenintegration über das Quellenvolumen
erstreckt, das hier durch den Halbraum für alle z < 0 gegeben sein soll.

Die dyadische Greensche Funktion kann nun anhand der Vollständigkeitsrelation
konstruiert werden, wobei der an den Details interessierte Leser auf das Buch von
Chen-To-Tai [10] verwiesen wird. Man erhält dann für die freie dyadische Greensche
Funktion als Lösung der inhomogenen Wellengleichung (1.1.5) für z > z′ [10]

� E(r, r′) =
i

4π

∫ ∞

0

dλ
∞

∑

n=0

(2 − δn,0)

λh

{

M±nλ(h) ⊗ M′
±nλ(−h)

+ N±nλ(h) ⊗ N′
±nλ(−h)

}

.

(1.4.13)

Hierbei kennzeichnen die Striche an den Vektorwellenfunktionen, dass hier die Ko-
ordinaten des Quellpunktes r′ zu benutzen sind, wohingegen bei den ungestriche-
nen Vektorwellenfunktionen die Koordinaten des Beobachtungspunktes r zu ver-
wenden sind. Außerdem muss das dyadische Produkt zweier Vektorwellenfunktionen
M±nλ(h) ⊗ M′

±nλ(−h) als Summe der Produkte der Vektorwellenfunktion mit dem
oberen und dem unteren Vorzeichen gelesen werden, d.h.

M±nλ(h)⊗M′
±nλ(−h) ≡ M+nλ(h)⊗M′

+nλ(−h) +M−nλ(h)⊗M′
−nλ(−h). (1.4.14)

Die freie Greensche Funktion aus Gl. (1.4.13) erfüllt die Sommerfeldsche Ausstrahl-
bedingung

lim
r→∞

r

[

∇× � E(r, r′) − iker ×
� E(r, r′)

]

= 0 (1.4.15)

und stellt damit eine Grundlösung der dyadischen Wellengleichung für auslaufende
Transversalwellen dar. (Sie erfüllt offensichtlich die homogene Helmholtz-Gleichung
(1.4.1), da auch die Präfaktoren im äußeren Produkt Lösungen dieser Gleichung
sind.) Außerdem kann man anhand der Konstruktion leicht sehen, dass die Symme-
trierelation in Gl. (1.1.6) erfüllt wird. Die entsprechende freie Greensche Funktion
für z < z′ kann man hieraus durch das Umkehren der Vorzeichen der Wellenzahl h
in allen Argumenten der vier Vektorwellenfunktionen erhalten. Mittels dieser freien
Greenschen Funktion, die ja die Lösung der Helmholtz-Gleichung für eine Delta-
Inhomogenität darstellt, können die Greenschen Funktionen für beliebige Schicht-
geometrien [35] durch Linearkombination erzeugt werden, wobei die entsprechenden
Randbedingungen (1.1.7) zu implementieren sind, um die Koeffizienten und damit
die eindeutige Lösung zu bestimmen.
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18 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

1.5 Greensche Funktion für eine Halbraumgeo-

metrie

Die Konstruktion der Greenschen Funktion in einer planaren Geometrie geschichte-
ter Medien mit der freien dyadischen Greenschen Funktion in Gl. (1.4.13) soll nun
anhand der einfachsten Geometrie dieser Klasse von Geometrien durchgeführt wer-
den, der Halbraumgeometrie in Abb. 1.1. Daher sei der Halbraum für alle z < 0
durch ein Dielektrikum mit der Permittivität ε1 gegeben und der Halbraum für alle
z > 0 durch ein Dielektrikum mit der Permittivität ε2. Da in den folgenden Ab-
schnitten das fluktuierende Feld im Dielektrikum 2 bestimmt werden soll, das durch
die fluktuierenden Quellenströme im Dielektrikum 1 erzeugt wird, ist es zunächst
notwendig, die dyadische Greensche Funktion

�
21 im Dielektrikum 2 mit den Quel-

lenströmen im Dielektrikum 1 zu bestimmen.

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

z=0

1

x

z=z’ z

2

G1

G1r

G2t

Abbildung 1.1: Skizze zur Konstruktion der Greenschen Funk-
tionen für die Halbraumgeometrie.

Anschaulich ist klar, dass ein Quellenstrom bei z′ im Dielektrikum 1 ein propa-
gierendes Feld erzeugt, das an der Grenzfläche bei z = 0 teilweise reflektiert und
teilweise in das Dielektrikum 2 transmittiert wird. Der mathematische Ansatz für
die Greenschen Funktionen hat dementsprechend die Form

�
11 =

�
1 +

�
1r (1.5.1)

�
21 =

�
2t. (1.5.2)

Die dyadische Greensche Funktion
�

11 im Dielektrikum 1 mit den Quellenströmen im
Dielektrikum 1 setzt sich in diesem Ansatz aus der freien Greenschen Funktion

�
1 im

Dielektrikum 1, die den auslaufenden Anteil des elektrischen Feldes beschreibt, und
dem an der Grenzfläche bei z = 0 reflektierten Anteil

�
1r zusammen. Die dyadische

Greensche Funktion
�

21 im Dielektrikum 2 mit den Quellenströmen im Dielektri-
kum 1 ist dagegen allein durch den transmittierten Anteil

�
2t der ursprünglichen

Welle gegeben. Drückt man den reflektierten Anteil durch die dyadische Greensche

18



1.5. GREENSCHE FUNKTION FÜR EINE HALBRAUMGEOMETRIE 19

Funktion in Gl. (1.4.13) mithilfe der Koeffizienten r12
⊥ für die TE-Moden und r12

‖ für

die TM-Moden aus, so kann man den Ansatz [10]

� E
11 =

i

4π

∫ ∞

0

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

(

M±nλ(h1) + r12
⊥ M±nλ(−h1)

)

⊗ M′
±nλ(−h1)

+
(

N±nλ(h1) + r12
‖ N±nλ(−h1)

)

⊗ N′
±nλ(−h1)

}

(1.5.3)

machen. Die Vorzeichen in den Präfaktoren bestimmen, ob es sich um auslaufende
oder einlaufende Lösungen handelt. Außerdem sind die Postfaktoren für

�
1 und

�
1r

die gleichen, da beide Wellen den gleichen Ursprung haben. Entsprechend kann man
den transmittierten Anteil mithilfe der Koeffizienten t21⊥ für die TE-Moden und t21‖
für die TM-Moden ansetzen [10] und bekommt

� E
21 =

i

4π

∫ ∞

0

dλ
∞

∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

t21⊥ M±nλ(h2) ⊗ M′
±nλ(−h1)

+ t21‖ N±nλ(h2) ⊗ N′
±nλ(−h1)

}

.

(1.5.4)

Auch hier bestimmen die Präfaktoren den Charakter der auslaufenden Wellen, aller-
dings handelt es sich diesmal um Wellen im Medium 2. Man beachte, dass bei dieser
Konstruktion der Ursprung der Welle nicht nur in die Postfaktoren eingeht, die mit
denen in

�
E
11 übereinstimmen, sondern auch in den Nenner unter dem Integral, der

proportional zu h1 ist.
Die magnetische dyadische Greensche Funktion

�
H
21 kann mittels des Faraday-

schen Induktionsgesetzes in Gl. (1.1.8) und den Relationen zwischen N und M in
Gl. (1.4.4) direkt bestimmt werden, sodass man im Dielektrikum 2

� H
21 =

1

iωµ0
∇× � E

21

=
k2

4πωµ0

∫ ∞

0

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

t21⊥ N±nλ(h2) ⊗ M′
±nλ(−h1)

+ t21‖ M±nλ(h2) ⊗ N′
±nλ(−h1)

}

(1.5.5)

erhält.
Zur Lösung des klassischen elektrodynamischen Problems für die gegebene Geo-

metrie müssen nur noch die richtigen Randbedingungen für das elektrische Feld
implementiert werden. Dabei können die beiden Randbedingungen in Gl. (1.1.7) bei
z = 0 mit n = ez für die TE- und TM-Moden einzeln angewendet werden, da N und
M linear unabhängig sind. Man erhält daher vier Bestimmungsgleichungen für die
vier unbekannten Koeffizienten in den dyadischen Greenschen Funktionen, die man
leicht auflösen kann. Es ergeben sich die Fresnelschen Amplitudenreflexionskoeffizi-
enten [31]

r12
⊥ =

h1 − h2

h1 + h2
und r12

‖ =
h1ε2 − h2ε1
h1ε2 + h2ε1

(1.5.6)
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20 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

und die Amplitudentransmissionskoeffizienten

t21⊥ =
2h1

h2 + h1
und t21‖ =

2h1
√
ε1ε2

h2ε1 + h1ε2
(1.5.7)

für die Transmission bzw. Reflexion ebener elektromagnetischer Wellen an einer
planaren Oberfläche. Anhand dieser Gleichungen kann man leicht sehen, dass die
Fresnel-Koeffizienten für die TE-Moden die Beziehung t⊥ + r⊥ = 1 erfüllen, wohin-
gegen dies für die TM-Moden nicht gilt. Die Reflexions- und Transmissionskoeffizi-
enten für die Reflexion bzw. Transmission einer ebenen elektromagnetischen Welle
an einer planaren Oberfläche sind für die TE- und TM-Moden durch [36]

R = |r|2 und T = 1 − |r|2 (1.5.8)

definiert, sodass offensichtlich

R + T = 1 (1.5.9)

gilt. Man beachte, dass T 6= |t|2 ist.

1.6 Die propagierenden Moden des fluktuieren-

den Feldes

Nachdem die Greenschen Funktionen für die Halbraumgeometrie in Abb. 1.1 für
Zylinderkoordinaten bekannt sind, kann man nunmehr die fluktuierende Elektrody-
namik auf diese Geometrie anwenden. Dazu geht man davon aus, dass im Dielektri-
kum 1 ein lokales thermodynamisches Gleichgewicht bei der Temperatur T1 vorliegt.
Das Dielektrikum 2 hingegen habe die Temperatur T2, es liegt hier also ebenfalls
ein lokales thermodynamisches Gleichgewicht, allerdings bei T = T2 vor. Im Rah-
men der fluktuierenden Elektrodynamik kann es einen Energieaustausch zwischen
den beiden Medien nur durch die fluktuierenden elektromagnetischen Felder geben,
sodass das lokale thermodynamische Gleichgewicht in den beiden Dielektrika von
außen durch Energiezufuhr bzw. Energieabfuhr aufrecht gehalten werden muss.

Um den Energieaustausch bzw. den Strahlungswärmetransport zwischen den bei-
den Medien angeben zu können, muss man die Energie pro Fläche und Zeit bestim-
men, die durch die Grenzfläche beider Dielektrika bei z = 0 geht. Die zentrale Größe
ist daher in diesem Fall der Poynting-Vektor

〈S〉 = 〈E× H〉, (1.6.1)

wobei die spitzen Klammern wieder das Ensemble-Mittel symbolisieren. Der Ener-
giefluss von Dielektrikum 1 in das Dielektrikum 2 durch eine Fläche parallel zur
Grenzfläche zwischen beiden Dielektrika ist durch die z-Komponente des Poynting-
Vektors gegeben, wobei man das Ensemble-Mittel derjenigen Felder im Dielektrikum
2 zu nehmen hat, die durch die Quellenströme im Dielektrikum 1 erzeugt werden.
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Man bekommt somit entsprechend (1.1.13) die Gleichung

〈S21,z〉 = εαβz〈EαHβ〉

= εαβz

∫ ∞

0

dω E0(ω, T1)
µ2

0ω
3ε′′1(ω)

π

×
∫

z′<0

d3r′
(

� E
21(r, r

′)
� H

21

†
(r, r′)

)

αβ

+ c.c.

(1.6.2)

mit dem Levi-Civita-Tensor εαβz. Um diesen Ausdruck auszuwerten, muss vor allem
das Integral über das Quellenvolumen bei z < 0 berechnet werden. Setzt man die
dyadischen Greenschen Funktionen aus den Gl. (1.5.4) und Gl. (1.5.5) in das Integral
über das Quellenvolumen in Gl. (1.6.2) ein, so erhält man unter Verwendung der
Orthogonalitätsrelationen in Gl. (1.4.12)

∫

d3r′
� E

21

� H
21

†
=

ik2

(4π)2ωµ0

∫

dλ

∫

dλ′
∑

n,n′

(2 − δn,0)
2

λ2|h1|2
{

|t21⊥ |2M±nλ(h2) ⊗ N±n′λ′(h2)

∫

d3r′ M′
±nλ(−h1)M

′
±n′λ′(−h1)

+ |t21‖ |2N±nλ(h2) ⊗ M±n′λ′(h2)

∫

d3r′ N′
±nλ(−h1)N

′
±n′λ′(−h1)

}

=
ik2

(4π)2ωµ0

∫

dλ
∑

n

π(2 − δn,0)

λ|h1|2h′′1

{

|t21⊥ |2M±nλ(h2) ⊗ N±nλ(h2)

+ |t21‖ |2λ
2 + |h1|2
|k1|2

N±nλ(h2) ⊗ M±nλ(h2)

}

.

(1.6.3)

Bevor man die z-Komponente des Poynting-Vektors in Gl. (1.6.2) angeben kann,
müssen die Relationen

εαβz

(

M±nλ(h2) ⊗ N±nλ(h2)
)

αβ
= Mr

±nλ(h2)N
ϕ

±nλ(h2) − M
ϕ
±nλ(h2)N

r

±nλ(h2)

= − ih2

k2

e−2h′′
2 z

[

n2J2
n(λr)

r2
+

(

∂Jn(λr)

∂r

)2]

(1.6.4)

εαβz

(

N±nλ(h2) ⊗ M±nλ(h2)
)

αβ
= Nr

±nλ(h2)M
ϕ

±nλ(h2) − N
ϕ
±nλ(h2)M

r

±nλ(h2)

= − ih2

k2
e−2h′′

2 z

[

n2J2
n(λr)

r2
+

(

∂Jn(λr)

∂r

)2]

(1.6.5)

bekannt sein. Diese kann man wegen der Translationssymmetrie des Systems quer zur
z-Achse vereinfachen, denn aufgrund dieser Symmetrie muss der Poynting-Vektor für
alle Punkte auf einer Ebene parallel zur Grenzfläche zwischen den beiden Halbräu-
men den gleichen Beitrag liefern. Dementsprechend kann ein beliebiger Punkt auf
solch einer Ebene gewählt werden, wobei sich die Gleichungen gerade für die spezielle
Wahl r = 0 stark vereinfachen, sodass sich die Gleichungen

εαβz

(

M±nλ(h2) ⊗ N±nλ(h2)
)

αβ
= − ih2

k22

[

δn,1 + δn,−1

]

λ2e−2h′′
2 z,

εαβz

(

N±nλ(h2) ⊗ M±nλ(h2)
)

αβ
= − ih2

k22

[

δn,1 + δn,−1

]

λ2e−2h′′
2 z (1.6.6)
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ergeben. Mithilfe diesen Gleichungen erhält man nun für das Integral über das Quel-
lenvolumen den Ausdruck

εαβz

∫

d3r′
(

� E
21

� H
21

†
)

αβ

+ c.c. =
1

8πωµ0

∫

dλ
λe−2h′′

2 z

|h1|2h′′1

×
{

|t21⊥ |2Re(h2) + |t21‖ |2λ
2 + |h1|2
|k1|2

Re(h2k
2

2)

|k2|2
}

.

(1.6.7)

Setzt man schließlich in diese Lösung für das Integral über das Quellenvolumen die
Amplitudentransmissionskoeffizienten aus Gl. (1.5.7) ein, erhält man unter Verwen-
dung der Beziehungen

ε′′1 =
2ε0
k2

0

Re(h1)Im(h1) und
1

k2
0

(

λ2 + |h1|2
)

Re(h1) = Re(h1εr1) (1.6.8)

den Poynting-Vektor

〈S21,z〉 =

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1)

(2π)2

∫ ∞

0

dλλe−2h′′
2 z

{

4Re(h1)Re(h2)

|h1 + h2|2
+

4Re(h1εr1)Re(h2εr2)

|h2εr1 + h1εr2|2
}

.

(1.6.9)
Anhand dieser Formel kann man bereits eine wichtige Eigenschaften des Poynting-
Vektors diskutieren. Der Integrand ist invariant bei Vertauschung der Materialei-
genschaften 1 ↔ 2, was eine direkte Folge der Spiegelsymmetrie der geometrischen
Anordnung des Systems ist. Daher stimmen 〈S21,z(z)〉 und 〈S12,z(−z)〉 vom Betra-
ge her überein, wenn beide Dielektrika die gleiche Temperatur haben. Es ist daher
auch sichergestellt, dass im globalen thermodynamischen Gleichgewicht, wenn also
T1 = T2 gilt, eine Balance zwischen den beiden Energieflüssen herrscht, sodass es ins-
gesamt im Mittel keinen Energietransfer gibt. Für T1 6= T2 ist der Nettoenergiefluss
vom Dielektrikum 1 ins Dielektrikum 2 daher

〈Sz〉 = 〈S21,z(z = 0, T1)〉 − 〈S21,z(z = 0, T2)〉

=

∫

dω

[

E0(ω, T1) − E0(ω, T2)
]

(2π)2

∫

dλλe−2h′′
2 z

{

4Re(h1)Re(h2)

|h1 + h2|2
+

4Re(h1εr1)Re(h2εr2)

|h2εr1 + h1εr2|2
}

(1.6.10)

bzw. in abgekürzter Schreibweise

〈Sz〉 =

∫

dω

[

E0(ω, T1) − E0(ω, T2)
]

(2π)2

∫

dλλe−2h′′
2 z(T 21

⊥ + T 21
‖ ) (1.6.11)

mit den Transmissionskoeffizienten

T 21
⊥ =

4Re(h1)Re(h2)

|h1 + h2|2
und T 21

‖ =
4Re(h1εr1)Re(h2εr2)

|h2εr1 + h1|2
. (1.6.12)

Offensichtlich enthält der Nettoenergietransfer in Gl. (1.6.11) keine Nullpunktsan-
teile. Da bei der Bestimmung des Gesamtenergieübertrages im Prinzip immer Dif-
ferenzen von Poynting-Vektoren betrachtet werden und somit auch Differenzen von
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Bose-Einstein-Funktionen, kürzt sich der Nullpunktsbeitrag ~ω/2 stets heraus. Da-
her braucht dieser Anteil bei der Bestimmung des Strahlungswärmetransportes ge-
nerell nicht berücksichtigt zu werden.

Um nun die Abstrahlung des Dielektrikums 1 in das Vakuum bei T2 = 0 zu
betrachten, wird der Grenzfall ε′r2 → 1 und ε′′r2 → 0 ausgeführt. Damit konvergiert h2

gegen
√

k2
0 − λ2, sodass man den λ-Integranden in Gl. (1.6.11) in den propagierenden

Anteil für alle λ ∈ [0, k0] und in den evaneszenten Anteil für alle λ ∈ [k0,∞[ aufteilen
kann. Für die propagierenden Moden ist h2 rein reell, sodass man oszillierende Felder
proportional zu exp(ih2z) hat. Für die evaneszenten Moden ist h2 → i

√

λ2 − k2
0 =: iγ

rein imaginär, sodass man gedämpfte Felder proportional zu exp(−γz) hat. Da der
Integrand in Gleichung (1.6.11) für ε′r2 → 1 und ε′′r2 → 0 proportional zu Re(h2) ist,
tragen nur die propagierenden Moden zum Poynting-Vektor bei. Damit verliert der
Poynting-Vektor seine z-Abhängigkeit und man kann die in das Vakuum abgestrahlte
Energie pro Fläche und Zeit durch

〈Sz〉 =

∫ ∞

0

dω

[

E0(ω, T1) − ~ω
2

]

(2π)2

∫ k0

0

dλλ

{

4Re(h1)h2

|h1 + h2|2
+

4Re(h1εr1)h2

|h2εr1 + h1|2
}

=

∫ ∞

0

dω
E(ω, T1)

(2π)2

∫ k0

0

dλλ(T 21
pr,⊥ + T 21

pr,‖)

(1.6.13)

mit dem thermischen Anteil der Bose-Einstein-Funktion

E(ω, T1) := E0(ω, T1) −
~ω

2
(1.6.14)

angeben. Es kann gezeigt werden (siehe Anhang C), dass die Transmissionskoeffizi-
enten für die propagierenden Moden mit

T 21
pr,⊥ = 1 − |r21

⊥ |2 und T 21
pr,‖ = 1 − |r21

‖ |2 (1.6.15)

übereinstimmen, wobei εr2 = 1 und h2 =
√

k2
0 − λ2 gelten. Damit hat man das

bekannte Kirchhoff-Plancksche Strahlungsgesetz für einen Wärmestrahler abgelei-
tet [22].

Natürlich kann man aus Gl. (1.6.13) auch das Stefan-Boltzmann-Gesetz für einen
schwarzen Strahler ableiten. Dazu beachte man zunächst, dass für die propagieren-
den Moden stets |r‖|, |r⊥| ∈ [0, 1] gilt. Somit bekommt man formal die maximal
abgestrahlte Energie, falls |r‖| = |r⊥| = 0 für alle lateralen Wellenzahlen λ und
alle Frequenzen ω gilt, sodass an der Oberfläche des Dielektrikums 1 keine Refle-
xion, sondern vollständige Transmission stattfindet. Man erhält dann das Stefan-
Boltzmann-Gesetz

〈SBB〉 =

∫ ∞

0

dω
~ω

e~ωβ − 1

ω2

π2c3
c

4

= σBBT
4

(1.6.16)

für den schwarzen Strahler (black body) mit σBB = 5, 67 · 10−8 Wm−2K−4.
Man beachte an dieser Stelle, dass man zwar durch das Setzen von ε1 = ε0 das

Stefan-Boltzmann-Gesetz erhält, es aber sinnvoller ist, den Grenzfall ε′r1 → 1 und
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24 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

ε′′r1 → 0 zu betrachten. Schließlich gibt es dem Fluktuations-Dissipations-Theorem
in Gl. (1.1.10) zufolge nur für endliche ε′′r1 überhaupt fluktuierende Quellenströme
und damit die Wärmestrahlung. Allerdings reicht ein unendlich kleines ε′′r1 aus, um
jegliche Strahlung, die in das Dielektrikum 1 eindringt, zu absorbieren, da das Di-
elektrikum 1 unendlich groß ist. Somit hat man zumindest formal eine Realisierung
des schwarzen Strahlers.

Das genaue Gegenteil eines schwarzen Strahlers ist das ideale Metall, das da-
durch charakterisiert ist, dass es jegliche Strahlung reflektiert, d.h. es wird keine
Strahlung absorbiert und es gilt |r‖| = |r⊥| = 1 für alle Frequenzen. Setzt man die-
se Reflexionskoeffizienten in Gl. (1.6.13) ein, erhält man einen Nettoenergietransfer
von Null. Somit strahlt ein ideal absorbierender Halbraum die maximale durch das
Stefan-Boltzmann-Gesetz gegebene Energie ab, wohingegen ein ideal reflektierender
Halbraum ohne jegliche Absorption keinerlei Energie abstrahlt.

1.7 Die evaneszenten Moden des fluktuierenden

Feldes

Der Poynting-Vektor in Gl. (1.6.13) enthält selbst keine Informationen über die eva-
neszenten Moden, sondern nur über die propagierenden Moden. Um für die gegebene
Geometrie dennoch Informationen über die evaneszenten Moden zu erhalten, ist es
notwendig, die Energiedichte

〈u〉 =
ε0
2
〈E2〉 +

µ0

2
〈H2〉 (1.7.1)

im Dielektrikum 2 zu bestimmen, das durch das Vakuum gegeben sein soll, sodass
ε2 = ε0 und h2 =

√

k2
0 − λ2 gelten. Die Berechnung der Energiedichte setzt entspre-

chend der Definition in Gl. (1.7.1) die Bestimmung der Korrelationsfunktionen des
elektrischen und magnetischen Feldes 〈EαEβ〉 und 〈HαHβ〉 voraus. Die Berechnung
der Korrelationsfunktion des elektrischen Feldes soll nun exemplarisch durchgeführt
werden.

Gesucht ist entsprechend Gleichung (1.1.13)

〈Eα(r, t)Eβ(r, t)〉 =

∫ ∞

0

dω E0(ω, T1)
ωε′′(ω)

π
(µ2

0ω
2)

×
∫

d3r′
(

� E
21

� E
21

†
)

αβ

+ c.c.
(1.7.2)

mit der Greenschen Funktion
�

E
21 aus Gl. (1.5.4) für die Felder im Dielektrikum 2,

die durch die Quellenströme im Dielektrikum 1 erzeugt werden. Betrachtet man
zuerst nur das Integral über das Quellenvolumen, so bekommt man mit den Ortho-
gonalitätsrelationen für die Vektorwellenfunktionen in Gl. (1.4.12), den Ausdruck
∫

d3r′
(

� E
21

� E
21

†
)

αβ

=
1

16π2

∫

dλ
∑

n

π(2 − δn,0)

λ|h1|2h′′1

{

|t21⊥ |2
(

M±nλ(h2) ⊗ M±nλ(h2)

)

αβ

+ |t21‖ |2λ
2 + |h1|2
|k1|2

(

N±nλ(h2) ⊗ N±nλ(h2)

)

αβ

}

.

(1.7.3)
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Dieser Tensorausdruck ist noch sehr allgemein und kann wieder dadurch vereinfacht
werden, dass man wegen der Translationssymmetrie quer zur z-Achse keinen aus-
gezeichneten Punkt hat und somit die besonders einfache Wahl r = 0 treffen kann.
Da die Bestimmung der Energiedichte insbesondere die Bestimmung der Spur des
Tensorausdruckes in Gl. (1.7.6) voraussetzt, führen die Relationen

(

M±nλ(h2) ⊗ M±nλ(h2)

)

αα

=
λ2e−2h′′

2 z

2

[

δn,1 + δn,−1

]

(1.7.4)

(

N±nλ(h2) ⊗ N±nλ(h2)

)

αα

=
λ2e−2h′′

2 z

2

[

(δn,1 + δn,−1)
|h2|2
|k2|2

+ δn,0
2λ2

|k2|2
]

(1.7.5)

für r = 0 zunächst auf

∫

d3r′
(

� E
21

� E
21

†
)

αα

=
1

16π

∫

dλ
λe−2h′′

2 z

|h1|2h′′1

{

|t21⊥ |2 + |t21‖ |2λ
2 + |h1|2
|k1|2

λ2 + |h2|2
|k2|2

}

.

(1.7.6)
Mit den gleichen Umformungen wie bei der Berechnung des Poynting-Vektors

kann man nun direkt die Korrelationsfunktion des elektrischen Feldes in Gl. (1.7.2)
bestimmen und erhält

〈E2〉 =
2

ε0

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1)

(2π)2

∫ ∞

0

dλλe−2h′′
2 z ω

2c2

{

T 21
⊥

Re(h2)
+

T 21
‖

Re(h2εr2)

λ2 + |h2|2
|k2|2

}

,

(1.7.7)
wobei die Transmissionskoeffizienten T 21

⊥ und T 21
‖ mit denen für den Poynting-Vektor

in Gleichung (1.6.12) übereinstimmen. Der entsprechende Ausdruck für die Korrela-
tionsfunktion des magnetischen Feldes kann auf die gleiche Weise berechnet werden
und man erhält

〈H2〉 =
2

µ0

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1)

(2π)2

∫ ∞

0

dλλe−2h′′
2 z ω

2c2

{

T 21
⊥

Re(h2)

λ2 + |h2|2
|k2|2

+
T 21
‖

Re(h2εr2)

}

.

(1.7.8)
Man beachte an dieser Stelle, dass die Korrelationsfunktionen 〈E2〉 und 〈H2〉 ge-
nau wie der Poynting-Vektor die Transmissionskoeffizienten T⊥ und T‖ enthalten,
wobei diesmal die Proportionalität der Transmissionskoeffizienten zu Re(h2) bzw.
Re(h2εr2) herausdividiert wird. Dementsprechend ergeben diese Korrelationsfunk-
tionen für ε2 = ε0 auch einen Wert für die evaneszenten Moden mit λ ≥ k0, für die
dann

h2 = i
√

λ2 − k2
0 =: iγ (1.7.9)

rein imaginär ist. Außerdem kann man hier bereits sehen, dass im stark evanes-
zenten Bereich, in welchem k0z � 1 und λ � k0 und damit h2 ≈ iλ gilt, für
die Korrelationsfunktion 〈E2〉 der Hauptbeitrag von den evaneszenten TM-Moden
herrührt. Schließlich wird der Transmissionskoeffizient T 21

‖ im Gegensatz zu T 21
⊥ mit

λ2 gewichtet, sodass für große λ der TM-Moden-Beitrag das λ-Integral dominiert.
Für die Korrelationsfunktion des magnetischen Feldes 〈H2〉 ist diese Situation ge-
nau umgekehrt, sodass der Hauptbeitrag im stark evaneszenten Nahfeld durch die
evaneszenten TE-Moden geliefert wird.
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Mithilfe der Korrelationsfunktionen in Gl. (1.7.7) und (1.7.8) kann man nun
problemlos die Energiedichte in Gl. (1.7.1) angeben, wobei man für ε2 = ε0 und
h2 = h0

〈u〉 =

∫ ∞

0

dω

ω

E0(ω, T1)

(2π)2

∫ ∞

0

dλλe−2h′′
2 zλ

2
s

2

{

T 01
⊥

Re(h0)
+

T 01
‖

Re(h0)

}

(1.7.10)

bekommt, wobei die Wellenzahl

λ2
s := λ2 + |h0|2 + k2

0 =

{

2k2
0, für λ < k0

2λ2, für λ > k0

(1.7.11)

eingeführt wurde. Um diese Formel für die Energiedichte besser interpretieren zu
können, ist es sinnvoll, die Transmissionskoeffizienten T 01

⊥ und T 01
‖ durch die Fres-

nelschen Amplitudenreflexionskoeffizienten in Gl. (1.5.6) auszudrücken. Dazu ist es
notwendig, das λ-Integral in den propagierenden und evaneszenten Teil aufzuspalten
und die Relationen (siehe Anhang C)

T

Re(h0)
=

{

1−|r|2
h0

, fürλ < k0
2Im(r)

γ
, fürλ > k0

(1.7.12)

für die TE- bzw. TM-Moden anzuwenden. Man erhält dann für die Energiedichte
den Ausdruck

〈u〉 =

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1)

ω

1

π2

{∫ k0

0

dλ
λk2

0

4h0

[

(1 − |r01
⊥ |2) + (1 − |r01

‖ |2)
]

+

∫ ∞

k0

dλ
λ3e−2γz

2γ

[

Im(r01
⊥ ) + Im(r01

‖ )
]

}

.

(1.7.13)

Entsprechende Ausdrücke erhält man für 〈E2〉 und 〈H2〉.
Betrachtet man nun wieder den Spezialfall ε′r1 → 1 und ε′′r1 → 0, der für die

propagierenden Moden zum Stefan-Boltzmann-Gesetz führt, so werden die Refle-
xionskoeffizienten rein reell und konvergieren betragsmäßig gegen Null, sodass der
Beitrag der evaneszenten Moden zur Energiedichte verschwindet und der propagie-
rende Anteil maximal ist. Man bekommt dann

〈u〉 =
1

2

∫

dω E0(ω, T1)
ω2

π2c3
; (1.7.14)

die Hälfte der Energiedichte des Vakuums und der Schwarzkörperstrahlung. Das
liegt daran, dass die abgeleitete Energiedichte auch nur die propagierenden Moden
berücksichtigt, die in Richtung Dielektrikum 2 abgestrahlt werden. In einer globalen
Gleichgewichtssituation gäbe es den gleichen Anteil an Strahlung in die entgegenge-
setzte Richtung, sodass man in diesem Fall den vollen Ausdruck für die Energiedichte
des Vakuums und der Schwarzkörperstrahlung erhielte. Dementsprechend gilt in die-
sem Fall auch 〈u〉 = 2〈S〉/c, statt 〈u〉 = 4〈S〉/c. Weiterhin sieht man sofort, dass
die Nullpunktsschwingungen einen unendlich großen Wert zur Energiedichte beitra-
gen, falls keine Regularisierung beispielsweise durch die Einführung eines Cutoffs im
Frequenzintegral durchgeführt wird.
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Bevor einige numerischen Auswertungen für die Energiedichte oberhalb des Di-
elektrikums diskutiert werden, soll die lokale Zustandsdichte D(ω, z) eingeführt wer-
den. Diese Größe erlaubt es, die Energiedichte als reines Frequenz-Integral

〈u〉 =

∫ ∞

0

dω E(ω, T )D(ω, z) (1.7.15)

zu schreiben. Ist der gesamte Raum durch das Vakuum erfüllt, so ist die lokale
Zustandsdichte im thermodynamischen Gleichgewicht beispielsweise durch

D0 =
ω2

π2c3
(1.7.16)

gegeben und doppelt so groß wie der in Gl. (1.7.14) abgeleitete Wert.
Aufgrund der Definition der Energiedichte ist klar, dass die lokale Zustandsdichte

vom elektrischen und magnetischen Anteil der Energiedichte abhängt, sodass man
entsprechend DE und DH definieren kann, wobei D = DE +DH gilt. Es kann zusätz-
lich gezeigt werden [12], dass im globalen Gleichgewicht die lokale Zustandsdichte
D(ω, z) proportional zum Imaginärteil der Spur der elektrischen und magnetischen
Greenschen Funktion ist, da die Korrelationsfunktionen der Felder in diesem Fall die
Form (1.2.14) haben. Außerdem dominiert im evaneszenten Nahfeld mit k0z � 1
die lokale Zustandsdichte der evaneszenten Moden über die der propagierenden Mo-
den, sodass Dev � Dpr bzw. Dev � D0 gilt. Wie bereits anhand der Gleichungen
(1.7.7) und (1.7.8) diskutiert wurde, gelten im evaneszenten Nahfeld näherungswei-
se die Beziehungen DE ≈ D‖ und DH ≈ D⊥. Für k0z � 1 kann man die lokale
Zustandsdichte mithilfe der Näherung

Im(r01
‖ ) ≈ 2ε′′r1

|εr1 + 1|2 und Im(r01
⊥ ) ≈ ε′′r1

4λ2
(1.7.17)

approximieren und erhält

DE(ω, z) ≈ D‖(ω, z) ≈
1

4

D0(ω)

(k0z)3

ε′′r1
|εr1 + 1|2 ,

DH(ω, z) ≈ D⊥(ω, z) ≈ 1

16

D0(ω)

k0z
ε′′r1. (1.7.18)

Man bekommt also im Nahfeld relativ einfache Potenzgesetze derart, dass 〈u⊥〉 ∝ z−1

und 〈u‖〉 ∝ z−3 gelten.

1.8 Energiedichte für verschiedene Materialien

In diesem Abschnitt sollen einige numerische Auswertungen der Gl. (1.7.13) für den
thermischen Anteil angeführt werden, die es erlauben, die Beiträge der TE- und TM-
Moden zur Gesamtenergiedichte für verschiedene Materialien zu diskutieren. Dabei
soll insbesondere der Unterschied zwischen der Nahfeldenergiedichte für ein polares
Dielektrikum und ein Metall herausgestellt werden. Die numerisch berechneten Er-
gebnisse werden auf die Energiedichte 〈uBB〉 eines schwarzen Strahlers normiert, die
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28 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

man mit der lokalen Zustandsdichte des Vakuums in Gl. (1.7.16) und dem thermi-
schen Anteil der Energiedichte in Gl. (1.7.15) leicht bestimmen kann. Man kann die
Energiedichte des schwarzen Strahlers aber auch direkt aus dem Stefan-Boltzmann-
Gesetz (1.6.16) ableiten, sodass

〈uBB〉 =
4

c
〈SBB〉 =

4

c
σBBT

4 (1.8.1)

gilt. Für die numerische Auswertung wird angenommen, dass das Dielektrikum 1
Zimmertemperatur hat, sodass T1 = 300 K ist. Bei dieser Temperatur beträgt die
Energiedichte der Schwarzkörperstrahlung 〈uBB〉 ≈ 6, 1 · 10−6 Jm−3.
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Abbildung 1.2: Numerische Ergebnisse für die Energiedichte
oberhalb eines GaN-Halbraumes, dessen Permittivität durch
die Reststrahlenformel gegeben ist.

Benutzt man für die Permittivität die Drude- bzw. die Reststrahlenformel (siehe
Anhang A), kann man die Energiedichte für ein Metall bzw. Dielektrikum bestim-
men. Um die Energiedichte eines GaN-Halbraumes zu bestimmen, wird die Rest-
strahlenformel benutzt, wobei nach Adachi [37] die Parameter ωl = 1, 4 · 1014 s−1,
ωt = 1, 1 ·1014 s−1, γ = 1, 5 ·1012 s−1 und ε∞ = 5, 35 gelten. Das Ergebnis der numeri-
schen Berechnung ist in Abb. 1.2 geplottet. Man sieht, dass die TM- bzw. TE-Moden
bereits für Abstände unter 1µm den Schwarzkörperwert übersteigen und in die ent-
sprechenden Potenzgesetze

〈u⊥〉 ∝ z−1 und 〈u‖〉 ∝ z−3 (1.8.2)

übergehen. Somit divergiert die Energiedichte für sehr kleine Abstände oberhalb des
dielektrischen Halbraumes. Es ist dabei zu beachten, dass die fluktuierende Elek-
trodynamik eine makroskopische Theorie ist, sodass für Abstände weit unterhalb
von 100 nm die Aussagekraft dieser Theorie kritisch zu hinterfragen ist. Eine bedeu-
tende Eigenschaft der Energiedichte oberhalb eines nichtleitenden Materials bzw.
eines schlechten Leiters ist die Dominanz der TM-Moden, die die Gesamtenergie-
dichte praktisch für alle Abstände dominiert, wohingegen der TE-Moden-Anteil im
Nahfeld einen eher unbedeutenden Beitrag zur Energiedichte liefert.
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Abbildung 1.3: Numerische Ergebnisse für die Energiedichte
oberhalb eines Au-Halbraumes, dessen Permittivität durch das
Drude-Modell gegeben ist.

Im Vergleich dazu betrachte man die Energiedichte im Nahfeld eines Halbrau-
mes aus Gold. Für die Permittivität wird die Drude-Formel mit den Parametern
ωp = 1, 4 · 1016 s−1 und τ = 3 · 10−14 s aus dem Standardwerk von Ashcroft und
Mermin [38] verwendet. Das Ergebnis der numerischen Berechnung ist in Abb. 1.3
aufgetragen. Wieder ist gut zu sehen, dass für Abstände unterhalb von 1µm der
Schwarzkörperwert deutlich überschritten wird, wobei die TE- und TM-Moden dies-
mal erst für Abstände kleiner als 100 nm in die Potenzgesetze (1.8.2) übergehen. Au-
ßerdem sieht man, dass die Gesamtenergiedichte fast für den gesamten Abstandsbe-
reich durch die TE-Moden dominiert ist, statt durch die TM-Moden, wie es bei GaN
der Fall ist. Außerdem ist die Nahfeld-Energiedichte oberhalb eines Au-Halbraumes
bei Abständen über 100 nm weit größer als die Energiedichte oberhalb des GaN-
Halbraumes. Man beachte aber, dass trotzdem der TM-Moden-Beitrag oberhalb
eines Au-Halbraumes um Größenordnungen geringer ist als der entsprechende TM-
Moden-Beitrag oberhalb eines GaN-Halbraumes, was man gut an dem Schnittpunkt
dieser Beiträge mit der Geraden 〈u〉/〈uBB〉 = 1 festmachen kann.

1.9 Das optische Theorem

Die Berechnung der Korrelationsfunktionen (1.1.13) der fluktuierenden Elektrody-
namik beinhaltet stets eine Integration über das Quellenvolumen. Diese Integration
ist bei der Berechnung des Poynting-Vektors und der Energiedichte für eine Halb-
raumgeometrie noch relativ einfach, sie wird aber für kompliziertere Geometrien sehr
aufwendig. Das optische Theorem in Gl. (1.2.15),

ω2

c2
ε′′r(ω)

∫

d3r′
(

� E(r1, r
′)

� E†
(r2, r

′)

)

αβ

= Im
� E

αβ(r1, r2, ω),
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30 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

erlaubt es nun, die Integration über das Quellenvolumen zu eliminieren und damit
die Berechnung der Feldkorrelationen enorm zu vereinfachen. Daher soll nun dieses
Theorem bewiesen und sein Anwendungsbereich genauer diskutiert werden.

Dazu wird die Helmholtz-Gleichung (1.1.5) in Komponentenschreibweise unter
Verwendung der Einsteinschen Summenkonvention

[

∂l∂n − δln(∆ + k2)
] � E

ni(r, r
′) = δliδ(r − r′) (1.9.1)

angegeben. Multipliziert man diese Gleichung nun von rechts mit
� E

lj(r, r
′′) und

integriert über r, erhält man

� E

ij(r
′, r′′) = −k2

0

∫

d3rεr(r)
� E

li (r, r
′)

� E

lj(r, r
′′)

+

∫

d3r
[

∂l∂n

� E
ni(r, r

′)
� E

lj(r, r
′′)) − ∆

� E
li (r, r

′)
� E

lj(r, r
′′)

]

.

(1.9.2)

Führt man eine partielle Integration im zweiten Integral auf der rechten Gleichungs-
seite aus, bekommt man

� E

ij(r
′, r′′) = −k2

0

∫

d3rεr(r)
� E

li (r, r
′)

� E

lj(r, r
′′)

−
∫

d3r
[

∂l

� E
ni(r, r

′)∂n

� E

lj(r, r
′′)) + ∂k

� E
li (r, r

′)∂k

� E

lj(r, r
′′)

]

.

(1.9.3)

Die Randterme verschwinden für |r| → ∞, da die Greensche Funktion im Unendli-
chen verschwindet. Vertauscht man nun in dieser Gleichung j durch i und r′ durch
r′′ und konjugiert das Ergebnis komplex, erhält man

� E
ji(r

′′, r′) = −k2
0

∫

d3rεr(r)
� E

lj(r, r
′′)

� E
li (r, r

′)

−
∫

d3r
[

∂l

� E

nj(r, r
′′)∂n

� E
li (r, r

′)) + ∂k

� E

lj(r, r
′′)∂k

� E
li (r, r

′)
]

.

(1.9.4)

Zieht man diese Gleichung von der vorherigen ab, bekommt man schließlich das
optische Theorem aus Gleichung (1.2.15).

Auf ähnliche Weise kann man die entsprechende Gleichung

k2
0

∫

d3r′ε′′r(r
′)

(

� E(r1, r
′)

� H†
(r2, r

′)

)

αβ

= iRe(
� H

αβ(r1, r2)) (1.9.5)

ableiten, sodass man mithilfe dieser Gleichungen für die Korrelationsfunktionen
(1.1.13) der Rytovschen Theorie

〈Eα(r, t)Eβ(r′, t′)〉 =

∫ ∞

0

dω e−iω(t−t′)E0(ω, T )
ωµ0

π
Im(

� E
αβ(r, r′)) + c.c., (1.9.6)

〈Eα(r, t)Hβ(r
′, t′)〉 = 0 (1.9.7)

bekommt. Diese Gleichungen stimmen mit den Korrelationsfunktionen für das ther-
modynamische Gleichgewicht (vgl. (1.2.14)) überein. Dass es sich bei diesen Glei-
chungen um die Gleichgewichtsvarianten handelt, wird sofort klar, wenn man die
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1.9. DAS OPTISCHE THEOREM 31

Korrelationsfunktion 〈EαHβ〉 = 0 betrachtet. Diese besagt nichts anderes, als dass
der Poynting-Vektor im Mittel verschwindet, es also im Mittel keinen Energiefluss
gibt, was für eine Gleichgewichtssituation charakteristisch ist. In der Tat ist das
optische Theorem eine rein elektrodynamische Beziehung, sodass es im Allgemeinen
nur für Gleichgewichtssituationen gelten kann.

Es stellt sich nun die Frage, ob man man das optische Theorem nicht auch in ei-
ner Nicht-Gleichgewichtssituation anwenden kann. Um diese Frage zu beantworten,
wird nun die elektrische Korrelationsfunktion 〈E2(r, t)〉 oberhalb eines Halbraumes
mithilfe des optischen Theorems berechnet und das Ergebnis mit dem entsprechen-
den Gegenstück, das die fluktuierende Elektrodynamik liefert, verglichen. Gesucht
ist Gl. (1.9.7) zufolge der Imaginärteil der Greenschen Funktion

�
E(r, r′) mit r = r′

im Dielektrikum 2. Für diesen Fall, dass Beobachtungs- und Quellort in der Green-
schen Funktion übereinstimmen, ist die Greensche Funktion im Allgemeinen diver-
gent, was man anhand der freien Greenschen Funktion in Gl. (1.3.10) leicht sehen
kann. Deshalb ist es notwendig, eine Renormierung durchzuführen, wobei hier die
Renormierung [23] �

ren(r, r) := lim
r→r′

[ �
(r, r′) − �

0(r, r
′)
]

(1.9.8)

verwendet werden soll. Da sich die Greensche Funktion für eine gegeben Geometrie
stets aus dem freien und dem gestreuten Anteil zusammensetzt, ist sofort klar, dass
die renormierte Greensche Funktion mit der Streulösung übereinstimmt. Daher hat
man für die renormierte Greensche Funktion oberhalb des Dielektrikums 1

� E
ren(r, r) =

i

4π

∫ ∞

0

dλ
∞

∑

n=0

2 − δn,0

λh2

{

r⊥M(h2)⊗M(h2)+r‖N(h2)⊗N(h2)

}

. (1.9.9)

Diese Greensche Funktion kann man leicht in propagierende und evaneszente Moden
zerlegen, wobei für die evaneszenten Moden mit λ > k0 die Wellenzahl durch h2 =
iγ := i

√

λ2 − k2
0 und für die propagierenden Moden mit λ < k0 die Wellenzahl durch

h2 =
√

k2
0 − λ2 gegeben ist. Man beachte, dass h2 für die propagierenden Moden

und γ für die evaneszenten Moden rein reell sind. Es gelten somit die Beziehungen

� E
ren,pr(r, r) =

i

4π

∫ k0

0

dλ
∞

∑

n=0

2 − δn,0

λh2

{

r⊥M(h2) ⊗ M(h2) + r‖N(h2) ⊗ N(h2)

}

(1.9.10)
und

� E
ren,ev(r, r) =

1

4π

∫ ∞

k0

dλ

∞
∑

n=0

2 − δn,0

λγ

{

r⊥M(iγ) ⊗ M(iγ) + r‖N(iγ) ⊗ N(iγ)

}

.

(1.9.11)
Dieser Ausdruck soll nun mit den entsprechenden Ausdrücken der Rytovschen

Theorie verglichen werden. Dazu wird der Ausdruck in Gl. (1.7.3) zunächst mit k2
0ε

′′
r

multipliziert. Mithilfe der Beziehungen in Gl. (1.6.8) und (1.6.12) erhält man dann

k2
0ε

′′
r1

∫

d3r′
� E � E†

=
1

8π

∫ ∞

0

dλ
∞

∑

n=0

2 − δn,0

λRe(h2)

{

T⊥M(h2) ⊗ M(h2)

+ T‖N(h2) ⊗ N(h2)

}

.

(1.9.12)
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32 KAPITEL 1. DAS EVANESZENTE NAHFELD

Man beachte nun entsprechend Gl. (1.7.12), dass für die propagierenden Moden,
d.h. falls λ < k0, für den Transmissionskoeffizienten T = 1 − |r|2 gilt, wohin-
gegen im evaneszenten Bereich, d.h. λ > k0, für den Transmissionskoeffizienten
T = 2Im(r)Re(h2)/γ gilt. Für den propagierenden Anteil erhält man daher

(

k2
0ε

′′
r1

∫

d3r′
� E � E†

)

prop

=
1

8π

∫ k0

0

dλ
∞

∑

n=0

2 − δn,0

λγ

{

(1 − |r⊥|2)M(h2) ⊗ M(h2)

+ (1 − |r‖|2)N(h2) ⊗ N(h2)

}

(1.9.13)

und für den evaneszenten Anteil

(

k2
0ε

′′
r1

∫

d3r′
� E � E†

)

ev

=
1

4π

∫ ∞

k0

dλ
∞

∑

n=0

2 − δn,0

λγ

{

Im(r⊥)M(iγ) ⊗ M(iγ)

+ Im(r‖)N(iγ) ⊗ N(iγ)

}

.

(1.9.14)

Der so abgeleitete Ausdruck für den evaneszenten Bereich in Gl. (1.9.14) stimmt
direkt mit dem Imaginärteil von Gl. (1.9.11) überein, was sofort klar wird, wenn
man sich an die Definition der Vektorwellenfunktionen erinnert und erkennt, dass
die Vektorwellenfunktionen M(iγ) und N(iγ) reelle Größen sind. Die Ausdrücke
für die propagierenden Moden in Gl. (1.9.13) und Gl. (1.9.10) stimmen dagegen
nicht überein. Schließlich sind die Ausdrücke M(h2) ⊗ M(h2) und N(h2) ⊗ N(h2)
in Gl. (1.9.13) unabhängig von z, da die Exponentialfunktionen in diesem Produkt
von Vektorwellenfunktionen im Argument den Imaginärteil von h2 enthalten, der
für propagierende Moden verschwindet. Andererseits enthält der Imaginärteil von
ir⊥M(h2) ⊗ M(h2) bzw. ir‖N(h2) ⊗ N(h2) in Gl. (1.9.10) Kosinus- und Sinusoszil-
lationen bzgl. des Argumentes h2z.

Für die Halbraumgeometrie stimmen somit die Ergebnisse, die man bei Verwen-
dung des optischen Theorems und der renormierten Greenschen Funktion erhält, für
die evaneszenten Moden mit denen aus der Rytovschen Theorie überein. Für die
propagierenden Moden ergeben sich allerdings signifikante Unterschiede. Aus physi-
kalischer Sicht ist dieser Sachverhalt klar: In der Rytovschen Theorie sind das Di-
elektrikum 1 bei T1 6= 0 und das Dielektrikum 2 bei T2 = 0 im lokalen Gleichgewicht.
Wie gezeigt wurde, führt das zu einer effektiven Abstrahlung des Dielektrikums 1
gemäß dem Kirchhoff-Planckschen Strahlungsgesetz durch die propagierenden Mo-
den. Die evaneszenten Moden selbst tragen nichts zum Energiefluss zwischen beiden
Dielektrika bei. Um eine globale Gleichgewichtssituation mit T2 = T1 zu erhalten,
muss es den gleichen Energiefluss von Dielektrikum 2 zu Dielektrikum 1 geben, so-
dass es im Mittel keinen Energiefluss gibt. Beide Situationen unterscheiden sich also
nur in den propagierenden Moden, sodass die Energiedichte oberhalb eines Medi-
ums beliebiger Geometrie für die evaneszenten Moden auch für T1 6= T2 mit dem
optischen Theorem bestimmt werden kann.
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1.10. EIGENSCHAFTEN DES NAHFELDES 33

1.10 Eigenschaften des Nahfeldes

Das thermische Nahfeld hat neben der Eigenschaft, dass die lokale Zustandsdich-
te bzw. Energiedichte um Größenordnungen über den Schwarzkörperwert liegen
kann, noch zwei weitere faszinierende Eigenschaften: Es ist zeitlich und räumlich
kohärent [18]. Das sind zwei zunächst sehr unerwartete Eigenschaften [17], da Strah-
lung einer thermischen Quelle wie etwa einer Glühbirne als ein Paradebeispiel für
inkohärentes Licht gilt. Diese besonderen Nahfeldeigenschaften lassen sich letztend-
lich auf thermisch angeregte Oberflächen-Polaritonen zurückführen und sollen hier
nur kurz behandelt werden. Eine ausführliche Darstellung findet man in [16, 18, 39].
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Abbildung 1.4: Skalierte lokale Zustandsdichte (LDOS) und
skalierte spektrale Energiedichte ρ(ω) (bei T1 = 300 K) ober-
halb eines GaN-Halbraumes im Fernfeld bei z = 10−5 m.

Es soll nun zunächst die zeitliche Kohärenz untersucht werden. Es ist bekannt,
dass monochromatisches Licht im Prinzip eine unendliche Kohärenzzeit hat. In der
Natur findet man stattdessen nur sogenanntes quasi-monochromatisches Licht [40],
d.h. Licht mit einer mittleren Frequenz ν und einer Bandbreite ∆ν � ν, das ei-
ne Kohärenzzeit von ∆t ≈ ∆ν−1 hat. Um also zu zeigen, dass das Nahfeld zeit-
lich kohärent ist, reicht es aus, zu zeigen, dass das Spektrum der Energiedich-
te bzw. die lokale Zustandsdichte in dem thermisch zugänglichen Bereich quasi-
monochromatisch ist. Der thermisch zugängliche Bereich ist der bei einer festen
Temperatur T durch die Bose-Einstein-Funktion E(ω, T )

”
ausgewählte“ Frequenz-

bereich, d.h. der Frequenzbereich nahe der thermischen Frequenz ωth ≈ 2, 8(~β)−1.
Dazu betrachte man die lokale Zustandsdichte D(ω) aus Gl. (1.7.15) bzw. die

spektrale Energiedichte ρ(ω) = E(ω, T1)D(ω) oberhalb eines GaN-Halbraumes mit
der Temperatur T1 = 300 K im Fernfeld bei z = 10−5 m in Abb. 1.4 und im Nahfeld
bei z = 10−7 m in Abb. 1.5, wobei der spektrale Bereich um ωth ≈ 1014 s−1 von
besonderem Interesse ist. Für das Fernfeld ist sehr deutlich das Reststrahlenband
zwischen ωt = 1, 1 ·1014 s−1 und ωl = 1, 4 ·1014 s−1 zu erkennen. Das ist der Frequenz-
bereich zwischen ωt und ωl, in dem es keine Polariton-Anregungen im GaN gibt und
damit auch nur wenige Moden in der lokalen Zustandsdichte. Offenbar gibt es im
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Abbildung 1.5: Skalierte lokale Zustandsdichte (LDOS) und
skalierte spektrale Energiedichte ρ(ω) (bei T1 = 300 K) ober-
halb eines GaN-Halbraumes im Nahfeld bei z = 10−7 m.

Fernfeld keine erhöhte Zustandsdichte für eine bestimmte Frequenz und damit kein
quasi-monochromatisches Licht. Folglich ist die Strahlung im Fernfeld wie erwartet
zeitlich inkohärent. Im Nahfeld ist das Spektrum allerdings vollkommen von dem
Fernfeldspektrum verschieden [14] und man erkennt eine deutlich erhöhte Zustands-
dichte bei der Frequenz des Oberflächen-Phonon-Polaritons, ωs = 1, 36 · 1014 s−1, in
Abb. 1.5. Daher hat man im Nahfeld ein quasi-monochromatisches Spektrum und da-
mit auch ein zeitlich kohärentes Feld [14]. Für Metalle gilt eine ähnliche Feststellung,
nur dass in diesem Fall das quasi-monochromatische Spektrum von der Oberflächen-
Plasmon-Polariton-Resonanz herrührt, die bei der Frequenz ωs = ωp/

√
2 liegt.

Nachdem somit die zeitliche Kohärenz für das evaneszente Nahfeld bestätigt
wurde, soll die räumliche Kohärenz [15] untersucht werden. Bekannt ist [40], dass
eine planare Quelle thermischer Strahlung mit der Wellenlänge λ eine Kohärenzlänge
von λ/2 aufweist. Um den Grad der räumlichen Kohärenz zu bestimmen, betrachtet
man im Allgemeinen den Kreuzkorrelationstensor Wαβ, der durch

〈Eα(r, ω)Eβ(r′, ω′)〉 = Wαβ(r, r′, ω)δ(ω − ω′) (1.10.1)

definiert ist. Damit ist Wαβ entsprechend Gl. (1.1.4) und (1.1.10) durch

Wαβ(r, r′, ω) = E(ω, T )4πωε′′(ω)(µ0ω)2

∫

d3r′
(

� E
21

� E
21

†
)

αβ

(1.10.2)

gegeben, wobei man die Integralausdrücke über das Quellenvolumen mittels der
Gln. (1.9.13) und (1.9.14) auswerten kann.

Wertet man den Kreuzkorrelationstensor Wαβ für z = z′ und ϕ = ϕ′ oberhalb
eines Halbraumes aus, zeigt sich, dass man im Fernfeld die Korrelation von λ/2
wiederfindet, d.h. die elektrische Felder, die auf einer Ebene oberhalb des betrach-
teten Halbraumes um den Abstand ρ := |r− r′| < λ/2 auseinanderliegen, sind
korreliert. Für das Nahfeld ist das Element des Kreuzkorrelationstensor Wrr(ρ) in
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Abb. 1.6 oberhalb eines GaN-Halbraumes aufgetragen, wobei dieser auf Wrr(0) nor-
miert wurde. Man sieht anhand dieser Abbildung sehr gut, dass man im Nahfeld bei
z = 1λ = 14µm eine Korrelationslänge hat, die mehrere λ beträgt. Im stark evanes-
zenten Nahfeld (es wird nur der Nahfeld-Anteil von Wrr betrachtet) bei z = 0, 01λ
findet man hingegen eine Korrelationslänge, die bei weitem kleiner ist als λ/2.
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Abbildung 1.6: Normierter Kreuzkorrelationstensor Wrr im
Nahfeld oberhalb eines GaN-Halbraumes aufgetragen über den
lateralen Abstand ρ = |r − r′| mit λ = 14µm.

Dieses Phänomen ist zunächst überraschend, da die Felder von räumlich unkorre-
lierten Quellenströmen erzeugt werden. Erwartungsgemäß erhält man daher im stark
evaneszenten Bereich keine Korrelation des elektromagnetischen Feldes, da das qua-
sistatische Feld der fluktuierenden Quellenströme in diesem Abstandsbereich den
Hauptbeitrag liefert. Dieser quasistatische Beitrag liefert, wie bereits gezeigt, ei-
ne Energiedichte 〈u‖〉 ∝ z−3. Die Kohärenz des Feldes ist im Fernfeld durch den
bekannten Schwarzkörperwert von λ/2 gegeben. Für dielektrische Körper mit einer
endlichen Ausdehnung l nimmt die Korrelation der Felder für Abstände z � l gemäß
dem Cernike-van Zittert-Theorem [40] weiter zu [16]. Diese Kohärenz trotz unkorre-
lierter Quellen für z � l kann man dadurch erklären, dass das Feld für z � l an zwei
räumlich getrennten Beobachtungsorten von einer einzigen Quelle herrühren kann
und somit korreliert ist, auch wenn die Quellen untereinander räumlich unkorreliert
sind.

Die starke Kohärenz im Nahfeld, d.h. zwischen dem quasistatischen und dem
Fernfeldbereich, mit

”
riesigen“ Kohärenzlängen von mehreren λ kann wie die zeit-

liche Kohärenz auf die Oberflächen-Phononen-Polaritonen zurückgeführt werden,
bei denen es sich um kollektive Ionenschwingungen an der Oberfläche des Halb-
raumes handelt, die an das elektromagnetische Feld gekoppelt sind. Man beachte
dazu, dass in Abb. 1.6 die Wellenlänge des Oberflächen-Phonon-Polaritons λ =
(2πc)/ωs = 14µm gewählt wurde. Somit ist klar, dass die Abklinglänge des Ober-
flächen-Polaritons die räumliche Kohärenzlänge im Nahfeld [15], die bei GaN bei ca.
2, 4λ � λ/2 liegt, bestimmt. Eine genaue Analyse der räumlichen Korrelation mit
einer detaillierten Angabe der relevanten Abstandsbereiche findet man in [16].
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Das thermische Nahfeld dielektrischer Körper ist also im Gegensatz zum ther-
mischen Fernfeld derselben zeitlich und räumlich kohärent und teilweise polarisiert.
Interessante Messungen dieser faszinierenden Nahfeldeigenschaften wurden in den
letzten Jahren durchgeführt und können in [17, 19, 20] nachgelesen werden.
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In diesem zweiten Teil meiner Dissertation sollen die propagierenden und evanes-
zenten Moden des fluktuierenden Feldes oberhalb eines beschichteten Halbraumes
mit der Schichtdicke d untersucht werden. Dazu wird zunächst eine frei stehende di-
elektrische Platte der Dicke d untersucht. Es wird gezeigt, dass der Poynting-Vektor
und die Nahfeldenergiedichte ein zunächst unerwartetes Verhalten bei Verringerung
der Plattendicke zeigen: Für den Poynting-Vektor, d.h. für die propagierenden Mo-
den, kann man zeigen, dass es eine Schichtdicke gibt, bei der die abgestrahlte Energie
maximal wird, bevor sie für sehr dünne Platten linear mit d gegen Null geht. Für die
Nahfeldenergiedichte oberhalb einer Metallschicht, d.h. für die evaneszenten Moden,
zeigt sich ein stark nichtmonotones Verhalten bei Verringerung der Schichtdicke,
wobei insbesondere der TM-Moden-Anteil für d→ 0 gegen einen universellen mate-
rialunabhängigen und von Null verschiedenen Wert strebt.

Diese Untersuchung wird im zweiten Kapitel dieses Teils auf beschichtete Halb-
räume ausgeweitet, wobei besonderes Augenmerk dem evaneszenten Nahfeld und
dem abstandsabhängigen Verhalten der Energiedichte für verschiedene Plattendicken
bei verschiedenen Materialkombinationen gilt. Es zeigt sich, dass die für den frei
stehenden Metallfilm abgeleiteten Aussagen auch auf solch eine Schichtgeometrie
übertragbar sind, solange man ein polares Material als Substrat verwendet. Für ein
metallisches Substrat hingegen zeigt sich ein vollkommen anderes Verhalten.

Im letzten Kapitel wird schließlich versucht, das Verhalten der Energiedichte
oberhalb einer Schichtgeometrie auf die Beiträge der Oberflächenplasmonen- und
Oberflächenphononen-Polaritonen in solch einer Geometrie zurückzuführen. Dazu
wird zunächst das Konzept der Oberflächenmoden eingeführt und gezeigt, dass das
zunächst merkwürdig anmutende Verhalten der Nahfeldenergiedichte für d→ 0 eine
Konsequenz der Oberflächenmodenkopplung innerhalb des Metallcoatings ist.

Meines Wissens gibt es eine Untersuchung des thermischen Nahfeldes dieser Art
in der zugänglichen Literatur noch nicht. Es gibt zwar Untersuchungen, die die
elektrische spektrale Energiedichte ρE für eine dielektrische Schicht [41] sowie die
elektrische lokale Zustandsdichte DE der propagierenden Moden oberhalb solch einer
Schicht [42] bzw. zwischen zwei Halbräumen [43] untersuchen, allerdings geben diese
Arbeiten weder Aufschluss über die Abstandsabhängigkeit der Nahfeldenergiedichte
oberhalb einer dielektrischen Schicht noch über die physikalischen Mechanismen, die
in solchen Schichtgeometrien zu diesen Abstandsabhängigkeiten führen.

Es ist in den folgenden Kapiteln zu beachten, dass die Ausdrücke für den Poynting-
Vektor und die Energiedichte zwar allgemeingültig sind, die abgeleiteten Näherungen
und die numerischen Berechnungen jedoch auf dem Drude-Modell basieren. Es ist
bekannt, dass für Filme mit einer Dicke d kleiner als die mittlere Weglänge des
Elektrons l bzw. als die de Broglie-Wellenlänge des Elektrons im Metall im allge-
meinen klassische und quantenmechanische Effekte [44, 45, 46] zu berücksichtigen
sind, die auf eine Leitfähigkeit linear in d und damit auch auf eine Permittivität
führen, die von d abhängt. Außerdem muss man für Abstände und Schichtdicken
kleiner als die mittlere freie Weglänge auch nichtlokale Effekte [47, 48] berücksichti-
gen. Daher können die hier abgeleiteten Ergebnisse für sehr dünne Platten höchstens
qualitativ richtig sein, zumal die phononischen Eigenschaften [49] und die gebunde-
nen Ladungen im Drude-Modell ganz außer Acht gelassen und nur die elektrischen
Eigenschaften berücksichtigt werden.
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Innerhalb einer vollständigen nichtlokalen Beschreibung [47] wird unter ande-
rem auch die Ankopplung an longitudinale Polarisationswellen berücksichtigt, die
in dünnen Metallfilmen bzw. Schichten aus polaren Medien optisch angeregt wer-
den [50] und zu einem Absorptionsmechanismus führen, der durch die lokalen Fres-
nelschen Reflexionskoeffizienten in Kombination mit der Drude- bzw. Reststrahlen-
formel nicht berücksichtigt wird [33, 51]. Für die gegebene Schichtgeometrie kann
man die Ankopplung an diese longitudinalen Polarisationswellen dadurch berücksich-
tigen, dass man die longitudinale Vektorwellenfunktion L in der dyadischen Green-
schen Funktion ergänzt. Neben den üblichen Randbedingungen muss in diesem Fall
zusätzlich die Stetigkeit der Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung D

gefordert werden. Mit dieser Vorgehensweise erhält man schließlich allgemeinere For-
mulierungen für die Fresnel-Koeffizienten der TM-Moden [33]. Werden die Polarisati-
onswellen, d.h. die Volumenplasmonen im Metall bzw. die longitudinalen optischen
Phononen im polaren Medium, auf diese Weise berücksichtigt, so erhält man ein
ausgeprägtes Resonanzspektrum in der lokalen Zustandsdichte für ω > ωp im Me-
tall und für ωt < ω < ωl im polaren Medium. Da die thermische Frequenz ωth für
Drude-Metalle in der Regel sehr viel kleiner ist als die Plasmafrequenz ωp, kann man
für Metalle den Einfluss der Polarisationswellen vernachlässigen. Für polare Medien
können die ausgeprägten Resonanzen allerdings im Infrarot-Bereich liegen, sodass in
diesem Fall der Einfluss der Polarisationswellen im allgemeinen mit zu berücksich-
tigen ist. Allerdings wurde am Beispiel von LiF in [51] gezeigt, dass für Filmdicken
d > 10 nm die zusätzlichen Resonanzen im Reststrahlenband vernachlässigbar sind.

Daher sind die folgenden Betrachtungen für Metalle und thermische Frequenzen
ωth � ωp quantitativ nur richtig, solange Abstände und Schichtdicken größer als die
freie Weglänge des Elektrons l und die de Broglie-Wellenlänge betrachtet werden.
Für Abstände und Schichtdicken kleiner als die mittlere freie Weglänge des Elek-
trons können die Ergebnisse dagegen nur qualitativ richtig sein. Daher werden die
numerischen Berechnungen für dünne Schichten in diesem Teil zumeist mit Wismut
durchgeführt, da man hier eine sehr geringe Relaxationszeit von τ = 2, 3 · 10−16 s−1

und damit eine sehr geringe mittlere freie Weglänge von l ≈ 0, 4 nm hat. Das hat wei-
terhin zur Folge, dass die hier beschriebenen theoretischen Effekte für dieses Material
besonders gut ausgeprägt sind. Man beachte aber, dass sich bei Wismut aufgrund der
relativ großen de Broglie-Wellenlänge der Elektronen bereits bei Schichtdicken von
20 nm quantenmechanische Effekte [52] zeigen können. Daher ist eventuell Mangan
ein geeigneteres Material, um den hier gezeigten theoretischen Effekt in zukünftigen
Experimenten zu bestätigen. Da die Drude-Parameter für das Metall Mangan nahe
bei denen für Wismut liegen, ist zu erwarten, dass die numerischen Ergebnisse für
Wismut und Mangan im Drude-Modell vergleichbar sind. Für polare Medien gelten
ähnliche Einschränkungen wie für Metalle, wobei für Schichtdicken im Nanometer-
bereich die Reststrahlenformel akzeptable Ergebnisse liefern sollte.
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Kapitel 2

Das evaneszente Nahfeld einer

dielektrischen Platte

In diesem Kapitel werden zunächst die propagierenden und evaneszenten Moden des
fluktuierenden Feldes oberhalb einer frei stehenden dielektrischen Platte mit einer
Dicke d untersucht. Obwohl die gegebenen Ableitungen eine Untersuchung sowohl
für die propagierenden als auch für die evaneszenten Moden erlauben, gilt besonderes
Augenmerk dem evaneszenten Nahfeld und dem abstandsabhängigen Verhalten der
Energiedichte für verschiedene Plattendicken.

Im ersten Abschnitt wird eine Diskussion der auftretenden Längenskalen gege-
ben, die es ermöglicht, eine erste Abschätzung der zu erwartenden Effekte zu geben.
Um die Korrelationsfunktionen der Felder zu bestimmen, ist es wieder notwendig,
die dyadischen Greenschen Funktionen zu bestimmen. Wie im zweiten Abschnitt ge-
zeigt wird, ist die Implementierung der Randbedingungen für die Plattengeometrie
bereits relativ kompliziert und wird schnell unübersichtlich, sodass in diesem Ab-
schnitt nur die Ableitung der Transmissionskoeffizienten für die TE-Moden explizit
angegeben wird. Die Berechnung für die TM-Moden kann man analog ausführen.
Mithilfe der abgeleiteten dyadischen Greenschen Funktionen können wieder die Kor-
relationsfunktionen der Felder berechnet werden.

Im dritten Abschnitt wird der Poynting-Vektor oberhalb der dielektrischen Plat-
te bestimmt, wobei im Gegensatz zum Halbraumergebnis acht statt zwei Integrale
über das Quellenvolumen ausgewertet werden müssen. Der Poynting-Vektor hat aber
trotz der etwas schwierigeren Rechnung die gleiche Form wie in der Halbraumgeo-
metrie, wobei die Transmissionskoeffizienten in diesem Fall natürlich komplizierter
sind. Es wird gezeigt, dass man im Grenzfall dicker Platten das Halbraumergebnis
zurückbekommt, wohingegen man für sehr dünne Platten eine lineare Abhängigkeit
〈S〉 ∝ d erhält, sodass die propagierenden Moden bei Verringerung des Quellenvo-
lumens in einer Dimension verschwinden. Für Drude-Metalle in der Hagen-Rubens-
Näherung wird gezeigt, dass es zwischen diesen beiden Grenzfällen ein Maximum
für den Poynting-Vektor bei der sogenannten Woltersdorff-Dicke dW gibt. Dieses
Phänomen ist wohl bekannt und bereits experimentell untersucht [53, 54, 55, 56],
sodass man somit für die propagierenden Moden ein bekanntes Ergebnis innerhalb
der fluktuierenden Elektrodynamik reproduzieren kann.

Die Untersuchung der Wärmestrahlung für dünne Schichten scheint zwar immer
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noch ein aktives Forschungsthema [57] zu sein, doch ist in dieser Arbeit vor allem das
evaneszente Nahfeld von Interesse, das im vierten Abschnitt anhand der Energiedich-
te oberhalb der dielektrischen Schicht detailliert untersucht wird. Es wird gezeigt,
dass es für die evaneszenten Moden einen ähnlichen Effekt wie für die propagierenden
Moden gibt, der dazu führt, dass es für bestimmte Beobachtungsabstände z ober-
halb der dielektrischen Platte einen Anstieg der Energiedichte geben kann, obwohl
die Plattendicke verringert wird. Der physikalische Mechanismus, der hinter diesem
Effekt steht, ist der Oberflächenpolaritonenkopplung auf den beiden Oberflächen
der dielektrischen Platte zuzuschreiben und wird in einem eigenen Kapitel ausführ-
lich diskutiert. Neben diesem Effekt, der zu einem nicht-monotonen Verhalten der
Energiedichte bei Verringerung der Plattendicke führt, wird außerdem gezeigt, dass
es für Platten, die dünner als eine charakteristische Dicke duni sind, ein universel-
les, d.h. materialunabhängiges, Potenzgesetz für die Energiedichte gibt. In einem
eigenen Abschnitt wird gezeigt, dass das universelle Verhalten ebenfalls mithilfe der
Oberflächenmoden erklärt werden kann.

2.1 Die Plattengeometrie

Es sollen nun die propagierenden und evaneszenten Moden oberhalb einer dielektri-
schen Platte (siehe Abb. 2.1) der Dicke d untersucht werden. Genau wie im einführen-
den ersten Kapitel muss zuerst die dyadische Greensche Funktion außerhalb der
dielektrischen Platte mit den Quellenströmen innerhalb der Platte bestimmt wer-
den. Da sowohl die evaneszenten als auch die propagierenden Moden untersucht
werden sollen, kann das optische Theorem nicht angewandt werden, da es nur für
die evaneszenten Moden die richtigen Ausdrücke für die Korrelationsfunktionen der
elektromagnetischen Felder liefert. Daher müssen bei der Bestimmung des Poynting-
Vektors und der Energiedichte oberhalb der Platte die Volumenintegrationen über
das Quellenvolumen explizit ausgeführt werden.

Es ist anzunehmen, dass neben der Plattendicke d die Skintiefe

ds =
1

k0Im(
√
εr)

, (2.1.1)

als zweite Längenskala eine erhebliche Bedeutung haben wird. Betrachtet man eine
ebene Welle exp(ik · r) in einem unbegrenzten Medium mit k2 = εrk

2
0, so wird sofort

klar, dass die Skintiefe ds in Gl. (2.1.1) die Abklinglänge der ebene Welle aufgrund
der dissipativen Eigenschaften des Mediums beschreibt. Die elektromagnetischen
Felder mit der Frequenz ω ≈ ωth, die durch die fluktuierenden Quellenströme im
Dielektrikum bei der Temperatur T erzeugt werden, werden daher auf der Längen-
skala ds exponentiell gedämpft. Demzufolge sollte das fluktuierende Feld oberhalb
eines Dielektrikums lediglich von einer Schicht der Dicke ds an der Oberfäche des
Dielektrikums herrühren. Betrachtet man nun eine dielektrische Schicht der Dicke
d, so darf man erwarten, dass sich für Schichtdicken d ≥ ds die Nahfeldeigenschaften
von denen des Halbraumes nicht unterscheiden. Für d ≤ ds und schließlich d → 0
hingegen wird das Volumen, das die Quellenströme enthält, stark verringert, sodass
man erwarten könnte, dass in diesem Grenzfall ebenso das fluktuierende Nahfeld
verschwindet.
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In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, dass diese naive Vorstellung für den
Grenzfall d → 0 im propagierenden Bereich zwar zutreffend ist, eine Verringerung
des Quellenvolumens aber für Drude-Metalle zunächst zu einem Maximum in der
thermischen Abstrahlung führt, bevor der Anteil der propagierenden Moden line-
ar mit d verschwindet. Im evaneszenten Nahfeld ist die naive Vorstellung dagegen
überhaupt nicht zutreffend, da sie die Beiträge der Oberflächen-Polaritonen zum
evaneszenten Nahfeld unberücksichtigt lässt. Es wird vielmehr gezeigt, dass für die
evaneszenten Moden im Grenzfall d → 0 die Energiedichte für die TM-Moden an-
steigt und zu einem universellen, d.h. materialunabhängigen, Potenzgesetz für die
Energiedichte führt.
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Abbildung 2.1: Skizze zur Konstruktion der Greenschen Funk-
tionen für die Plattengeometrie.

2.2 Konstruktion der Greenschen Funktion

Für die Plattengeometrie in Abb. 2.1 muss der Ansatz für die Greenschen Funktio-
nen, der für die Halbraumgeometrie gemacht wurde, verändert werden. Es werden
jetzt vier statt zwei Raumgebiete unterschieden: Gebiet I für z < −d, Gebiet II für
−d < z < z′, Gebiet III für z′ < z < 0 und schließlich Gebiet IV für z > 0. Für
das Gebiet I im Medium 1 macht man den Ansatz

� E
I =

i

4π

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh2

{

T l
TEM±nλ(−h1) ⊗ M′

±nλ(h2)

+ T l
TMN±nλ(−h1) ⊗ N′

±nλ(h2)

}

.

(2.2.1)

Für die Gebiete II und III innerhalb des Mediums 2, in dem sich die Quellen der
Felder befinden, ist der Ansatz etwas schwieriger, da die reflektierten Anteile richtig
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berücksichtigt werden müssen. Es gelten:

� E
II =

i

4π

∫

dλ
∞

∑

n=0

(2 − δn,0)

λh2

{(

M±nλ(−h2) +Rl
TEM±nλ(h2)

)

⊗ M′
±nλ(h2)

+

(

N±nλ(−h2) +Rl
TMN±nλ(h2)

)

⊗ N′
±nλ(h2)

+Rr
TEM±nλ(−h2) ⊗ M′

±nλ(−h2)

+Rr
TMN±nλ(−h2) ⊗ N′

±nλ(−h2)

}

, (2.2.2)

� E
III =

i

4π

∫

dλ
∞

∑

n=0

(2 − δn,0)

λh2

{(

M±nλ(h2) +Rr
TEM±nλ(−h2)

)

⊗ M′
±nλ(−h2)

+

(

N±nλ(h2) +Rr
TMN±nλ(−h2)

)

⊗ N′
±nλ(−h2)

+Rl
TEM±nλ(h2) ⊗ M′

±nλ(h2)

+Rl
TMN±nλ(h2) ⊗ N′

±nλ(h2)

}

. (2.2.3)

Für das Gebiet IV innerhalb des Mediums 3 macht man den Ansatz entsprechend
Gebiet I:

� E
IV =

i

4π

∫

dλ
∞

∑

n=0

(2 − δn,0)

λh2

{

T r
TEM±nλ(h3) ⊗ M′

±nλ(−h2)

+ T r
TMN±nλ(h3) ⊗ N′

±nλ(−h2)

}

.

(2.2.4)

Aufgrund dieser Konstruktion, die bereits die Stetigkeit der dyadischen Greenschen
Funktion an der Stelle z = z′ beinhaltet, bleiben vier Reflexionskoeffizienten Rl,r

TE,TM

und vier Transmissionskoeffizienten T l,r
TE,TM durch die Implementierung der vier

Randbedingungen in Gl. (1.1.7) für die TE- und der TM-Moden zu bestimmen.
Die Implementierung der Randbedingungen gestaltet sich allerdings diesmal sehr

viel schwieriger als im Falle des Halbraumes, da man nicht nur bei z = 0, sondern
auch bei z = −d die Randbedingungen erfüllen muss. Deshalb beachte man zunächst
folgende Relationen

ez × N =











−Nφ

Nr

0











= − ih

k
eihzM(z = 0) =: − ih

k
eihzM0,

ez × M =











−Mφ

Mr

0











=: eihzN0, und ez × N0 = −M0, (2.2.5)

die für die weitere Rechnung von großer Bedeutung sein werden, da sie es erlauben,
die z-Abhängigkeit in den Vektorwellenfunktionen durch einen bloßen Faktor vor
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den z-unabhängigen Vektorwellenfunktionen M0 und N0 auszudrücken. Weiterhin
sei daran erinnert, dass nach Gl. (1.4.4) die beiden Beziehungen ∇× N = kM und
∇× M = kN gelten, sodass man die Beziehungen

ez ×∇× M = ez × Nk =−iheihzM0,

ez ×∇× N =ez × Mk = keihzN0 (2.2.6)

erhält.
Um die Übersichtlichkeit zumindest halbwegs zu bewahren, werden nun die Rand-

bedingung in Gl. (1.1.7) bei z = −d und z = 0 nur für die TE-Moden implementiert;
das entsprechende Ergebnis für die TM-Moden wird dagegen ohne Ableitung ange-
geben. Gesucht sind die Transmissionskoeffizienten der Greenschen Funktion (2.2.4)
im Gebiet IV , da das fluktuierende Nahfeld in diesem Gebiet untersucht werden
soll. Bei z = −d erhält man die beiden Gleichungen

T l
TEez × M(−h1)

∣

∣

∣

∣

z=−d

⊗ M′(h2) =

(

ez × M(−h2)

∣

∣

∣

∣

z=−d

+Rl
TEez × M(h2)

∣

∣

∣

∣

z=−d

)

⊗ M′(h2)

+Rr
TEez × M(−h2)

∣

∣

∣

∣

z=−d

⊗M′(−h2), (2.2.7)

T l
TEez ×∇× M(−h1)

∣

∣

∣

∣

z=−d

⊗ M′(h2) =

(

ez ×∇× M(−h2)

∣

∣

∣

∣

z=−d

+Rl
TEez ×∇× M(h2)

∣

∣

∣

∣

z=−d

)

⊗ M′(h2)

+Rr
TEez ×∇× M(−h2)

∣

∣

∣

∣

z=−d

⊗M′(−h2).

(2.2.8)

Mittels der Gleichungen (2.2.5) und (2.2.6) erhält man daher

T l
TEeih1dM0 ⊗ M′(h2) =

(

eih2dM0 +Rl
TEe−ih2dM0

)

⊗ M′(h2)

+Rr
TEeih2dM0 ⊗ M′(−h2), (2.2.9)

T l
TEeih1dM0 ⊗ M′(h2) =

h2

h1

{(

eih2dM0 − Rl
TEe−ih2dM0

)

⊗ M′(h2)

+Rr
TEeih2dM0 ⊗ M′(−h2)

}

. (2.2.10)

Subtrahiert man diese beiden Gleichungen und stellt sie nach Rl
TE um, so be-

kommt man

a12
⊥R

l
TEe−ih2dM0 ⊗ M′(h2) = −

[

b12⊥ eih2dM0 ⊗ M′(h2)

+ b12⊥ eih2dRr
TEM0 ⊗ M′(−h2)

]

,

(2.2.11)
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mit
a12
⊥ := h1 + h2 und b12⊥ := h1 − h2. (2.2.12)

Diese Gleichung enthält noch zwei Unbekannte, was nicht verwunderlich ist, weil
nur die Randbedingungen bei z = −d benutzt wurden.

Mit den Randbedingungen bei z = 0 erhält man für die TE-Moden die beiden
Gleichungen

T r
TEez × M(h3)

∣

∣

∣

∣

z=0

⊗ M′(−h2) =

(

ez × M(h2)

∣

∣

∣

∣

z=0

+Rr
TEez × M(−h2)

∣

∣

∣

∣

z=0

)

⊗ M′(−h2)

+Rl
TEez × M(h2)

∣

∣

∣

∣

z=0

⊗ M′(h2)

und

T r
TEez ×∇× M(h3)

∣

∣

∣

∣

z=0

⊗ M′(−h2) =

(

ez ×∇× M(h2)

∣

∣

∣

∣

z=0

+Rr
TEez ×∇× M(−h2)

∣

∣

∣

∣

z=0

)

⊗ M′(−h2)

+Rl
TEez ×∇× M(h2)

∣

∣

∣

∣

z=0

⊗ M′(h2).

Nutzt man wieder die Relationen in Gl. (2.2.5) und Gl. (2.2.6), erhält man dann

T r
TEM0 ⊗ M′(−h2) =

(

M0 +Rr
TEM0

)

⊗ M′(−h2) +Rl
TEM0 ⊗ M′(h2), (2.2.13)

T r
TEM0 ⊗ M′(−h2) =

h2

h3

{(

M0 − Rr
TEM0

)

⊗ M′(−h2) +Rl
TEM0 ⊗ M′(h2)

}

.

(2.2.14)

Subtraktion dieser Gleichungen ergibt

b32⊥R
l
TEM0 ⊗ M′(h2) = −

[

b32⊥ M0 ⊗ M′(−h2) + a32
⊥R

r
TEM0 ⊗ M′(−h2)

]

, (2.2.15)

wobei
a32
⊥ := h3 + h2 und b32⊥ := h3 − h2 (2.2.16)

gelten.
Zusammen mit Gleichung (2.2.11) kann man nun Rr

TE bestimmen und schließlich
T r

TE berechnen, wobei man dafür den Ausdruck

T r
TEM0 ⊗ M′(−h2) = −2h2

b32⊥
Rr

TEM0 ⊗ M′(−h2) (2.2.17)

verwenden kann, der durch Addition der obigen Gleichungen (2.2.13) und (2.2.14)
folgt. Die beiden Gleichungen (2.2.11) und (2.2.15) können also nach Rr

TE aufgelöst
werden. Man erhält

Rr
TEM0⊗M′(−h2) =

b32⊥
C⊥

[

b12⊥ eih2dM0⊗M′(h2)−a12
⊥ e−ih2dM0⊗M′(−h2)

]

(2.2.18)
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mit

C⊥ := a12
⊥ a

32
⊥ e−ih2d − b12⊥ b

32
⊥ eih2d. (2.2.19)

Damit lässt sich der Transmissionskoeffizient aus (2.2.17) bestimmen und man be-
kommt

T r
TEM0 ⊗ M′(−h2) = −2h2

b32⊥
Rr

TEM0 ⊗ M′(−h2)

=
2h2

C⊥

[

a12
⊥ e−ih2dM0 ⊗ M′(−h2) − b12⊥ eih2dM0 ⊗ M′(h2)

]

.

(2.2.20)

Benutzt man zusätzlich die Eigenschaft der Vektorwellenfunktion M, dass

M(h3) = M0 eih3z, (2.2.21)

erhält man die endgültige Formulierung für den Transmissionskoeffizienten der TE-
Moden:

T r
TEM(h3) ⊗ M′(−h2) =

2h2

C⊥

[

a12
⊥ e−ih2dM(h3) ⊗ M′(−h2)

− b12⊥ eih2dM(h3) ⊗ M′(h2)

]

.

(2.2.22)

Analog zu dieser Rechnung kann man den entsprechenden Ausdruck für die TM-
Moden bekommen. Führt man eine ähnliche Prozedur unter Benutzung von N0 aus
Gl. (2.2.5) und (2.2.6) mit den richtigen Randbedingungen für die TM-Moden aus,
erhält man

T r
TMN(h3) ⊗ N′(−h2) =

2h2k2

k3C‖

[

a12
‖ e−ih2dN(h3) ⊗ N′(−h2)

− b12‖ eih2dN(h3) ⊗ N′(h2)

]

,
(2.2.23)

wobei in diesem Fall

C‖ := a12
‖ a

32
‖ e−ih2d − b12‖ b

32
‖ eih2d (2.2.24)

und

a32
‖ := h3

ε2
ε3

+ h2, a12
‖ := h1

ε2
ε1

+ h2,

b32‖ := h3
ε2
ε3

− h2, b12‖ := h1
ε2
ε1

− h2 (2.2.25)

gelten.

Es ist nun ein Leichtes, die Greensche Funktion im Gebiet IV , also im Medium 3
anzugeben, indem man (2.2.22) und (2.2.23) in Gleichung (2.2.4) einsetzt. Für die
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elektrische Greensche Funktion ergibt sich damit

� E
IV =

i

4π

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh2

{

T r
TEM±nλ(h3) ⊗ M′

±nλ(−h2)

+ T r
TMN±nλ(h3) ⊗ N′

±nλ(−h2)

}

=
i

2π

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λ

{

1

C⊥

[

a12
⊥ e−ih2dM±nλ(h3) ⊗ M′

±nλ(−h2)

− b12⊥ eih2dM±nλ(h3) ⊗ M′
±nλ(h2)

]

+ ‖-Anteil

}

.

Aus der elektrischen dyadischen Greenschen Funktion (2.2.26) kann sofort durch
Bildung der Rotation nach Gl. (1.1.8) die magnetische dyadische Greensche Funktion
bestimmt werden. Man erhält

� H
IV =

1

iωµ0
∇× � E

IV

=
k3

2πωµ0

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λ

{

1

C⊥

[

a12
⊥ e−ih2dN±nλ(h3) ⊗ M′

±nλ(−h2)

− b12⊥ eih2dN±nλ(h3) ⊗ M′
±nλ(h2)

]

+ ‖-Anteil

}

,

(2.2.26)

da ∇ × M(hi) = kiN(hi) gilt. Mithilfe dieser dyadischen Greenschen Funktionen
lassen sich nun wieder die Korrelationsfunktionen der Feldgrößen bestimmen. Da wie
im Fall der Halbraumgeometrie wieder die propagierenden und evaneszenten Moden
untersucht werden sollen, werden nun der Poynting-Vektor und die Energiedichte im
Bereich IV bestimmt.

2.3 Die propagierenden Moden

Um die z-Komponente des Poynting-Vektors aus Gl. (1.6.1),

〈Sz〉 = εαβz〈EαHβ〉, (2.3.1)

mit der entsprechenden Korrelationsfunktion in Gl. (1.1.13) zu bestimmen, muss
zunächst das Volumenintegral über das Produkt der elektrischen und magnetischen
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Greenschen Funktion
∫

d3r′
� E

IV

�
H
IV

t
+ c.c. =

ik3

(2π)2ωµ0

∫

dλ

∫

dλ′
∑

n,n′

(2 − δn,0)(2 − δn′,0)

λλ′

{

1

|C⊥|2
[

|a12
⊥ |2e2h′′

2dM(h3) ⊗ N(h3)

∫

d3r′ M′(−h2)M
′
(−h2)

+ |b12⊥ |2e−2h′′
2 dM(h3) ⊗ N(h3)

∫

d3r′ M′(h2)M
′
(h2)

−
(

a12
⊥ b

12
⊥ e−2ih′

2dM(h3) ⊗ N(h3)

∫

d3r′ M′(−h2)M
′
(h2)

− b12⊥ a
12
⊥ e2ih′

2dM(h3) ⊗ N(h3)

∫

d3r′ M′(h2)M
′
(−h2)

)

]

+ ‖-Anteil

}

+ c.c.

(2.3.2)

bekannt sein. Die Integrale über die Quellen innerhalb der dielektrischen Platte bei
r′ ergeben (vgl. [10]) diesmal

∫

−d<z′<0

d3r′ M′(−h2) ·M
′
(−h2) = πλδ(λ− λ′)(1 + δn,0)δn,n′

1

2h′′2

(

1 − e−2h′′
2 d

)

,

∫

−d<z′<0

d3r′ M′(h2) · M
′
(h2) = πλδ(λ− λ′)(1 + δn,0)δn,n′

1

2h′′2

(

e2h′′
2 d − 1

)

,

∫

−d<z′<0

d3r′ M′(−h2) ·M
′
(h2) = πλδ(λ− λ′)(1 + δn,0)δn,n′

1

2ih′2

(

e2ih′
2d − 1

)

,

∫

−d<z′<0

d3r′ M′(h2) · M
′
(−h2) = πλδ(λ− λ′)(1 + δn,0)δn,n′

1

2ih′2

(

1 − e−2ih′
2d

)

,

(2.3.3)

da sich das Volumen von Medium 2 in z-Richtung nur von −d bis 0 erstreckt. Für den
Fall d → ∞ bekommt man wieder die entsprechenden Integrale aus Gln. (1.4.12).
Damit erhält man für das Quellenintegral

∫

d3r′
� E

IV

�
H
IV

t
+ c.c. =

ik3

8πωµ0

∫

dλ

∞
∑

n=0

2(2 − δn,0)

λ

{

M(h3) ⊗ N(h3)

|C⊥|2
[

1

h′′2

{

|a12
⊥ |2e2h′′

2 d
(

1 − e−2h′′
2 d

)

+ |b12⊥ |2e−2h′′
2d

(

e2h′′
2 d − 1

)}

− 1

ih′2

{

a12
⊥ b

12
⊥ e−2ih′

2d
(

e2ih′
2d − 1

)

+ b12⊥ a
12
⊥ e2ih′

2d
(

1 − e−2ih′
2d

)}

]

+ ‖-Anteil

}

+ c.c.

(2.3.4)

In der betrachteten Schichtgeometrie herrscht wieder Translationsinvarianz bzgl.
der Ebenen senkrecht zur z-Achse, sodass es auf diesen Ebenen keinen ausgezeich-
neten Punkt gibt. Wählt man daher als Beobachtungspunkt r = 0, so vereinfachen
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50 KAPITEL 2. DAS EVANESZENTE NAHFELD EINER DIELEKTRISCHEN PLATTE

sich die Ausdrücke in Gl. (2.3.4) wieder stark. Da nun

εαβz

(

M(hi) ⊗ N(hj)

∣

∣

∣

∣

r=0

)

αβ

=

(

Mr(hi)Nϕ(hj) − Mϕ(hi)Nr(hj)

)∣

∣

∣

∣

r=0

= − ihj

kj

ei(hi−hj)z

[(

∂Jn(λr)

∂r

)2

+
n2J2

n(λr)

r2

]∣

∣

∣

∣

r=0

= − ihj

2kj

ei(hi−hj)zλ2δn,1

(2.3.5)

und somit

εαβz

∫

d3r′
(

� E
IV

�
H
IV

t
)

αβ

+ c.c. =
1

2πωµ0

∫

dλλh′3

{

e−2h′′
3 z

|C⊥|2
[

1

h′′2

{

|a12
⊥ |2

(

e2h′′
2 d − 1

)

+ |b12⊥ |2
(

1 − e−2h′′
2 d

)}

− 1

ih′2

{

a12
⊥ b

12
⊥

(

1 − e−2ih′
2d

)

+ b12⊥ a
12
⊥

(

e2ih′
2d − 1

)}

]

+ ‖-Anteil

}

=
1

2πωµ0

∫

dλλh′3

{

e−2h′′
3 z

|C⊥|2
[

1

h′′2

{

|a12
⊥ |2

(

e2h′′
2 d − 1

)

− |b12⊥ |2
(

e−2h′′
2 d − 1

)}

+
2

h′2
Im

(

a12
⊥ b

12
⊥

(

e−2ih′
2d − 1

)

)]

+ ‖-Anteil

}

,

(2.3.6)

erhält man für den Poynting-Vektor

〈Sr〉 = εαβz

∫

dω
µ2

0ω
3

π
E(ω, T2)

2ε0
k2

0

h′′2h
′
2

∫

d3r′
(

� E
IV

�
H
IV

t
)

αβ

+ c.c.

=

∫

dω
E(ω, T2)

π2

∫

dλλh′3

{

e−2h′′
3 z

|C⊥|2
[

h′2
{

|a12
⊥ |2

(

e2h′′
2 d − 1

)

− |b12⊥ |2
(

e−2h′′
2 d − 1

)}

+ 2h′′2Im

(

a12
⊥ b

12
⊥

(

e−2ih′
2d − 1

)

)]

+ ‖-Anteil

}

(2.3.7)

bzw. in Kurzschreibweise

〈Sr〉 =

∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2

∫

dλλe−2h′′
3 z

(

T 32
⊥ + T 32

‖
)

, (2.3.8)

wobei die Transmissionskoeffizienten durch

T 32
⊥ =

4Re(h3)

|C⊥|2
[

Re(h2)A⊥ + 2Im(h2)B⊥

]

T 32
‖ =

4Re(h3εr3)

|C‖|2|εr3|2
[

Re(h2εr2)A‖ + 2Im(h2εr2)B‖

]

(2.3.9)
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gegeben sind und die Beziehungen

A = |a12|2
(

e2h′′
2 d − 1

)

− |b12|2
(

e−2h′′
2d − 1

)

, (2.3.10)

B = Im

(

a12b12
(

e−2ih′
2d − 1

)

)

, (2.3.11)

C = a12a32e−ih2d − b12b32eih2d (2.3.12)

mit den entsprechenden a⊥, b⊥ bzw. a‖, b‖, also

aij
⊥ := hi + hj, (2.3.13)

aij
‖ := hi

εj
εi

+ hj, (2.3.14)

bij⊥ := hi − hj, (2.3.15)

bij‖ := hi
εj
εi

− hj (2.3.16)

gelten. Der Poynting-Vektor hat also die gleiche Struktur wie im Falle des Halbrau-
mes (1.6.11), nur dass die Transmissionskoeffizenten eine kompliziertere Gestalt ha-
ben. Zusätzlich sind die Transmissionskoeffizienten wie im Fall des Halbraumes pro-
portional zum Realteil der Wellenzahl h im Beobachtungsmedium, also zu Re(h3). Ist
ε3 = ε0, d.h. das Beobachtungsmedium ist das Vakuum, enthält der Poynting-Vektor
wieder nur propagierende Moden, da für die evaneszenten Moden mit λ > k0 die
Wellenzahl h3 = h0 =

√

k2
0 − λ2 rein imaginär wird. Daher verschwinden die Trans-

missionskoeffizienten in Gl. (2.3.9) für die evaneszenten Moden und der Poynting-
Vektor in Gl. (2.3.8) wird abstandsunabhängig. Dieser Fall soll nun im Weiteren
betrachtet werden, es gelten daher ε3 = ε0 und h3 = h0.

Für sehr dicke Platten, d.h. Platten, deren Dicke d größer als die Skintiefe ds ist,
sollte man das Halbraumergebnis reproduzieren können. Setzt man also h′′2d � 1,
erhält man sowohl für die TE- als auch für die TM-Moden

A

|C|2 ≈ 1

|a32|2 und
B

|C|2 ≈ 0. (2.3.17)

Dabei ist zu berücksichtigen, dass der Imaginärteil von h2 stets größer als Null sein
muss, sodass die exponentiellen Terme für d → ∞ verschwinden. Als Konsequenz
erhält man für die Transmissionskoeffizienten in den Gln. (2.3.9) die Ausdrücke

T 32
⊥ ≈ 4Re(h3)Re(h2)

|a32
⊥ |2 und T 32

‖ ≈ 4Re(h3)Re(h2εr2)

|a32
‖ |2 . (2.3.18)

Diese stimmen exakt mit den Ausdrücken für den Halbraum in (1.6.12) überein,
wenn man berücksichtigt, dass in diesem Fall Medium 2 dem Halbraum 1 und Me-
dium 3 dem Halbraum 2 entspricht.

In dem entgegengesetzten Grenzfall d� ds bzw. h′′2d� 1 führt eine relativ lange,
aber elementare Rechnung auf

T 32
⊥ ≈ h′3ε

′′
r2k

2
0

|h3|2
d, (2.3.19)

T 32
‖ ≈ h′3ε

′′
r2d

|h3|2|εr2|2
(

|h3|2|εr2|2 + λ2

)

. (2.3.20)
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Für Platten sehr viel dünner als die Skintiefe ds erhält man somit den Poynting-
Vektor

〈Sz〉 ≈
∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2
ε′′r2k

3
0d

(

4

3
+

2

3

1

|εr2|2
)

. (2.3.21)

Für Platten mit d� ds ist der Poynting-Vektor daher direkt proportional zur Plat-
tendicke d und geht damit linear mit d gegen Null. Der Poynting-Vektor verhält
sich also für die beiden Grenzfälle erwartungsgemäß: Für d � ds erhält man das
Halbraumergebnis zurück, wohingegen für d � ds das strahlende Volumen in einer
Dimension linear bei Verringerung der Plattendicke abnimmt und damit auch die
abgestrahlte Energie pro Einheitsfläche.
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Abbildung 2.2: Plot des Poynting-Vektors 〈S〉 in Abhängigkeit
von der Plattendicke d im Fall von Wismut bei T2 = 300 K.
Zusätzlich sind die Skintiefe ds und die Woltersdorff-Dicke dW

aus Gleichung (2.4.17) eingezeichnet, ebenso die Näherung aus
Gl. (2.3.21) für dünne Platten.

Nachdem nun geklärt ist, wie sich der Poynting-Vektor für sehr dünne und
sehr dicke Platten verhält, muss noch die Frage geklärt werden, ob in dem Über-
gangsbereich zwischen diesen beiden Grenzfällen noch irgendetwas

”
Unerwartetes“

passiert. Der Plot des Poynting-Vektors für eine Wismut-Platte mit den Drude-
Parametern [38] ωp = 2.3 · 1016 s−1 und τ = 2.1 · 10−16 s in Abb. 2.2 zeigt, dass
für d � ds der Poynting-Vektor der Metallplatte gegen seinen Halbraumwert kon-
vergiert. Für d � ds konvergiert der Poynting-Vektor gegen den in Gl. (2.3.21)
angegebenen Wert, allerdings erst für sehr unrealistische Plattendicken.

Bemerkenswert ist, dass für Metalle im Drude-Modell zwischen den beschrie-
benen Grenzfällen ein Maximum auftritt, dessen Lage explizit angegeben werden
kann. Die Lage dieses Maximums ist durch die sogenannte Woltersdorff-Dicke dW

(siehe [53, 54]) gegeben, die in den nächsten Abschnitten aus den gegebenen Formeln
abgeleitet werden wird.

Für typische Drude-Metalle wie Aluminium [38] — ωp = 2, 4 · 1016 s−1 und
τ = 0, 8·10−14 s — und Silber (siehe Abb. 2.3) — ωp = 1, 4·1016 s−1 und τ = 4·10−14 s
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— liegt dieses Maximum bei sehr viel kleineren Plattendicken, also weit außerhalb
des Gültigkeitsbereiches der makroskopischen Elektrodynamik, so dass eine quanti-
tative Übereinstimmung mit dem Experiment nicht zu erwarten ist. Außerdem sind
die Materialeigenschaften dünner Schichten von den Materialeigenschaften für aus-
gedehnte Materialien verschieden [44, 45, 46]. Dennoch kann man erwarten, dass
das Phänomen der Zunahme der thermischen Abstrahlung bei verringerten Schicht-
dicken zumindest qualitativ beobachtbar ist. Tatsächlich haben Absorptionsmessun-
gen [55] gezeigt, dass das Absorptionsvermögen für dünne Metallschichten ein Ma-
ximum bei der Woltersdorff-Dicke dW aufweist. Da nach dem Kirchhoffschen Gesetz
Absorptionsvermögen und Emissionsvermögen gleich sind, kann das Experiment [55]
als eine indirekte Bestätigung des hier abgeleiteten Verhaltens des Poynting-Vektors
angesehen werden. Mithilfe der Rytovschen fluktuierenden Elektrodynamik lassen
sich also bereits bekannte Ergebnisse reproduzieren.
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Abbildung 2.3: Plot des Poynting-Vektors 〈S〉 in Abhängigkeit
von der Plattendicke d im Fall von Aluminium (gepunktete Li-
nie) und Silber (durchgezogene Linie) bei T2 = 300 K. Zusätz-
lich ist die Skintiefe ds aus Gleichung (2.1.1) eingezeichnet.

2.4 Die evaneszenten Moden

Der Poynting-Vektor enthält für den Fall h3 = h0 wiederum nur Informationen über
den propagierenden Anteil des fluktuierenden Nahfeldes. Um Informationen über
den evaneszenten Teil des Nahfeldes zu erhalten, muss wieder die Energiedichte
betrachtet werden. Eine Rechnung analog der Berechnung des Poynting-Vektors für
die Plattengeometrie ergibt, dass die Energiedichte ebenfalls die Form des Halb-
raumergebnisses in Gl. (1.7.10),

〈u(z)〉 =

∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2

∫

dλλ
λ2

s

2ω
e−2h′′

3 z

(

T 32
⊥ + T 32

‖
)

Re(h3)
, (2.4.1)
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hat, wobei die Transmissionskoeffizienten durch (2.3.9) gegeben sind. Da neben der
Plattendicke d und der Skintiefe ds noch der Beobachtungsabstand z als dritte
Längenskala in der Energiedichte auftritt, ist die Bestimmung der Grenzfälle für
dünne und dicke Platten hier sehr viel komplizierter als bei den propagierenden Mo-
den. Außerdem ist das Auftreten des Maximums im Poynting-Vektor eng mit den
Eigenschaften der Transmissionskoeffizienten T⊥ und T‖ und der Woltersdorff-Dicke
dW verbunden, sodass noch eine zusätzliche Längenskala zu beachten ist. Bevor das
Maximum im Poynting-Vektor und das Verhalten der Energiedichte für verschiedene
Grenzfälle näher untersucht wird, sollen die Transmissionskoeffizienten (2.3.9) auf
die Fresnel-Koeffizienten (1.5.6) zurückgeführt werden.

2.4.1 Umformulierung der Transmissionskoeffizienten

In diesem Abschnitt sollen die Transmissionskoeffizienten aus dem letzten Abschnitt
(2.3.9) mittels der Fresnelschen Amplitudenreflexionskoeffizienten (1.5.6) ausgedrückt
werden, welche durch

rij :=
bij

aij
(2.4.2)

definiert sind. Diese Formulierung gilt wieder sowohl für die TE- als auch für die
TM-Moden, wobei aij und bij durch Gleichung (2.3.13) bis (2.3.16) gegeben sind.

Benutzt man diese Definition der Fresnelschen Reflexionskoeffizienten in den
Gleichungen (2.3.9), erhält man zunächst

T 32
⊥ =

4h′3e
−2h′′

2 d

|1 − r12
⊥ r

32
⊥ e2ih2d|2

[

Re(h2)

|a32
⊥ |2

A⊥
|a12

⊥ |2 +
2Im(h2)

|a32
⊥ |2

B⊥
|a12

⊥ |2
]

, (2.4.3)

T 32
‖ =

4h′3e
−2h′′

2 d

|1 − r12
‖ r

32
‖ e2ih2d|2

[

Re(h2εr2)

|a32
‖ |2

A‖
|a12

‖ |2 +
2Im(h2εr2)

|a32
‖ |2

B‖
|a12

‖ |2
]

(2.4.4)

wobei

A

|a12|2 =
(

e2h′′
2 d − 1

)

− |r12|2
(

e−2h′′
2 d − 1

)

,

B

|a12|2 = Im

(

r12
(

e−2ih′
2d − 1

)

)

(2.4.5)

gelten.
Bevor man den Ausdruck für die Transmissionskoeffizienten weiter umschreiben

kann, ist es unausweichlich, einige Nebenrechnungen zu machen, um die Terme,
die den Imaginär- bzw. Realteil von h2 enthalten, mittels der Fresnel-Koeffizienten
anzugeben. Diese Nebenrechnungen werden im Anhang C durchgeführt und man
erhält für die TE-Moden

2Im(h2)

|a32
⊥ |2 =

{

−Im(r32
⊥ ) 1

h3
, λ < k0

(1 − |r32
⊥ |2) 1

2γ
, λ > k0

(2.4.6)

und
Re(h2)

|a32
⊥ |2 =

{

(1 − |r32
⊥ |2) 1

4h3
, λ < k0

Im(r32
⊥ ) 1

2γ
, λ > k0

. (2.4.7)
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Für die TM-Moden erhält man hingegen

2Im(h2εr2)

|a32
‖ |2 =

{

−Im(r32
‖ ) 1

h3
, λ < k0

(1 − |r32
‖ |2) 1

2γ
, λ > k0

(2.4.8)

und

Re(h2εr2)

|a32
‖ |2 =

{

(1 − |r32
‖ |2) 1

4h3
, λ < k0

Im(r32
‖ ) 1

2γ
, λ > k0

. (2.4.9)

Nun kann man die Transmissionskoeffizienten für die TE- und TM-Moden mittels
der entsprechenden Fresnel-Koeffizienten r in die gleiche Form bringen. Diesen Vor-
teil gegenüber der Formulierung in (2.3.9) muss man sich aber durch den Nachteil
erkaufen, dass man nun die propagierenden, d.h. λ < k0, und evaneszenten Moden,
d.h. λ > k0, getrennt betrachten muss. Man erhält

T 32
pr =

1

|1 − r12r32e2ih2d|2
[

(1 − |r32|2) f − 4Im(r32) g

]

, (2.4.10)

T 32
ev =

2h′3
γ

1

|1 − r12r32e2ih2d|2
[

Im(r32) f + (1 − |r32|2) g
]

, (2.4.11)

wobei

f :=
A

|a12|2 e−2h′′
2 d und g :=

B

|a12|2 e−2h′′
2 d (2.4.12)

durch die Gleichungen (2.4.5) bestimmt sind.

2.4.2 Transmissionskoeffizienten für verschiedene Grenzfälle

Es sollen nun die Transmissionskoeffizienten für die beiden natürlichen Grenzfälle
dicker und dünner Platten untersucht werden, d.h. für Platten sehr viel dicker als die
Skintiefe, d � ds bzw. h′′2d � 1, und für Platten sehr viel dünner als die Skintiefe,
d � ds bzw. h′′2d� 1. Insbesondere soll für den Fall dünner Platten das Maximum
für die propagierenden Moden in T 32

pr bestimmt werden, das zu dem Maximum im
Poynting-Vektor in Abb. 2.2 bzw. 2.3 führt. Es wird weiterhin ein entsprechendes
Maximum in den Transmissionskoeffizenten T 32

ev für die evaneszenten Moden abge-
leitet.

Der Grenzfall dicker Platten kann nun mit h′′
2d� 1 sofort implementiert werden.

Offenbar gelten dann die Beziehungen

f ≈ 1 und g ≈ 0. (2.4.13)

Außerdem gilt

|1 − r12r32e2ih2d|2 ≈ 1, (2.4.14)

sodass man schließlich die Transmissionskoeffizienten

T 32
pr ≈ (1 − |r32|2) und T 32

ev ≈ 2Re(h3)Im(r32)

γ
(2.4.15)
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erhält. Das sind erwartungsgemäß genau die Transmissionskoeffizienten für die Halb-
raumgeometrie in Gl. (1.7.12). Daher bekommt man auch für die Energiedichte für
Plattendicken d� ds das Halbraumergebnis zurück.

Im Grenzfall dünner Platten mit Plattendicken unterhalb der Skintiefe ds kann
man für die propagierenden und evaneszenten Moden Dicken angeben, bei denen die
Transmissionskoeffizienten maximal sind. Da die Bestimmung dieser maximierenden
Dicken aufgrund der Materialeigenschaften relativ kompliziert ist, werden in diesem
Abschnitt nur Drude-Metalle betrachtet, für die die Hagen-Rubens-Näherung [58]
ω τ � 1 erfüllt ist, sodass diese Materialien durch die Permittivität

εr2 ≈ 1 − ω2
pτ

2 + i
ω2

pτ

ω
(2.4.16)

beschreibbar sind. Für die propagierenden Moden lässt sich dann für λ = 0 die
sogenannte Woltersdorff-Dicke [53, 54]

dW ≈ 2c

ω2
pτ

(2.4.17)

ableiten. Diese maximierende Dicke gilt gleichermaßen für die TE- als auch für die
TM-Moden, was damit zu erklären ist, dass bei normal einfallendem Licht, d.h.
λ = 0, die Reflexionskoeffizienten für die TE- und TM-Moden ineinander übergehen.
Für die evaneszenten Moden lassen sich im stark evaneszenten Bereich für λ � k0

allgemeinere Dicken für die Maxima der Transmissionskoeffizienten herleiten, wobei
man in diesem Fall unterschiedliche Werte für die TE- und TM-Moden bekommt,
was sich in einem unterschiedlichen Verhalten für die Energiedichtebeiträge der TE-
und TM-Moden äußert.

Setzt man also für den Grenzfall dünner Platen h′′2d � 1 und noch zusätzlich
h′2d � 1 voraus, dann gelten unabhängig vom Material und von propagierenden
bzw. evaneszenten Moden die beiden Gleichungen

f ≈ 2h′′2d(1 + |r12|2) (2.4.18)

und
g ≈ (1 − 2h′′2d)Im

(

r12(−2ih′2d)
)

≈ −2h′2dRe(r12). (2.4.19)

Um nun noch weitere Näherungen anzustellen, benötigt man eine Relation zwi-
schen h′′2 und h′2. Für die evaneszenten Moden ist klar, dass für λ� k0 die Wellen-
zahl im Medium h2 ≈ iλ ist. Damit gilt h′′2 � h′2 im evaneszenten Bereich. Um eine
ähnliche Aussage für die propagierenden Moden zu erhalten, müssen die Material-
eigenschaften der Platte berücksichtigt werden. Da in der Hagen-Rubens-Näherung
die Permittivität durch Gl. (2.4.16) gegeben ist, gilt wegen ω ≈ ωth � ωp die Bezie-

hung ε′′r2 � |ε′r2|. Mit der Definition h2 =
√

k2
0εr2 − λ2 folgt dann, dass auch h′′2 � h′2

im evaneszenten Bereich gilt. Für Drude-Metalle ist also stets h′′2 � h′2 , sodass

f � |g| (2.4.20)

gilt und zusätzlich auch

|1 − r12r32e2ih2d|2 ≈ |1 − r12r32(1 − 2h′′2d)|2 (2.4.21)
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erfüllt ist. Man kann also in der Hagen-Rubens-Näherung die Transmissionskoef-
fizienten für die propagierenden und evaneszenten Moden im Falle h′′

2d � 1 und
h′2d� 1 angeben als

T 32
pr ≈ 2h′′2d(1 + |r12|2)(1 − |r32|2)

|1 − r12r32(1 − 2h′′2d)|2
, (2.4.22)

T 32
ev ≈ 2h′3

γ

2h′′2d(1 + |r12|2)Im(r32)

|1 − r12r32(1 − 2h′′2d)|2
. (2.4.23)

Setzt man ξ := 2h′′2d, ist leicht zu sehen, dass die Abhängigkeit der Transmissionsko-
effizienten von der Plattendicke d bzw. vom Parameter ξ bis auf einen Faktor durch
die Funktion

F (ξ) :=
ξ

|1 − a(1 − ξ)|2 =
ξ

(

1 − a′(1 − ξ)
)2

+ a′′2(1 − ξ)2
(2.4.24)

gegeben ist, wobei a := r12r32 gilt.
Es wird nun das Maximum für die propagierenden Moden für den Fall λ = 0

bestimmt, d.h. es gilt r⊥ = r‖. Damit wird das abgeleitete Maximum von F (ξ)
für die TE- und TM-Moden übereinstimmen. Außerdem soll davon ausgegangen
werden, dass eine metallische Platte im Vakuum vorliegt, womit r12 = r32 gilt. Da
bei Metallen für die senkrecht einfallenden Moden |r′| ≈ 1 und |r′′| � 1 gilt, muss
auch a′ = r′2 − r′′2 ≈ 1 und |a′′| = |2ir′r′′| � 1 gelten, und man bekommt

F pr ≈ ξ

ξ2 + a′′2(1 − ξ)2
. (2.4.25)

Dessen Maximum ist elementar bestimmbar und es ergibt sich ξmax
∼= |a′′|, sodass

dpr
max ≈ |a′′|

2h′′2
=

|Im(r2)|
2h′′2

. (2.4.26)

Diese Plattendicke, bei der die Transmissionskoeffizienten maximal werden, lässt sich
leicht angeben, wenn man a′′ bzw. Im(r2) für λ = 0, d.h. für senkrecht einfallendes
Licht, berechnet. Man erhält für λ = 0

r2 =

(

1 −√
εr

1 +
√
εr

)2

=

(

1 −√
εr

1 +
√
εr

1 +
√
εr

1 +
√
εr

)2

=

(

1 − |εr| − 2iIm(
√
εr)

|εr| + 2Re(
√
εr) + 1

)2

,

(2.4.27)

sodass

a′′ ≈ − 4Im(
√
εr)(1 − |εr|)

(|εr| + 2Re(
√
εr) + 1)2

≈ 4Im(
√
εr)

ε′′r
(2.4.28)

ist, wobei im letzten Schritt wieder die Eigenschaft der Drude-Metalle genutzt wurde,
dass |εr| � 1 und |εr| ≈ ε′′r � Re(

√
εr) gelten. Somit kann man die Plattendicke für
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das gesuchte Maximum unter Berücksichtigung der Tatsache, dass h2 = k0
√
εr für

λ = 0 ist, angeben als

dpr
max ≈ 4Im

√
εr

2h′′2ε
′′
r

≈ 2

k0ε′′r
=

2c

ω2
pτ
. (2.4.29)

Damit hat man die Woltersdorff-Dicke dW aus Gleichung (2.4.17) für sehr dünne
Drude-Metalle in der Hagen-Rubens-Näherung abgeleitet. Setzt man beispielsweise
ωp = 2, 3 · 1016 s−1 und τ = 2, 1 · 10−16 s — die Drude-Parameter für Wismut [38]
— ein, bekommt man dW ≈ 5, 4 · 10−9 m für die Dicke, bei der die Transmissionsko-
effizienten für die propagierenden Moden maximal werden. Dieses Maximum ist in
recht guter Übereinstimmung mit dem Maximum für den Poynting-Vektor in Abb.
2.2. Eine experimentelle Bestätigung für solch ein Maximum findet man bei [55].

Da die Transmissionskoeffizienten auch für die evaneszenten Moden bekannt sind,
ist es möglich, eine maximierende Dicke wie die Woltersdorff-Dicke im evaneszenten
Bereich zu bestimmen. Die Bestimmung der Maxima für die Transmissionskoeffizi-
enten muss allerdings für die TM- und TE-Moden getrennt durchgeführt werden, da
die Fresnel-Koeffizienten im stark evaneszenten Bereich mit λ� k0 sehr unterschied-
lich sind. Es ist bekannt, dass man in diesem Bereich [59] die Fresnel-Koeffizienten
durch

r‖ ≈
εr − 1

εr + 1
und r⊥ ≈ k2

0

λ2

εr − 1

4
(2.4.30)

approximieren kann.
Für die TM-Moden lassen sich im Bereich der Hagen-Rubens-Näherung mit

ω � ωp (siehe Anhang C) die Relationen

Im(r2
‖) ≈ 4

ω

ω2
pτ

� 1 und Re(r2
‖) ≈ 1 (2.4.31)

ableiten. Damit gelten wieder die Beziehungen |a′′| � 1 und a′ ≈ 1, sodass man die
gleiche Approximation für F (ξ) wie im Bereich der propagierenden Moden bekommt.
Daher kann man für die evaneszenten TM-Moden die maximierende Dicke mit Gl.
(2.4.26) sofort angeben, und bekommt

dev
‖ ≈

Im(r2
‖)

2h′′2
. (2.4.32)

Mit Gl. (2.4.31) und der Näherung h′′2 ≈ λ für λ� k0 hat man schließlich

dev
‖ ≈ 2ω

ω2
pτ

1

λ
. (2.4.33)

In Abb. 2.4 sieht man die sehr gute Übereinstimmung der Lage des Maximums von
F (ξ) aus Gl. (2.4.24) für a = r‖ mit der abgeleiteten Größe d‖ aus Gl. (2.4.32).

Um eine Dicke für die spektrale Energiedichte angeben zu können, muss außer-
dem noch berücksichtigt werden, dass der Integrand in der Energiedichte in Gl.
(2.4.1) für das λ-Integral im stark evaneszenten Bereich im Wesentlichen durch
λ2 exp(−2λz)F (ξ) bestimmt ist, wobei der Abstand z der Beobachtungsabstand
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Abbildung 2.4: Plot der Funktion F (ξ) aus Gl. (2.4.24) mit der
Wahl a = r2

‖ in Abhängigkeit von den dimensionslosen Größen

λ/k0 und k0d für ω = 1014 s−1, der thermischen Frequenz bei
T = 300 K. Als Materialparameter dienen die Drude-Parameter
von Wismut. Zusätzlich ist noch die Lage des Maximums aus
Gleichung (2.4.32) geplottet.

oberhalb der Platte ist. Die Hauptbeiträge dieses Integranden liegen bei λ ≈ z−1,
sodass man das Maximum für die spektrale Energiedichte ρ‖(ω, d, z) sofort durch

dev
‖ ≈ 2ωz

ω2
pτ

(2.4.34)

abschätzen kann.
In Abb. 2.5 ist ρ‖(ω, d) für Wismut, d.h. ωp = 2, 3 · 1016 s−1 und τ = 2, 1 ·

10−16 s, bei z = 10−6 m in Abhängigkeit von der Plattendicke d abgebildet. Außerdem
findet man in der Abbildung Graphen für verschieden gewählte Frequenzen ω. Man
sieht ziemlich gut das ausgeprägte Maximum bei dev

‖ aus Gl. (2.4.32). Offensichtlich
bewegt sich das Maximum für ω → 0 zu d → 0. Dieses Verhalten wird später
in einem gesonderten Abschnitt genauer untersucht und führt auf ein universelles
Potenzgesetz für die Energiedichte dünner Drude-Platten.

Nachdem nun die maximierende Dicke für die evaneszenten TM-Moden bestimmt
ist, soll die entsprechende Dicke für die TE-Moden in der Hagen-Rubens-Näherung
abgeleitet werden. Im stark evaneszenten Bereich gelten für die TE-Moden (siehe
Anhang C) die Relationen

Im(r2
⊥) ≈ 2ωτRe(r2

⊥) und Re(r2
⊥) ≈ −k

4
0

λ4

1

16

(

ω2
pτ

ω

)2

. (2.4.35)

Für die TE-Moden gilt somit in der Hagen-Rubens-Näherung |a′| � |a′′|, sodass

F (ξ) ≈ ξ

1 + 2a′(ξ − 1) + a′2(ξ − 1)2
(2.4.36)
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Abbildung 2.5: Plot der spektralen Energiedichte ρ‖(ω, d) für
die Platte im Fall von Wismut bei T = 300 K in Abhängig-
keit von der Plattendicke d für verschiedene Frequenzen ω =
1014 s−1, 5 · 1013 s−1, 1013 s−1, . . . , wobei der Pfeil die Richtung
anzeigt, in die sich die Graphen zu kleineren Frequenzen hin
bewegen.

ist. Das Maximum dieser Funktion kann man wieder elementar bestimmen und man
erhält

ξmax =

∣

∣

∣

∣

a′ − 1

a′

∣

∣

∣

∣

, (2.4.37)

womit die Plattendicke, bei der der Beitrag der evaneszenten TE-Moden maximal
wird, durch

dev
⊥ ≈ 1

2h′′2

∣

∣

∣

∣

Re(r2
⊥) − 1

Re(r2
⊥)

∣

∣

∣

∣

(2.4.38)

angegeben werden kann, da a′ = Re(r2
⊥) ist. Setzt man Re(r2

⊥) mit |Re(r2
⊥)| � 1 aus

Gleichung (2.4.35) ein, bekommt man schließlich mit h′′
2 ≈ λ

k0d
ev
⊥ ≈ 8

(

ω

ω2
pτ

)2(
λ

k0

)3

(2.4.39)

im stark evaneszenten Bereich, in dem λ� k0 gilt.
In Abb. 2.6 findet man einen Plot der Funktion F (ξ) aus Gl. (2.4.24) für das

Drude-Metall Wismut mit a = r2
⊥. Man sieht das ausgeprägte Maximum bzgl. k0d

und λ/k0, das im stark evaneszenten Bereich in guter Übereinstimmung mit dev
⊥ aus

Gleichung (2.4.38) ist.
Da genau wie bei den evaneszenten TM-Moden das λ-Integral für die Energiedich-

te in Gl. (2.4.1) im stark evaneszenten Nahfeld durch Werte bei λ ≈ z−1 dominiert
ist, kann die maximierende Plattendicke diesmal durch

dev
⊥ ≈ 8

k0

(

ω

ω2
pτ

)2(
1

k0z

)3

(2.4.40)
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Abbildung 2.6: Plot der Funktion F (ξ) aus Gl. (2.4.24) mit der
Wahl a = r2

⊥ in Abhängigkeit von den dimensionslosen Größen
λ/k0 und k0d für ω = 1014 s−1, der thermischen Frequenz bei
T = 300 K. Als Materialparameter dienen die Drude-Parameter
von Wismut. Zusätzlich ist noch die Lage des Maximums aus
Gleichung (2.4.38) geplottet.

abgeschätzt werden. Der wesentliche Unterschied zu dev
‖ besteht nun darin, dass

dev
⊥ ∝ ω−2z−3 ist, wohingegen dev

‖ ∝ (ωz) ist. Betrachtet man den Plot der spek-

tralen Energiedichte ρ⊥(ω, d) bei z = 10−6 m in Abb. 2.7, sieht man wiederum ein
ausgeprägtes Maximum, das gut durch die Größe dev

⊥ aus Gleichung (2.4.38) an der
Stelle λ = z−1 anzugeben ist. Für Frequenzen ω → 0 wandert dieses Maximum zu
d→ ∞. Die Näherung für den stark evaneszenten Bereich aus Gleichung (2.4.40) ist
dagegen eher schlecht, was daran liegt, dass der TE-Moden-Anteil der Energiedichte
bei z = 10−6 m noch nicht das Verhalten des stark evaneszenten Bereiches zeigt. Das
qualitative Verhalten — die Proportionalität dev

⊥ ∝ ω−2z−3 — wird dennoch von Gl.
(2.4.40) richtig beschrieben.

2.4.3 Abstandsabhängigkeit der Energiedichte

Es soll nun die genaue Abstandsabhängigkeit der Energiedichte untersucht werden,
wobei neben der Plattendicke d als Längenskala vor allem der Beobachtungsabstand
z als zweite Längenskala zu berücksichtigten ist.

Der Ausgangspunkt für diese Untersuchung ist der Ausdruck der Energiedichte
aus Gl. (2.4.1) für die evaneszenten Moden,

〈uev〉 =

∫ ∞

0

dω
E(ω, T2)

(2π)2

∫ ∞

k0

dλ
λ3

ω

T 32
ev

h′3
e−2γz , (2.4.41)

wobei T 32
ev in Gl. (2.4.11) gegeben ist. Führt man die Variablentransformation y := λz

aus und setzt die Bedingung für das evaneszente Nahfeld k0z � 1 voraus, erhält man
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Abbildung 2.7: Plot der spektralen Energiedichte ρ⊥(ω, d) für
die Platte im Fall von Wismut bei T = 300 K in Abhängig-
keit von der Plattendicke d für verschiedene Frequenzen ω =
1014 s−1, 5 · 1013 s−1, 1013 s−1, . . . , wobei der Pfeil die Richtung
anzeigt, in die sich die Graphen zu kleineren Frequenzen hin
bewegen.

wegen

h2 ≈ i
y

z
und γ ≈ y

z
(2.4.42)

die Beziehungen

g ≈ 0 und f =
(

1 − e−2y d
z

)

+ |r12|2
(

e−2y d
z − e−4y d

z

)

, (2.4.43)

sodass

〈uev〉 ≈ 2

z3

∫ ∞

0

dω

ω

E(ω, T2)

(2π)2

∫ ∞

0

dy y2 Im(r32)e−2y

|1 − r12r32e−2y d
z |2

×
[

(

1 − e−2y d
z

)

+ |r12|2
(

e−2y d
z − e−4y d

z

)

]
(2.4.44)

ist, wobei aufgrund der Bose-Einstein-Funktion im Frequenzintegral die Bedingung
k0z � 1 mit z � λth gleichbedeutend ist. Der Beobachtungsabstand z muss also
kleiner sein als die charakteristische thermische Wellenlänge

λth =
~c

kBT2

, (2.4.45)

die bei T2 = 300 K einen Wert von 7, 2 · 10−6 m annimmt. Im evaneszenten Nahfeld
ist diese Bedingung sehr gut erfüllt. Die Entwicklung in Gl. (2.4.44) ist noch sehr
allgemein und es erscheint in natürlicher Weise das Verhältnis von d und z, sodass
sich die beiden Grenzfälle d� z und d� z anbieten.

Betrachtet man zuerst den Grenzfall d� z, dann erhält man sofort

〈uev〉 ≈ 2

z3

∫ ∞

0

dω

ω

E(ω, T2)

(2π)2

∫ ∞

0

dy y2Im(r32)e−2y. (2.4.46)
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Die Energiedichte oberhalb einer dielektrischen Platte mit z � d stimmt also mit
der Energiedichte oberhalb eines Halbraumes in Gl. (1.7.13) überein. Mit anderen
Worten: Beobachtet man die Energiedichte oberhalb einer Platte bei Abständen,
die kleiner als die Plattendicke sind, erscheint die Platte wie ein Halbraum. Dieses
Ergebnis ist physikalisch sehr plausibel, da im stark evaneszenten Nahfeld γ ≈ λ
gilt, und somit bei gegebenem Abstand z im Wesentlichen nur die Wellenzahlen
λ ≈ z−1 zur Energiedichte in Gl. (2.4.41) beitragen. Bei Abständen z � d ist
das Nahfeld daher durch Wellenlängen der Größenordnung z bestimmt, die selbst
keine Information über die Plattendicke d enthalten können. Dementsprechend ist
in diesem Abstandsbereich keine Abweichung vom Halbraumergebnis beobachtbar.

Für Drude-Materialien können die bereits abgeleiteten Ergebnisse

Im(r32
⊥ ) ≈ k2

0

λ2

ε′′r2
4

≈ z2k2
0

y2

ω2
pτ

4ω
, (2.4.47)

Im(r32
‖ ) ≈ 2ε′′r2

|εr2 + 1|2 ≈ 2ω

ω2
pτ

(2.4.48)

aus den Gleichungen (2.4.31) und (2.4.35) verwendet werden und man erhält dann
für die Energiedichte im Nahfeldbereich (vgl. mit Gln. (1.7.18))

〈uev
⊥ 〉 ≈ 1

4c2z

∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2
ωε′′r2 ≈

1

96c2z

(kBT2)
2

~
ω2

pτ, (2.4.49)

〈uev
‖ 〉 ≈ 1

z3

∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2

1

ω

ε′′r2
|εr2 + 1|2 ≈ 1

24z3

(kBT2)
2

~

1

ω2
pτ
, (2.4.50)

wobei der erste Ausdruck in der jeweiligen Gleichung allgemein gilt und der letzte
für Drude-Metalle in der Hagen-Rubens-Näherung richtig ist.

Für den entgegengesetzten Grenzfall z � d findet man zunächst den allgemeinen
Ausdruck

〈uev〉 ≈ 2

z3

∫ ∞

0

dω

ω

E(ω, T2)

(2π)2

∫

dy y2 Im(r32)e−2y

|1 − r12r32(1 − 2y d
z
)|2

[

2y
d

z
(1+|r12|2)

]

. (2.4.51)

Da für die TE-Moden im Nahfeld r⊥ ∝ y−2k2
0z

2 � 1 (vgl. Gl. (2.4.30)) gilt, kann
der Nenner durch 1 approximiert werden und man erhält

〈uev
⊥ 〉 ≈ d

z216π2c2

∫

dω E(ω, T2)ωε
′′
r2 ≈

d

96c2z2

(kBT2)
2

~
ω2

pτ. (2.4.52)

Der erste Ausdruck gilt wieder allgemein, wohingegen der zweite Ausdruck für
Drude-Metalle in der Hagen-Rubens-Näherung gültig ist. Der TE-Moden-Beitrag
zur Energiedichte im Nahfeld für z � d unterscheidet sich demnach von dem Bei-
trag für z � d lediglich durch den Faktor d/z.

Für die TM-Moden gilt zunächst auch der allgemeine Zusammenhang aus Gl.
(2.4.51), allerdings ist r‖ im Nahfeld unabhängig von λ bzw. y. Es ist somit nicht
möglich, eine weitere Vereinfachung dieses Ausdruckes zu finden, ohne spezielle
Materialeigenschaften zu Rate zu ziehen. Man benutzt also neben der material-
unabhängigen Relation

Im(r32
‖ ) ≈ 2ε′′r2

|εr2 + 1|2 (2.4.53)
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Abbildung 2.8: Plot der Energiedichte für die Platte im Fall von
Wismut bei T = 300 K in Abhängigkeit von der Plattendicke
d für z = 10−6 m. Zusätzlich sind noch die Anteile der TE-
und TM-Moden eingetragen, die ein gegensätzliches Verhalten
in Abhängigkeit von der Plattendicke d zeigen.

die materialabhängigen Relationen

Im(r2
‖) ≈

4ω

ω2
pτ

� 1 und Re(r2
‖) ≈ 1 − 4ω2

ω4
pτ

4
≈ 1 (2.4.54)

mit r‖ = r12
‖ = r32

‖ und |r‖|2 ≈ 1. Mithilfe dieser Relationen erhält man zunächst für
den Nenner des y-Integranden

∣

∣

∣

∣

1 − r2
‖

(

1 − 2y
d

z

)∣

∣

∣

∣

2

≈
∣

∣

∣

∣

2y
d

z
− iIm(r2

‖)

∣

∣

∣

∣

2

. (2.4.55)

Berücksichtigt man, dass der Integrand im y-Integral durch die Werte bei y ≈ 1
dominiert ist, ergeben sich zwei mögliche Approximationen für z � d, und zwar

d

z
� 1

2
Im(r2

‖) =
2ω

ω2
pτ

=
dev
‖
z

und
d

z
�

dev
‖
z

(2.4.56)

mit der maximierenden Dicke dev
‖ aus Gl. (2.4.34). Da außerdem das Frequenzintegral

durch die Frequenzen mit ω . kBT/~ = c/λth bestimmt ist, kann man diese beiden
Fälle mithilfe der Woltersdorff-Dicke dW = 2c/(ω2

pτ) auch durch

1 � d

z
� dW

λth
und

d

z
� dW

λth
� 1 (2.4.57)

ausdrücken, wobei zu beachten ist, dass dW/λth = dev
‖ (ω = kBT/~)/z � 1 gilt.

Betrachtet man nicht allzu dünne Schichten, so tritt der erste Fall mit z � d� dev
‖

ein, wohingegen man für sehr dünne Platten den zweiten Fall mit d � dev
‖ � z

berücksichtigen muss. Es soll nun zunächst nur der erste Fall untersucht werden,
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während der zweite Fall für sehr dünne Schichten im nächsten Abschnitt ausführlich
diskutiert wird. Der Nenner im y-Integranden kann dann durch

|1 − r12r32(1 − 2y
d

z
)|2 ≈ 4y2d

2

z2
(2.4.58)

genähert werden. Für die Energiedichte erhält man damit

〈uev
‖ 〉 ≈ 1

dz24π2

∫

dω E(ω, T2)
1

ω

ε′′r2
|εr2 + 1|2 ≈ 1

24dz2

(kBT2)
2

~

1

ωpτ
. (2.4.59)

Der Anteil der TM-Moden zur Energiedichte für z � d unterscheidet sich also vom
entsprechenden Beitrag bei z � d durch den Faktor z/d � 1 und nicht durch den
Faktor d/z � 1, wie es bei den TE-Moden der Fall ist, wobei dieser Ausdruck nur
für Abstände

1 � d

z
� dW

λth
(2.4.60)

Gültigkeit besitzt.
Man erhält zusammengefasst also folgende Aussagen: Für jede dielektrische Plat-

te — also unabhängig vom Material in Medium 1 — stimmt die Energiedichte im
Nahfeld für z � d mit der Energiedichte des Halbraumes überein. Für z � d ist
das Abstandsverhalten der Energiedichte für die TE- und TM-Moden proportional
zu 1/z2, wobei man für eine Drude-Platte im Vakuum den TE-Moden-Anteil durch
Multiplikation mit d/z aus dem Nahfeldwert der Energiedichte für einen Halbraum
erhält, aber den TM-Moden-Anteil aus dem entsprechenden Nahfeldwert durch Mul-
tiplikation mit z/d. Es ist anzunehmen, dass die Näherungen für z � d für das
Medium 2 auch gelten, wenn Medium 1 durch ein polares Medium gegeben ist, bei
dem sich die Annahme εr1 = 1 nicht so dramatisch auswirkt, wie etwa Glas. Ist Me-
dium 1 dagegen durch ein Drude-Metall gegeben, so ist die Annahme εr1 = 1 bzw.
εr1 ≈ 1 nicht mehr haltbar, sodass die Näherung in Gl. (2.4.59) in diesem Fall nicht
mehr gültig ist. Die Auswirkungen eines Substrat-Mediums mit εr1 6= 1 werden im
nächsten Kapitel genauer untersucht.

Da nun das Abstandsverhalten der Energiedichte im Nahfeld für verschiedene
Plattendicken bekannt ist, kann man sich folgende Fragen stellen: Was geschieht
eigentlich für d→ 0? Geht die Energiedichte linear mit d gegen Null, wie es für den
Poynting-Vektor der Fall ist? Klar ist, dass man sich für d → 0 stets im Bereich
z � d befinden wird. Betrachtet man die berechneten Grenzfälle in Gl. (2.4.52) und
(2.4.59), scheint zunächst einmal klar, dass 〈uev

⊥ 〉 linear mit d gegen Null gehen wird.
Andererseits ist 〈uev

‖ 〉 proportional zu d−1! Heißt das etwa, dass der TM-Moden-
Anteil der Energiedichte divergiert? Wirft man einen Blick auf den allgemeinen
Ausdruck der Transmissionskoeffizienten in Gl. (2.4.11), so verschwinden diese aber
für d = 0. In Abb. 2.8 ist die Energiedichte für Wismut in Abhängigkeit von der
Plattendicke d bei einem festen Beobachtungsabstand z aufgetragen. Man sieht an-
hand dieses numerischen Ergebnisses, dass sich der Beitrag der TE-Moden erwar-
tungsgemäß verhält und für d → 0 linear mit d gegen Null geht. Der Beitrag der
TM-Moden dagegen verhält sich unerwartet und scheint für d→ 0 einen konstanten
Wert zu erreichen, obwohl das Quellenvolumen in diesem Grenzfall verschwindet. Im
folgenden Abschnitt soll der Grenzfall d→ 0 für die TM-Moden genauer untersucht
und der Grenzwert für die TM-Moden bestimmt werden.
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2.4.4 Universelles Verhalten der Energiedichte

Betrachtet man die spektrale Energiedichte für die TM-Moden in Abb. 2.5 und
wählt eine feste Plattendicke d, dann sieht man, dass sehr hohe Frequenzen nur
einen unwesentlichen Beitrag zur Energiedichte liefern. Wählt man immer kleinere
Frequenzen, steigt der Beitrag dieser Frequenzen zur Energiedichte schätzungsweise
solange, bis das Maximum dev

‖ mit dem gewählten d übereinstimmt. Damit kann die
maximale Frequenz durch

d‖(ωmax) ≡ d⇒ ωmax ≈ λd

2
ω2

pτ (2.4.61)

abgeschätzt werden, wobei die Wellenzahlen λ ≈ z−1 den wesentlichen Beitrag zur
Energiedichte liefern, sodass

ωmax ≈ d

2z
ω2

pτ (2.4.62)

gilt. Für Frequenzen kleiner als ωmax wird der Beitrag zur Energiedichte konstant.
Dieses Verhalten kann man in Abb. 2.9 für den Fall von Wismut sehen. Wie man
der Abb. 2.9 entnehmen kann, nimmt der Wert der spektralen Energiedichte für
d → 0 entsprechend Gl. (2.4.59) mit 1/d zu, wohingegen ωmax, und damit der Fre-
quenzbereich, der wesentlich zur Energiedichte beiträgt, linear in d ist. Es scheint
so, als ob damit die Energiedichte für d→ 0 einen konstanten Wert annimmt. Dieser
Diskussion folgend sollte es möglich sein, die Energiedichte durch

〈uev
‖ 〉 =

∫

dω ρev
‖ ≈ ρev

‖ (ωmax, d)ωmax (2.4.63)

abzuschätzen. Den Grenzfall einer unendlich dünnen Platte, d→ 0, kann man dann
aufgrund von Gleichung (2.4.62) direkt durch ωmax → 0 realisieren.

Entnimmt man die spektrale Energiedichte aus Gl. (2.4.59) und benutzt Gl.
(2.4.48), so erhält man

〈uev
‖ 〉 ≈ ρev

‖ (ωmax, d)ωmax =
1

dz24π2
E(ωmax, T2)

1

ω2
pτ
ωmax. (2.4.64)

Für den Grenzfall d→ 0 erhält man somit

〈uev
‖ 〉 ≈ kBT2

4π2z3
, (2.4.65)

also einen universellen, d.h. materialunabhängigen Beitrag für die evaneszenten TM-
Moden im Grenzfall unendlich dünner Platten.

Anstelle dieses Verfahrens wird nun ein etwas direkterer Ansatz gewählt, um
den Grenzfall unendlich dünner Platten zu realisieren. Als Ausgangspunkt bietet
sich die Näherung aus Gleichung (2.4.51) für z � d an, die ja im Grenzfall d → 0
mit Sicherheit erfüllt sein wird. Ausserdem werden nur die TM-Moden betrachtet,
wobei weiterhin angenommen wird, dass r12

‖ = r32
‖ = r‖ gilt. Somit erhält man

〈uev〉 ≈
∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2

2

z3ω

∫

dy y2 Im(r‖)e
−2y

|1 − r2
‖(1 − 2y d

z
)|2

[

2y
d

z
(1 + |r‖|2)

]

. (2.4.66)
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Abbildung 2.9: Plot der spektralen Energiedichte ρ‖(ω) für die
Platte im Fall von Wismut bei T = 300 K und z = 10−6 m
in Abhängigkeit von der Frequenz ω für verschiedene Platten-
dicken d, wobei die Graphen in Pfeilrichtung für die Platten-
dicken 10−8 m, 10−9 m und 10−10 m angegeben sind.

In der Hagen-Rubens-Näherung kann der Nenner unter dem Integral durch
∣

∣

∣

∣

1 − r2
‖

(

1 − 2y
d

z

)∣

∣

∣

∣

2

≈
(

2y
d

z

)2

+

(

4ω

ω2
pτ

)2

(2.4.67)

approximiert werden und es gilt |r‖|2 ≈ 1. Da nun der Grenzwert für unendlich
dünne Platten gesucht ist, gilt entsprechend Gl. (2.4.57)

(

2
d

z

)2

�
(

4ω

ω2
pτ

)2

bzw.
d

z
� dW

λth
� 1. (2.4.68)

Es müssen in diesem Fall beide Summanden im Nenner berücksichtigt werden, da
der zweite Summand für sehr dünne Platten nicht vernachlässigt werden kann. Eine
Vernachlässigung des ersten Summanden hingegen würde den Nenner im y-Integral
abstandsunabhängig machen, sodass der Ausdruck für die Energiedichte (2.4.66)
linear in d wäre und damit für d → 0 verschwinden würde. Berücksichtigt man da-
her beide Summanden und die Näherungsausdrücke für die Reflexionskoeffizienten,
bekommt man den Ausdruck

〈uev〉 ≈
∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2

2

z2d

2

ω2
pτ

∫

dy y3 e−2y

y2 +
(dev

‖

d

)2
, (2.4.69)

wobei die Größe

dev
‖ (ω) =

2zω

ω2
pτ

(2.4.70)

aus Gl. (2.4.34) eingeführt wurde. Da Gl. (2.4.69) wieder durch die Frequenzen ω .

kBT2/~ dominiert ist, ergibt sich mit λ = z−1 für die Energiedichte die Längenskala

duni := dev
‖

(

ω =
kBT2

~

)

= z
dW

λth
. (2.4.71)
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Für d� duni ergibt das Integral (2.4.69) das in Gleichung (2.4.59) abgeleitete 1/z2-
Verhalten des TM-Moden-Beitrages zur Energiedichte. Für d� duni hingegen sollte
sich das bereits abgeschätzte universelle Verhalten ergeben. Dementsprechend gibt
diese Längenskala an, für welche Plattendicken man solch ein universelles Verhalten
erwarten kann. Betrachtet man also d� duni, bekommt man zunächst

〈uev〉 ≈ 2

z2d

2

ω2
pτ

∫

dω
E(ω, T2)

(2π)2

(

dev
‖
d

)2 ∫

dη η3 e−2η
dev
‖
d

η2 + 1
. (2.4.72)

Da — wie zu Beginn dieses Abschnittes diskutiert wurde — bei sehr kleinen Plat-
tendicken der ω-Integrand für kleine Frequenzen dominant wird, kann die Bose-
Einstein-Funktion durch

E(ω, T2) ≈ kBT2 (2.4.73)

approximiert werden. Man erhält dann für die Energiedichte der TM-Moden

〈uev〉 ≈ 2

z3d

kBT2

(2π)2

∫

ddev
‖

(

dev
‖
d

)2 ∫

dη η3 e−2η
dev
‖
d

η2 + 1

=
2

z3d

kBT2

(2π)2

∫

dη
η3

η2 + 1

∫

ddev
‖

(

dev
‖
d

)2

e−2η
dev
‖
d

=
2

z3d

kBT2

(2π)2

∫

dη
η3

η2 + 1
d

Γ(3)

(2η)3

=
2

z3

kBT2

(2π)2

Γ(3)

23

π

2

=
kBT2

16πz3
.

(2.4.74)

Diese Ableitung führt offenbar wieder auf ein universelles Verhalten, das gut mit
der Schätzung in Gl. (2.4.65) übereinstimmt. Für den Grenzfall d → 0 bzw. für
d � duni nimmt der Beitrag der TM-Moden zur Energiedichte einen konstanten,
materialunabhängigen Wert ungleich Null an. Das ist verblüffend und erscheint auf
den ersten Blick verwunderlich. Der physikalische Mechanismus, der hinter diesem
Verhalten steckt, ist anhand der hier gegebenen Rechnung nicht klar. Es kann aber
gezeigt werden, dass das Ansteigen des TM-Moden-Beitrages zur Energiedichte für
dünne Platten sowie das hier abgeleitete Verhalten der Oberflächenplasmonenkop-
pung auf den beiden Seiten der Platte zugeschrieben werden muss. Diese Kopplung
führt zu einer Aufspaltung des Oberflächenplasmonenzweiges in einen hochfrequen-
ten und einen niedrigfrequenten Zweig (siehe [60, 61]). Macht man die Platte aus-
reichend dünn, gelangt der niedrigfrequente Zweig in den thermisch zugänglichen
Bereich um ω . kBT/~ und kann dadurch zum thermischen Anteil der Energie-
dichte beitragen, wodurch diese erhöht wird und für beliebig dünne Platten einen
universellen Beitrag annimmt. Aufgrund der Ableitung des Wertes in Gl. (2.4.74),
bei der die Bose-Einstein-Funktion explizit durch kBT2 approximiert wurde, könnte
angenommen werden, dass der abgeleitete Wert für das universelle Verhalten die
Anteile beider Plasmonenzweige enthält, da in dem Frequenzintegral im Prinzip alle
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Abbildung 2.10: Plot der Energiedichte 〈u⊥〉 für die Platte im Fall von
Wismut bei T = 300 K in Abhängigkeit vom Beobachtungspunkt z oberhalb
der Platte für verschiedene Plattendicken d = 10−6 m (gepunktete Linie),
7 ·10−7 m (gestrichelte Linie) und 10−10 m (durchgezogene Linien). Der Pfeil
zeigt das Verhalten der Energiedichte mit abnehmender Plattendicke an.
Außerdem sind die Näherungen für den stark evaneszenten Bereich (dünne
durchgezogene Linie) für den Halbraum aus Gleichung (2.4.49) und für die
Platte aus Gleichung (2.4.52) geplottet.

Frequenzen berücksichtigt werden. Eine genaue Diskussion der Oberflächenplasmo-
nenbeiträge in Kapitel 4 wird allerdings zeigen, dass der universelle Beitrag in Gl.
(2.4.74) richtig ist und allein von dem niedrigfrequenten Zweig ω− herrührt.

Die Größe

duni = z
dW

λth
= z

kBT2

~c

2c

ω2
pτ

(2.4.75)

gibt eine ungefähre Dicke an, ab der das universelle Verhalten zu erwarten ist, wo-
bei wie in den vorherigen Rechnungen die Hagen-Rubens-Näherung vorausgesetzt
wird. Berechnet man diese Dicke im Falle von Wismut — ωp = 2, 1 · 1016 s−1 und
τ = 2, 3 · 10−16 s — für z = 10−6 m und T = 300 K, erhält man dBi

uni ≈ 8 · 10−10 m,
was erklärt, warum man so unphysikalische Plattendicken wie d = 10−10 m betrach-
ten muss, um diesen Effekt überhaupt zu sehen (Siehe zum Beispiel Abb. 2.11).
Für bessere Drude-Metalle wie zum Beispiel Aluminium mit ωp = 2, 4 · 1016 s−1

und τ = 8 · 10−15 s sieht die Lage noch viel schlechter aus, da die Relaxationszeit
größer ist als bei Wismut. Für andere Drude-Metalle liegt die Relaxationszeit so-
gar bei 10−14 s, sodass für besonders gute Drude-Metalle das abgeleitete universelle
Verhalten unmöglich zu realisieren ist. Aber: Offenbar ist die Größe duni direkt pro-
portional zu zT2ρ, wobei ρ = 1/(ε0ω

2
pτ) den elektrischen Widerstand darstellt. Bei

großen Temperaturen und schlechter Leitfähigkeit, wobei Drude-Verhalten vorausge-
setzt ist, nimmt also die Dicke duni zu, ab der das universelle 1/z3-Verhalten einsetzt.
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Abbildung 2.11: Plot der Energiedichte 〈u‖〉 für die Platte im Fall von Wis-
mut bei T = 300 K in Abhängigkeit vom Beobachtungspunkt z oberhalb
der Platte für verschiedene Plattendicken d = 10−6 m (gepunktete Linie),
7 · 10−7 m (gestrichelte Linie) und 10−10 m (durchgezogene Linie). Der Pfeil
zeigt das Verhalten der Energiedichte mit abnehmender Plattendicke an.
Außerdem sind die Näherungen für den stark evaneszenten Bereich (dünne
durchgezogene Linie) für den Halbraum aus Gleichung (2.4.50) und für die
Platte aus Gleichung (2.4.59) geplottet. Man erkennt für die unrealistisch
dünne Platte mit d = 10−10 m das universelle 1/z3-Verhalten bei z ≈ 10−6 m.

Da offenbar in natürlicher Weise bei dünnen Filmen/Platten der Gleichstromwider-
stand zunimmt [44], könnte sich das universelle Verhalten bereits bei etwas größeren
Plattendicken zeigen als duni angibt. Eventuell sind auch Materialien wie zum Bei-
spiel Polypyrrol [PPy(PF6)] — ein dotiertes Polymer — oder dotierte Halbleiter
[62, 63], die ein Drude-Verhalten mit einer besonders kleinen Plasmafrequenz zei-
gen, gute Kandidaten, um dieses universelle 1/z3-Verhalten zumindest qualitativ zu
zeigen.

2.5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde das fluktuierende Nahfeld in der Nähe einer dielektrischen
Platte untersucht, wobei man erwartungsgemäß für Plattendicken d kleiner als die
Skintiefe ds Abweichungen von den Halbraumergebnissen bekommt. Für die propa-
gierenden Moden äußert sich diese Abweichung darin, dass man für Drude-Metalle im
Grenzfall d→ 0 zunächst bei d ≈ dW ein Maximum im Poynting-Vektor und damit
in der thermischen Abstrahlung der Platte erhält. Für unrealistisch dünne Platten
geht der Poynting-Vektor dann linear mit d gegen Null. Da die Woltersdorff-Dicke
dW ∝ (ω2

pτ)
−1 = ρ ist, kann man erwarten, dass für Metalle mit einer schlechten
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Abbildung 2.12: Plot der gesamten Energiedichte 〈uges〉 für die Platte im
Fall von Wismut bei T = 300 K in Abhängigkeit vom Beobachtungspunkt z
oberhalb der Platte für verschiedene Plattendicken d = 10−6 m (gepunktete
Linie), 7 · 10−7 m (gestrichelte Linie) und 10−10 m (durchgezogene Linie).
Man sieht gut das nicht-monotone Verhalten der Energiedichte für d → 0,
das mit dem Ansteigen des TM-Moden-Anteils und dem Absinken des TE-
Moden Anteils für z � d verknüpft ist.

Leitfähigkeit dieses Maximum bei moderaten Plattendicken auftritt.
Für die evaneszenten Moden erhält man ebenfalls die Halbraumergebnisse zu-

rück, wenn man Plattendicken betrachtet, die die Skintiefe überschreiten. Für Plat-
tendicken d ≤ ds spielt neben der Skintiefe auch das Verhältnis von der Plattendicke
d zum Beobachtungsabstand z eine wesentliche Rolle. Da die evaneszenten Moden
im Abstand z durch Wellenlängen der Größenordnung z dominiert sind, ist es plau-
sibel, dass man für Abstände z � d das Halbraumergebnis zurückbekommt, da die
entsprechenden evaneszenten Moden mit λ−1 ≈ z � d die Beschränkung durch die
endliche Plattendicke nicht

”
spüren“ können. Für Abstände z ≥ d erhält man dage-

gen eine erhebliche Abweichung vom Halbraumwert, die sich darin äußert, dass die
Halbraum-Potenzgesetze

〈u⊥〉 ∝ z−1 und 〈u‖〉 ∝ z−3 (2.5.1)

für die TE- und TM-Moden in ein Potenzgesetz proportional zu z−2 übergehen.
Zusätzlich findet man für die evaneszenten TM-Moden im klassischen Bereich, d.h.
für hohe Temperaturen bzw. große Abstände, ein universelles Verhalten, das sich bei
üblichen Drude-Metallen wie Au, Ag oder Wismut allerdings erst für unrealistisch
dünne Platten bemerkbar macht. Wie bereits diskutiert, sollte man für spezielle
Materialien solch ein universelles Verhalten sehen können, wobei die Plattendicke,
ab der dieses universelle Verhalten eintritt, durch duni aus Gl. (2.4.75) gegeben ist.

Die TE- und TM-Moden können im Nahfeld also ausschließlich durch Potenzge-
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setze beschrieben werden. Ein Plot der numerischen Ergebnisse von 〈u⊥〉 für Wis-
mut zusammen mit den Approximationen in (2.4.49) und (2.4.52) ist in Abb. 2.10
dargestellt. Man findet eine sehr gute Übereinstimmung der Energiedichte mit den
entsprechenden Näherungen, d.h. mit den abgeleiteten Potenzgesetzen.

Der entsprechende Plot von 〈u‖〉 für Wismut ist in Abb. 2.11 zu finden und auch
hier stimmen die Näherungen aus den Gln. (2.4.50) und (2.4.59) sehr gut mit der
numerisch berechneten Energiedichte überein. Außerdem macht sich für sehr dünne
Platten das universelle Verhalten aus Gl. (2.4.74) bei z ≈ 1µm bemerkbar.

In Abb. 2.12 ist noch ein Plot für die gesamte Energiedichte 〈u〉 = 〈u‖〉 + 〈u⊥〉
für Wismut-Platten verschiedener Dicken gezeigt, um das nicht-monotone Verhal-
ten der Gesamtenergiedichte bei Veränderung der Plattendicke zu veranschaulichen.
Die Energiedichte für die Platte mit der Dicke d = 10−6 m sollte in guter Über-
einstimmung mit dem Halbraumergebnis sein, da diese Dicke die Skintiefe von
ds ≈ 1, 3 · 10−7 m übersteigt. Für diese Plattendicke erkennt man den für Metal-
le typischen Verlauf, bei denen im Bereich von z = 10−8 m bis z = 10−6 m die
TE-Moden-Beiträge die Energiedichte dominieren. Für z � 10−8 m dominiert der
TM-Moden-Beitrag und führt zu der charakteristischen 1/z3-Abhängigkeit der Ener-
giedichte. Bei einer Plattendicke von d = 7 · 10−9 m wird der TE-Moden-Anteil
schwächer und der TM-Moden-Anteil vergleichsweise stark im Bereich von z � d.
Bei dieser Dicke liefern die TE- und TM-Moden ungefähr den gleichen Beitrag zur
Gesamtenergiedichte, wie man in Abb. 2.8 sehen kann. Es setzt sich in diesem Be-
reich daher ein 1/z2-Verhalten der Energiedichte durch, das allerdings durch die TE-
und TM-Moden gleichermaßen gegeben ist. Für z � d ist erwartungsgemäß alles
beim

”
alten“.

Wie bereits diskutiert wurde, kann man das universelle Verhalten der Nahfeld-
energiedichte für reale Drude-Metalle und damit auch für Wismut nicht erreichen,
da man die Schichtdicke so dünn machen müsste, dass sie höchstens durch eine Mo-
nolage des Materials realisiert werden könnte. Um dennoch zumindest prinzipiell zu
zeigen, dass man für sehr dünne Schichten das abgeleitete universelle Potenzgesetz
erhält, ist es daher notwendig, für Wismut eine Plattendicke von d = 10−10 m zu
wählen. In diesem Fall (siehe Abb. 2.12) dominiert im Bereich z � d und z � d
nur noch der TM-Moden-Beitrag die Energiedichte mit seinem 1/z3- bzw. 1/z2-
Verhalten. Außerdem wird für z � 10−7 m das universelle Verhalten der TM-Moden
sichtbar, das ebenfalls eine 1/z3-Abhängigkeit aufweist.
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Kapitel 3

Das evaneszente Nahfeld eines

beschichteten Mediums

In diesem Kapitel wird das fluktuierende Nahfeld eines beschichteten Halbraumes
untersucht, wobei der Beitrag der Schicht bzw. des Coatings im Prinzip im vor-
herigen Kapitel ausführlich diskutiert wurde. Für die vollständige Beschreibung ei-
nes beschichteten Materials muss allerdings noch der Beitrag der Quellen im Bulk-
Medium berücksichtigt werden. Dementsprechend ist dieses Kapitel die natürliche
Fortsetzung des vorherigen Kapitels und gibt damit eine vollständige Diskussion der
Abstandsabhängigkeit der Energiedichte im evaneszenten Nahfeld, die es in der mir
bekannten Literatur so noch nicht gibt.

Es ist wieder unerlässlich, für die gegebene Geometrie die Greenschen Funktio-
nen zu konstruieren und mithilfe der Randbedingungen eindeutig zu bestimmen. Die
Resultate werden diesmal ohne die Angabe der Rechnung im ersten Abschnitt ange-
geben, da die Rechnungen analog zu den Rechnungen aus den vorherigen Kapiteln
ausgeführt werden können. Aus dem gleichen Grund werden die Berechnungen des
Poynting-Vektors und der Energiedichte in den darauf folgenden Abschnitten eben-
falls weggelassen und nur die Ergebnisse angegeben. Die Beiträge des Bulks und der
Schicht in der gegebenen Schichtgeometrie werden anhand numerischer Beispiele
ausführlich diskutiert.

Wie im vorherigen Kapitel werden auch hier nur die lokalen Bulk-Permittivitäten
verwendet, sodass die gegebenen Ergebnisse den gleichen Einschränkungen wie die
entsprechenden Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel unterliegen und für sehr
dünne Schichten und sehr kleine Beobachtungsabstände nur qualitativ richtig sein
können.

3.1 Konstruktion der Greenschen Funktion

Es wird nun die gleiche Geometrie wie im vorherigen Abschnitt (siehe Abb. 2.1)
betrachtet, nur dass sich die Quellenströme diesmal bei z < −d befinden. Die zu
betrachtenden Raumgebiete können diesmal in drei verschiedene Gruppen eingeteilt
werden: Das Gebiet für alle z′ < z < −d wird mit I, das für alle −d < z < 0 mit
II und das für alle 0 < z mit III bezeichnet. Genau wie bei den zuvor betrachte-
ten Geometrien können die Greenschen Funktionen für die einzelnen Gebiete durch
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Superposition der freien Lösung mit den entsprechenden Streulösungen konstruiert
werden. Man erhält für die drei Gebiete die elektrischen dyadischen Greenschen
Funktionen

� E
I =

i

4π

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{(

M±nλ(h1) +R1
TEM±nλ(−h1)

)

⊗ M′
±nλ(−h1)

+

(

N±nλ(h1) +R1
TMN±nλ(−h1)

)

⊗ N′
±nλ(−h1)

}

, (3.1.1)

� E
II =

i

4π

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{(

T 2
TEM±nλ(h2) +R2

TEM±nλ(−h2)

)

⊗ M′
±nλ(−h1)

+

(

T 2
TMN±nλ(h2) +R2

TMN±nλ(−h2)

)

⊗ N′
±nλ(−h1)

}

, (3.1.2)

� E
III =

i

4π

∫

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

T 3
TEM±nλ(h3) ⊗ M′

±nλ(−h1)

+ T 3
TMN±nλ(h3) ⊗ N′

±nλ(−h1)

}

. (3.1.3)

Die Implementierung der Randbedingungen (1.1.7) bei z = −d und z = 0 führt
auf die gesuchten Transmissionskoeffizienten im Gebiet III:

T 3
TE =

4h1h2e
−ih1d

C⊥
und T 3

TM =
4h1h2k

2
2e

−ih1d

k1k3C‖
(3.1.4)

mit den Koeffizienten C⊥ und C‖ aus Gl. (2.3.12). Damit sind die elektrische und
die magnetische Greensche Funktion im Gebiet III eindeutig bestimmt.

3.2 Die propagierenden Moden

Die Berechnung des Poynting-Vektors und der Energiedichte kann nun ganz analog
zu den vorherigen Rechnungen durchgeführt werden und man erhält wieder Glei-
chungen der Gestalt (1.6.11) bzw. (2.3.8):

〈S31
z 〉 =

∫

dω
E(ω, T1)

(2π)2

∫

dλλe−2h′′
3 z

(

T 31
⊥ + T 31

‖
)

, (3.2.1)

wobei diesmal

T 31
⊥ = 16|h2|2

Re(h3)Re(h1)

|C⊥|2
, (3.2.2)

T 31
‖ = 16|h2|2

|k2|4
|k1|4

Re(h3)Re(h1εr1)

|C‖|2
(3.2.3)

gelten. Wiederum wurde vorausgesetzt, dass ε3 = ε0 gilt, sodass der Poynting-Vektor
nur Informationen über die propagierenden Moden enthält, da die Transmissions-
koeffizienten proportional zu Re(h3) sind. Um Informationen über das evaneszente
Nahfeld zu erlangen, muss dagegen wieder die Energiedichte betrachten werden.
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Für den Poynting-Vektor können die Transmissionskoeffizienten für dünne und
dicke Beschichtungen, d.h. für h′′2d � 1 und h′′2d � 1, leicht abgeleitet werden. Für
dünne Platten mit h′′2d� 1 erhält man

T 31
⊥ ≈ 4

Re(h1)Re(h3)

|a31
⊥ |2 (3.2.4)

und

T 31
‖ ≈ 4

|εr3|2
|εr1|2

Re(h1εr1)Re(h3)

|a13
‖ |2

≈ 4
Re(h1εr1)Re(h3)

|a31
‖ |2 ,

(3.2.5)

da |C|2 ≈ 4|h2|2|a31|2 gilt. Diese beiden Transmissionskoeffizienten stimmen wie-
der mit den Transmissionskoeffizienten aus Gl. (1.6.12) für die Halbraumgeometrie
überein, bei der Dielektrikum 1 an Dielektrikum 3 grenzt, was sehr plausibel ist.
Schließlich werden die Beiträge des Dielektrikums 1 in diesem Fall nur unwesentlich
durch das Dielektrikum 2 gedämpft, da d� ds gilt.

Andererseits erhält man für Beschichtungen mit Dicken d, die sehr viel größer
als die Skintiefe sind (d.h. es gilt h′′2d � 1), für den Nenner der Transmissionskoef-
fizienten

|C|2 ≈ |a21|2|a32|2 exp(2h′′2d), (3.2.6)

sodass die Transmissionskoeffizienten exponentiell gedämpft und damit vernachlässig-
bar klein werden. Für Plattendicken d� ds werden die Beiträge des Dielektrikums 1
offenbar so stark durch das Dielektrikum 2 gedämpft, dass sie oberhalb der Schicht-
geometrie einen vernachlässigbaren Beitrag liefern.
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Abbildung 3.1: Numerisches Ergebnis für den Poynting-Vektor
eines GaN-Halbraumes, der mit einer Goldschicht bedeckt ist,
in Abhängigkeit von der Schichtdicke d, wobei die Temperatur
auf T = 300 K festgesetzt ist.
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Der Poynting-Vektor für die gesamte Schichtgeometrie, die auf einer festen Tem-
peratur T1 = T2 = T gehalten wird, setzt sich additiv aus dem Beitrag zusammen,
der durch die Quellenströme in Dielektrikum 1 und dem Beitrag, der durch die
Quellenströme in Dielektrikum 2 erzeugt wird. Der Poynting-Vektor der gesamten
Schichtgeometrie kann dann durch die Summe der beiden Beiträge angegeben wer-
den und erhält die Form

〈Sz〉 =

∫

dω
E(ω, T )

(2π)2

∫

dλλe−2h′′
3 z

(

T ges
⊥ + T ges

‖
)

, (3.2.7)

wobei die Transmissionskoeffizienten T ges durch die Summe des Bulkanteils T 31 aus
Gl. (3.2.3) und des Anteils der Beschichtung T 32 aus Gl. (2.3.9) gegeben sind.

Für die Transmissionskoeffizienten T 32 aus Gl. (2.3.9) wurden die Grenzfälle
dicker und dünner Beschichtungen bereits im vorigen Kapitel erörtert, wobei festge-
stellt wurde, dass für d� ds diese Transmissionskoeffizienten linear mit d verschwin-
den, wohingegen für d � ds diese Transmissionskoeffizienten gegen das Halbraum-
ergebnis für Dielektrikum 2 konvergieren, das an Dielektrikum 3 grenzt. Somit kann
man zusammenfassend das Verhalten des Poynting-Vektors für einen beschichteten
Halbraum angeben: Der Poynting-Vektor der gesamten Schichtgeometrie gibt Werte
in Abhängigkeit der Schichtdicke, die zwischen den Halbraumwerten des Bulkme-
diums und der Beschichtung liegen, wobei für d � ds der Halbraumwert der Be-
schichtung bzw. des Coatings erreicht wird und für d � ds der Halbraumwert des
Bulkmaterials. Dabei ist Dielektrikum 3 durch das Vakuum gegeben.
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Abbildung 3.2: Links: Numerisches Ergebnis für den Poynting-Vektor eines
Gold-Halbraumes, der mit Platin beschichtet ist, in Abhängigkeit von der
Schichtdicke d, wobei die Temperatur auf T = 300 K festgesetzt ist. Im
zweiten Bild ist die gleiche Situation für einen Platin-Halbraum, der mit
Gold beschichtet ist, dargestellt.

In Abb. 3.1 ist der Poynting-Vektor für eine Schichtgeometrie geplottet, bei der
das Material des Bulk-Mediums durch GaN gegeben ist und das Material des Coa-
tings durch Gold. Die Permittivität für Gold ist wieder durch die Drude-Permittivität
und die Permittivität des GaN-Bulks durch die Reststrahlenformel gegeben. Man
sieht gut, wie der Poynting-Vektor für sehr dünne Schichten gegen den Halbraum-
wert von GaN strebt, der nahe bei dem Wert des schwarzen Strahlers liegt. Bei
Schichtdicken dagegen, die weit größer als die Skintiefe der Goldschicht sind, strebt
der Poynting-Vektor der gesamten Anordnung gegen den Halbraumwert von Gold,
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der um zwei Größenordnungen kleiner als der Wert des schwarzen Strahlers ist.
Durch die Variation der Schichtdicke kann die Wärmeabstrahlung dieser Anordnung
um bis zu zwei Größenordnungen erhöht bzw. verringert werden! Übrigens ist das im
vorherigen Abschnitt abgeleitete Maximum im Poynting-Vektor für die Beschichtung
erhalten, aber es wird vollständig durch den Beitrag des darunter liegenden Halb-
raumes überdeckt, wie man in Abb. 3.1 sieht.

Natürlich gilt hier auch der umgekehrte Schluss: Würde man einen Halbraum
aus Gold mit GaN beschichten, würde sich die Wärmeabstrahlung bei Verringerung
der GaN-Schicht ebenfalls um bis zu zwei Größenordnungen verringern. Dass diese
Umkehrung richtig ist, erkennt man sehr schön an den beiden Plots in Abb. 3.2, bei
denen zum einen ein Goldhalbraum mit Platin und zum anderen ein Platinhalbraum
mit Gold beschichtet wird. Der Wert des Poynting-Vektors für die Schichtgeometrie
liegt stets zwischen den entsprechenden Halbraumwerten, wobei der Übergang im
Bereich der Skintiefe einsetzt, die bei ωth ≈ 1014 s−1 für Platin bei dPt

s = 47 nm und
für Gold bei dAu

s = 22 nm liegt.

3.3 Die evaneszenten Moden

Auch die Berechnung des Beitrages zur Energiedichte, der durch die Felder mit den
Quellenströmen in Dielektrikum 1 — also des Substratmediums — verursacht wird,
führt wieder auf die bereits bekannte Form aus Gl. (1.7.10) bzw. (2.4.1):

〈ub(z)〉 =

∫

dω
E(ω, T )

(2π)2

∫

dλλ
λ2

s

2ω
e−2h′′

3 z

(

T 31
⊥ + T 31

‖
)

Re(h3)
, (3.3.1)

wobei die Transmissionskoeffizienten in den Gln. (3.2.3) gegeben sind. Die Größe λ2
s

wurde in Gl. (1.7.11) definiert und ist im propagierenden Bereich, d.h. λ < k0, durch
2k2

0 und im evaneszenten Bereich, d.h. λ > k0, durch 2λ2 gegeben.
Die Bestimmung der Grenzwerte der Energiedichte für dünne und dicke Platten

ist für den Beitrag des Substrats bzw. Bulks harmlos, da der Zähler und der Nenner
in den Transmissionskoeffizienten T in Gl. (3.2.3) nicht in Abhängigkeit von h′′2d
konkurrieren. Die Grenzfälle können daher für h′′2d � 1 und h′′2d � 1 genauso
wie für den Poynting-Vektor im vorherigen Abschnitt bestimmt werden, sodass für
h′′2d� 1 der Beitrag des Bulkmaterials zur Energiedichte verschwindet, wohingegen
für den entgegengesetzten Grenzfall h′′

2d � 1 der Beitrag des Bulkmaterials dem
eines Halbraumes gleicht, der aus dem Dielektrikum 1 besteht, d.h. die Beschichtung
vernachlässigbaren Einfluss auf die Energiedichte des Bulkmediums hat.

Um nun die gesamte Anordnung des beschichteten Halbraumes zu diskutieren,
muss dem Energiedichtebeitrag des Bulkmaterials auch der Beitrag der Beschichtung
bzw. des Coatings aus Gl. (2.4.1),

〈uc(z)〉 =

∫

dω
E(ω, T )

(2π)2

∫

dλλ
λ2

s

2ω
e−2h′′

3 z

(

T 32
⊥ + T 32

‖
)

Re(h3)
, (3.3.2)

mit den Transmissionskoeffizienten aus Gl. (2.3.9) bzw. (2.4.11) hinzuaddiert wer-
den. Für die Energiedichte oberhalb eines beschichteten Halbraumes erhält man
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daher genau wie für den Poynting-Vektor einen Beitrag des Substrats entsprechend
Gl. (3.3.1) und einen Beitrag des Coatings entsprechend Gl. (3.3.2).

Der Beitrag des Coatings wurde bereits in dem vorherigen Kapitel ausführlich
für Metalle in der Hagen-Rubens-Näherung diskutiert, allerdings hauptsächlich für
den Spezialfall, dass ε1 = ε3 = ε0 gilt. Bei Anwesenheit eines Substrats mit ε1 6= ε0
kann der Beitrag des Coatings jedoch stark von den bereits diskutierten Grenzfällen
für eine frei stehende Metallschicht abweichen. Betrachtet man beispielsweise den
Nahfeldbeitrag der TM-Moden für die Beschichtung im Bereich z � d, dann gilt
der Gl. (2.4.51) folgend

〈uc,ev
‖ 〉 ≈

∫

dω
E(ω, T )

(2π)2

2

z3ω

∫

dy y2
Im(r32

‖ )e−2y

|1 − r12
‖ r

32
‖ (1 − 2y d

z
)|2

[

2y
d

z
(1 + |r12

‖ |2)
]

. (3.3.3)

Für den Fall, dass ε1 = ε3 = ε0, folgt dann, dass die Reflexionskoeffizienten be-
tragsmäßig gleich sind, d.h., dass |r12

‖ | = |r32
‖ | gilt, wobei für gut leitende Metalle

zusätzlich |r12
‖ | ≈ 1 und damit auch |r32

‖ | ≈ 1 erfüllt ist, sodass man näherungsweise

〈uc,ev
‖ 〉 ≈

∫

dω
E(ω, T )

(2π)2

4

z2dω

∫

dy y Im(r32
‖ )e−2y (3.3.4)

erhält, also die 1/z2-Abhängigkeit, die im Zusammenhang mit der Plattengeometrie
diskutiert wurde. Wählt man als Beschichtung ein Drude-Metall und als Bulkme-
dium ein polares Dielektrikum, so kann man erwarten, dass |r12

‖ | = |r32
‖ | in guter

Näherung erfüllt bleibt. Daher ist zu erwarten, dass in solchen Konfigurationen für
den Beitrag der Schicht in der Schichtgeometrie die im vorherigen Kapitel diskutier-
ten Effekte erhalten bleiben.

Geht man allerdings davon aus, dass das Bulkmaterial auch ein Metall ist, dann
ist anzunehmen, dass der Fresnel-Koeffizient |r12

‖ | annähernd vernachlässigt werden
kann, da der Unterschied zwischen den Materialeigenschaften im Dielektrikum 1 und
im Dielektrikum 2 dann sehr gering ist. Somit kann der Nenner im Integranden in
Gl. (3.3.3) in einer sehr groben Approximation

〈uc,ev
‖ 〉 ≈

∫

dω
E(ω, T )

(2π)2

4d

z4ω

∫

dy y3 Im(r32
‖ )e−2y (3.3.5)

durch 1 ersetzt werden und man erhält eine 1/z4-Abhängigkeit. Nun ist eine rein
theoretische Diskussion, die klärt, in welchem Beobachtungsbereich z in Abhängig-
keit von der Plattendicke d welcher Beitrag die Energiedichte dominiert, aufgrund
der Materialabhängigkeiten sehr mühsam. Einfacher ist es, numerische Berechnun-
gen der Energiedichte durchzuführen und auf dieser Grundlage das Wechselspiel von
Bulkbeitrag und dem Beitrag der Beschichtung zu diskutieren. Diese Vorgehensweise
wird im Weiteren verfolgt.

In Abb. 3.3 ist der TM-Moden-Anteil der Energiedichte 〈uc
‖〉 für einen beschichte-

ten Halbraum in Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z aufgetragen, wobei nur
der Anteil der Wismut-Schicht geplottet ist. Die Temperatur beträgt T = 300 K.
Um den Einfluss des Bulkmaterials auf den Energiedichtebeitrag der Schicht zu un-
tersuchen, wurden für verschiedene Schichtdicken die Bulkmaterialien GaN und Al
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Abbildung 3.3: Numerische Ergebnisse der Energiedichte 〈uc
‖〉

einer Bi-Schicht für einen beschichteten GaN- bzw. einen Al-
Halbraum in Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z bei fe-
ster Temperatur T = 300 K und variierenden Schichtdicken d.
Die durchgezogene Linie ist die Energiedichte für einen reinen
Bi-Halbraum, die gestrichelte Linie steht für eine 5 nm dicke
Bi-Schicht auf GaN bzw. Al und die gepunktete Linie steht für
eine 1 nm dicke Bi-Schicht ebenfalls auf GaN bzw. Al, wobei die
Werte für den GaN-Bulk für d→ 0 größer und für den Al-Bulk
kleiner werden.

gewählt. Für GaN als Bulkmaterial erkennt man in Abb. 3.3 gut, wie der Ener-
giedichtebeitrag für z � d über den Halbraumwert (durchgezogene Linie) steigt,
wenn die Schichtdicke verringert wird, und in das im vorherigen Kapitel abgeleitete
1/z2-Verhalten übergeht. Würde man die Schichtdicke noch kleiner als duni machen,
könnte man sehen, wie der Energiedichtebeitrag wieder in ein 1/z3-Verhalten über-
ginge. Für Al als Bulkmaterial verändert sich diese Situation vollkommen. Bei Ver-
ringerung der Schichtdicke sinkt der Beitrag zur Energiedichte der Schicht für z � d
unter den Energiedichtebeitrag des Halbraumes und geht in ein 1/z4-Verhalten über,
wie es im vorhergehenden Absatz diskutiert wurde. Wie man in Abb. 3.3 sieht, ist
bei fester Schichtdicke d < ds und festem Beobachtungsabstand k0z � 1 und z � d
der Energiedichtebeitrag der Bi-Schicht für die TM-Moden für einen GaN-Bulk voll-
kommen von dem für einen Al-Bulk verschieden. Vergleicht man beispielsweise in
Abb. 3.3 die Werte bei z = 10−7 m für eine Schichtdicke von d = 5 ·10−9 m, so liegen
diese um ca. drei Größenordnungen auseinander.

Der TE-Moden-Anteil der Energiedichte für einen beschichteten Halbraum ver-
hält sich dagegen folgendermaßen: In Abb. 3.4 sieht man, wie für kleiner werdende
Schichtdicken der Beitrag der TE-Moden zur Energiedichte 〈uc

⊥〉 zunächst unab-
hängig vom Bulkmaterial für z � d unter den Halbraumwert (durchgezogene Linie)
des Coatingmaterials fällt. Bei z ≈ 10−8 m zeigt sich ein Aufspalten der Energiedich-
tebeiträge bei fester Schichtdicke in Abhängigkeit vom Bulkmaterial. Betrachtet man
beispielsweise den Graphen für d = 1 nm (gepunktete Linie), so stimmen die Gra-
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Abbildung 3.4: Numerisches Ergebnis der Energiedichte 〈uc
⊥〉

der Bi-Schicht für einen beschichteten GaN- bzw. einen Al-
Halbraum in Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z bei fe-
ster Temperatur T = 300 K und variierenden Schichtdicken d.
Die durchgezogene Linie ist die Energiedichte für einen reinen
Bi-Halbraum, die gestrichelte Linie steht für eine 5 nm dicke
Bi-Schicht auf GaN bzw. Al und die gepunktete Linie steht für
eine 1 nm dicke Bi-Schicht ebenfalls auf GaN bzw. Al. Dabei
sind die Werte für den GaN-Bulk für z � d stets größer als die
Werte für den Al-Bulk, bzw. für Abstände z � d genauso groß.

phen für z < 10−8 m unabhängig von der Wahl des Substrats sehr gut überein. Für
z > 10−8 m geht der obere Graph, bei dem das Bulkmaterial aus GaN besteht, in die
bereits bekannte 1/z2-Abhängigkeit über. Der untere Graph hingegen, bei dem das
Bulkmaterial aus Al besteht, scheint in eine 1/z4-Abhängigkeit überzugehen. Somit
verhalten sich die TE-Moden ähnlich den TM-Moden: Für polare Bulkmaterialien,
zumindest für GaN, gelten die im vorherigen Kapitel abgeleiteten Potenzgesetze,
wohingegen für leitende Bulkmaterialien eine 1/z4-Abhängigkeit auftritt. Allerdings
unterscheiden sich die TM-Moden-Beiträge von den TE-Moden-Beiträgen gerade
dadurch, dass die TM-Moden für dünne Schichten Werte liefern können, die den
Halbraumwert der Energiedichte des Schichtmaterials übersteigen.

Nachdem nun erörtert wurde, wie sich die Wahl des Bulkmediums auf das fluktu-
ierende Nahfeld der Schicht auswirkt, soll nun der Frage nachgegangen werden, wel-
chen Beitrag das Bulkmedium noch zur gesamten Energiedichte liefert. Wie bereits
eingangs diskutiert wurde, geht der Beitrag des Bulkmediums 〈ub〉 zur Energiedichte
für dünne Schichten in seinen Halbraumwert über, da die Transmissionskoeffizienten
in diesem Grenzfall d� ds durch Gl. (3.2.4) bzw. (3.2.5) gegeben sind. Bei Schichten,
die sehr viel dünner als die Skintiefe ds der Schicht sind, ist daher anzunehmen, dass
der Beitrag des Bulkmediums zur Energiedichte 〈ub〉 für gewisse Abstände Werte
erreichen kann, die von der Größenordnung des Beitrages des Schichtmediums 〈uc〉
bzw. größer als dieser sind.
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Abbildung 3.5: Numerisches Ergebnis der Energiedichte 〈uc〉
und 〈ub〉 für eine 5 nm-Bi-Schicht auf einem Al-Halbraum in
Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z bei fester Tempera-
tur T = 300 K.

Betrachtet man beispielsweise Abstände z � d, so erhält man für 〈uc〉 den Halb-
raumwert des Coatings, da die dominanten lateralen Wellenzahlen durch die Wellen-
zahlen mit λz ≈ 1 gegeben sind, d.h. dass die Wellenlängen in diesem Abstandsbe-
reich kleiner als die Schichtdicke sind, da λ−1 � d gilt, und somit keine Information
über die endliche Dicke der Schicht enthalten. Für den Beitrag des Bulkmediums 〈ub〉
oberhalb der betrachteten Schichtanordnung erhält man zunächst ebenfalls Werte,
die dem Halbraumwert des Substratmediums entsprechen. Allerdings können ober-
halb der Schichtgeometrie nur solche Moden zu 〈ub〉 beitragen, deren Wellenlänge
größer als die Dicke d des Schichtmediums selbst ist, da das Bulkmedium entspre-
chend Gl. (3.2.6) nur für h′′2d ≈ λd� 1 einen wesentlichen Beitrag liefert. Dement-
sprechend können für Abstände z kleiner als d nur die evaneszenten Moden mit
lateralen Wellenzahlen λd � 1 beitragen. Damit hat man eine Beschränkung der
beitragenden Moden, die durch die Plattendicke d gegeben ist. Je dicker also die
Schicht des Coatings ist, desto weniger Moden tragen im evaneszenten Bereich zum
λ-Integral bei, sodass man für sehr kleine Beobachtungsabstände mit z � d einen
konstanten abstandsunabhängigen Beitrag für 〈ub〉 bekommt. Daher kann man er-
warten, dass für z � d stets 〈uc〉 � 〈ub〉 gilt. Diesen Sachverhalt kann man gut in
Abb. 3.5 beobachten.

Für Abstände z � d sieht der Sachverhalt etwas anders aus, denn die Werte
für die Energiedichte des Substrats entsprechen bei diesen Abständen dem Halb-
raumwert des Substrats ohne Schicht, da die Einschränkung λd � 1, die zu einem
konstanten Bulkbeitrag für Abstände z � d führt, nicht wirksam werden kann. So-
mit kann es unter Umständen sein, dass der Beitrag des Substrats Werte liefert,
die größer sind als der Beitrag des Coatings. Das ist natürlich nur möglich, wenn
〈uc〉 für diese Abstände entsprechend klein wird. Betrachtet man beispielsweise ein
Metallcoating auf einem Metallsubstrat, so liefert das Substrat eine Energiedichte,
die in dem betrachteten Abstandsbereich z � d für Metalle typischerweise durch
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Abbildung 3.6: Numerisches Ergebnis der Energiedichte 〈uc〉
und 〈ub〉 für eine 5 nm-Bi-Schicht auf einem GaN-Halbraum in
Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z bei fester Tempera-
tur T = 300 K.

die TE-Moden dominiert wird. Der Beitrag des Coatings 〈uc〉 hingegen liefert — wie
in Abb. 3.3 und 3.4 gesehen werden kann — für die TE- und TM-Moden Werte,
die unter dem entsprechenden Halbraumwert des Coatingmaterials liegen. Insofern
kann für Abstände z � d und Plattendicken d � ds der Beitrag des Substrats
zur Energiedichte Werte liefern, die größer sind als die Werte des Coatingmateri-
als; man kann also 〈ub〉 � 〈uc〉 bekommen. Die Nahfeldenergiedichte ist in diesem
Fall — wie man in Abb. 3.5 anhand numerischer Ergebnisse sehen kann — durch
die Eigenschaften des unter der Schicht liegenden Mediums bestimmt, was an sich
sehr interessant ist. Schließlich könnte man somit zumindest prinzipiell mit einer
Apparatur, die es ermöglicht, die Nahfeldenergiedichte oberhalb eines beschichteten
Mediums zu vermessen, durch die Wahl des Abstandsbereiches z � d bzw. z � d
Eigenschaften des Schichtmediums bzw. des Bulkmediums vermessen.

Nimmt man als Bulkmedium allerdings ein polares Medium, so sieht der Sach-
verhalt etwas anders aus, da der Beitrag der dünnen Schicht in diesem Fall für die
TM-Moden Werte liefert, die weit oberhalb des Halbraumwerts des Schichtmediums
liegen — wie man in Abb. 3.3 sieht. Außerdem ist die Energiedichte 〈ub〉 in dem
gesamten Abstandsbereich durch die TM-Moden dominiert. Daher erscheint es eher
unwahrscheinlich, dass 〈ub〉 � 〈uc〉 erreicht werden kann. Vielmehr ist zu erwarten,
dass für den gesamten Abstandsbereich im Nahfeld der Beitrag des Coatings 〈uc〉
dominiert. Da sich die Nahfeldenergiedichte des Coatings für Schichtdicken d kleiner
als die Skintiefe ds nicht monoton verhält, kann man diese Aussage nicht genauer
fassen. In Abb. 3.6 findet man einen Plot für eine 5 nm-Wismut-Schicht auf einem
GaN-Halbraum, wobei in diesem Fall 〈uc〉 nahezu im gesamten Abstandsbereich
größer als 〈ub〉 ist.

Die in Abb. 3.5 und 3.6 dargestellten Plots geben Auskunft über den Beitrag des
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Abbildung 3.7: Numerisches Ergebnis der Energiedichte 〈uges
⊥ 〉

für eine 5 nm-Bi-Schicht auf einem GaN-, Pt- oder Al-Halbraum
in Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z bei fester Tem-
peratur T = 300 K.

Bulks und des Coatings zur Gesamtenergiedichte, die durch die Summe

〈uges〉 = 〈ub〉 + 〈uc〉 (3.3.6)

gegeben ist. Zu guter Letzt sollen die TE- und TM-Moden-Anteile der Gesamtener-
giedichte 〈uges〉 diskutiert werden, die im Nahfeld in sehr guter Näherung mit 〈uH〉
bzw. 〈uE〉 übereinstimmen. Dazu betrachte man die Abbildungen 3.7 und 3.8, die
die Beiträge der TE- und TM-Moden zur Gesamtenergiedichte oberhalb eines mit
Wismut beschichteten Halbraumes darstellen. Die Dicke der Wismut-Schicht liegt
bei 5 nm und die Temperatur ist wieder auf T = 300 K festgelegt. In den jeweili-
gen Abbildungen findet man drei verschiedene Graphen für die drei Bulkmaterialien
GaN, Pt und Al. Ein Vergleich der beiden Abbildungen 3.7 und 3.8 macht zunächst
deutlich, dass die Gesamtenergiedichte für z � d durch die TE-Moden dominiert
ist. Für z � d wird die Gesamtenergiedichte dagegen durch die TM-Moden domi-
niert, wobei in diesem Abstandsbereich der Wert der Gesamtenergiedichte durch den
Halbraumwert der Wismut-Schicht gegeben ist.

Im Beobachtungsbereich z � d zeigt sich für GaN als Bulkmaterial in beiden
Abbildungen ein 1/z2-Verhalten, das für die TE-Moden und TM-Moden von glei-
cher Größenordnung ist. Nimmt man als Bulkmaterial hingegen ein Metall (Pt oder
Al), unterscheiden sich die Anteile der TE-Moden und TM-Moden zur Gesamtener-
giedichte für z � d drastisch. Der Energiedichtebeitrag der TE-Moden 〈uges

⊥ 〉 in
Abb. 3.7 geht für z � ds aus einem nahezu konstanten Verhalten für z � ds in ein
1/z4-Verhalten bei z > 1µm über. Der Energiedichtebeitrag der TM-Moden 〈uges

‖ 〉
in Abb. 3.8 geht für z � ds von einem 1/z4-Verhalten für z � ds in ein von z
unabhängiges Verhalten für z > 1µm über. Abgesehen von der verschiedenen z-
Abhängigkeit unterscheiden sich im Bereich d� z < 1µm die Werte für 〈uges

⊥ 〉 und
〈uges

‖ 〉 um ca. vier Größenordnungen.
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Abbildung 3.8: Numerisches Ergebnis der Energiedichte 〈uges
‖ 〉

für eine 5 nm-Bi-Schicht auf einem GaN-, Pt- oder Al-Halbraum
in Abhängigkeit vom Beobachtungsabstand z bei fester Tem-
peratur T = 300 K.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die propagierenden und evaneszenten Moden oberhalb ei-
nes beschichteten Halbraumes für verschiedene Materialkombinationen anhand nu-
merischer Ergebnisse ausführlich diskutiert. Es zeigt sich für die propagierenden
Moden, dass der Betrag des Poynting-Vektors und damit die abgestrahlte Energie
pro Fläche und Zeit zwischen den Halbraumergebnissen des Bulk- und des Schicht-
materials liegen. Das im vorherigen Kapitel abgeleitete Maximum für freistehende
Platten konnte in einer Schichtgeometrie nicht beobachtet werden, da für Platten-
dicken d � ds der Poynting-Vektor nicht durch den Beitrag der Schicht, sondern
durch den Beitrag des Bulkmaterials dominiert wird.

Die evaneszenten Moden zeigen im Gegensatz zu den propagierenden Moden für
bestimmte Materialkombinationen das Verhalten einer frei stehenden Schicht, wie
es im vorherigen Kapitel abgeleitet wurde. Beschichtet man ein polares Medium mit
einer Metallschicht, so ergeben sich offenbar nur kleine Änderungen in der Ener-
giedichte im Vergleich zur frei stehenden metallischen Platte, weil in diesem Fall
|r12| ≈ |r02| gilt und zusätzlich der Beitrag des Bulkmediums durch die metalli-
sche Schicht stark gedämpft ist. Daher gelten in diesem Fall auch die im vorherigen
Kapitel abgeleiteten Potenzgesetze für die verschiedenen Grenzfälle. So erhält man
für Schichten dünner als die Skintiefe, d � ds, für z � d die charakteristischen
Potenzgesetze 〈u⊥〉 ∝ z−2 und 〈u‖〉 ∝ z−2 für die TE- und TM-Moden.

Wählt man dagegen ein Drude-Metall als Bulkmedium, so ergeben sich erhebli-
che Unterschiede. Dabei ist interessant, dass in diesem Fall für d � ds und z � d
die Gesamtenergiedichte durch den Beitrag des Bulkmediums dominiert sein kann.
Außerdem ändert sich für die TM-Moden das entsprechende Potenzgesetz drastisch,
wobei man statt 〈u‖〉 ∝ z−2 die Abhängigkeit 〈u‖〉 ∝ z−4 findet. Daher unterschei-
den sich die numerischen Werte für die Energiedichte im Nahfeld mit z � d in
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Abhängigkeit von der Wahl des Bulkmediums um Größenordnungen.
Dementsprechend erhält man oberhalb eines mit einem bestimmten Drude-Metall

beschichteten Halbraumes (siehe Abb. 3.7 und 3.8) sehr unterschiedliche Ergebnisse:
Für ein polares Bulkmedium ist bei ausreichend dünner Schicht eine Proportiona-
lität zu z−2 im evaneszenten Nahfeld zu erwarten, die gleichermaßen von den evanes-
zenten TE- und TM-Moden der Energiedichte der Drude-Schicht herrührt. Für ein
metallisches Bulkmedium dagegen muss man ein nahezu z-unabhängiges Verhalten
erwarten, das für relativ große Abständ im Nahfeld in ein Potenzgesetz proportional
zu z−4 übergeht, wobei dieser Beitrag allein vom Bulkmaterial stammen kann.
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Kapitel 4

Oberflächenmoden

In diesem Abschnitt wird der Beitrag der Oberflächenmoden zur Energiedichte des
Nahfeldes in einer Schichtgeometrie genauer untersucht. Es soll vor allem gezeigt
werden, dass sowohl der Anstieg der Energiedichte für Metallschichten als auch das
abgeleitete universelle Verhalten eine Folge der Oberflächenplasmonenkopplung an
den beiden Schichtgrenzen ist.

Dazu werden in den ersten beiden Abschnitten zunächst die notwendigen theo-
retischen Grundlagen in einer Weise dargestellt, die es ermöglicht, den Einfluss der
Oberflächenmoden auf die Energiedichte genauer zu studieren. Die Oberflächenmo-
den in einer Halbraum- bzw. Plattengeometrie sind in der Vergangenheit für Metalle
und polare Medien bereits eingehend untersucht worden [60, 64, 65, 66, 67, 68], wo-
bei man eine relativ ausführliche Darstellung beispielsweise in [61, 69, 70] finden
kann. In dem darauf folgenden Abschnitt wird eine ausführliche Diskussion der Aus-
wirkung der Oberflächenmodenkopplung auf die lokale Zustandsdichte gegeben bzw.
die Energiedichte anhand numerischer Berechnungen für verschiedene Materialkom-
binationen untersucht. Schließlich werden im letzten Abschnitt explizit die Beiträge
der Oberflächenplasmonen für den Fall dünner Platten bestimmt und das universelle
Verhalten für die Energiedichte bestätigt.

4.1 Oberflächenmoden in einer Halbraumgeome-

trie

Zuerst soll der einfachste Fall einer Halbraumgeometrie betrachtet werden. Es gibt
daher nur eine planparallele Schnittstelle zwischen zwei unbegrenzten Medien, an der
die sogenannten Oberflächenmoden auftreten können. Das Hauptmerkmal der Ober-
flächenmoden ist die Eigenschaft, dass diese Moden exponentiell zu beiden Seiten
der Schnittstelle abklingen. Es handelt sich daher für beide Seiten der Schnittstelle
um rein evaneszente Moden.

Gegeben sei also ein Halbraum bei z < 0 mit der Permittivität ε1 und daran
angrenzend ein zweiter Halbraum bei z > 0 mit der Permittivität ε2, wobei die
Einfallsebene durch die x-z-Ebene gegeben ist. Der Einfachheit wegen soll davon
ausgegangen werden, dass die Permittivitäten rein reelle Größen sind. Für den TE-
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polarisierten Anteil der Oberflächenmoden wird der Ansatz

Ey,1 = Aeγ1z und Ey,2 = Be−γ2z (4.1.1)

gemacht, wobei die Wellenvektorkomponente in z-Richtung durch γi =
√

λ2 − k2
0εri

gegeben ist, wobei γ2
i > 0 gilt. Implementiert man nun die Randbedingungen bei

z = 0, d.h. Ey sowie die Ableitung ∂zEy sind stetig, da µ1 = µ2 = µ0 gilt, so
bekommt man die Bedingung

γ1 = −γ2 bzw. ε1 = ε2 (4.1.2)

für die Existenz der Oberflächenmoden. Da diese Bedingung für zwei verschiede-
ne Medien mit ε1 und ε2 im Allgemeinen nicht erfüllt sein kann, kann man die
Schlussfolgerung ziehen, dass es keine TE-polarisierten evaneszenten Oberflächen-
moden in einer Halbraumgeometrie mit nicht-permeablen Materialien gibt.

Für die TM-polarisierten evaneszenten Oberflächenmoden kann man den Ansatz

Hy,1 = Aeγ1z und Hy,2 = Be−γ2z (4.1.3)

machen. Implementiert man auch für diesen Fall die Randbedingungen bei z = 0,
d.h. Hy sowie die Ableitung ε−1

i ∂zHyi sind stetig, so bekommt man die Bedingung

γ1

ε1
= −γ2

ε2
(4.1.4)

für die evaneszenten Oberflächenmoden. Anhand dieser Gleichung kann man sehen,
dass sie für reelle Permittivitäten nur erfüllt werden kann, falls ε1 oder ε2 negativ
ist. Für den Spezialfall ε2 = ε0 ist daher die notwendige Bedingung für die Existenz
von Oberflächenmoden, dass es Frequenzen gibt, bei denen ε1 negativ ist. Man kann
nun für den Spezialfall ε2 = ε0 die Dispersionsrelation in Gl. (4.1.4) durch Qua-
drieren beider Gleichungsseiten und Auflösen nach der Wellenvektorkomponente in
x-Richtung λ in der Form

λ = k0

√

εr1
εr1 + 1

(4.1.5)

angeben. Das ist die bekannte Dispersionsrelation für die Oberflächenmoden, die in
dieser Form auch für komplexe Permittivitäten ε1 gültig ist, wobei der Realteil von
λ die Dispersion und der Imaginärteil von λ die Dämpfung in Ausbreitungsrichtung
beschreibt. Die Oberflächenmoden in einer Halbraumgeometrie für nicht-permeable
Materialien sind also eine reine TM-Moden-Erscheinung mit der Dispersionsrelation
(4.1.5).

Verwendet man nun für Drude-Metalle mit ωτ � 1 die Permittivität

εr1 ≈ 1 −
ω2

p

ω2
(4.1.6)

des Plasmamodells und setzt diese in die Dispersionsrelation (4.1.5) ein, erhält man
eine Gleichung, die quadratisch in ω2 ist, sodass man die beiden Lösungen [70]

ω2
± =

1

2
ω2

p + c2λ2 ± 1

2

√

ω4
p + 4c4λ4 (4.1.7)
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erhält. Allerdings ist nur die Lösung ω− realisierbar, denn aufgrund des Ansatzes
evaneszenter Moden gilt die Nebenbedingung γ2

1 > 0, d.h.

λ2 − k2
0εr1 > 0. (4.1.8)

Daraus folgt durch Einsetzen der Materialeigenschaften für das Drude-Material, dass
auch

c2λ2 − ω2 + ω2
p > 0 (4.1.9)

gelten muss, sodass damit eine obere Schranke für die physikalisch sinnvollen Fre-
quenzen existiert, die durch ω+ im Allgemeinen verletzt wird. Daher gibt es nur einen
physikalisch sinnvollen Zweig mit ω− für die evaneszenten Oberflächenmoden, die in
Metallen auch als Oberflächenplasmonen bezeichnet werden. Im Nahfeld mit λ� k0

bzw. im nicht-retardierten Bereich mit c → ∞ konvergiert die Dispersionsrelation
(4.1.7) für ω− gegen die Oberflächenplasmonenfrequenz

ωs =
ωp√

2
. (4.1.10)

Man kann übrigens anhand der Dispersionsrelation in Gl. (4.1.5) leicht sehen, dass
diese im nichtretardierten Bereich mit λ2/k2

0 → ∞ nur für εr1 → −1 erfüllt werden
kann. Daher kann man aus der Permittivität die Oberflächenplasmonenfrequenz auch
durch das Lösen der Gleichung εr(ωs) = −1 erhalten.

Der Plot der Dispersionsrelation aus Gl. (4.1.7) in Abb. 4.1 für den Zweig ω− zeigt
sehr schön, wie sich der Graph für λ� kp := ωp/c an die horizontale Linie bei ω = ωs

anschmiegt, sodass man für die lokale Zustandsdichte — wie man es beispielsweise
für die Phononendispersionsrelation kennt — eine Art van Hove-Singularität bzw.
eine Oberflächenplasmonenresonanz bei der Oberflächenplasmonenfrequenz ωs zu
erwarten hat. Außerdem kann man die vorausgesetzte Eigenschaft, dass es sich hier
um eine rein evaneszente Mode handelt, in Abb. 4.1 daran festmachen, dass der
Graph der Dispersionsrelation (4.1.7) rechts der Lichtlinie mit ω = cλ liegt, d.h. es
gilt stets λ > k0.

Die Interpretation der Oberflächenmoden ist nun folgende [61]: Bei diesen Moden
handelt es sich um kollektive Elektronenschwingungen an der Metalloberfläche, die
an das elektromagnetische Feld koppeln und sich in λ-Richtung ausbreiten. Es han-
delt sich also streng genommen bei den Oberflächenplasmonen um Quasiteilchen, die
für λ � kp ”

lichtartig“ sind, da sich die Dispersionsrelation (siehe Abb. 4.1) an die
Dispersionsrelation des Lichtes ω = λc anschmiegt. Für λ � kp konvergiert die Di-
spersionsrelation gegen die Oberflächenplasmonenfrequenz ωs; das Oberflächenplas-
mon kann somit als

”
plasmonenartig“ angesehen werden. Man spricht daher auch von

Oberflächenplasmonen-Polaritonen, um den Quasiteilchencharakter hervorzuheben.
Übrigens wird mit dieser Interpretation anschaulich klar, warum Oberflächenmoden
reine TM-Moden-Erscheinungen sind: Die kollektiven Elektronenschwingungen ge-
gen den positiv geladenen Hintergrund im Metall erzeugen Oberflächenladungen an
der Metalloberfläche. Diese Oberflächenladungen koppeln an das elektrische Feld,
was mit einer Unstetigkeit in der Normalkomponente Ez verbunden ist. Nur ein
TM-polarisiertes elektrisches Feld, also ein elektrisches Feld, das Feldkomponenten
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Abbildung 4.1: Dispersionsrelation für den Oberflächenplasmo-
nenzweig ω− aus Gl. (4.1.7), wobei die Lichtlinie mit ω = λc
und die Oberflächenplasmonenfrequenz ωs = ωp/

√
2 eingezeich-

net sind. Die Wellenzahl λ ist in Einheiten von kp = ωp/c an-
gegeben.

senkrecht zur Metalloberfläche des Mediums hat, kann daher an diese Oberflächen-
ladungen koppeln. Ein TE-polarisiertes Feld kann dagegen selbst keine Oberflächen-
ladungen erzeugen oder an diese koppeln, da es keine Komponente senkrecht zur
Metalloberfläche hat.

Für ein polares Medium gilt nun ebenfalls die Dispersionsrelation aus Gl. (4.1.5),
was mit der Permittivität

εr1 = ε∞

(

1 +
ω2

l − ω2
t

ω2
t − ω2

)

, (4.1.11)

d.h. der Reststrahlenformel ohne Dämpfung, schließlich auf [70]

ω2
± =

1

2

(

ω2
l +

c2λ2

ε∞

)

± 1

2

√

(

ω2
l +

c2λ2

ε∞

)2

− 4
c2λ2

ε∞

(

ω2
l ε∞ + ω2

t (1 − ε∞)

)

(4.1.12)

führt. Da wieder die Nebenbedingung γ2
1 > 0 gilt, muss mit der Permittivität für

das polare Medium die Ungleichung

λ2 − k2
0ε∞

(

1 +
ω2

l − ω2
t

ω2
t − ω2

)

> 0 (4.1.13)

erfüllt sein. Daraus folgt, da infolge der Lydanne-Sachs-Teller-Relation ωl > ωt gelten
muss, dass notwendigerweise ω > ωt gilt, um für alle λ ≥ 0 einen positiven Ausdruck
auf der linken Gleichungsseite zu erhalten. Wie im Falle des Drude-Metalls führt nur
der Zweig ω− zu einer physikalisch sinnvollen Lösung [70], wobei nach Gl. (4.1.13)
natürlich ω− > ωt gelten muss. Die Oberflächenmoden, die diese Dispersionsrela-
tion erfüllen, werden Oberflächenphononen genannt. Im Nahfeld mit λ � k0 bzw.
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im nicht-retardierten Bereich mit c → ∞ strebt die Dispersionsrelation gegen die
Oberflächenphononenfrequenz

ωs =

√

ω2
t + ω2

l ε∞
1 + ε∞

, (4.1.14)

was wieder zu einer Art van Hove-Singularität bzw. einer Resonanz in der lokalen
Zustandsdichte (siehe Abb. 1.5) bei ωs führt. Man kann übrigens leicht nachprüfen,
dass man die Oberflächenphononenfrequenz ωs im quasistatischen Grenzfall wieder
direkt durch Lösen der Gleichung εr(ωs) = −1 mit der Permittivität aus Gl. (4.1.11)
bestimmen kann.

Die Interpretation ist diesmal ähnlich: Bei diesen Moden handelt es sich um
kollektive Phononenschwingungen an der Grenzfläche bei z = 0, die an das elektro-
magnetische Feld koppeln und sich in λ-Richtung ausbreiten. Es handelt sich hier
also streng genommen wieder um Quasiteilchen, die auch als Oberflächenphononen-
Polaritonen bezeichnet werden. Wie im Falle der Oberflächenplasmonen können die
Polarisationen an der Oberfläche des polaren Mediums an die TM-polarisierten Fel-
der koppeln, da diese eine Feldkomponente senkrecht zur Oberfläche aufweisen. Die
Dispersionsrelation, die hier nicht eigens geplottet wird, zeigt einen ähnlichen Verlauf
wie die Dispersionsrelation für die Oberflächenplasmonen, nur mit dem Unterschied,
dass die Dispersionsrelation für die Oberflächenphononen erst bei ωt beginnt und für
λ � kl = ωl/c gegen ωs < ωl konvergiert. Der Oberflächenphononenzweig ist daher
auf das Reststrahlenband zwischen ωt und ωl beschränkt.

4.2 Oberflächenmoden in einer Plattengeometrie

Genau wie im vorherigen Abschnitt soll nun die Dispersionsrelation für die Ober-
flächenmoden in einer Plattengeometrie (siehe Abb. 2.1) abgeleitet werden. Da die
Oberflächenmoden rein TM-polarisierte Moden sind, wird die Ableitung hier nur für
die TM-Moden gegeben, d.h. es wird nicht eigens gezeigt, dass es in einer Platten-
geometrie ebenfalls keine TE-polarisierten Oberflächenmoden geben kann. Analog
zur Halbraumgeometrie wird der Ansatz

Hy,1 = Aeγ1z (4.2.1)

Hy,2 = Be−γ2z + Ceγ2z (4.2.2)

Hy,3 = De−γ3z (4.2.3)

für die TM-Moden gewählt, wobei wieder γi =
√

λ2 − εrik
2
0 mit γ2

i > 0 gilt. Das
Implementieren der Randbedingungen bei z = −d und z = 0 liefert schließlich die
Dispersionsrelation für die evaneszenten Moden in der Form

1 = r12
‖ r

32
‖ e−2γ2d, (4.2.4)

wobei r12
‖ und r32

‖ die üblichen Fresnelschen Amplitudenreflexionskoeffizienten sind.
Diese Dispersionsrelation kann auch in der Form

N‖ := 1 − r12
‖ r

32
‖ e−2γ2d = 0 (4.2.5)
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92 KAPITEL 4. OBERFLÄCHENMODEN

geschrieben werden. Diese Relation gilt in dieser Form für alle Materialkombina-
tionen in der Plattengeometrie und stimmt mit dem Nenner der Energiedichte (vgl.
dazu die Transmissionskoeffizienten in Gl. (2.4.11)) überein, sodass gerade die Ober-
flächenmoden im evaneszenten Bereich einen erheblichen Beitrag zur Energiedichte
liefern. Man beachte, dass die Relation in Gl. (4.2.5) in dieser Form für reelle λ und
ω nur für reelle Permittivitäten erfüllt werden kann, sodass in diesem Fall die Pol-
stellen der Transmissionskoeffizienten durch die Oberflächenmoden bestimmt sind.
Für Medien mit Dissipation, d.h. mit komplexwertigen Permittivitäten, liegt dieser
Pol nicht mehr auf der Integrationsachse, sodass man in diesem Fall Resonanzen
erhält.

Es soll nun der Spezialfall ε1 = ε3 = ε0 einer freistehenden Platte betrachtet
werden. Man kann für diesen symmetrischen Fall Gl. (4.2.5) auch in der Form

r02
‖ e−γ2d = ±1 (4.2.6)

angeben. Daher bekommt man im Nahfeld mit λ � k0 mit den entsprechenden
Reflexionskoeffizienten aus Gl. (2.4.30) die beiden Gleichungen

1 − εr2
1 + εr2

e−λd = ±1. (4.2.7)

Anhand dieser Dispersionsrelation kann man sehen, dass sie wiederum nur erfüllt
werden kann, falls εr2 < 0 ist, weil nur in diesem Fall die linke Gleichungsseite vom
Betrag her mit der rechten Gleichungsseite übereinstimmen kann. Man beachte, dass
für den Reflexionskoeffizienten |r‖| > 1 gelten muss, um die Dispersionsrelation für
die Oberflächenmoden in Gl. (4.2.6) überhaupt erfüllen zu können. Man kann an-
hand von Gl. (4.2.7) auch sehen, dass diese Bedingung für Materialien mit einer
negativen Permittivität im evaneszenten Nahfeld erfüllt ist, sodass die physikalische
Randbedingung |r| ≤ 1 nur für propagierende Moden gültig ist. Die Dispersions-
relation in Gl. (4.2.7) soll nun wieder für Drude-Metalle und polare Medien näher
betrachtet werden.

Geht man von einem Drude-Metall ohne Dämpfung (Plasmamodell) mit der
Permittivität εr2 = 1 − ω2

p/ω
2 aus Gl. (4.1.6) aus, bekommt man nach Einsetzen in

Gl. (4.2.7) und Auflösen nach ω die Gleichungen

ω± =
ωp√

2

√

1 ± e−λd. (4.2.8)

Man erhält somit zwei Oberflächenplasmonenzweige mit ω+ > ωs und ω− < ωs (siehe
Abb. 4.2), die für den Fall dicker Platten, d.h. es gilt λd � 1, die Oberflächenplas-
monenfrequenz ωs für die Halbraumgeometrie haben. Man beachte, dass die Gln.
(4.2.8) nur im nicht-retardierten Bereich mit λ� k0 gelten, d.h. nahe der Lichtlinie
ω = λc nicht richtig sind. Zusätzlich kann man anhand der Gln. (4.2.8) leicht sehen,
dass für unendlich dünne Platten, d.h. λd → 0, die beiden Oberflächenplasmonen-
moden gegen die Werte ω+ → ωp und ω− → 0 streben, d.h. bei festem λ hat man
in diesem Fall zwei Resonanzen in der lokalen Zustandsdichte bei ωp und ω ≈ 0 zu
erwarten.

Die Interpretation ist jetzt die folgende [61]: Ist die metallische Platte sehr viel
dicker als die Skintiefe ds, so hat man auf beiden Plattenseiten, also bei z = −d
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Abbildung 4.2: Dispersionsrelation für den hoch- und den nied-
rigfrequenten Oberflächenplasmonenzweig ω+ und ω− aus Gl.
(4.2.8) für d = 10−8 m, 5 ·10−9 m und d = 10−9 m. Außerdem ist
die Dispersionsrelation für einen Halbraum (dünne durchgezo-
gene Linie), die für λ� kp gegen die Oberflächenplasmonenre-
sonanz bei ω = ωp/

√
2 konvergiert, aufgetragen. Zusätzlich ist

eine vertikale Linie bei λ = z−1 für einen Beobachtungsabstand
z = 10−8 m eingezeichnet. Man beachte, dass diese Graphen
nur für λd � k0 Gültigkeit haben, sodass sie die Dispersions-
relation in der Nähe der Lichtlinie ω = cλ und damit auch für
λ� kp nicht richtig wiedergeben.

und z = 0, die bereits diskutierten Oberflächenmoden für eine Halbraumgeome-
trie. Für Metallschichten, die Dicken im Bereich der Skintiefe ds haben, können die
kollektiven Elektronenschwingungen auf beiden Plattenseiten aneinander koppeln,
sodass die zweifache Entartung des Oberflächenplasmonenzweiges aufgehoben wird
und es auf beiden Plattenseiten Oszillationen mit ω+ bzw. ω− geben kann. Die
beiden Oberflächenplasmonenzweige unterscheiden sich dadurch, dass sich bei den
kollektiven Elektronenschwingungen auf den beiden Plattenseiten entweder Ladun-
gen mit unterschiedlichem Vorzeichen gegenüberstehen, sodass die Schwingungen

”
entgegengesetzt“ sind, oder sich die Ladungen mit gleichem Vorzeichen gegenüber-

liegen, sodass die Schwingungen
”
gleichgerichtet“ sind. Man beachte dazu, dass die

hochfrequente Lösung ω+ die Lösung für r20
‖ exp(−γ2d) = −1 und die niedrigfre-

quente Lösung ω− die Lösung für r20
‖ exp(−γ2d) = +1 ist. Im Fall ε1 = ε3 = ε0

erhält man durch Implementierung der Randbedingungen in Gl. (4.2.3) leicht das
Zwischenergebnis

D = r20
‖ e−γ2dAe−γ1d, (4.2.9)

sodass Hy,1(z = −d) = ±Hy,3(z = 0) gilt. Die hochfrequente Lösung ω+ führt
also auf ein symmetrisches Magnetfeld Hy auf beiden Plattenseiten, wohingegen
die niedrigfrequente Lösung ω− auf ein anti-symmetrisches Magnetfeld Hy auf bei-
den Plattenseiten führt. Dabei ist das E-Feld für ω+ auf beiden Plattenseiten anti-
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94 KAPITEL 4. OBERFLÄCHENMODEN

symmetrisch und für ω− symmetrisch. Daher stehen sich bei den hochfrequenten
Oberflächenmoden Ladungsträger mit entgegengesetztem Vorzeichen und bei den
niedrigfrequenten Oberflächenmoden Ladungsträger mit gleichem Vorzeichen ge-
genüber. Man beachte aber, dass man für die inverse Konfiguration, d.h. man hat
ein Vakuumgap zwischen zwei unendlich ausgedehnten Metall-Halbräumen, statt Gl.
(4.2.6) die Relation

r20
‖ e−γ2d = ±1 (4.2.10)

erhält, sodass in diesem Fall die hochfrequente Mode anti-symmetrisch bzgl. Hy

ist und die niedrigfrequente symmetrisch bzgl. Hy. Es stehen sich also dann bei
den hochfrequenten Oberflächenmoden Ladungsträger mit gleichem Vorzeichen und
bei den niedrigfrequenten Oberflächenmoden Ladungsträger mit entgegengesetztem
Vorzeichen gegenüber.

Für polare Medien gilt ebenfalls die Dispersionsrelation aus Gl. (4.2.8) im Nahfeld
mit λ � k0. Mit der Permittivität aus Gl. (4.1.11) und der Dispersionsrelation aus
Gl. (4.2.8) erhält man

ω2
± =

ω2
l ε∞

(

∓1 − eλd
)

− ω2
t

(

∓1 + eλd
)

ε∞
(

∓1 − eλd
)

−
(

∓1 + eλd
) . (4.2.11)

Es gibt also auch für die polaren Medien eine Kopplung der beiden Oberflächen-
moden, die zu zwei Oberflächenphononenzweigen mit den Frequenzen ω+ und ω−
führt. Wie man leicht sieht, konvergieren für sehr dünne Platten, d.h. λd → 0, die
Frequenzen der beiden Oberflächenphononenzweige gegen die Werte ω+ → ωl und
ω− → ωt. Das heißt, dass man bei festem λ für dünne Platten zwei Oberflächenpho-
nonenresonanzen bei ωl und ωt in der lokalen Zustandsdichte zu erwarten hat.

4.3 Energiedichte und Oberflächenmoden

Um den Einfluss der Oberflächenmoden auf die Energiedichte untersuchen zu können,
soll nun die lokale Zustandsdichte D(ω, d, z) aus Gl. (1.7.15),

〈u(d, z)〉 =:

∫

dω E(ω, T )D(ω, d, z), (4.3.1)

näher untersucht werden, wobei 〈u(d, z)〉 die Energiedichte im Abstand z von einer
Schicht der Dicke d darstellt. Da die Oberflächenmoden ein reiner TM-Moden-Effekt
sind, soll im Weiteren nur der TM-Moden-Anteil der lokalen Zustandsdichte D‖
betrachtet werden, sodass immer, wenn in diesem Abschnitt die Rede von der lokalen
Zustandsdichte ist, nur der TM-Moden-Anteil der lokalen Zustandsdichte gemeint
ist.

Man betrachte znächst die lokale Zustandsdichte bzw. die local density of states

(LDOS) oberhalb einer Bi-Platte bei z = 10−8 m, wie sie in Abb. 4.3 abgebildet
ist. Für die Plattendicke d = 5 · 10−7 m, d.h. d � ds und z � d, erwartet man
das Halbraumergebnis für die Energiedichte. Dementsprechend ist es folgerichtig,
dass es für diesen Abstand in Abb. 4.3 nur eine Oberflächenplasmonenresonanz
bei ωp/

√
2 ≈ 0, 71ωp gibt. Für Plattendicken d � ds koppeln die beiden Ober-

flächenplasmonen auf den Plattenoberflächen miteinander und es bilden sich zwei
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Abbildung 4.3: Die lokale Zustandsdichte oberhalb einer Bi-
Platte bei z = 10−8 m für verschiedene Plattendicken d.

Oberflächenplasmonenzweige mit den Frequenzen ω+ und ω− gemäß Gl. (4.2.7) bzw.
Abb. 4.2 heraus. Wie bereits diskutiert wurde, ist das λ-Integral der Energiedichte
bzw. der lokalen Zustandsdichte durch die Beiträge bei λ = z−1 bestimmt, sodass
bei z = 10−8 m und ωBi

p = 2, 1 · 1016 s−1 gerade Beiträge bei λ = 1, 43 kp die Ener-
giedichte dominieren. In Abb. 4.2 ist für λ = 1, 43 kp eine vertikale Linie geplottet.
Man kann anhand Abb. 4.2 sehr schön sehen, wie die Schnittpunkte der Oberflächen-
plasmonenzweige mit λ = 1, 43 kp für dünner werdende Platten gemäß ω+ → ωs und
ω− → 0 konvergieren. Das entspricht genau dem Verhalten der Resonanzen in der lo-
kalen Zustandsdichte in Abb. 4.3. Bestimmt man für die abgebildeten Plattendicken
aus Gl. (4.2.7) mit λ ≈ 1/z = 108 m−1 die entsprechenden Oberflächenplasmonenfre-
quenzen, bekommt man die in Tabelle 4.1 dargestellten Werte. Diese Werte stimmen
sehr gut mit Resonanzen in Abb. 4.3 überein.

d/m 5 · 10−10 10−9 5 · 10−9 10−8

ω+/ωp 0,99 0,98 0,82 0,85

ω−/ωp 0,16 0,22 0,44 0,55

Tabelle 4.1: Werte für ω±, die sich für verschiedene Plattendicken aus Gl. (4.2.7)
ergeben.

Da die Bose-Einstein-Funktion Frequenzen größer als ωth stark dämpft, kann die
hochfrequente Oberflächenplasmonenresonanz ω+ nur geringe Beiträge zur Energie-
dichte bei T = 300 K liefern. Die niedrigfrequente Oberflächenplasmonenresonanz
bei ω− hingegen bewegt sich für dünner werdende Platten zu niedrigeren Frequen-
zen und erzeugt, da die Resonanz breit ist, ein Ansteigen der Energiedichte auch bei
Frequenzen nahe ωth. Macht man die Platten noch dünner, wandert diese Resonanz
in den thermisch anregbaren Bereich, um schließlich gegen ω = 0 zu konvergieren.
Man kann in Abb. 4.3 gut sehen, wie sich für sehr dünne Platten bei ω = 0 eine star-
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96 KAPITEL 4. OBERFLÄCHENMODEN

ke Resonanz ausbildet, die letztendlich für das universelle Verhalten in Gl. (2.4.74),
das für die Energiedichte dünner Drude-Materialien abgeleitet wurde, verantwort-
lich gemacht werden muss. Schließlich gilt für alle Drude-Materialien gleichermaßen,
dass bei festem λ bzw. festem Beobachtungsabstand ω− gegen ω = 0 für dünne
Platten konvergiert, ganz unabhängig von den speziellen Materialeigenschaften des
Drude-Metalles.
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Abbildung 4.4: Die lokale Zustandsdichte oberhalb einer Au-
Platte bei z = 10−8 m für verschiedene Plattendicken d.
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Abbildung 4.5: Die lokale Zustandsdichte oberhalb einer GaN-
Platte bei z = 10−8 m für verschiedene Plattendicken d.

Es stellt sich aber die Frage, warum das Verhalten der Energiedichte für eine
Goldschicht nicht das gleiche ist wie für die Bi-Schicht, denn schließlich sind die
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Plasmafrequenzen für Gold und Wismut nahezu identisch, d.h. die Lage der Ober-
flächenresonanz ω± ist in beiden Fällen gleich. (Es gilt ja stets Gl. (4.2.7).) Da sich
beide Drude-Materialien hauptsächlich durch die Relaxationszeiten unterscheiden,
die selbst um zwei Größenordnungen auseinander liegen, muss auch die Relaxati-
onszeit eine wichtige Rolle für das Einsetzen des universellen Verhaltens spielen.
Betrachtet man die lokale Zustandsdichte für eine Goldschicht bei z = 10−8 m in
Abb. 4.4, sieht man, dass die Lage der Oberflächenplasmonen ω+ und ω− im we-
sentlichen mit denen für eine Wismut-Schicht übereinstimmen. Allerdings sind die
Resonanzen im Fall einer Goldschicht viel schärfer. Das ist darauf zurückzuführen,
dass die Relaxationszeit von Gold sehr viel größer ist als für Wismut, d.h. es gilt
τAu � τBi. Die Oberflächenplasmonen in einer Wismut-Schicht sind also viel stärker
gedämpft als in einer Goldschicht, sodass die Resonanz bei Wismut sehr viel breiter
ist. Das hat zur Folge, dass die lokale Zustandsdichte im Bereich thermischer Fre-
quenzen ωth für eine Bi-Schicht durch die

”
breiten Ausläufer“ der Resonanz bei ω−

bereits für Frequenzen ω− � ωth stark erhöht wird. Für Gold sind die Resonanzen
nicht so breit, sodass man sehr viel dünnere Goldschichten herstellen müsste, um
das gleiche universelle Verhalten wie für die Bi-Schicht zu erhalten. Diese Schlussfol-
gerung ist im Einklang mit der abgeleiteten Längenskala duni ∝ 1/τ aus Gl. (2.4.75),
die die Schichtdicke angibt, ab der das universelle Verhalten einsetzt.

Wie sieht es denn nun mit einer Schicht aus einem polarem Material aus? Die
Vermutung ist, dass man für d � ds eine Oberflächenphononenresonanz bei ωs aus
Gl. (4.1.14) erhält. Für Plattendicken bei d � ds erhält man zwei Oberflächenpho-
nonenzweige mit ω+ bzw. ω− gemäß Gl. (4.2.11). Daher hat man bei einem festen
Beobachtungsabstand λ = z−1 wieder zwei Resonanzen zu erwarten, die bei den
entsprechenden Frequenzen ω+ bzw. ω− für dieses feste λ liegen und für sehr dünne
Platten gegen ω+ → ωl und ω− → ωt streben. Abb. 4.5 zeigt genau dieses Verhalten;
schließlich liegt ωt für GaN bei 0, 75ωl. Allerdings ist die niedrigfrequente Resonanz
bei ωt sehr viel stärker ausgeprägt als die hochfrequente Resonanz bei ωl, sodass
das Energiedichtespektrum im Nahfeld für dünne Schichten polarer Medien gerade
durch die Resonanz nahe ωt geprägt ist.

Zu guter Letzt soll noch untersucht werden, wie sich das Vorhandensein eines
Bulkmediums auf das Verhalten der Oberflächenplasmonen in einer darüber liegen-
den Metallschicht auswirkt. Man geht also davon aus, dass ε1 6= ε0 gilt. Für eine
Bi-Schicht auf einem GaN-Bulk zeigt Abb. 4.6, dass sich erwartungsgemäß an dem
generellen Verhalten nicht besonders viel ändert. Die Energiedichte wird im We-
sentlichen ähnliche Werte liefern wie die Energiedichte der freien Bi-Schicht, wie
es bereits bei der Diskussion der Energiedichte für beschichtete Medien festgestellt
wurde. Allerdings macht sich die Kopplung der Oberflächenplasmonen innerhalb der
Schicht mit den Oberflächenphononen des Bulk-Mediums in der Dispersionsrelati-
on und damit auch in der lokalen Zustandsdichte bemerkbar. Dieser Effekt kann in
Abb. 4.6 aber nicht beobachtet werden, da ωl � ωp gilt.

Nimmt man dagegen als Bulkmedium ebenfalls ein Drude-Metall, so wurde an-
hand der Energiedichte oberhalb des beschichteten Mediums bereits diskutiert, dass
die Energiedichte für dünne Schichten mit d� ds im Vergleich zur freien Bi-Schicht
bzw. zu einem mit Wismut beschichteten GaN-Substrat ein ganz anderes Verhalten
zeigt und für d� z weit unter dem Wert liegt, den man für mit Wismut beschichtetes
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Abbildung 4.6: Die lokale Zustandsdichte oberhalb eines mit Bi
beschichteten GaN-Halbraumes bei z = 10−8 m für verschiede-
ne Schichtdicken d.

GaN erhält. Um dieses Verhalten zu verstehen, wird nun zuerst die Dispersionsre-
lation aus Gl. (4.2.5) zu Rate gezogen. Mit ε1 6= ε0 und ε3 = ε0 bekommt man im
Nahfeld mit λ� k0 statt Gl. (4.2.7) die Beziehung

εr2 − εr1
εr2 + εr1

εr2 − 1

εr2 + 1
e−2λd = 1. (4.3.2)

Für dünne Platten mit λd � 1 und mit der Permittivität εri = 1 − ω2
pi/ω

2 erhält
man dann für λd→ 0 die beiden Oberflächenplasmonenresonanzen

ω+ = ωp2 und ω− =
ωp1√

2
. (4.3.3)

Dementsprechend bleiben die beiden Oberflächenresonanzen in einem Bereich zwi-
schen den Plasmafrequenzen der Schicht und der Plasmafrequenz des Substratmedi-
ums. Genauer ausgedrückt, konvergiert der

”
hochfrequente“ Zweig gegen die Plas-

mafrequenz der Schicht und der
”
niedrigfrequente“ Zweig gegen die Oberflächenre-

sonanz ωs der Substrats. Dabei ist der Zweig ω+ natürlich nur hochfrequent, falls
ωp2 > ωp1 erfüllt ist. Mit anderen Worten: Für sehr dünne Schicht geht ein Zweig
gegen die Plasmafrequenz der Schicht und der andere gegen den Oberflächenplasmo-
nenzweig des darunterliegenden Bulkmediums, wobei es im Grenzfall d→ 0 zu keiner
Überschneidung der beiden Zweige kommt. Insbesondere geht keiner der Zweige da-
mit gegen Null. Es wird also weder ein universelles Verhalten in der Energiedichte
noch ein Anstieg der Energiedichte zu beobachten sein, solange ωth � ωp1/

√
2 und

ωth � ωp2/
√

2 gelten.
In Abb. 4.7 ist die lokale Zustandsdichte für eine Bi-Schicht auf einem Pt-

Halbraum aufgetragen. Es gilt daher ωp1 = 8 · 1015 s−1 < ωp2 = 2, 1 · 1016 s−1. Man
sieht sehr schön die Aufspaltung des Oberflächenplasmons in seine beiden Zweige,
sowie die Konvergenz von ω+ → ωp2 und ω− → 0, 27 ωp2, wobei die Plasmafre-
quenz des Pt-Bulks durch 0, 38 ωp2 und damit die Oberflächenplasmonenresonanz
des Substratmediums durch ωp1/

√
2 = 0, 27 ωp2 gegeben ist.
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Abbildung 4.7: Die lokale Zustandsdichte oberhalb eines mit
Bi beschichteten Pt-Halbraumes bei z = 10−8 m für verschie-
dene Schichtdicken d, normiert auf die Plasmafrequenz ωp von
Wismut.

4.4 Der universelle Energiedichtebeitrag

In diesem Abschnitt soll der Beitrag der Oberflächenmoden zur Energiedichte direkt
bestimmt werden. Dabei wird explizit gezeigt, dass der Beitrag der niedrigfrequenten
Oberflächenmoden das universelle Verhalten der Energiedichte bestimmt. Es sind
daher in diesem Abschnitt nur die evaneszenten Moden von Interesse, sodass das
optische Theorem angewendet werden kann. Mithilfe dieses Theorems gelangt man
zu einem kompakten Ausdruck für den evaneszenten Anteil der Energiedichte, der es
aufgrund seiner Struktur erlaubt, die Oberflächenplasmonenbeiträge direkt mit dem
Residuensatz zu bestimmen. Andererseits verliert man durch diese Herangehensweise
die Information über den konkreten Beitrag des Bulkmediums bzw. der Schicht,
wobei diese Information im Folgenden nicht relevant ist.

Bevor man das optische Theorem anwenden kann, ist es erforderlich, die renor-
mierte Greensche Funktion

� E
ren(r, r) =

i

4π

∫

dλ
∑

n

2 − δn,0

λh3

{

R3
⊥M(h3)⊗M(h3)+R3

‖N(h3)⊗N(h3)

}

(4.4.1)

im Dielektrikum 3 (siehe Abb. 2.1) mit den Quellenströmen im Dielektrikum 3 zu
bestimmen. Implementiert man die Randbedingungen bei z = 0 und z = −d, so
ergeben sich die Reflexionskoeffizienten

R3 =
r32 + r21e2ih2d

1 − r23r21e2ih2d
(4.4.2)

für die TE- und TM-Moden. Man kann sich für dicke Platten leicht von der Plausi-
bilität dieses Reflexionskoeffizienten überzeugen, denn für sehr dicke Platten können
die Exponentialfunktionen vernachlässigt werden, da h′′2 > 0 gilt, sodass man in die-
sem Grenzfall R3 → r32 erhält. Somit erhält man in diesem Grenzfall sofort die
richtige Greensche Funktion für die evaneszenten Moden in Gl. (1.9.9).
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Da die renormierte Greensche Funktion in Gl. (4.4.1) die gleiche Struktur hat
wie die renormierte Greensche Funktion in Gl. (1.9.9), kann man die Energiedichte
für den Spezialfall ε3 = ε0 ohne weitere Rechnung für die evaneszenten Moden sofort
angeben; schließlich unterscheiden sich die renormierten Greenschen Funktionen nur
durch die Reflexionskoeffizienten. Es genügt daher, die Reflexionskoeffizienten r21 für
den evaneszenten Anteil der Energiedichte in Gl. (1.7.13) oberhalb einer Halbraum-
geometrie durch R3 zu ersetzen. Der evaneszente Anteil der Energiedichte oberhalb
der Schichtgeometrie kann daher im evaneszenten Nahfeld durch

〈uev〉 =

∫ ∞

0

dω

ω

E0(ω, T )

π2

∫ ∞

k0

dλ
λ3e−2γz

2γ

[

Im(R3
⊥) + Im(R3

‖)
]

(4.4.3)

angegeben werden.
Die Oberlächenmoden sind nunmehr reine TM-Moden-Erscheinungen, sodass im

Folgenden nur die TM-Moden der Energiedichte, d.h. im stark evaneszenten Nahfeld
mit λ� k0 nur

〈uev
‖ 〉 = Im

∫ ∞

0

dω

ω

E0(ω, T )

π2

∫ ∞

k0

dλ
λ3e−2γz

2γ
R3

‖

≈ Im

∫ ∞

0

dω

ω

E0(ω, T )

π2

∫ ∞

k0

dλ
λ2e−2λz

2
R3

‖

(4.4.4)

betrachtet werden soll. Offensichtlich ist dieser Ausdruck für rein reelle Permitti-
vitäten durch die Polstellen des Integranden, d.h. durch die Nullstellen im Nenner
des Reflexionskoeffizienten R3

‖ in Gl. (4.4.2) bestimmt. Das heißt, der Ausdruck N‖
aus Gl. (4.2.5) muss Null ergeben, was gerade für die Oberflächenmoden erfüllt ist.
Der TM-Modenanteil der Energiedichte ist also — wie in den vorherigen Abschnitten
bereits gezeigt wurde — für reelle Permittivitäten allein durch die Oberflächenmo-
den bestimmt.

Um nun die Beiträge der beiden Oberflächenplasmonenzweige in einer Schicht-
geometrie zu bestimmen, soll der Einfachheit wegen von dem symmetrischen Spezi-
alfall ε1 = ε3 = ε0 ausgegangen werden. Für die Permittivität wird aus dem gleichen
Grund nicht die volle Drude-Formel, sondern das Plasmamodell aus Gl. (4.1.6) ver-
wendet. In diesem Fall ergibt sich für den Reflexionskoeffizienten R3

‖ im evaneszenten

Nahfeld, d.h. es gilt λ� k0, mit Gl. (2.4.30)

R3
‖ =

r02
‖

(

1 − e2ih2d
)

1 − (r02
‖ )

2
e2ih2d

≈
(2ω2 − ω2

p)

ω2
p

(

1 − e2λd
)

([

(2ω2 − ω2
p)

ω2
p

eλd

]2

− 1

)−1

.

(4.4.5)

Die Pole des Reflexionskoeffizienten sind daher erwartungsgemäß durch die beiden
Plasmonenzweige aus Gl. (4.2.8) gegeben. Für Permittivitäten mit ε′′ 6= 0 liegen die
Polstellen im Reflexionskoeffizienten in der unteren komplexen Frequenzebene, d.h.
bei Frequenzen mit ω′′ < 0. Daher ist es geboten, die Pole, die für das Plasmamo-
dell direkt auf der Integrationsachse liegen, in der oberen komplexen Frequenzebene
zu umlaufen. Das Frequenzintegral für die Energiedichte in Gl. (4.4.3) kann daher
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direkt mithilfe des Residuensatzes ausgeführt werden, wobei das Residuum für den
Reflexionskoeffizienten

Res(R3
‖)

∣

∣

∣

∣

ω±

=
(2ω2

± − ω2
p)

(

1 − e2λd
)

∓8ω±eλd
(4.4.6)

ist. Umläuft man die Pole auf der Integrationsachse
”
oben herum“, so bekommt man

für das Frequenzintegral

Im

∫

dω
E(ω, T )

ω
R3

‖ = −π
ω2

p

8

(

e−2λd − 1
)

[

E(ω−, T )

ω2
−

− E(ω+, T )

ω2
+

]

=
π

4

[(

e−λd + 1
)

E(ω−, T ) −
(

e−λd − 1
)

E(ω+, T )
]

.

(4.4.7)

Man beachte, dass man durch die Anwendung des Residuensatzes auch die untere
Integrationsgrenze des λ-Integrales festlegt, die ja zunächst durch k0 gegeben ist und
nun für die entsprechenden Residuen bei ω− bzw. ω+ durch ω−/c bzw. ω+/c ersetzt
werden muss. Dieser Ausdruck kann nun für den Grenzfall dünner Platten λd � 1
vereinfacht werden. Man erhält

Im

∫

dω
E(ω, T )

ω
R3

‖ ≈
π

4

[

2E(ω−, T ) + λdE(ω+, T )
]

, (4.4.8)

wobei der erste, d-unabhängige Term den Beitrag des niedrigfrequenten und der
zweite Term, der linear in d ist, den Beitrag des hochfrequenten Oberflächenplas-
monenzweiges für dünne Platten angibt. Im klassischen Grenzfall, d.h. ~ω± � kBT
können die beiden Bose-Einstein-Funktionen durch kBT approximiert werden, sodass
man schließlich für die Energiedichte in Gl. (4.4.3)

〈uev
‖ 〉 = Im

∫

dω

ω

E(ω, T )

π2
R3

‖

∫ ∞

k0

dλ
λ2e−2λz

2

≈ kBT
1

4π

[

2

∫ ∞

ω−/c

dλ
λ2e−2λz

2
+

∫ ∞

ω+/c

dλ
λ2e−2λz

2
λd

]

≈ kBT
1

4π

[

2

∫ ∞

0

dλ
λ2e−2λz

2
+

∫ ∞

ωp/c

dλ
λ2e−2λz

2
λd

]

=
kBT

16πz3
+ O

(

kBTd

z4

)

(4.4.9)

bekommt. Der erste Term ist das bereits in Gl. (2.4.74) abgeleitete universelle Verhal-
ten, das also allein von dem niedrigfrequenten Oberflächenplasmonenzweig herrührt.
Der hochfrequente Zweig liefert für dünne Platten einen materialabhängigen Term,
der allerdings linear mit d gegen Null strebt.

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Dispersionsrelationen für Oberflächenmoden in einer
Halbraum- und einer Plattengeometrie hergeleitet. Es wurde gezeigt, dass die beiden
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Oberflächmoden auf den beiden Seiten einer Platte für Plattendicken d � ds die
Dispersionsrelation für die Halbraumgeometrie erfüllen, sodass in diesem Fall der
Oberflächenmodenzweig zweifach entartet ist. Für dünne Platten mit d� ds können
die beiden Oberflächenmoden koppeln, sodass die Entartung aufgehoben wird und
zwei Oberflächenplasmonenzweige entstehen, deren Frequenzen ω+ bzw. ω− oberhalb
bzw. unterhalb des Halbraumergebnisses liegen.

Für Drude-Materialien wurde insbesondere der Einfluss der Oberflächenmoden
— der Oberflächenplasmonen — auf die Energiedichte bzw. die lokale Zustandsdich-
te untersucht. Es wurde gezeigt, dass bei festem Beobachtungsabstand z = λ−1 die
beiden Oberflächenmodenzweige für dünne Platten λd→ 0 zwei Resonanzen in der
lokalen Zustandsdichte erzeugen, wobei die hochfrequente Oberflächenresonanz ω+

gegen die Plasmafrequenz ωp der Schicht und die niedrigfrequente Oberflächenreso-
nanz ω− gegen ω = 0 konvergiert. Daher ist es bei einer gegebenen Temperatur T
mit ωth � ωp möglich, dass die niedrigfrequente Oberflächenplasmonenresonanz die
spektrale Energiedichte im Frequenzbereich ω ≤ ωth deutlich erhöht und zu dem cha-
rakteristischen 1/z2-Verhalten der Energiedichte 〈u‖〉 führt. Für sehr dünne Platten
mit d� duni macht sich eine Resonanz bei ω = 0 in der lokalen Zustandsdichte be-
merkbar, die für das universelle 1/z3-Verhalten in der Energiedichte verantwortlich
ist.

Für polare Medien ist das Verhalten der Oberflächenmoden bei Veränderung der
Plattendicke ähnlich wie bei den Drude-Materialien. Für dünne Schichten koppeln
die beiden Oberflächenmoden und es entstehen zwei Oberflächenphononenzweige
ω+ und ω−, die oberhalb bzw. unterhalb des Halbraumergebnisses liegen. Allerdings
besteht der entscheidende Unterschied darin, dass das niedrigfrequente Oberflächen-
phonon gegen ωt, und damit gegen einen materialspezifischen Wert, konvergiert.
Dementsprechend ist nicht zu erwarten, dass es für polare Medien ein universelles
Verhalten in der Energiedichte gibt. Die Resonanzen in der lokalen Zustandsdichte
bei festem Beobachtungsabstand z = λ−1 liegen bei den entsprechenden Frequenzen
ω+ und ω− für das gegebene λ. Die beiden Maxima für dünne Schichten mit λd� 1
bewegen sich nach ωl bzw. ωt und werden dabei kleiner. Daher ist anzunehmen, dass
die spektrale Energiedichte im Frequenzbereich zwischen ωt und ωl bei Verringerung
der Plattendicke im Allgemeinen kleiner wird, sodass die Energiedichte selbst für
dünne Platten unter den Halbraumwert sinkt.

Für beschichtete Medien konnte nun gezeigt werden, dass sich für das Verhalten
einer Drude-Schicht auf einem polaren Bulk im Vergleich zu einer freien Schicht am
generellen Verhalten der Oberflächenplasmonen und damit der Energiedichte nicht
viel ändert. Für eine Drude-Schicht auf einem anderem Drude-Material als Bulk-
medium wurde allerdings gezeigt, dass die Oberflächenplasmonenzweige stets auf
das Frequenzintervall zwischen der Oberflächenplasmonenfrequenz des Bulkmedi-
ums ωp1/

√
2 und der Plasmafrequenz des Coatings ωp2 beschränkt sind. Damit wird

die spektrale Energiedichte im Bereich der thermischen Frequenz ωth nicht durch
die Oberflächenplasmonen beeinflusst, solange ωth � ωp1/

√
2 und ωth � ωp2/

√
2

erfüllt sind. Damit ist klar, dass Drude-Metallschichten auf polaren bzw. Drude-
Bulkmedien sehr unterschiedliche Energiedichten liefern müssen, weil im ersten Fall
die niedrigfrequente Oberflächenplasmonenresonanz für dünne Platten in den ther-
misch zugänglichen Frequenzbereich rutscht, wohingegen im zweiten Fall die Ober-
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flächenresonanzen nicht angeregt werden können, solange die Plasmafrequenzen des
Bulk- und des Schichtmediums weit größer als die thermische Frequenz ωth sind.

Im letzten Abschnitt wurde schließlich der Beitrag der Oberflächenplasmonen
für eine dünne Drude-Schicht explizit berechnet. Mithilfe des optischen Theorems
und des Residuensatzes wurde bestätigt, dass das universelle Verhalten allein durch
den niedrigfrequenten Oberflächenplasmonenzweig verursacht wird, wohingegen der
hochfrequente Zweig einen materialabhängigen Beitrag liefert, der für dünne Platten
linear mit d verschwindet.
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104



Teil III
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In diesem dritten Teil der Dissertation wird der Srahlungswärmetransport zwi-
schen zwei dielektrischen Körpern mit verschiedener Temperatur für solche Abstände
näher untersucht, für die Nahfeldeffekte den Energieaustausch wesentlich beeinflus-
sen. Dazu wird im ersten Kapitel dieses dritten Teils die sogenannte Polder-van
Hove-Formel [71, 72, 73, 74, 75] innerhalb der Rytovschen fluktuierenden Elektro-
dynamik abgeleitet, die den Strahlungswärmetransport zwischen zwei dielektrischen
Halbräumen mit verschiedenen Temperaturen T1 und T2, die durch einen Vakuum-
spalt getrennt sind, für alle Abstände a zwischen diesen Dielektrika beschreibt. Von
besonderem Interesse sind hier die Abstände, für die die evaneszenten Moden in
das jeweils gegenüberliegende Medium eindringen können und dadurch derart zum
Strahlungswärmetransport beitragen, dass man Werte erhält, die um Größenord-
nungen über den Schwarzkörperwert liegen, den man mithilfe des Stefan-Boltzmann-
Gesetzes bestimmen kann.

Ein wesentlicher Mechanismus, der zum Nahfeldwärmetransport beiträgt, ist da-
bei wieder die Oberflächenmodenkopplung, die im stark evaneszenten Nahfeld zu
Resonanzen bei den beiden Oberflächenmodenfrequenzen der jeweiligen Halbräume
führt [17, 76]. Somit ergibt sich im stark evaneszenten Nahfeld für dielektrische
Medien ein Wärmestrom, der einem einfachen a−2-Potenzgesetz gehorcht und im
wesentlichen durch die TM-Moden dominiert ist. Für den Wärmestrom zwischen
zwei Metallen hingegen wird numerisch gezeigt, dass dieses Potenzgesetz zumindest
für sehr gute Leiter auf Abständen oberhalb 1 nm durch den Beitrag der TE-Moden
überlagert wird, der für Metalle den Nahfeldwärmetransport dominiert [75]. Die-
ser TE-Moden-Beitrag führt für sehr kleine Abstände a zwischen den Halbräumen
auf einen konstanten Wärmestrom. Es wird gezeigt, dass man dieses gegensätzli-
che Verhalten des Wärmestromes für Dielektrika und Drude-Materialien anhand der
entsprechenden Nahfeldenergiedichten oberhalb dieser Materialien verstehen kann.

Um den Einfluss der im vorherigen Teil beschriebenen Oberflächenplasmonen-
kopplung innerhalb eines frei stehenden Metallfilms bzw. eines mit einem Metall-
coating beschichteten Materials auf den Nahfeldwärmetransport zu untersuchen,
wird der entsprechende Ausdruck für die Polder-van Hove-Formel für eine Schicht-
geometrie abgeleitet. Es zeigt sich, dass die Erhöhung der Nahfeldenergiedichte für
ein dünnes Metallcoating der Dicke d� ds auf einem Dielektrikum durch die Ober-
flächenplasmonenkopplung innerhalb des Coatingmaterials auf einen erhöhten Nah-
feldwärmetransport mit einem charakteristischen a−1-Potenzgesetz führt, wohinge-
gen ein mit einem Metallcoating beschichtetes Drude-Metall zu einem charakte-
ristischen a−3-Potenzgesetz für a � d führt. Solch eine Untersuchung des Nah-
feldwärmetransfers innerhalb einer Schichtgeometrie gibt es meines Wissens in der
bestehenden Literatur noch nicht, sodass hier erstmals gezeigt wird, dass der im
vorherigen Kapitel beschriebene Mechanismus der Oberflächenplasmonenkopplung
den Nahfeldwärmetransport in genau definierter Weise beeinflusst.

Anhand des sogenannten Dipolmodells [74, 77, 78] wird weiterhin verdeutlicht,
dass die Geometrie einen erheblichen Einfluss auf den Nahfeldwärmetransport hat.
Innerhalb dieses Dipolmodells, das den Strahlungswärmetransport zwischen einer
dielektrischen Kugel und einem dielektrischen Halbraum beschreibt, zeigt sich, dass
der Wärmestrom im Nahfeld proportional zur elektrischen Nahfeldenergiedichte des
Halbraumes ist, die in sehr guter Näherung mit dem reinen TM-Moden-Beitrag
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der Energiedichte übereinstimmt. Daher muss sich die Oberflächenplasmonenkopp-
lung in einem Metallcoating, das auf ein Dielektrikum aufgebracht ist, direkt in den
Potenzgesetzen für den Wärmestrom niederschlagen. Es wird daher hier erstmals
gezeigt, dass der Nahfeldwärmetransport zwischen einer dielektrischen Kugel und
einem mit Metall beschichteten Medium die Potenzgesetze reproduziert, die im vor-
herigen Teil für die Nahfeldenergiedichte oberhalb dieser Schichtgeometrie abgeleitet
wurden.

Im zweiten Kapitel wird der Frage nachgegangen, wie die Divergenz des Wärme-
stroms für kleine Abstände behoben werden kann. Schließlich ist der Nahfeldwärme-
transport zwischen zwei Halbräumen innerhalb der lokalen Beschreibung proportio-
nal zu a−2 und damit divergent. Diese Divergenz hat in der Literatur zu einer regen
Diskussion über ihren physikalischen Gehalt geführt [79, 80, 81, 82], wobei bemerkt
werden muss, dass diese Divergenz stark mit der z−3-Divergenz der Nahfeldener-
giedichte oberhalb eines lokalen dielektrischen Mediums zusammenhängt. Da eine
divergente Energiedichte insgesamt zu einem divergenten Ausdruck für die Gesamt-
energie des betrachteten Systems führt, muss angenommen werden, dass diese Di-
vergenz unphysikalisch ist. Eine Lösung dieses prinzipiellen Problems kann durch die
Berücksichtigung der räumlichen Dispersion — also mit einer nichtlokalen Beschrei-
bung der Dielektrika — erreicht werden. Solch eine Beschreibung führt innerhalb des
sogenannten SCIB-Modells [83] auf einen nichtdivergenten Ausdruck für die Nahfeld-
energiedichte [48] und folglich auch auf einen nichtdivergenten Ausdruck für den
Nahfeldwärmetransport. Obwohl diese nichtlokale Beschreibung für Metalle bereits
bei Abständen a im Bereich der mittleren freien Weglänge des Elektrons berücksich-
tigt werden muss, so haben diese Effekte dennoch nur einen relativ geringen Einfluss
auf den Nahfeldwärmetransport zwischen zwei metallischen Halbräumen, wie bereits
von Volokitin und Persson [75] festgestellt wurde.

Da in der jüngsten Literatur versucht wurde, die sogenannten Leontovich-Rand-
bedingungen [21] als die richtigen Randbedingungen für die Beschreibung der Casi-
mir-van der Waals-Kräfte und des Nahfeldwärmetransportes zwischen Metallen zu
etablieren [84, 85, 86, 87], wird vor dem Hintergrund der lokalen und nichtlokalen
Beschreibung gezeigt, dass diese sogenannten Leontovich-Randbedingungen für gute
Leiter und Abstände größer als die Skintiefe zwar eine Berechtigung haben, aber die
gleichen Werte liefern wie die lokale Theorie. Für Abstände unterhalb der Skintiefe
bzw. unterhalb der mittleren freien Weglänge verlieren diese Randbedingungen ihre
physikalische Aussagekraft und führen damit zu Ergebnissen, die weit von den Er-
gebnissen der nichtlokalen Theorie abweichen, die für solche Abstandsbereiche als
richtig anzusehen ist.

Im letzten Kapitel dieses dritten Teils wird schließlich versucht, die experimentel-
len Daten für ein sogenanntes Rasterwärmemikroskop [88, 89] mithilfe der Polder-van
Hove-Formel bzw. des Dipolmodells zu beschreiben. Es zeigt sich, dass die experi-
mentellen Daten nicht vollständig mithilfe dieser beiden Modelle beschreibbar sind.
Daher wird ein phänomenologisches Sensormodell aufgestellt, das es mithilfe einer
heuristisch eingeführten Korrelationslänge ermöglicht, die Daten im gesamten Ab-
standsbereich gut zu beschreiben [3].
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Kapitel 5

Strahlungswärmetransport

In diesem Kapitel wird der Nahfeldwärmetransport zwischen dielektrischen Medien
verschiedener Temperatur untersucht, die durch das Vakuum in einem Abstand a
voneinander getrennt sind. Dazu werden im ersten Abschnitt zunächst vorbereiten-
de Überlegungen angestellt, die es erlauben, eine Längenskala anzugeben, ab der
Nahfeldeffekte im Strahlungswärmeübertrag auftreten.

Im darauffolgenden Abschnitt wird der grundlegende Ausdruck für den Strah-
lungswämetransport zwischen zwei dielektrischen Halbräumen hergeleitet, der be-
reits 1971 von Polder und van Hove [71] mithilfe der Rytovschen Theorie bestimmt
wurde. Eine Erweiterung des Polder-van Hove-Ergebnisses für nicht-lokale Medi-
en wurde 1980 von Levin et al. [72] gegeben, wobei von Volokitin und Persson
2001 [75] gezeigt wurde, dass die nicht-lokalen Effekte für den Strahlungswärme-
transport zwischen zwei metallischen Halbräumen in physikalisch sinnvollen Ab-
standsbereichen vernachlässigbar sind. Bei der Diskussion des Ergebnisses im drit-
ten Abschnitt werden daher wieder lokale Permittivitäten für die polaren Medi-
en und Drude-Materialien verwendet und es wird numerisch gezeigt, dass sich der
Nahfeldwärmetransport zwischen diesen beiden Materialarten deutlich unterschei-
det [73, 75].

Um den Einfluss eines Coatings auf den Strahlungswärmetransport zu unter-
suchen, wird auch der Nahfeldwärmetransport zwischen einem Halbraum und ei-
nem beschichteten Halbraum studiert. Der Strahlungswärmetransport wurde zwar
in solchen Geometrien bereits in anderen Zusammenhängen betrachtet [75, 90], die
Abhängigkeit des Strahlungswärmetransportes von einem Metallcoating wurde je-
doch noch nicht genau untersucht. Insbesondere wird hier meines Wissens erstmals
gezeigt, dass die Oberflächenplasmonenkopplung innerhalb des Metallcoatings, die
zu einem Anstieg in der Energiedichte oberhalb einer Schichtgeometrie führt, in einer
Erhöhung des Strahlungswärmetransportes im Nahfeld mit einem charakteristischen
Abstandsverhalten resultiert.

Im letzten Abschnitt wird schließlich das Dipolmodell [77, 78] eingeführt und
anhand dessen gezeigt, dass der Nahfeldwärmetransport stark von der Geometrie
des Systems abhängt. Dabei werden wiederum nur lokale Permittivitäten verwen-
det, obwohl in diesem Fall zu erwarten ist, dass die nicht-lokalen Effekte für Metalle
einen erheblichen Einfluss für Abstände kleiner als die mittlere freie Weglänge l des
Elektrons haben werden, da durch diese Effekte die elektrische Energiedichte im
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Nahfeld stark erhöht wird [48, 91]. Es wird gezeigt, dass der Nahfeldwärmetrans-
port zwischen einer Kugel und einem dielektrischen Medium direkt proportional zur
elektrischen lokalen Zustandsdichte oberhalb dieses Mediums bzw. zur elektrischen
Energiedichte ist, wobei genauer untersucht wird, in welchen Abstandsbereichen die
elektrische lokale Zustandsdichte durch den entsprechenden TM-Modenanteil der lo-
kalen Zustandsdichte approximiert werden kann. Insbesondere werden die Ausdrücke
für den Strahlungswärmetransport zwischen einer Kugel und einem dielektrischen
Halbraum bzw. einem beschichteten Halbraum angegeben, wobei die Oberflächen-
plasmonenkopplung innerhalb des Metallcoatings auf einem polaren Substrat wieder
eine Erhöhung des Nahfeldwärmetransportes herbeiführt.

5.1 Vorbereitende Überlegungen

Der Strahlungswärmetransport bzw. die Energie, die pro Fläche und Zeit zwischen
zwei Medien im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht mit verschiedenen Tem-
peraturen ausgetauscht wird, kann man für makroskopische Abstände a zwischen
den betrachteten Medien mithilfe des Kirchhoff-Planckschen-Strahlungsgesetzes [22]
beschreiben. Verringert man allerdings den Abstand a zwischen den beiden Medi-
en soweit, dass er vergleichbar mit der thermischen Wellenlänge λth des kälteren
Mediums wird, die selbst durch das Wiensche Verschiebungsgesetz [92]

λWT = 2, 898 · 10−3 mK (5.1.1)

gegeben ist, so kann das Kirchhoff-Plancksche-Strahlungsgesetz nicht mehr ange-
wandt werden. Das liegt daran, dass neben den propagierenden Moden für Abstände
a < λW auch evaneszente Moden zum Strahlungswärmeübertrag zwischen den Medi-
en beitragen. Übrigens stimmt die in Gl. (2.4.45) definierte thermische Wellenlänge
in guter Näherung mit λW überein, d.h. es gilt

λth =
~c

kBT
≈ λW. (5.1.2)

Für Abschätzungen genügt es daher, die charakteristische thermische Wellenlänge
λth anstelle der genaueren Größe λW aus dem Wienschen Verschiebungsgesetz zu
betrachten.

Um diesen Sachverhalt zu verstehen, betrachte man zunächst einen unendlich
ausgedehnten Halbraum bei z < 0 mit der Temperatur T1 und der reellen Permitti-
vität εr1 ≥ 1, an den das Vakuum bei z > 0 angrenzt. Aufgrund der verschiedenen
Materialeigenschaften können im Medium Wellen mit Wellenzahlen

k1 =
√

k2
1z + λ2 = k0

√
εr1 (5.1.3)

propagieren, wohingegen im Vakuum nur elektromagnetische Transversalwellen mit
k0 =

√

k2
0z + λ2 erlaubt sind. Da εr1 ≥ 1 ist, können daher im Medium Wellen

existieren, die im Vakuum nicht erlaubt sind. Aufgrund der Stetigkeitsbedingungen
bei z = 0 führen diese Wellen im Vakuum auf exponentiell abklingende Lösungen,
wohingegen die erlaubten Wellen propagierende Lösungen darstellen. Für eine ebene
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Welle im Vakuum mit dem Phasenfaktor exp(i(kz0z − ωt)) ist klar, dass man für
λ < k0 eine propagierende Lösung erhält, da kz0 rein reell ist, für λ > k0 dagegen ist
kz0 = i

√

λ2 − k2
0 rein imaginär, sodass man rein evaneszente Lösungen bekommt.

T1

<E> = <H> = 0

T3 = 0

2 31

Abbildung 5.1: Skizze zur Veranschaulichung des Strah-
lungswärmetransportes zwischen zwei ausgedehnten Halbräum-
en.

Wie bereits in den vorherigen Kapiteln diskutiert wurde, führen die propagie-
renden Moden auf eine thermische Abstrahlung gemäß dem Kirchhoff-Planckschen
Strahlungsgesetz. Die evaneszenten Moden wurden anhand der Energiedichte ober-
halb eines Halbraumes, einer Platte und eines beschichteten Halbraumes ebenfalls
bereits diskutiert. Da die evaneszenten Moden für λ � k0 auf einem Abstand
z ≈ λ−1 exponentiell abklingen, ist klar, dass diese nur für Abstände k0z � 1, d.h.
im Nahfeld, wichtig sind. Bei einer festen Temperatur T1 ist die charakteristische
Wellenlänge k0 durch die thermische Wellenlänge λ−1

W bzw. λ−1
th festgelegt, sodass

das Nahfeld — also der Abstandsbereich, in dem die evaneszenten Moden eine Rolle
spielen — durch Abstände z � λW bzw. z � λth mit λW aus Gl. (5.1.1) bzw. λth

aus Gl. (5.1.2) gegeben ist. Für T1 = 300 K hat man beispielsweise λW ≈ 9, 7µm
bzw. λth ≈ 7, 2µm.

Betrachtet man nun einen zweiten unendlich ausgedehnten Halbraum mit der
Temperatur T3 = 0 und der Permittivität εr3 im Abstand a vom ersten Halbraum
entfernt (siehe Abb. 5.1), so können im Fernfeld, d.h. es gilt a � λth, nur die pro-
pagierenden Moden des Dielektrikums 1 Beiträge zum Strahlungswärmetransport
liefern, wobei dieser durch das Kirchhoff-Plancksche Strahlungsgesetz gegeben ist.
Verringert man allerdings den Abstand derart, dass a � λth gilt, so können die
evaneszenten Moden in das zweite Medium ragen und dort weiter propagieren. Man
kann also sagen, dass die Photonen, die im Nahfeld exponentiell gedämpft sind,
durch den Vakuumspalt tunneln und so in das gegenüberliegende Dielektrikum ge-
langen. Aufgrund dieses Photonentunnelns können die evaneszenten Moden zum
Strahlungswärmeübertrag beitragen und es wird sich zeigen, dass man Werte für den
Strahlungswärmetransport im Nahfeld erhält, die weit über dem Schwarzkörperwert
liegen, was anschaulich bereits klar ist, da die evaneszenten Moden Beiträge zur
Energiedichte liefern, die den Schwarzkörperwert übersteigen. Der Poynting-Vektor
muss daher für solch eine Konfiguration auch Informationen über die evaneszenten
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Moden enthalten.
Da die evaneszenten Moden oberhalb des Dielektrikums 1 durch die evaneszenten

Moden in der Energiedichte des Dielektrikums gegeben sind, ist außerdem zu erwar-
ten, dass die Diskussion der Energiedichte in den vorherigen Kapiteln qualitative
Aussagen über den entsprechenden Nahfeldwärmetransport zulässt.

5.2 Ableitung der Polder-van Hove-Formel

In diesem Abschnitt soll der Energietransfer zwischen zwei dielektrischen Halbräum-
en (siehe Abb. 5.1) bestimmt werden, die im Abstand a durch einen Vakuumspalt,
d.h. ε2 = ε0, voneinander getrennt sind und verschiedene Temperaturen T1 6= T3 be-
sitzen. Um den Energietransport von Dielektrikum 1 zu Dielektrikum 3 zu bestim-
men, wird zunächst vorausgesetzt, dass sich Medium 1 im lokalen Gleichgewicht mit
der Temperatur T1 6= 0 K befindet und das Vakuum sowie das Medium 3 die Tem-
peratur T = 0 K haben. Die von Dielektrikum 1 in das Dielektrikum 3 abgestrahlte
Energie pro Fläche und Zeit ist durch die z-Komponente des Poynting-Vektors bei
z = a gegeben, der durch die fluktuierenden Felder im Vakuumspalt bestimmt ist,
die ihrerseits durch die Quellenströme in Dielektrikum 1 erzeugt werden. Man hat
daher mit Gl. (1.1.13) für die Energie 〈S13

z (z = a)〉, die pro Fläche und Zeiteinheit
von Dielektrikum 1 zum Dielektrikum 3 fließt, den Ausdruck

〈S13
z (z = a)〉 = εαβz〈EαHβ〉

= εαβz

∫ ∞

0

dω E0(ω, T1)
ωε′′(ω)

π
(µ2

0ω
2)

∫

z′<0

d3r′
(

� E
21

� H
21

†
)

αβ

+ c.c.

(5.2.1)

Um den Strahlungswärmetransport vom Dielektrikum 3 zum Dielektrikum 1
zu bestimmen, wird genau die umgekehrte Situation angenommen. Es gelte dann
T1 = 0 K und T3 6= 0 K und gesucht ist die z-Komponente des Poynting-Vektors
〈S31

z (z = 0)〉, der durch die fluktuierenden Felder gegeben ist, die durch die Quel-
lenströme im Dielektrikum 3 erzeugt werden. Genau wie im ersten Kapitel wird
sich herausstellen, dass der Poynting-Vektor aufgrund der Spiegelsymmetrie invari-
ant unter Vertauschung der Materialindizes 1 ↔ 3 ist, sodass sich 〈S13

z (z = a)〉 und
〈S31

z (z = 0)〉 nur durch das Vorzeichen und die Bose-Einstein-Funktion unterschei-
den. Der Energietransport zwischen beiden Dielektrika ist daher im Netto durch

〈Sz〉 = 〈S13
z (z = a, T1)〉 − 〈S13

z (z = a, T3)〉

= εαβz

∫ ∞

0

dω

[

E0(ω, T1) − E0(ω, T3)

]

ωε′′(ω)

π
(µ2

0ω
2)

∫

z′<0

d3r′
(

� E
21

� H
21

†
)

αβ

+ c.c.

(5.2.2)

gegeben. Es ist somit wieder sichergestellt, dass man für T1 = T3 keinen mittleren
Wärmestrom erhält. Man kann diesen Ausdruck also auch ohne den Rückgriff auf
die Symmetrie des Systems mit dem Argument erhalten, dass im globalen Gleich-
gewicht der Energietransport im Mittel verschwinden muss. Man beachte aber, dass
man aufgrund dieser Vorgehensweise wieder ein lokales Gleichgewicht innerhalb der

112



5.2. ABLEITUNG DER POLDER-VAN HOVE-FORMEL 113

Dielektrika 1 und 3 voraussetzt und damit versucht, eine Nichtgleichgewichtssituati-
on adäquat zu beschreiben. Für das Fernfeld — also für die propagierenden Moden
— kann man diese Vorgehensweise rechtfertigen [93, 94], solange das lokale Gleichge-
wicht innerhalb der Dielektrika aufrecht gehalten werden kann. Im Anhang B wird
daher der Versuch unternommen, den Abstandsbereich im Nahfeld abzuschätzen,
für den die Annahme eines lokalen thermodynamischen Gleichgewichts sinnvoll er-
scheint. Es stellt sich dabei heraus, dass diese Annahme selbst für Abstände a im
Nanometerbereich eine gute Beschreibung der eigentlichen Nichtgleichgewichtssitua-
tion liefern sollte.

Für die Auswertung der Formel in Gl. (5.2.2) genügt es, 〈S13
z (z = a)〉 in Gl.

(5.2.1) zu berechnen und daraus den Gesamtbeitrag 〈Sz〉 zu bestimmen. Wie in
den vorherigen Kapiteln soll eine lokale Permittivität εi = εi(ω) mit i = 1, 2, 3
vorausgesetzt und der longitudinale Anteil in der dyadischen Greenschen Funktion
vernachlässigt werden, sodass man im Vakuumspalt bzw. Medium 2 die Greenschen
Funktionen

� E
21(r, r

′) =
i

4π

∫ ∞

0

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

(

TTEM±nλ(h2)

+RTEM±nλ(−h2)
)

⊗ M′
±nλ(−h1)+ ‖

}

(5.2.3)

� H
21(r, r

′) =
k2

4πωµ0

∫ ∞

0

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

(

TTEN±nλ(h2)

+RTEN±nλ(−h2)
)

⊗ M′
±nλ(−h1)+ ‖

}

(5.2.4)

ansetzen kann. Die Implementierung der Randbedingungen aus Gl. (1.1.7) führt für
die TE-Moden auf

TTE =
2t21⊥
N⊥

und RTE = r23
⊥ e2ih2aTTE, (5.2.5)

wobei

t21⊥ :=
2h1

h2 + h1

, und N⊥ := 1 − r23
⊥ r

21
⊥ e2ih2a (5.2.6)

gelten. Entsprechende Beziehungen erhält man für die TM-Moden.
Mithilfe der Greenschen Funktionen in Gl. (5.2.4) und der Orthogonalitätsrela-

tionen in Gl. (1.4.12) kann man die Volumenintegration über das Quellenvolumen
bequem ausführen und bekommt zunächst

∫
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.

(5.2.7)
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Da es aufgrund der Translationssymmetrie in der Ebene senkrecht zur z-Achse wie-
derum keinen ausgezeichneten Punkt gibt, muss das Ergebnis unabhängig von der
Wahl des Beobachtungspunktes in dieser Ebene sein. Wählt man r = 0, so erhält
man

εαβz

(

M(h2) ⊗ N(h2)
)

αβ
= − ih2

2k2

[

δn,1 + δn,−1

]

λ2e−2h′′
2 z, (5.2.8)

εαβz
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M(−h2) ⊗ N(−h2)
)

αβ
=

ih2

2k2

[

δn,1 + δn,−1

]

λ2e2h′′
2 z, (5.2.9)

εαβz
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)

αβ
= − ih2

2k2

[

δn,1 + δn,−1

]

λ2e−2ih′
2z, (5.2.10)

εαβz
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)

αβ
=

ih2

2k2

[
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]

λ2e2ih′
2z. (5.2.11)

Wertet man diese Ausdrücke bei z = a aus, bekommt man daher mit k2 = k0

εαβz
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}
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(5.2.12)

Aufgrund dieser Darstellung bietet sich eine Aufspaltung in propagierende und eva-
neszente Moden an, denn für die propagierenden Moden gilt λ < k0, sodass h0 rein
reell ist und damit h′′0 = 0 gilt. Daher gibt der erste Term in den geschweiften Klam-
mern den Anteil der propagierenden Moden an. Für die evaneszenten Moden gilt
dagegen λ > k0, sodass h0 = iγ rein imaginär ist und damit h′0 = 0. Daher gibt der
zweite Term innerhalb der geschweiften Klammern den Anteil der evaneszenten Mo-
den an. Setzt man nun die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten aus Gl. (5.2.5)
ein, trennt die propagierenden und evaneszenten Moden und benutzt die Relationen
aus Gl. (1.7.12), so erhält man
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Mit der Hilfsrelation ε′′1 = 2ε0h
′
1h

′′
1/k

2
0 aus Gl. (1.6.8) kann man schließlich den

Poynting-Vektor aus Gl. (5.2.1) für den Energiefluss von Dielektrikum 1 zum Di-
elektrikum 3 durch

〈S13
z (z = a)〉 =

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1)

(2π)2

{
∫ k0

0

dλλ
(1 − |r23

⊥ |2)(1 − |r21
⊥ |2)

|N⊥|2

+

∫ ∞

k0

dλλ
4Im(r23

⊥ )Im(r21
⊥ )e−2γa

|N⊥|2
+ ‖

} (5.2.14)
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angeben. Man sieht, dass dieser Ausdruck invariant bei Vertauschung der Indizes
1 ↔ 3 ist, sodass der Gesamtenergieübertrag entsprechend Gl. (5.2.2) durch

〈Sz〉 =

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1) − E0(ω, T3)

(2π)2

{
∫ k0

0

dλλ
(1 − |r23

⊥ |2)(1 − |r21
⊥ |2)

|N⊥|2

+

∫ ∞

k0

dλλ
4Im(r23

⊥ )Im(r21
⊥ )e−2γa

|N⊥|2
+ ‖

} (5.2.15)

gegeben ist. Das ist die Polder-van Hove-Formel [71], die den Strahlungswärme-
übertrag zwischen zwei Halbräumen mit den Temperaturen T1 und T3 beschreibt.
Im Gegensatz zur Halbraum- bzw. Plattengeometrie enthält der Poynting-Vektor
diesmal nicht nur Informationen über die propagierenden, sondern auch über die
evaneszenten Moden.

5.3 Strahlungswärmetransport

Wegen ihrer Struktur kann man die Polder-van Hove-Formel in Gl. (5.2.15) wieder
in der Kurzschreibweise

〈Sz〉 =

∫

dω
E0(ω, T1) − E0(ω, T3)

(2π)2

∫

dλλ(T 13
⊥ + T 13

‖ ) (5.3.1)

angeben, wobei die Transmissionskoeffizienten T 13 von Medium 1 nach Medium 3
auch durch die Transmissionskoeffizienten T 12 und T 23 aus Gl. (1.6.12) in der Form

T 13 =
T 12T 23e−2h′′

0 a

|N |2 =
T 12T 23e−2h′′

0 a

|1 − r23r21e2ih2a|2 (5.3.2)

ausgedrückt werden können.
Der Strahlungswärmetransport zwischen zwei Halbräumen ist für die propagie-

renden Moden durch die Abstrahlung der beiden Halbräume bestimmt, die durch die
Transmissionskoeffizienten T 12 und T 23 gegeben ist, und die entsprechende Mehr-
fachreflexion zwischen den beiden Halbräumen, die durch den Fabry-Perot-Nenner
|N |2 berücksichtigt wird. Für die evaneszenten Moden gilt eine ähnliche Aussage,
wobei T 12 und T 23 im Prinzip die Energiedichte der evaneszenten Moden in der Nähe
der beiden Halbräume bestimmen und der Nenner |N |2 für die evaneszenten TM-
Moden die Oberflächenmodenkopplung ermöglicht. Diese Kopplung und das damit
verbundene Aufspalten der Dispersionsrelation der Oberflächenmoden kann man gut
in dem Contourplot für T 13

‖ in Abb. 5.2 für zwei Au-Halbräume sehen, der
”
rechts“

der Lichtlinie erstaunlich gut mit der Dispersionsrelation in Abb. 4.2 übereinstimmt.
Die Oberflächenplasmonenkopplung mit den jeweils resultierenden Frequenzen

ω± aus Gl. (4.2.8) wird hier nur wirksam, solange man sich nicht im quasistatischen
Bereich befindet, d.h. für Abstände größer als die Skintiefe ds der beiden Halbräume.
Betrachtet man zwei Halbräume aus dem gleichen Material mit der Permittivität
ε(ω), dann ist für Abstände mit a � ds bzw. λ � k0

√

|ε(ω)| das evaneszente Nah-
feld wie gehabt durch die Moden mit den lateralen Wellenzahlen λ ≈ a−1 gegeben.
Daher gilt in diesem Abstandsbereich stets λa ≈ 1, sodass die hochfrequente und
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die niedrigfrequente Oberflächenplasmonenresonanz aus Gl. (4.2.8) für die gegebene
Geometrie im Prinzip übereinstimmen, d.h. die Entartung der beiden Frequenzen
wird in dem quasistatischen Abstandsbereich nicht aufgehoben. Man erhält daher
für Abstände, die kleiner als die Skintiefe sind, d.h. es gilt a� ds, die Oberflächen-
plasmonenresonanzen bei ω± ≈ ωp/

√
2. Die Oberflächenplasmonenkopplung — wie

sie im vorangegangenen Kapitel beschrieben wurde — kann daher nur im Abstands-
bereich ds � a � λth wirksam werden, wogegen man für Abstände a � ds stets
im quasistationären Bereich ist, in dem die beiden Oberflächenresonanzen bei ihrem
Halbraumwert ωs = ωp/

√
2 liegen. Das kann man auch direkt anhand der Transmis-

sionskoeffizienten der beiden Halbräume T 12
‖ bzw. T 23

‖ sehen, für die man im stark
evaneszenten Nahfeld

T‖ ≈ Im

(

εr − 1

εr + 1

)

(5.3.3)

bekommt, sodass die Resonanzen bei ωr mit εr1(ωr1) ≈ −1 bzw. εr3(ωr3) ≈ −1
im Frequenzintegral einen erheblichen Beitrag liefern. Das sind genau die Ober-
flächenmodenresonanzen der jeweiligen Halbräume, was man anhand der Dispersi-
onsrelation in Gl. (4.1.5) sehen kann, die für den Fall der Oberflächenresonanzen
im quasistationären Bereich mit λ → ∞ nur für εr(ωr) → −1 erfüllt werden kann,
sodass ωr = ωs gilt.

0.5 1 1.5 2
Λ

�������kp

0.5

1

Ω
�������
Ωp

Abbildung 5.2: Contourplot der Transmissionskoeffizienten T 13
‖

für die evaneszenten TM-Moden aus Gl. (5.3.2), wobei T 13
‖

in den dunklen Bereichen maximal und in den weißen Berei-
chen ungefähr Null ist. Für den Plot wurden die Permittivität
von Gold und die Abstände d = 10−7 m, 10−8 m und 10−9 m
gewählt. Man vergleiche diese Darstellung mit Abb. (4.2).
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Abbildung 5.3: Numerische Ergebnisse für den Energieübertrag
zwischen zwei GaN-Halbräumen mit T1 = 300 K und T3 = 0 K,
bestimmt mit der Reststrahlenformel für die Permittivität.

Für große Abstände mit a � λth verschwindet der Beitrag der evaneszenten
Moden aufgrund der exponentiellen Dämpfung im λ-Integral und nur die propa-
gierenden Moden tragen zum Energietransport bei. Für den Idealfall r⊥ = r‖ = 0
erhält man den maximalen Wärmestrom zwischen beiden Halbräumen, der durch
das Stefan-Boltzmann-Gesetz

〈SBB〉 = σBB(T 4
1 − T 4

3 ) (5.3.4)

mit σBB = 5, 67 · 10−8 Wm−2K−4 gegeben ist. Für das ideale Metall mit r⊥ = r‖ = 1
erhält man dagegen keinen Energietransfer.

Für sehr kleine Abstände mit a � λth können die evaneszenten Moden in das
jeweils gegenüberliegende Medium eindringen und dort weiter propagieren. Damit
tragen diese Moden erheblich zum Strahlungswärmetransport bei, der dadurch weit
über dem Schwarzkörperwert in Gl. (5.3.4) liegen kann. Neben diesem Prozess des
Photonentunnelns können die Oberflächenmoden auf den beiden Plattenseiten mit-
einander koppeln, wodurch es zu resonantem Photonentunneln kommt. In diesem
Fall [59] ist der Transmissionskoeffizient maximal, d.h. es gilt T 13

‖ = 1.

Man kann zeigen [59, 71, 72], dass der Nahfeldwärmetransport wieder auf Po-
tenzgesetze führt, wobei im stark evaneszenten Bereich mit λ� k0

〈S‖〉 ∝ a−2 und 〈S⊥〉 ∝ const. (5.3.5)

gelten. Die Exponenten der Potenzgesetze sind für den Strahlungswärmetransport
daher gegenüber den entsprechenden Exponenten der Potenzgesetze für die Energie-
dichte oberhalb eines Halbraumes um Eins erhöht. Das soll heißen, dass das Potenz-
gesetz 〈u‖〉 ∝ z−3 auf einen Strahlungswärmeübertrag proportional zu a−2 führt.
Entsprechendes gilt für die TE-Moden, bei denen 〈u⊥〉 ∝ z−1 auf 〈S〉 ∝ const.
führt. Damit kann man qualitativ abschätzen, welche Abstandsabhängigkeit im
Strahlungswärmetransport zwischen zwei Halbräumen zu erwarten ist, wenn man
die Energiedichte oberhalb eines Halbraumes kennt.
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Abbildung 5.4: Numerische Ergebnisse für den Energieübertrag
zwischen zwei Au-Halbräumen mit T1 = 300 K und T3 = 0 K
im Drude-Modell.

In Abb. 5.3 ist die numerische Auswertung für zwei GaN-Halbräume mit den
Temperaturen T1 = 300 K und T3 = 0 K geplottet, wobei die Permittivität durch
die Reststrahlenformel bestimmt wurde. Man sieht, dass bereits für Abstände im
Bereich von 1µm Energieüberträge größer als der Schwarzkörperwert SBB erreicht
werden. Im Nahfeldbereich dominieren für dieses polare Medium hauptsächlich die
TM-Moden, sodass der Energieübertrag ein sehr gut ausgeprägtes Potenzgesetz
〈S‖〉 ∝ a−2 zeigt. Für zwei Au-Halbräume im Drude-Modell findet man die nu-
merischen Auswertungen der Polder-van Hove-Formel in Abb. 5.4. Für diese Kon-
figuration dominieren im abgebildeten Abstandsbereich die TE-Moden den gesam-
ten Strahlungswärmeübertrag, sodass man insbesondere die Proportionalität zu a−2

im physikalisch zugänglichen Bereich zumindest für gute Leiter nicht finden kann.
Erst für unrealistisch kleine Abstände erhält man für beide Materialkombinatio-
nen die 1/a2-Proportionalität der TM-Moden, wobei der Strahlungswärmeübertrag
zwischen zwei polaren Medien in diesem Fall sehr viel größer ist als für zwei Drude-
Materialien. Man beachte aber an dieser Stelle, dass man für Abstände weit unter
100 nm nicht erwarten kann, dass die makroskopische und lokale Theorie quantitativ
richtige Ergebnisse liefert.

Den Unterschied im Nahfeldwärmetransport zwischen polaren Medien und Me-
tallen kann man anhand der Energiedichte oberhalb der beiden Halbräume verstehen
(vgl. Abb. 1.2 und 1.3): Betrachtet man zwei Halbräume aus dem gleichen Mate-
rial, die durch einen Vakuumspalt getrennt sind, wobei der erste eine Temperatur
T1 6= 0 K und der zweite die Temperatur T3 = 0 K hat, so ist zu erwarten, dass
aufgrund der thermischen Fluktuation im ersten Halbraum propagierende und eva-
neszente Felder entstehen. Die propagierenden Felder tragen nun für alle Abstände
a zum Energieübertrag bei, wogegen die evaneszenten Felder an der Grenzfläche des
ersten Halbraumes exponentiell abklingen, da sie eine laterale Wellenzahl λ > k0 ha-
ben, die eine Propagation in das angrenzende Vakuum verbietet. Für polare Medien
sind diese evaneszenten Felder hauptsächlich TM-polarisiert, für Drude-Materialien
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dagegen TE-polarisiert. Verkleinert man den Abstand a soweit, dass die evaneszen-
ten Moden in den zweiten Halbraum ragen können, d.h. a < λth, so werden diese
Moden zwar über den Vakuumspalt exponentiell gedämpft, können aber im zweiten
Halbraum weiter propagieren. Durch dieses Photonentunneln tragen die evaneszen-
ten Moden zum Energietransport bei. Es ist daher ausgehend von der Energiedichte
bzw. lokalen Zustandsdichte oberhalb eines Halbraumes vollkommen klar, dass der
Strahlungswärmetransport im evaneszenten Bereich bei polaren Medien durch die
TM-Moden und bei Drude-Metallen durch die TE-Moden dominiert wird.

5.4 Nahfeldwärmetransport für beschichtete Me-

dien

Die im ersten Abschnitt gegebene Ableitung der Polder-van Hove-Formel kann man
leicht auf eine Geometrie anwenden, bei der der Halbraum für z > a durch einen
Halbraum mit einer Schicht der Dicke d ersetzt wird. Für solch eine Geometrie
ändert sich die Greensche Funktion im Vakuumspalt zwischen dem Halbraum und
dem beschichteten Halbraum nicht. Allerdings muss man für die Schicht die richtige
Greensche Funktion ansetzten. Wendet man die üblichen Randbedingungen auf diese
Geometrie an, erhält man nach einer elementaren Rechnung

RTE = TTEe2ih2aR⊥ und TTE =
2t12⊥
N ′

⊥
, (5.4.1)

wobei

R⊥ =
r23
⊥ + r34

⊥ e2ih3d

1 − r34
⊥ r

32
⊥ e2ih3d

und N ′
⊥ = 1 − r21

⊥ R⊥e2ih2a (5.4.2)

gelten. Entsprechende Gleichungen gelten für die TM-Moden. Man erhält demnach
das gleiche Ergebnis wie für zwei Halbräume, wobei allerdings r23 durch R zu ersetzen
ist. Folglich bekommt man anstatt der Polder-van Hove-Formel in Gl. (5.2.15) den
Ausdruck

〈Sz〉 =

∫

dω
E0(ω, T1) − E0(ω, T3)

(2π)2

{
∫ k0

0

dλλ
(1 − |r21

⊥ |2)(1 − |R⊥|2)
|N ′

⊥|2

+

∫ ∞

k0

dλλ
4Im(r21

⊥ )Im(R⊥)e−2γa

|N ′
⊥|2

+ ‖
}

.

(5.4.3)

Der Energietransfer ist also wieder proportional zu den Energiedichten der beiden
gegenüberliegenden Halbräume. Somit sollte es möglich sein, den Strahlungswärme-
transport durch die Wahl des Schicht- und Bulkmaterials zu manipulieren. Außerdem
sollte sich zumindest prinzipiell das universelle Verhalten bemerkbar machen.

Da die Energiedichte oberhalb einer Schichtgeometrie neben der Schichtdicke d
auch sehr empfindlich auf die Wahl des Bulkmediums sein kann, soll hier der Strah-
lungswärmetransport zwischen einem Goldhalbraum und einem mit Bi beschich-
teten GaN- bzw. Pt-Halbraum numerisch bestimmt und diskutiert werden. Da in
Abbildung 5.5 für z < 0 Gold gewählt wurde, sollte 〈Sz〉 im Prinzip durch die TE-
Moden des beschichteten Halbraumes bestimmt sein (vgl. Abb. 3.7). Entsprechend

119



120 KAPITEL 5. STRAHLUNGSWÄRMETRANSPORT
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Abbildung 5.5: Numerische Ergebnisse für den Energieübertrag
zwischen einem Au-Halbraum mit T1 = 300 K und einem mit
5 nm Bi beschichteten GaN- bzw. Pt-Halbraum mit T3 = 0 K.
Für die Permittivitäten wurden die Drude- und die Reststrah-
lenformel verwendet.

der Abbildung 3.7 kann man dann erwarten, dass die Energiedichte oberhalb des be-
schichteten GaN-Halbraumes sehr viel kleiner ist als oberhalb des beschichteten Pt-
Halbraumes. Dementsprechend sollte der Strahlungswärmeübertrag im ersten Fall
sehr viel kleiner sein als im zweiten. Genau dieses Verhalten kann man in Abb. 5.5 für
Abstände a � 1µm beobachten, bei denen die beiden Strahlungswärmeüberträge
um bis zu eine Größenordnung auseinander liegen. Für Abstände a ≈ 1µm unter-
scheiden sich die beiden Strahlungswärmeüberträge außerdem sehr stark durch die
Steigung. Dass der Wärmestrom 〈Sz〉 in Abb. 5.5 für die Konfiguration Au-Bi/Pt
oberhalb des Polder-van Hove-Ergebnisses für die Konfiguration Au-Bi liegt, lässt
sich damit erklären, dass für sehr dünne Metallfilme auf einem Metallsubstrat der
Bulkbeitrag für a � d größer sein kann als der Beitrag des Coatings selbst. Inso-
fern liegt der Anstieg im Nahfeldwärmetransport im Absinken des Coatingbeitrages
unter den Halbraumwert des Pt-Substrats begründet.

In Abb. 5.6 findet man noch zusätzlich die numerischen Ergebnisse für eine
GaN-Bi/GaN- und GaN-Bi/Pt-Konfiguration. In diesem Fall ist der gesamte Strah-
lungswärmetransport wieder durch die TM-Moden dominiert (vgl. 3.8). Genau wie
im Fall der Energiedichte oberhalb des beschichteten Mediums in Abb. 3.8 sind
die Beiträge im Strahlungswärmetransport für a � d unabhängig vom gewähl-
ten Bulkmaterial, wohingegen sich für a � d zwei klare Potenzgesetze herausbil-
den, die sehr stark von der Wahl des Bulkmediums abhängen. Vergleicht man Abb.
5.6 für den Strahlungswärmetransport mit Abb. 3.8 für die Energiedichte, so kann
man sehen, dass sich die 1/z3-Proportionalität in der Energiedichte für a � d in
eine 1/a2-Proportionalität im Strahlungswärmetransport überträgt. Entsprechend
schlägt sich die 1/z2- bzw. 1/z4-Abhängigkeit in der Energiedichte für a � d in
einer 1/a- bzw. 1/a3-Abhängigkeit im Strahlungswärmetransport nieder. Offensicht-
lich führt die Oberflächenplasmonenkopplung innerhalb des Coatings zu einem An-
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Abbildung 5.6: Numerische Ergebnisse für den Energieübertrag
zwischen einem GaN-Halbraum mit T1 = 300 K und einem mit
5 nm Bi beschichteten GaN- bzw. Pt-Halbraum mit T3 = 0 K.
Für die Permittivitäten wurden die Drude- und die Reststrah-
lenformel verwendet.

stieg im Nahfeldwärmetransport, der größer ist als das entsprechende Polder-van
Hove-Ergebnis für eine GaN-Bi-Konfiguration, mit einem charakteristischen 1/a-
Potenzgesetz.

Um einen Einblick in die Wirkungsweise der Oberflächenplasmonenkopplung
beim Nahfeldwärmetransport zu bekommen, ist in Abb. 5.7 schließlich das Emis-
sionsvermögen e(ω), das hier analog zur lokalen Zustandsdichte durch

〈Sz〉 =:

∫

dω

(

E0(ω, T1) − E0(ω, T3)

)

e(ω) (5.4.4)

definiert ist, für die GaN-Bi/GaN-Konfiguration geplottet. Da das Emissionsvermö-
gen im Prinzip durch die entsprechenden Energiedichten bzw. lokalen Zustandsdich-
ten oberhalb der Dielektrika gegeben ist, kann man in grober Näherung sagen, dass
e(ω) ∝ DGaN (ω)DBi/GaN (ω) ist. Für die Schichtdicke d = 5 · 10−7 m hat man im
Prinzip das Emissionsvermögen für einen GaN- und einen Bi-Halbraum, da d � ds

gilt, sodass e(ω) ∝ DGaN(ω) ist. Das liegt daran, dass sich DBi/GaN (ω) ≈ DBi(ω)
in dem entsprechenden Frequenzbereich nur geringfügig ändert. Das Emissions-
vermögen stimmt daher für d = 5 · 10−7 m in Abb. 5.7 im wesentlichen mit der
lokalen Zustandsdichte für einen GaN-Halbraum im Nahfeld (vgl. Abb. 1.5) über-
ein. Für Bi-Schichten mit d � ds und d � a nimmt die lokale Zustandsdichte
DBi/GaN (ω) aufgrund der niedrigfrequenten Oberflächenresonanz im betrachteten
Frequenzbereich zu und erhöht so das Emissionsvermögen e(ω) in Abb. 5.7 deutlich,
was effektiv zu einer Erhöhung des Strahlungswärmetransportes führt.
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 0

 20

 40

1 1014 1.4 1014 1.8 1014

e(
ω

) /
 m

-2

ω / s-1

5 10-9 m
1 10-8 m
5 10-7 m

Abbildung 5.7: Emissionsvermögen e(ω) aus Gl. (5.4.4) des
Poynting-Vektors für den Nahfeldwärmetransport zwischen ei-
nem GaN-Halbraum mit der Temperatur T1 = 300 K und
einem mit Bi beschichteten GaN-Halbraum mit der Tempera-
tur T3 = 0 K für a = 10−8 m und d = 5 · 10−7 m, 10−8 m und
d = 5 · 10−9 m.

5.5 Das Dipolmodell

Es soll nun der Strahlungswärmetransfer zwischen einer dielektrischen Kugel mit
einem Radius R und der Temperatur TK und einem beliebigen Medium mit der
Temperatur T bestimmt werden. Insbesondere wird der Strahlungswärmeübertrag
zwischen dieser Kugel und einem dielektrischen Halbraum bzw. einem beschichteten
Halbraum betrachtet. Es wird sich zeigen, dass der Strahlungswärmeübertrag in dem
hier beschriebenen Modell für kleine Abstände a im Prinzip direkt proportional zur
elektrischen Energiedichte 〈uE〉 und damit im Nahfeld direkt proportional zu 〈u‖〉
ist.

Gegeben sei nun ein dielektrisches Medium mit der Permittivität ε2 und der Tem-
peratur T 6= 0 K umgeben durch das Vakuum. Das fluktuierende Feld außerhalb des
Dielektrikums, das durch die fluktuierenden Quellenströme im Dielektrikum erzeugt
wird, ist dann durch die Beziehung (1.1.4), also

E0(r, ω) = iωµ0

∫

d3r′
� E

02(r, r
′)j(r′) (5.5.1)

gegeben. Bringt man nun eine dielektrische Kugel mit der Permittivität ε1 und der
Temperatur TK = 0 K derart in die Nähe des Dielektrikums, dass stets ein Ab-
stand a � R herrscht, wobei zusätzlich R � λth gelten muss, so wird durch das
fluktuierende Feld E0 ein Dipolmoment

p = αK(ω)ε0E0 (5.5.2)

in der Kugel induziert, wobei die Polarisierbarkeit in diesem Fall [78] durch die
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Clausius-Mosotti-Relation [95]

αK(ω) = 4πR3 εr1 − 1

εr1 + 2
(5.5.3)

gegeben ist, da für a � R das Feld innerhalb der Kugel als homogen angenommen
werden kann, falls auch R � λth erfüllt ist. Die Gültigkeitseinschränkung bzgl. des
Abstands kommt daher, dass das Nahfeld durch die evaneszenten Moden des Dielek-
trikums 2 mit Wellenzahlen λ ≈ a−1, d.h. durch Wellenlängen der Größenordnung
a gegeben ist, sodass somit das evaneszente Feld innerhalb einer Kugel mit a � R
als homogen angesehen werden kann.

Durch die Wechselwirkung des fluktuierenden Feldes E0 mit dem induzierten
Dipolmoment wird in der Kugel Energie dissipiert, wobei die mittlere dissipierte
Energie bzw. Leistung durch

PD→K = 2Re

∫ ∞

0

dω

(2π)2
〈−iωp ·E0〉

= 2Re

∫ ∞

0

dω (−iω)αK(ω)
ε0

(2π2)
〈E0(ω) · E0(ω)〉

(5.5.4)

gegeben ist. Dabei wurde bereits ausgenutzt, dass wegen des Fluktuations-Dissipa-
tions-Theorems in Gl. (1.1.10) auch die Beziehungen

〈E0(ω
′) · E0(ω)〉 = 〈E0(ω) · E0(ω)〉δ(ω − ω′) (5.5.5)

und
〈E0(ω

′) · E0(ω)〉 = 0 und 〈E0(ω
′) ·E0(ω) = 0 (5.5.6)

gelten. Da nun die elektrische Energiedichte 〈uE〉 durch

〈E0(t) ·E0(t)〉 = 2

∫ ∞

0

dω
1

(2π)2
〈E0(ω) · E0(ω)〉 =

2

ε0
〈uE〉 (5.5.7)

gegeben ist und damit die spektrale elektrische Energiedichte 〈uE(ω, a)〉 die Relation

〈uE(ω, a)〉 =
ε0

(2π)2
〈E0(ω) · E0(ω)〉 (5.5.8)

erfüllt, bekommt man für die dissipierte Leistung

PD→K =

∫ ∞

0

dω 2ωα′′
K(ω)〈uE(ω, a)〉

=

∫ ∞

0

dω 2ωα′′
K(ω)E(ω, T )DE(ω, a).

(5.5.9)

Offensichtlich hängt die dissipierte Leistung direkt von der spektralen elektrischen
Energiedichte 〈uE(ω, a)〉 bzw. der lokalen Zustandsdichte DE(ω, a) des fluktuieren-
den Feldes E0 im Abstand a vom Dielektrikum 2 ab.

Betrachtet man den umgekehrten Fall, bei dem das fluktuierende Feld durch
die Quellen innerhalb der dielektrischen Kugel mit der Temperatur TK 6= 0 K ein
Feld erzeugen, so werden wiederum Dipole innerhalb des Dielektrikums 2, das die
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Temperatur T = 0 K hat, erzeugt, die an das fluktuierende Feld koppeln. Dadurch
wird im Dielektrikum 2 Energie dissipiert und somit fließt Energie von der Kugel
in das Dielektrikum 2. Dieser Energiefluss bzw. die im Dielektrikum 2 dissipierte
Energie pro Zeit PK→D muss für den Spezialfall TK = T bis auf das Vorzeichen
mit PD→K aus Gl. (5.5.9) übereinstimmen, da es in diesem Gleichgewichtsfall keinen
Nettoenergieübertrag geben kann. Somit muss

PK→D = −
∫ ∞

0

dω 2ωα′′
K(ω)E(ω, TK)DE(ω, a) (5.5.10)

gelten. Der Gesamtenergieübertrag ist daher

P = PD→K + PK→D

=

∫ ∞

0

dω
[

E(ω, T ) − E(ω, TK)
]

2ωα′′
K(ω)DE(ω, a).

(5.5.11)

Dieser Ausdruck ist sehr allgemein und kann den Strahlungswärmetransport zwi-
schen einer Kugel und einem beliebigen Dielektrikum beschreiben, für das man al-
lerdings die lokale Zustandsdichte DE(ω, a) bestimmen muss. Beispielsweise kann
man aus diesem Ausdruck sofort die abgestrahlte Leistung einer dielektrischen Ku-
gel im Vakuum bestimmen, indem man für die lokale Zustandsdichte

DE ≡ D0

2
=

1

2

ω2

c3π2
(5.5.12)

einsetzt, T = 0 K setzt und für die Polarisierbarkeit αK die Clausius-Mosotti-
Relation aus Gl. (5.5.3) verwendet. Man erhält dann die experimentell bestätigte [96]
sogenannte Planck-Mie-Formel [75, 95, 97]

P = − 3

π2

(

4πR3

3

)
∫

dω E(ω, TK) k3
0 Im

(

εr1 − 1

εr1 + 2

)

. (5.5.13)

Betrachtet man dagegen eine Kugel oberhalb eines Halbraumes, so ist bereits
bekannt, dass man im stark evaneszenten Nahfeld mit λ� k0 die elektrische lokale
Zustandsdichte durch den TM-Moden-Anteil approximieren kann. Es gilt dann in
guter Näherung DE(ω, a) ≈ D‖(ω, a). Mit Gl. (5.5.11) für den Energieübertrag zwi-
schen einer Kugel und einem Dielektrikum und dem Näherungsausdruck für D‖(ω, a)
aus Gl. (1.7.18) für einen Halbraum mit der Permittivität ε2 erhält man sofort

P ≈
∫

dω
[

E(ω, T )− E(ω, TK)
]

2ωα′′
K(ω)

1

4

D0(ω)

(k0a)3

ε′′r2
|εr2 + 1|2 , (5.5.14)

wobei D0 = ω2/(π2c3) gilt. Diese Beziehung kann man übrigens direkt aus der
Polder-van Hove-Formel ableiten, indem man einen der beiden Halbräume durch ein
verdünntes Medium mit der entsprechenden Permittivität ersetzt [75]. Offensicht-
lich ist die dissipierte Energie pro Zeiteinheit im Nahfeld [77] proportional zu a−3,
was nicht verwunderlich ist, da dies genau das Potenzverhalten von 〈u‖〉 ist. Außer-
dem kann man anhand dieser Näherung leicht erkennen, dass die Oberflächenmoden
im Dielektrikum 2, für die εr2(ω) ≈ −1 ist, einen erheblichen Beitrag zum Strah-
lungswärmetransport liefern, insofern sie thermisch angeregt werden können. Setzt
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5.5. DAS DIPOLMODELL 125

man nun für die Kugel noch die Clausius-Mosotti-Relation aus Gl. (5.5.3) ein, erhält
man sofort

P ≈ 2

π

(

R

a

)3 ∫

dω
[

E(ω, T ) − E(ω, TK)
] ε′′r2
|εr2 + 1|2

3ε′′r1
|εr1 + 2|2 . (5.5.15)

Der Wärmeübertrag zwischen einem Halbraum und einer dielektrischen Kugel wird
daher durch die Oberflächenmoden des Halbraumes mit εr2(ω) ≈ −1 und die Ober-
flächenmoden der Kugel bei εr1(ω) ≈ −2 geliefert [78], wenn diese innerhalb des
thermisch zugänglichen Frequenzbereiches liegen.

Betrachtet man beispielsweise zwei Metalle, so liegen die Oberflächenplasmonen-
resonanzen [95] bei ωp2/

√
2 und ωp1/

√
3 und sind damit in der Regel außerhalb des

thermisch zugänglichen Bereichs, da die Plasmafrequenz für die meisten Metalle im
Bereich 1015 s−1 − 4 · 1016 s−1 und die thermische Frequenz bei 300 K bei 1014 s−1

liegt. Für polare Medien dagegen können die Oberflächenresonanzen, die im Rest-
strahlenbereich zwischen ωt und ωl liegen, durchaus thermisch angeregt werden.

Für Drude-Materialien kann man Gl. (5.5.15) näherungsweise auswerten, und
bekommt mit der Näherung (siehe Anhang C)

ε′′r
|εr + 2|2 ≈ ε′′r

|εr + 1|2 ≈ ω

ω2
pτ

(5.5.16)

sofort den Ausdruck

P ≈ 6

π

(

R

a

)3
1

ω2
p1τ1

1

ω2
p2τ2

∫ ∞

0

dω
[

E(ω, T ) − E(ω, TK)
]

ω2

=
2π3

5

(

R

a

)3
1

ω2
p1τ1

1

ω2
p2τ2

k4
B

~3
(T 4 − T 4

K),

(5.5.17)

der bereits von Pendry [74] abgeleitet wurde. Anhand dieser Näherungsformel kann
man erkennen, dass sehr gut leitende Metalle, d.h. die Leitfähigkeit σ = ω2

pτ ist groß,
im Vergleich zu schlecht leitenden Metallen einen kleineren Strahlungswärmeüber-
trag liefern. Dementsprechend ist zu erwarten, dass der Strahlungswärmeübertrag
zwischen einer Goldkugel und einem Goldhalbraum sehr viel geringer ist als zwischen
einer Goldkugel und einem GaN-Halbraum. Diesen Sachverhalt kann man auch an-
hand der Energiedichten oberhalb eines GaN- bzw. Au-Halbraumes in den Abb. 1.2
und 1.3 verstehen. Denn der TM-Moden-Beitrag für den GaN-Halbraum liegt um
Größenordnungen über dem entsprechenden Beitrag oberhalb eines Au-Halbraumes.

In Abb. 5.8 findet man die numerische Auswertung der Gl. (5.5.11) für eine
Goldkugel mit TK = 300 K und einen Au- bzw. GaN-Halbraum mit T = 0 K. Für
Abstände weit unter 100 nm ist das abgeleitete a−3-Verhalten zu sehen, wobei die
dissipierte Energie bei a = 10 nm für einen Au-Halbraum erwartungsgemäß um mehr
als 3 Größenordnungen unter dem entsprechenden Wert für einen GaN-Halbraum
liegt. Erst für Abstände von der Größenordnung a ≈ 10µm sind die Energieüberträge
in beiden Fällen von vergleichbarer Größenordnung.

Bevor der Energietransfer zwischen einer Kugel und einem beschichteten Halb-
raum betrachtet wird, soll nun noch der Anwendungsbereich zweier Näherungen

125



126 KAPITEL 5. STRAHLUNGSWÄRMETRANSPORT
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Abbildung 5.8: Strahlungswärmeübertrag zwischen einer Gold-
kugel und einem GaN- bzw. Au-Halbraum für TK = 300 K und
T = 0 K.

untersucht werden. Die erste Näherung, die im Nahfeld ansetzbar ist, ist die Nähe-
rung DE ≈ D‖, die bereits in Gl. (5.5.14) verwendet wurde. Mit dieser Näherung
bekommt man aus Gl. (5.5.11)

Papprox ≈
∫

dω
[

E(ω, T ) − E(ω, TK)
]

2ωα′′
K(ω)D‖(ω, a). (5.5.18)

Andererseits kann man noch einen Schritt weitergehen und für sich schwach ändernde
ωα′′

K(ω) im thermisch anregbaren Bereich die Polarisierbarkeit der Kugel aus dem
Integral in Gl. (5.5.11) herausnehmen. Es gibt dann eine Frequenz ω0, sodass

Pdens ≈ 2ω0α
′′
K(ω0)

∫

dω
[

E(ω, T ) − E(ω, TK)
]

DE(ω, a) = 2ω0α
′′
K(ω0)〈uE〉 (5.5.19)

gilt, wobei man erwarten kann, dass ω0 nahe der thermischen Frequenz der höheren
Temperatur liegt, d.h. es gilt ω0 ≈ ωth. Diese Näherung ist sehr grob und kann offen-
sichtlich nur dann richtig sein, wenn die Oberflächenresonanzen der Kugel thermisch
nicht angeregt werden können.

In Abb. 5.9 ist der relative Fehler

rel. Fehler :=
Papprox/dens − P

P
(5.5.20)

der Näherungen in Gl. (5.5.18) und (5.5.19) im Vergleich zum Dipolmodell in Gl.
(5.5.11) aufgetragen, wobei TK = 300 K und T = 0 K gewählt wurde. Für den
Vergleich mit Pdens wurde für die Konfiguration GaN-Au

2ω0α
′′
K(ω0)

4πR3
= 1, 82 · 1010s−1 (5.5.21)

und für Au-Au
2ω0α

′′
K(ω0)

4πR3
= 6, 29 · 109s−1 (5.5.22)
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gewählt, wobei 2ωthα
′′
K(ωth)/(4πR

3) für ωth = 1, 1 · 1014 s−1 tatsächlich bei 1, 4 ·
1010 s−1 liegt. Man sieht anhand der Abb. 5.9, dass der relative Fehler für Abstände
kleiner als 10−7 m unter 20 Prozent liegt, sodass man für solche Abstände die Gültig-
keit der Näherungen in Gl. (5.5.18) und (5.5.19) annehmen kann. Dabei ist die Nähe-
rung Papprox ungefähr genauso gut wie Pdens, wobei für die Konfiguration GaN-Au
gerade Pdens auch für Abstände größer als 10−7 m gute Näherungswerte liefert.
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Abbildung 5.9: Relative Abweichung zwischen dem Dipolmodell
in Gl. (5.5.11) und der Näherung in Gl. (5.5.18) sowie dem Di-
polmodell und der Näherung durch die Nahfeld-Energiedichte
in Gl. (5.5.19) für verschiedene Materialkombinationen.

Um nun schließlich den Strahlungswärmetransport zwischen einer dielektrischen
Kugel und einem beschichteten dielektrischen Halbraum angeben zu können, kann
man wieder von der allgemeinen Gleichung (5.5.11) ausgehen, wobei der entspre-
chende Ausdruck für die lokale Zustandsdichte DE(ω, a) oberhalb eines beschichteten
Halbraumes zu verwenden ist. Es ist aufgrund der Diskussion in den vorherigen Ka-
piteln klar, dass man für dünne Metall-Coatings mit d < ds und für Abstände a� d
die gleichen Werte wie für unendlich dicke Coatings entsprechend Gl. (5.5.15) erhält,
bzw. für den Strahlungswärmetransport zwischen einer Metallkugel und einem mit
Metall beschichteten polaren Substrat den Grenzfall aus Gl. (5.5.17). Für a � d
dagegen muss man den jeweiligen Ausdruck mit a/d multiplizieren, um die richtige
Näherung zu bekommen. Es ergeben sich daher für den Strahlungswärmetransport
zwischen einer Kugel aus einem Drude-Material und einem mit einem Drude-Metall
beschichteten Halbraum mit d� ds die Näherungen

P ≈







2π3

5

(

R
a

)3 1
ω2

p1τ1

1
ω2

p2τ2

k4
B

~3 (T 4 − T 4
K) a� d

a
d

2π3

5

(

R
a

)3 1
ω2

p1τ1

1
ω2

p2τ2

k4
B

~3 (T 4 − T 4
K) a� d

. (5.5.23)

Für die numerische Berechnung wird hier DE(ω, a) für die evaneszenten Moden
der Einfachheit wegen mithilfe des optischen Theorems bestimmt. Man erhält mit
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Gl. (4.4.1) und (4.4.2) sofort den Ausdruck

P ev
D→K =

2

π

∫ ∞

0

dω k2
0α

′′
K(ω)Im

� E
αα,ren(rK, rK)

=
1

π2

∫ ∞

0

dω k2
0α

′′
K(ω)E(ω, T )

∫ ∞

k0

dλ
λe−2γa

2γ

[

Im(R⊥) + Im(R‖)
2λ2 − k2

0

k2
0

]

,

(5.5.24)

wobei

R =
r02 + r23e2ih2d

1 − r23r02e2ih2d
(5.5.25)

ist. Für den Strahlungswärmetransfer zwischen einer Kugel und einem beschichteten
Halbraum gilt daher mit dem gleichen Argument wie zuvor der Ausdruck

P ev =
1

π2

∫ ∞

0

dω k2
0α

′′
K(ω)

[

E(ω, T ) − E(ω, TK)
]

×
∫ ∞

k0

dλ
λe−2γa

2γ

[

Im(R⊥) + Im(R‖)
2λ2 − k2

0

k2
0

]

,

(5.5.26)

wobei im Nahfeld in sehr guter Näherung P ≈ P ev gilt, weil der Beitrag der pro-
pagierenden Moden in diesem Abstandsbereich vernachlässigbar klein ist. Ersetzt
man in diesem Ausdruck R wieder durch r02, so hat man die entsprechende Lösung
für den Wärmetransport zwischen einer Kugel und einem Halbraum. Man kann da-
her genau wie in der Polder-van Hove-Formel den entsprechenden Ausdruck für die
Schichtgeometrie aus den Beziehungen für die Halbraumgeometrie erhalten, indem
man einfach die Ersetzung r → R durchführt.

In Abb. 5.10 sieht man als numerisches Beispiel den Strahlungswärmeübertrag
zwischen einer Goldkugel und einem mit 10 nm Bi beschichteten GaN-Halbraum mit
den entsprechenden Näherungen aus Gl. (5.5.23). Es zeigt sich erwartungsgemäß das
Ansteigen im Strahlungswärmetransport für a � d durch die Oberflächenplasmo-
nenkopplung im Bi-Coating. Insofern wirkt sich die Erhöhung der Energiedichte
direkt auf den Strahlungswärmetransfer zwischen einer dielektrischen Kugel und ei-
nem beschichteten Halbraum aus, da in diesem Fall der Wärmetransfer im Nahfeld
direkt proportional zu 〈uE〉 ≈ 〈u‖〉 ist.

5.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Polder-van Hove-Formel hergeleitet, die den Strahlungs-
wärmetransport zwischen zwei lokalen dielektrischen Halbräumen mit verschiedener
Temperatur, die durch das Vakuum voneinander getrennt sind, für alle Abstände a
beschreibt. Es wurde anhand numerischer Beispiele verdeutlicht, dass der Strah-
lungswärmetransport zwischen zwei polaren Medien im Nahfeld durch die TM-
Moden dominiert ist, für die 〈S‖〉 ∝ a−2 gilt. Für den Strahlungswärmetransport
zwischen zwei Drude-Materialien ist das Nahfeld für physikalisch sinnvolle Abstände
dagegen durch den TE-Moden-Beitrag dominiert, wobei 〈S⊥〉 ∝ const. gilt. Für sehr
kleine Abstände ist der Nahfeldwärmetransport dagegen allein durch den divergen-
ten TM-Moden-Beitrag gegeben. Wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, kann diese
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Abbildung 5.10: Strahlungswärmetransport aus Gl. (5.5.26)
zwischen einer Goldkugel mit TK = 300 K und einem mit 10 nm
Bi beschichteten GaN-Halbraum mit T = 0 K im Vergleich zum
Nahfeldwärmetransport zwischen einer Goldkugel und einem
Bi-Halbraum nach Gl. (5.5.11). Zusätzlich ist die Näherung aus
Gl. (5.5.17) für a� d (dünne gestrichelte Linie) und die gleiche
Näherung multipliziert mit a/d für a � d (dünne gepunktete
Linie) geplottet.

Divergenz, die eng mit der 1/z3-Divergenz in der Nahfeldenergiedichte verknüpft ist,
durch eine nicht-lokale Beschreibung behoben werden.

Um die Auswirkung eines Metallcoatings auf den Strahlungswärmeübertrag im
Nahfeld zu studieren, wurde die entsprechende Polder-van Hove-Formel in einer
Schichtgeometrie bestimmt, in der ein Halbraum einem beschichteten Halbraum
mit einem Metallcoating der Dicke d in einem Abstand a gegenübersteht. Anhand
numerischer Ergebnisse wurde verdeutlicht, dass man durch die Wahl des Mate-
rials für den unbeschichteten Halbraum im Prinzip bestimmen kann, ob man den
TE-Moden- oder den TM-Modenanteil der Energiedichte oberhalb des beschichte-
ten Halbraumes

”
misst“, da für die Wahl eines Drude-Halbraumes der Wärmestrom

durch die TE-Moden und für einen polaren Halbraum durch die TM-Moden im phy-
sikalisch sinnvollen Bereich dominiert ist. Es wurde numerisch bestätigt, dass man
für den Strahlungswärmetransport zwischen einem polaren Halbraum und einem
mit einem dünnen Metallcoating beschichteten polaren Substrat eine Erhöhung des
Nahfeldwärmetransportes erhält, die in der Erhöhung der Nahfeldenergiedichte auf-
grund der Oberflächenplasmonenkopplung innerhalb des Metallcoatings begründet
liegt.

Im letzten Kapitel wurde das Dipolmodell eingeführt und der Strahlungswärme-
transport zwischen einer dielektrischen Kugel mit einem Radius R und einem dielek-
trischen Medium im Abstand a bestimmt. Dabei ist die Gültigkeit dieses Modells
auf Abstände a� R und Radien R � λth beschränkt. Es wurde am konkreten Bei-
spiel des Wärmestroms zwischen einer dielektrischen Kugel und einem dielektrischen
Halbraum gezeigt, dass der Wärmestrom für Abstände a unter 100 nm im Prinzip
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proportional zur elektrischen Energiedichte 〈uE〉 bzw. zum TM-Moden-Anteil der
Energiedichte 〈u‖〉 ist. Somit kann man den Nahfeldwärmetransport zwischen einer
dielektrischen Kugel und einem dielektrischen Medium als

”
Messung“ der Nahfeld-

energiedichte oberhalb des Mediums ansehen. Der Strahlungswärmetransport unter-
scheidet sich in dieser Geometrie dementsprechend sehr stark vom Polder-van Hove-
Ergebnis. Außerdem wurde gezeigt, dass die Erhöhung der Nahfeldenergiedichte,
die durch die Oberflächenplasmonenkopplung innerhalb des Metallcoatings hervor-
gerufen wird, für ein mit einem Drude-Metall beschichtetes polares Substrat sich
direkt auf den Nahfeldwärmetransport zwischen einer Kugel und einem beschichte-
ten Halbraum auswirkt. Anhand eines numerischen Beispiels wurde bestätigt, dass
diese Sichtweise den physikalischen Sachverhalt korrekt wiedergibt, und man für den
Wärmestrom zwischen einer Metallkugel und einem mit einem Metall beschichteten
polaren Substrat die Potenzgesetze für die Nahfeldenergiedichte oberhalb eines be-
schichteten Substrats bekommt.
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Kapitel 6

Räumliche Dispersion

In diesem Kapitel wird der Frage nachgegangen, wie sich die Berücksichtigung der
räumlichen Dispersion für Metalle, d.h. der Abhängigkeit der Permittivität von der
Wellenzahl k, auf den Nahfeldwärmetransport auswirkt und welche Schlussfolgerun-
gen daraus für die Nahfeldenergiedichte gezogen werden können.

Dazu wird im ersten Abschnitt die räumliche Dispersion formal eingeführt und
im zweiten Abschnitt werden dann die üblichen Randbedingungen verallgemeinert,
indem man die Reflexionskoeffizienten mithilfe der Oberflächenimpedanzen aus-
drückt. Im darauf folgendem Abschnitt wird speziell auf die sogenannten Leontovich-
Randbedingungen eingegangen, da in der jüngsten Literatur versucht wurde, die
thermodynamischen Probleme, die man bei der Beschreibung des thermischen An-
teils der Casimir-Kraft hat, dadurch zu lösen, dass man diese Leontovich-Randbe-
dingungen einführt und als die einzig richtigen Randbedingungen postuliert [84, 85,
86]. Infolge dieser Diskussion wurde der Leontovich-Ansatz 2006 von Bimonte [87]
auch auf den Nahfeldwärmetransport angewandt, wobei solch eine Beschreibung des
Nahfeldwärmetransportes bereits 1980 bereits von Levin et al. [72] gegeben wurde.
Im dritten Abschnitt wird der Anwendungsbereich der Leontovich-Randbedingungen
diskutiert und es wird gezeigt, dass dieser Ansatz nur einen Spezialfall der lokalen
Beschreibung darstellt, der gerade für die Abstandsbereiche, auf denen die räumliche
Dispersion bzw. nichtlokale Effekte bedeutsam werden, nicht mehr gültig ist.

Um eine Beschreibung dieser nichtlokalen Effekte zu ermöglichen, wird im vierten
Abschnitt die dyadische Greensche Funktion innerhalb eines nichtlokalen Mediums
bestimmt und im darauf folgenden Abschnitt das Modell der Spiegelreflexion ein-
geführt, wodurch die Oberflächenimpedanzen als Funktionen der nichtlokalen Per-
mittivität dargestellt werden können. Im vorletzten Abschnitt wird die nichtlokale
Permittivität selbst innerhalb einer semiklassischen Beschreibung, dem sogenannten
SCIB-Modell [83], angegeben. Es wird gezeigt, dass man für Abstände kleiner als
die mittlere freie Weglänge l des Elektrons nichtlokale Effekte berücksichtigen muss.

Im letzten Abschnitt werden schließlich anhand numerischer Ergebnisse für den
Nahfeldwärmetransport die drei verschiedenen Ansätze — der Leontovich-Ansatz,
die lokale Beschreibung im Drude-Modell und die nichtlokale Beschreibung im SCIB-
Modell — diskutiert.
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132 KAPITEL 6. RÄUMLICHE DISPERSION

6.1 Zeitliche und räumliche Dispersion

In einem dielektrischen Medium kann der Zusammenhang zwischen der dielektri-
schen Verschiebung D(r, t) und dem elektrischen Feld E(r, t) für kleine Feldstärken
durch die lineare Relation [21]

Di(r, t) =

∫ ∞

−∞
dτ εij(r, τ)Ej(r, t− τ)

= ε0Ei(r, t) +

∫ ∞

0

dτ χij(r, τ)Ej(r, t− τ)

(6.1.1)

ausgedrückt werden, wobei εij(r, t) die Permittivität und χij(r, t) die elektrische
Suszeptibilität des betrachteten Mediums darstellen und durch die Beziehung

εij(r, τ) = ε0
(

δijδ(τ) + χij(r, τ)
)

(6.1.2)

miteinander verknüpft sind. Im zweiten Schritt in Gl. (6.1.1) wurde aus Kausa-
litätsgründen vorausgesetzt, dass χij(r, τ) = 0 für τ < 0 ist, sodass die dielektrische
Verschiebung am Ort r und zur Zeit t vom elektrischen Feld am gleichen Ort r zu
allen vorherigen Zeiten t′ ≤ t abhängt. Im Fourier-Raum übersetzt sich die Faltung
bzgl. der Zeit in ein Produkt, sodass man

Di(r, ω) = εij(r, ω)Ej(r, ω) (6.1.3)

erhält. Es wird daher mit Gl. (6.1.1) die Dispersion, oder um genauer zu sein, die zeit-
liche Dispersion in einem dielektrischen Medium beschrieben. Durch die Berücksich-
tigung der zeitlichen Dispersion erhält man bekanntermaßen eine frequenzabhängi-
ge Permittivität und damit auch frequenzabhängige optische Eigenschaften des be-
schriebenen Mediums.

Die in Gl. (6.1.1) gegebene Beziehung kann dadurch verallgemeinert werden,
dass man für die dielektrische Verschiebung neben der zeitlichen auch die räumliche
Dispersion berücksichtigt. Die dielektrische Verschiebung hängt dann nicht nur von
den Feldern E zu den vorherigen Zeiten, sondern auch von den Feldern in einer
Umgebung mit dem Radius r0 um den Punkt r ab. Daher tragen die Felder E(r′, t)
am Ort r′ mit einem Abstand |r− r′| ≤ r0 zur dielektrischen Verschiebung D(r, t)
am Ort r bei. Man erhält dann die lineare Relation [21]

Di(r, t) =

∫ ∞

−∞
dτ

∫

V

d3r′ εij(r, r
′, τ)Ej(r

′, t− τ)

= ε0Ei(r, t) +

∫ ∞

0

dτ

∫

V

d3r′ χij(r, r
′, τ)Ej(r

′, t− τ).

(6.1.4)

Dabei erstreckt sich das Volumen V im Prinzip über das gesamte dielektrische Medi-
um, wobei die nichtlokale Suszeptibilität χij(r, r

′, τ) das Volumenintegral auf einen
Abstandsbereich mit dem Radius r0 um r beschränkt, d.h. χij(r, r

′, τ) ≈ 0 für
|r− r′| � r0.

In einem Dielektrikum ist r0 im Allgemeinen von der Größenordnung des ato-
maren Abstandes. Auf dieser Längenskala ändert sich das makroskopische Feld
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6.1. ZEITLICHE UND RÄUMLICHE DISPERSION 133

nur geringfügig, sodass man in guter Näherung das Feld unter dem Integral durch
Ej(r

′, t−τ) ≈ Ej(r, t−τ) ersetzen und aus dem Integral herausnehmen kann. Somit
gelangt man mit

χij(r, τ) =

∫

V

d3r′ χij(r, r
′, τ) (6.1.5)

wieder zu Gl. (6.1.1) — die räumliche Dispersion bzw. Nichtlokalität des Mediums
macht sich in diesem Fall kaum bemerkbar und kann vernachlässigt werden. Für Me-
talle hingegen kann sich die Suszeptibilität χij(r, r

′, τ) auf einer Längenskala ändern,
die auf der makroskopischen Skala, auf der sich die Felder ändern, nicht mehr als
klein angesehen werden kann. Das hängt damit zusammen, dass die freien Ladungs-
träger relativ große Abstände im Metall zurücklegen können, wobei eine Kenngröße
für diese Abstände durch die mittlere freie Weglänge l des Elektrons gegeben ist. Um
ein Zahlenbeispiel zu nennen: Die mittlere freie Weglänge eines Elektrons in Gold
bei T = 300 K liegt bei ca. 42 nm.

Betrachtet man ein unendlich ausgedehntes homogenes Medium, d.h. in diesem
gilt die Beziehung εij(r, r

′, τ) = εij(r − r′, τ), so bekommt man für Gl. (6.1.4) im
Fourier-Raum

Di(k, ω) = εij(k, ω)Ej(k, ω). (6.1.6)

Die Permittivität hängt also nicht nur von der Frequenz ω des Lichtes, sondern auch
von der Wellenzahl k ab. Nimmt man weiterhin an, dass das betrachtete Medium
isotrop ist, so gilt dennoch nicht εij(k, ω) = ε(k, ω)δij, da durch die Richtung von k

immer noch eine Vorzugsrichtung vorgegeben ist. Daher ist es in diesem Fall ratsam,
den Tensor der Permittivität in seinen longitudinalen Anteil εl(k, ω) in Richtung von
k und seinen transversalen Anteil εt(k, ω) senkrecht zu k aufzuteilen. Mithilfe der
Tensoren

�
:=

k ⊗ k

k2
und � := � − k ⊗ k

k2
(6.1.7)

kann man daher den Permittivitätstensor in der Form

εij = εl(k, ω)
�

ij + εt(k, ω) � ij (6.1.8)

schreiben. Man beachte, dass für k → 0 die Abhängigkeit von der Vorzugsrichtung,
die k vorgibt, verschwinden und die Permittivität gegen ihren lokalen Ausdruck
konvergieren muss, sodass εl(0, ω) = εt(0, ω) = ε(ω) gilt. Diesen Sachverhalt kann
man für ein unendlich ausgedehntes homogenes Medium, in dem χij(r, ω) = χij(ω)
gilt, direkt mit der Gl. (6.1.5) ableiten, denn in diesem Fall ist

χij(ω) =

∫

V

d3r′ χij(r − r′, ω)

=

∫

V

d3r′
∫

d3k

(2π)3
eik(r−r

′)χij(k, ω)

=

∫

d3k

(2π)3
eikrχij(k, ω)

∫

V

d3r′ e−ikr′

= χij(k = 0, ω).

(6.1.9)
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134 KAPITEL 6. RÄUMLICHE DISPERSION

6.2 Oberflächenimpedanz

Um die nichtlokale Antwort eines Mediums auf eine einfallende ebene Welle in einer
Halbraumgeometrie — wie sie in Abb. 6.1 skizziert ist — zu beschreiben, werden
anstatt der üblichen Randbedingungen in Gl. (1.1.7), die auf die Fresnelschen Re-
flexionskoeffizienten aus Gl. (1.5.6), also auf

r10
F,‖ =

h1ε1 − h0

h1ε1 − h0
und r10

F,⊥ =
h1 − h0

h1 − h0
(6.2.1)

führen, die Randbedingungen mithilfe der sogenannten Oberflächenimpedanzen for-
muliert. Dadurch erhält man allgemeine Ausdrücke für die Reflexionskoeffizienten
für nichtlokale Medien, die es erlauben, nichtlokale Effekte für den Nahfeldwärme-
transport [75] zu untersuchen, indem man die entsprechenden Ausdrücke für die
Reflexionskoeffizienten in die Polder-van Hove-Formel in Gl. (5.2.15) einsetzt.

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

x

z

1 2

Abbildung 6.1: Skizze der Halbraumgeometrie.

Es soll ein Halbraum für z ≤ 0 mit der Permittivität ε1 betrachtet werden, der
an das Vakuum für z > 0 grenzt (siehe Abb. 6.1). In diesem rotationssymmetrischen
System sei die Einfallsebene durch den Einheitsvektor ex, der parallel zur Ober-
fläche des Halbraumes ist, und ez, der senkrecht zur Oberfläche des Halbraumes ist,
aufgespannt, wobei aufgrund der Symmetrie ky = 0 angenommen wird.

Für eine TM-polarisierte Welle, die von z > 0 auf den Halbraum trifft und bei
z = 0 reflektiert und transmittiert wird, kann man die Randbedingung mithilfe
der Oberflächenimpedanz Z‖(kx, ω) formulieren und erhält die Bestimmungsglei-
chung [83]

Z‖(kx, ω) = −1

c

ex · E
(ez × ex) · B

∣

∣

∣

∣

z=0−η

(6.2.2)

mit η → 0. Um diese Bestimmungsgleichung zu erfüllen, müssen daher die Ober-
flächenimpedanz Z‖ selbst und die Felder innerhalb des Halbraumes bei z = 0 − η
bekannt sein. Da allerdings wieder vorausgesetzt wird, dass die Transversalkompo-
nenten der Felder bei z = 0 stetig sind, sodass die Transversalkomponenten der
Felder E und B in Gl. (6.2.2) nahe der Grenzfläche bei z = 0 − η mit den Feldern
für z = 0 + η übereinstimmen, genügt es, die Felder für z > 0 zu kennen. Somit
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6.2. OBERFLÄCHENIMPEDANZ 135

stellt die Gl. (6.2.2) eine Randbedingung für die Felder außerhalb des nichtlokalen
Mediums bei z = 0 dar. Man beachte, dass sich in der Gleichung (6.2.2) für eine
von z < 0 auf ein nichtlokales Medium einfallende Welle das Vorzeichen ändert, da
in diesem Fall der Normaleneinheitsvektor durch −ez statt durch ez gegeben ist.

Für eine TE-polarisierte Welle, die von z > 0 auf den Halbraum trifft, kann
man die entsprechende Randbedingung mit der Oberflächenimpedanz Z⊥(kx, ω)
durch [83]

Z⊥(kx, ω) =
1

c

(ez × ex) · E
ex · B

∣

∣

∣

∣

z=0−η

(6.2.3)

mit η → 0 angeben. Auch hier gilt wieder, dass sich das Vorzeichen ändert, falls
man eine TE-polarisierte Welle betrachtet, die von z < 0 auf die Grenzfläche trifft.

Um nun die Reflexionskoeffizienten abzuleiten, wird zunächst von einer TM-
polarisierten ebenen Welle ausgegangen, die von z > 0 auf die Grenzfläche bei z = 0
trifft, und dort transmittiert und reflektiert wird. Das magnetische Feld kann in
diesem Fall für z > 0 in kartesischen Koordinaten durch

B = B0e
i(kxx−ωt)ez × ex

(

e−ikz0z + rZ,‖e
ikz0z

)

(6.2.4)

ausgedrückt werden, wobei

kz0 =
√

k2
0 − k2

x (6.2.5)

mit Im(kz0) > 0 gilt. Man kann daher die entsprechenden Ausdrücke für die Zy-
linderkoordinaten erhalten, indem man die Ersetzungen kx → λ und kz0 → h0

durchführt. Für das elektrische Feld gilt dann aufgrund des Ampèreschen Gesetzes
mit dem Nabla-Operator ∇ = (ikx, 0, ∂z)

E = − c2

iω
∇× B

= − c2

iω
B0e

i(kxx−ωt)

(

[

ikxez + ikz0ex

]

e−ikz0zrZ,‖ +
[

ikxez − ikz0ex

]

eikz0z

)

.

(6.2.6)

Implementiert man die Randbedingung für TM-polarisierte Wellen aus Gl. (6.2.2),
so erhält man zunächst

Z‖(kx, ω) =
kz0

k0

1 − rZ,‖
1 + rZ,‖

(6.2.7)

und damit den allgemeinen Amplitudenreflexionskoeffizienten

rZ,‖ =
kz0 − k0Z‖(kx, ω)

kz0 + k0Z‖(kx, ω)
(6.2.8)

der nur noch von der Oberflächenimpedanz Z‖ abhängt.
Auf gleiche Weise kann man den allgemeinen Amplitudenreflexionskoeffizienten

für die TE-Moden bestimmen. Geht man daher von einer TE-polarisierten ebenen
Welle aus, die von z > 0 auf die Grenzfläche bei z = 0 trifft und dort transmittiert
und reflektiert wird, so kann man das elektrische Feld für z > 0 durch

E = E0e
i(kxx−ωt)ez × ex

(

e−ikz0z + rZ,⊥eikz0z
)

(6.2.9)
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136 KAPITEL 6. RÄUMLICHE DISPERSION

beschreiben. Das magnetische Feld kann dann mithilfe des Farradayschen Indukti-
onsgesetzes aus dem elektrischen Feld bestimmt werden, und man bekommt

B =
1

iω
∇× E

=
1

iω
E0e

i(kxx−ωt)

(

[

ikxez + ikz0ex

]

e−ikz0zrZ,⊥ +
[

ikxez − ikz0ex

]

eikz0z

)

.
(6.2.10)

Mit der Randbedingung aus Gl. (6.2.3) bekommt man zunächst

Z⊥(kx, ω) =
k0

kz0

1 + rz,⊥
1 − rZ,⊥

. (6.2.11)

Der allgemeine Amplitudenreflexionskoeffizient kann daher für die TE-Moden durch

rZ,⊥ =
kz0Z⊥(kx, ω) − k0

kz0Z⊥(kx, ω) + k0

(6.2.12)

ausgedrückt werden, wobei dieser von der Oberflächenimpedanz Z⊥ abhängt.

6.3 Leontovich-Randbedingungen

Die allgemeinen Amplitudenreflexionskoeffizienten in den Gln. (6.2.8) und (6.2.12)
sind solange unbestimmt, solange die Oberflächenimpedanzen nicht festgelegt wer-
den. Bevor in den folgenden Abschnitten ein Ausdruck für die Oberflächenimpedan-
zen innerhalb des Modells der Spiegelreflexion abgeleitet wird, soll an dieser Stelle ein
besonderer Spezialfall diskutiert werden, der in der Literatur verwendet wurde, um
den Wärmestrom [72, 87] und die thermische Korrektur für die Casimir-Kraft [84] zu
bestimmen. Da es sich hier allerdings nur um einen Spezialfall handelt, sollen die für
diesen Fall resultierenden Reflexionskoeffizienten im Vergleich zu den Fresnelschen
Ausdrücken diskutiert werden, wodurch der Gültigkeitsbereich dieses Spezialfalles
geklärt wird.

Für diesen Spezialfall werden die obigen Randbedingungen in Gl. (6.2.2) und
(6.2.3) in Kombination mit den Oberflächenimpedanzen [21]

Z‖ = Z⊥ =
1√
εr1

(6.3.1)

verwendet. Diese sogenannten Leontovich-Randbedingungen sind laut Lehrbuch [21]
für eine Halbraumgeometrie dann anwendbar, falls die Skintiefe ds sehr viel kleiner
als die Wellenlänge des Lichtes 2πc/ω ist. Für thermische Strahlung bei T = 300 K
liegt die Wellenlänge im Mikrometerbereich, wogegen die Skintiefe für gute Me-
talle unter 100 nm liegt. Daher müssen die Leontovich-Randbedingungen für die
propagierenden Moden bei gut leitenden Metallen anwendbar sein, d.h. das glei-
che Ergebnis liefern wie die üblichen Fresnelschen Randbedingungen. Im Abstand z
im fluktuierenden Nahfeld oberhalb eines Halbraumes sind die evaneszenten Moden
dagegen auf einer Längenskala 1/z exponentiell gedämpft, sodass die Leontovich-
Randbedingungen in diesem Fall nur richtig sein können, solange die betrachteten
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6.3. LEONTOVICH-RANDBEDINGUNGEN 137

Abstände sehr viel größer als die Skintiefe ds sind. Diese Einschränkung des Anwen-
dungsbereiches kann man etwas präzisieren, indem man die resultierenden Reflexi-
onskoeffizienten für den Leontovich-Ansatz mit den Fresnelschen Reflexionskoeffizi-
enten in Gl. (6.2.1) vergleicht.

Setzt man die Oberflächenimpedanz in Gl. (6.2.8) und (6.2.12) ein, so ergeben
sich für den Leontovich-Ansatz die Amplitudenreflexionskoeffizienten

rL,‖ =
h0εr1 − k0

√
εr1

h0εr1 + k0
√
εr1

und rL,⊥ =
h0 − k0

√
εr1

h0 + k0
√
εr1
. (6.3.2)

Vergleicht man diese Reflexionskoeffizienten mit den entsprechenden Fresnelschen
Ausdrücken in Gl. (6.2.1), so kann man sehen, dass die Ausdrücke für λ� k0

√

|εr1|
bzw. λd′s � 1 übereinstimmen, wobei d′s durch

d′s :=
1

k0

√

|εr1|
(6.3.3)

definiert ist. Für die propagierenden Moden mit λ < k0 gilt die Übereinstimmung

rL ≈ rF (6.3.4)

daher stets, solange
√

|εr1| � 1. Da für Drude-Metalle in der Regel |εr1| � 1 für
ω � ωp gilt, liefern die Leontovich-Randbedingungen eine sehr gute Näherung und
damit auch die gleichen Ergebnisse wie die üblichen Fresnelschen Randbedingungen
für Frequenzen weit unterhalb der Plasmafrequenz. Daher sollten die thermische
Korrektur zur Casimir-Kraft und der Nahfeldwärmetransport für die propagierenden
Moden unabhängig von der Wahl der beiden Randbedingungen sein, solange man
gut leitende Metalle betrachtet.

Für die evaneszenten Moden gilt nun λ > k0, sodass die Leontovich- und Fresnel-
schen Reflexionskoeffizienten in diesem Fall nur übereinstimmen, solange λd′s � 1
vorausgesetzt werden kann. Da das evaneszente Nahfeld durch die Moden mit λ ≈
z−1 bestimmt ist, kann man erwarten, dass man für die Energiedichte oberhalb eines
Halbraumes und für den Nahfeldwärmetransport bei Verwendung der Leontovich-
bzw. Fresnel-Randbedingungen nur für Abstände z � d′s bzw. a � d′s überein-
stimmende Resultate erhält. Für T = 300 K bekommt man für die entsprechende
thermische Frequenz ωth ≈ 1, 1 · 1014 s−1 mit der Permittivität für Gold

d′Au
s ≈ 22, 3 nm. (6.3.5)

Dieser Wert stimmt für Gold sehr gut mit der Skintiefe dAu
s ≈ 22 nm überein, sodass

die Leontovich- bzw. Fresnelschen Reflexionskoeffizienten nur für Abstände z � ds

bzw. a � ds gleiche Werte für die Nahfeldenergiedichte bzw. den Nahfeldwärme-
transport liefern.

Man beachte dazu, dass es sich bei den Fresnelschen Reflexionskoeffizienten
um die richtigen Reflexionskoeffizienten für lokale Medien handelt, wohingegen der
Leontovich-Ansatz ein Spezialfall ist, der aus den Fresnelschen Randbedingungen
hervorgeht und für sehr gut leitende Metalle für die propagierenden Moden gleich-
wertige Ergebnisse liefert. Für die evaneszenten Moden sind die approximativen
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138 KAPITEL 6. RÄUMLICHE DISPERSION

Leontovich-Randbedingungen allerdings für gute Metalle nur bei Abständen a �
d′s ≈ ds anwendbar, sodass die Verwendung dieser Randbedingung keine physikalisch
sinnvollen Ergebnisse für Abstände kleiner als d′s liefern kann. Daher ist der Versuch
sinnlos, Probleme, die bei der thermischen Korrektur der Casimir-Kraft auftreten,
durch Verwendung der Leontovich-Randbedingungen [84, 86, 98] zu lösen, genauso
wie deren Verwendung bei der Berechnungen des Nahfeldwärmetransportes [87] kei-
nen allgemeingültigen Ausdruck liefert, sondern nur einen Näherungsausdruck, der
gerade im Nahfeldbereich nicht mehr gültig ist.

6.4 Greensche Funktion im Medium

Um die wellenzahlabhängige Oberflächenimpedanz für ein nichtlokales Medium zu
bestimmen, muss zunächst die Greensche Funktion innerhalb solcher Medien ab-
geleitet werden. Wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird, genügt es, die dyadische
Greensche Funktion für ein unendlich ausgedehntes Medium mit der Permittivität
εij(ω, k) zu kennen, um die Oberflächenimpedanz für eine Halbraumgeometrie, wie
sie in Abb. 6.1 dargestellt ist, bestimmen zu können. Um die dyadische Greensche
Funktion abzuleiten, werden nun die gleichen Schritte, die zur Bestimmung der freien
Greenschen Funktion in Gl. (1.3.9) führen, durchgeführt. Insbesondere ist klar, dass
der Ausdruck für die dyadische Greensche Funktion im nichtlokalen Medium für die
spezielle Wahl der Permittivität εij(k, ω) = ε0δij in den entsprechenden Ausdruck
für die freie dyadische Greensche Funktion aus Gl. (1.3.9) übergeht.

Der Ausgangspunkt für die Ableitung der dyadischen Greenschen Funktion sind
die Maxwell-Gleichungen (1.1.1) im Fourier-Raum,

k × E(k, ω) = ωµ0H(k, ω)

ik × H(k, ω) = jext − iωε0
(

εr1,l(k, ω)
�

+ εr1,t(k, ω) �
)

E(k, ω), (6.4.1)

wobei die Permittivität mithilfe der Ausdrücke

�
:=

k ⊗ k

k2
und � := � − k ⊗ k

k2
(6.4.2)

in ihren longitudinalen Anteil εr1,l(k, ω) und transversalen Anteil εr1,t(k, ω) aufgeteilt
wurde.

Aus den Maxwell-Gleichungen (6.4.1) folgt die Helmholtz-Gleichung

(

(

k2 − k2
0εr1,t

)

� − k2
0εr1,l

�
)

E = iωµ0jext. (6.4.3)

Mit der Definition der elektrischen dyadischen Greenschen Funktion in Gl. (1.1.4)
erhält man die Helmholtz-Gleichung

(

(

k2 − k2
0εr1,t

)

� − k2
0εr1,l

�
)

� E(k, ω) = � (6.4.4)
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für die dyadische Greensche Funktion, sodass diese durch

� E(k, ω) =
1

(

k2 − k2
0εr1,t

)

� − k2
0εr1,l

�

=
1

k2 − k2
0εr1,t

� − 1

k2
0εr1,l

�

=
� E

t (k, ω) +
� E

l (k, ω)

(6.4.5)

gegeben ist. Die dyadische Greensche Funktion kann also in ihren longitudinalen
und transversalen Anteil aufgeteilt werden, wobei man anhand dieser Darstellung
sieht, dass man für εr1,t = εr1,l = 1 wieder die freie dyadische Greensche Funktion
aus Gl. (1.3.9) erhält. Für ε1,t(k = 0, ω) = ε1,l(k = 0, ω) = ε1(ω) erhält man dagegen
die dyadische Greensche Funktion innerhalb eines unendlich ausgedehnten lokalen
Mediums.

6.5 Modell der Spiegelreflexion

In diesem Abschnitt wird endlich die Oberflächenimpedanz für einen nichtlokalen
Halbraum bei z < 0, der an das Vakuum für z > 0 grenzt, im Modell der Spiegel-
reflexion (specular reflection) bestimmt, wobei die Permittivität εij(k, ω) noch nicht
weiter spezifiziert wird. Man geht nun von der Annahme aus, dass eine elektromag-
netische Welle (siehe Abb. 6.2), die innerhalb eines nichtlokalen Halbraumes am Ort
r′ = (x′, y′, z′) mit z′ < 0 durch einen Quellenstrom erzeugt wird, im Medium weiter
propagiert und schließlich an der Grenzfläche bei z = 0 derart reflektiert wird, dass
bei der Reflexion an der Grenzfläche keine Phasenverschiebung auftritt. Die Atome
in der Nähe der Oberfläche verhalten sich in diesem Modell daher genauso wie die
Atome tief innerhalb der Mediums. Außerdem wird in diesem Modell angenommen,
dass das elektrische Feld der reflektierten Welle dem an der Grenzfläche bei z = 0
gespiegelten Feld der ursprünglichen Welle entspricht.

Mit dieser Annahme der Spiegelreflexion kann man daher die gegebene Geometrie
eines dielektrischen Halbraumes bei z < 0, der an das Vakuum bei z > 0 grenzt,
durch ein Hilfssystem ersetzen, bei dem der gesamte Raum durch das nichtlokale
Dielektrikum gefüllt ist. Setzt man dieses Hilfssystem voraus, so kann man die an
der Grenzfläche reflektierte Welle durch eine frei im Medium propagierende Welle
ersetzen, die im Spiegelpunkt r′ = (x′, y′,−z′) durch einen Spiegelstrom (siehe Abb.
6.2) erzeugt wird. Allerdings haben bei Verwendung dieses Hilfssystems nur die
Felder für z < 0 eine physikalische Bedeutung.

Setzt man nun voraus, dass der gesamte Raum durch das nichtlokale Dielek-
trikum gefüllt ist, so sind daher im Falle der Spiegelreflexion die Lösungen der
Maxwell-Gleichungen gesucht, bei denen die elektrischen Felder bzgl. der Grenz-
fläche spiegelsymmetrisch und die magnetischen Felder antisymmetrisch bzgl. einer
Spiegelung bei z = 0 sind. Man kann daher das Spiegelstromproblem dahingehend
vereinfachen, dass nur die Lösungen für einen Hilfsstrom innerhalb der Grenzschicht
z = 0 bestimmt werden, da die dadurch verursachten Felder bereits die gewünschte
Symmetrie aufweisen.
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Abbildung 6.2: Die linke Grafik skizziert eine ebene Welle, die
bei r′ = (x′, y′, z′) erzeugt wird und direkt zum Beobachtungs-
ort r propagiert, sowie eine ebene Welle, die bei r′ erzeugt wird
und erst nach einer Reflexion an der Grenzfläche bei z = 0 den
Beobachtungsort r erreicht. In der rechten Grafik wird das Mo-
dell der Spiegelreflexion skizziert, bei dem die reflektierte Welle
durch eine frei propagierende Welle modelliert werden kann,
die im Spiegelpunkt r′ = (x′, y′,−z′) durch einen Spiegelstrom
erzeugt wird.

Geht man für die TM-Moden von einer Stromschicht bei z = 0 aus, die durch

jext = J0exδ(z)e
i(kxx−ωt) (6.5.1)

gegeben ist, so wird dadurch ein spiegelsymmetrisches elektrisches Feld

Ex = iωµ0

� E
xx(kx, z)J0e

i(kxx−ωt) (6.5.2)

in x-Richtung erzeugt, wobei
�

E
xx(kx, z) die Fourier-Transformierte der Greenschen

Funktion aus Gl. (6.4.5) bzgl. kz ist. Für die Transversalkomponente des magneti-
schen Feldes, die selbst antisymmetrisch ist, d.h. es gilt Hy(z) = −Hy(−z), folgt aus
∇× H = jext sofort

−∂zHy = J0δ(z)e
i(kxx−ωt). (6.5.3)

Integriert man diese Gleichung senkrecht zur Grenzfläche bei z = 0, so erhält man

lim
η→0

∫ 0+η

0−η

dz ∂zHy = −2Hy(−η)

= −J0e
i(kxx−ωt).

(6.5.4)

Mithilfe der Feldkomponenten Ex und Hy kann man die Oberflächenimpedanz in-
nerhalb des physikalisch sinnvollen Bereiches, d.h. für z < 0 bestimmen. Mit der
entsprechenden Randbedingung aus Gl. (6.2.2), also

Z‖(kx, ω) = − 1

cµ0

Ex

Hy

∣

∣

∣

∣

z=0−η

= −2ik0

� E
xx(kx, z = 0), (6.5.5)

kann man daher die Oberflächenimpedanz Z‖ mithilfe der dyadischen Greenschen
Funktion ausdrücken. Berücksichtigt man noch, dass für die TM-Moden

�
xx =

k2
x

k2
und � xx = 1 − k2

x

k2
=
k2

z

k2
(6.5.6)
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gilt, so bekommt man mit der Greenschen Funktion aus Gl. (6.4.5) die Impedanz
für die TM-Moden:

Z‖(kx, ω) = 2ik0

∫ ∞

−∞

dkz

2π

1

k2

(

k2
z

k2
0εr1,t − k2

+
k2

x

k2
0εr1,l

)

=
2ik0

π

∫ ∞

0

dkz
1

k2

(

k2
z

k2
0εr1,t − k2

+
k2

x

k2
0εr1,l

)

.

(6.5.7)

Dabei wurde ausgenutzt, dass der Integrand nur von k2
z abhängt, da die longitu-

dinale und transversale Permittivität nur von k =
√

k2
x + k2

z abhängt, und damit
symmetrisch in kz ist.

Für die TE-Moden wird eine Stromschicht bei z = 0 der Art

jext = J0eyδ(z)e
i(kxx−ωt) (6.5.8)

vorausgesetzt. Das elektrische Feld in y-Richtung ist dann

Ey = iωµ0

� E
yy(kx, z)J0e

i(kxx−ωt) (6.5.9)

und für das Magnetfeld erhält man nun

−2Hx(−η) = J0e
i(kxx−ωt). (6.5.10)

Dementsprechend ist die Oberflächenimpedanz (vgl. Gl. (6.2.2)) dann durch

Z⊥(kx, ω) =
1

cµ0

Ey

Hx

∣

∣

∣

∣

z=0−η

= −2ik0

� E
yy(kx, z) (6.5.11)

bestimmt. Da für die TE-Moden der longitudinale Anteil verschwindet, hat man
reine Transversalmoden, d.h. es gelten

� yy = 1 und
�

yy = 0. (6.5.12)

Man bekommt damit für die Oberflächenimpedanz der TE-Moden

Z⊥(kx, ω) =
2ik0

π

∫ ∞

0

dkz
1

k2
0εr1,t − k2

. (6.5.13)

Somit sind die Oberflächenimpedanzen für die TM- und TE-Moden in Gl. (6.5.7)
und Gl. (6.5.13) in Abhängigkeit von der Permittivität bestimmt. Man beachte, dass
der longitudinale Anteil der Permittivität nur in Z‖ eingeht, weil nur TM-Moden
eine elektrische Feldkomponente senkrecht zur Oberfläche des Halbraumes haben
und dadurch an die longitudinalen Moden koppeln können.

Es soll nun anhand der TE-Moden gezeigt werden, dass man für lokale Permit-
tivitäten wieder die Fresnelschen Reflexionskoeffizienten erhält, sodass die mit der
Oberflächenimpedanz formulierten Reflexionskoeffizienten im Fall der Spiegelrefle-
xion eine Verallgemeinerung der Fresnelkoeffizienten darstellen. Sei also εr1,t(ω, k) =
εr1(ω), dann erhält man aus Gleichung (6.5.13) mit k2 = k2

x + k2
z sofort

Z⊥(kx, ω) =
ik0

π

∫ ∞

−∞
dkz

1

k2
0εr1(ω) − k2

x − k2
z

. (6.5.14)
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Der Integrand hat Polstellen bei

kz = ±
√

k2
0εr1(ω) − k2

x =: ±h1, (6.5.15)

wobei nur der Pol +h1 mit Im(h1) > 0 aufgrund der Konstruktion der ebenen Wellen
entsprechend Gl. (6.2.4) physikalisch sinnvoll ist, da nur dieser Pol für z → ±∞ auf
exponentiell abfallende Lösungen führt. Der zweite Pol bei −h1 hat dagegen einen
negativen Imaginärteil und liegt deshalb in der unteren Halbebene der komplexen
Ebene. Somit kann man das Integral mithilfe des Residuensatzes berechnen, indem
man den Integrationsweg in der oberen Halbebene schließt. Man erhält

Z⊥(kx, ω) = − ik0

π
lim
η→0

∫

dkz
eikzη

(kz − h1)(kz + h1)

= − ik0

π
lim
η→0

(

2πi
eih1η

2h1

)

=
k0

h1
.

(6.5.16)

Mit einer ähnlichen Rechnung erhält man für die TM-Moden

Z‖(kx, ω) =
h1

k0εr1
. (6.5.17)

Setzt man diese Ergebnisse in den Amplitudenreflexionskoeffizienten in Gl. (6.2.8)
bzw. (6.2.12) ein, so bekommt man die entsprechenden Ausdrücke für die Fresnel-
schen Reflexionskoeffizienten aus Gl. (6.2.1). Für den bereits diskutierten Spezialfall
kxd

′
s � 1 bzw. λd′s � 1 stimmen diese mit den Leontovich-Ausdrücken in Gl. (6.3.2)

überein.

6.6 Das SCIB-Modell

Das einfachste Modell für die Wechselwirkung von Licht mit einer unendlich aus-
gedehnten Metalloberfläche, das nichtlokale Effekte mitberücksichtigt, ist das soge-
nannte semiclassical infinite barrier Modell bzw. SCIB-Modell [83]. In diesem Modell
wird vorausgesetzt, dass die Leitungselektronen an der Metalloberfläche wie Licht
an einem perfekten Spiegel reflektiert werden, wobei die Leitungselektronen als ein
ideales Gas, das der Fermi-Statistik gehorcht, beschrieben werden. Da die Felder
mit dieser Annahme wieder spiegelsymmetrisch sind, ist diese Bedingung äquiva-
lent zu der Annahme der Spiegelreflexion für die Felder innerhalb des Metalles, die
von einer Oberflächenstromschicht bei z = 0 herrühren, wie sie in Gl. (6.5.1) bzw.
(6.5.8) vorausgesetzt wurde. Für dieses semi-klassische Modell erhält man für den
transversalen Anteil der Permittivität [83, 99] mit u := vFk(ω + iωτ )

−1

εr1,t(ω, k) = 1 −
ω2

p

ω(ω + iωτ )
ft(u) (6.6.1)

und für den longitudinalen Anteil

εr1,l(ω, k) = 1 −
ω2

p

ω(ω + iωτ )
fl(u), (6.6.2)
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wobei die Funktionen ft(u) und fl(u) durch die Gleichungen

ft(u) :=
3

2u3

[

u− 1

2
(1 − u2) log

(

1 + u

1 − u

)]

(6.6.3)

und

fl(u) :=
3

u3

1
2
log(1+u

1−u
) − u

1 + iωτ

ω
− iωτ

2uω
log(1+u

1−u
)

(6.6.4)

gegeben sind. Dabei ist ωτ = τ−1 die inverse Relaxationszeit und vF Fermi-Ge-
schwindigkeit. Eine ausführliche Berechnung dieser Permittivität mithilfe der Boltz-
mann-Gleichung findet man in [100].

Entwickelt man den Logarithmus für |u| � 1, bekommt man

log

(

1 + u

1 − u

)

= 2u+
2

3
u3 + O(u4). (6.6.5)

Setzt man diese Entwicklung für ft(u) und fl(u) ein, so erhält man daher für |u| � 1

ft(u) ≈ 1 und fl(u) ≈ 1 (6.6.6)

und damit die lokale Permittivität εr1,t = εr1,l = εD für das Drude-Modell. Somit
gibt die Längenskala

|u|
k

=

∣

∣

∣

∣

vF

ω + iωτ

∣

∣

∣

∣

(6.6.7)

an, für welche Abstände nichtlokale Korrekturen zu erwarten sind. Für ωτ � ω
stimmt diese Längenskala in etwa mit der der mittleren freien Weglänge l = vF τ
des Elektrons überein. Hier ein Zahlenbeispiel: Bei einer Temperatur von 300 K
liegt die inverse Relaxationszeit für Gold bei ωτ ≈ 3, 3 · 1013 s−1 und die Fermi-
Geschwindigkeit bei vF ≈ 1, 4 · 106 m s−1, sodass man eine mittlere freie Weglänge
von lAu ≈ 42 nm bekommt.

Für Frequenzen mit ωτ � ω dagegen stimmt die Längenskala |u|/k im Wesentli-
chen mit der Größe vF/ω überein, die mit der Anregung von Elektron-Loch-Paaren
im Metall verknüpft ist: Für Wellenzahlen k =

√

k2
x + k2

z mit

√

2meω

~
+ k2

F − kF < k <

√

2meω

~
− k2

F − kF, (6.6.8)

wobei me für die Elektronenmasse steht, ist die Elektronenstreuung in einem Me-
tall durch die Anregung von Elektron-Loch-Paaren dominiert. Die Elektron-Loch-
Paar-Anregungen können nur mithilfe der quantenmechanischen Lindhardt-Permit-
tivität [83] richtig beschrieben werden, die für die Elektron-Loch-Paare auf die Di-
spersionsrelation

ω = vFk +
~k2

2me
(6.6.9)

führt. Verwendet man daher die quantenmechanischen Ausdrücke für die Permit-
tivität in Gl. (6.6.1) bzw. (6.6.2) innerhalb des Modells der Spiegelreflexion, so
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kann man mit dem SCIB-Modell quantitativ bessere Resultate erzielen. Die semi-
klassische Permittivität hingegen berücksichtigt nur den linearen Term der Disper-
sionsrelation der Elektron-Loch-Paar-Anregungen, d.h. man erhält

ω = vFk. (6.6.10)

Aus der quadratischen Dispersionsrelation in Gl. (6.6.9) folgt aber, dass man für
k � 2kF den quadratischen Term vernachlässigen kann; die Dispersion kann daher
für Wellenzahlen viel kleiner als kF = mevF/~ in sehr guter Näherung als linear
angesehen werden. Es genügt folglich auf Längenskalen, die viel größer als k−1

F sind,
die rein semi-klassischen Ausdrücke im SCIB-Modell zu verwenden. Da nun kF in
der Größenordnung von 1010 m−1 liegt, wird im Weiteren das SCIB-Modell mit den
semi-klassischen Permittivitäten in Gl. (6.6.1) bzw. (6.6.2) verwendet.

Man beachte, dass man im SCIB-Modell für k > ω/vF nichtlokale Effekte durch
die Anregungen von Elektron-Loch-Paaren erhält, sodass man neben der mittleren
freien Weglänge l noch zusätzlich die Längenskala lTL = vF/ω zu berücksichtigen
hat. Schließlich erhält man die Gleichungen (6.6.6) und damit das lokale Ergebnis,
falls |u| � 1 gilt. Das ist aber für ω � ωτ dann erfüllt, wenn

|u| ≈ lk � 1 (6.6.11)

gilt und für den umgekehrten Fall mit ω � ωτ , wenn

|u| ≈ lTLk � 1 (6.6.12)

gilt. Man beachte, dass für ω � ωτ zusätzlich lTF � l gilt, wohingegen für ω � ωτ

die Beziehung lTF � l gilt. Die kleinere der beiden Längenskalen l bzw. lTL ist daher
die entscheidende Längenskala für das Eintreten nichtlokaler Effekte. Setzt man wie-
der T = 300 K voraus, so hat man eine thermische Frequenz von ωth ≈ 1, 1 · 1014 s−1

und erhält somit für Gold mit vF = 1, 4 · 106 m s−1 die Längenskala lAu
TL ≈ 13 nm, für

die die Anregung von Elektron-Loch-Paaren relevant wird. Dementsprechend ist für
gute Leiter bei Raumtemperatur nicht l, sondern lTL die Längenskala, ab der nicht-
lokale Effekte zu berücksichtigen sind. Für schlechte Leiter mit relativ großen ωτ ist
dagegen l � lTL die entscheidende Längenskala. Da allerdings beide Längenskalen l
und lTL für gute Leiter wie Gold in der gleichen Größenordnung sind, kann weiter-
hin für alle normalen Drude-Materialien die mittlere freie Weglänge l des Elektrons
als die Längenskala vorausgesetzt werden, ab der nichtlokale Effekte berücksichtigt
werden müssen.

Für sehr große Wellenzahlen k bzw. |u| kann man leicht sehen, dass ft(u) in Gl.
(6.6.3) bzw. fl(u) in Gl. (6.6.4) gegen Null konvergieren, sodass die Permittivität
gegen die Permittivität des Vakuums strebt. Dementsprechend werden die Refle-
xionskoeffizienten für größe Wellenzahlen k verschwinden. Man kann zeigen [48],
dass die Reflexionskoeffizienten im SCIB-Modell für λlTF � 1 mit der Thomas-
Fermi-Abschirmlänge lTF = vF/(

√
3ωp) vernachlässigbar klein werden, sodass man

dadurch im nichtlokalen Fall eine Beschränkung bezüglich der Wellenzahl erhält.
Dementsprechend erhält man dadurch für sehr viel kleinere Abstände als lTF kei-
ne zusätzlichen Beiträge und damit einen konstanten abstandsunabhängigen Wert.
Mit anderen Worten: Die Energiedichte und der Strahlungswärmetransport sind im
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nichtlokalen SCIB-Modell für beliebig kleine Abstände nicht mehr divergent, so-
dass diese unphysikalischen Unendlichkeiten innerhalb einer nichtlokalen Beschrei-
bung prinzipiell ausgeschlossen werden. Das gilt auch, wenn man die angesprochene
quantenmechanische Lindhardt-Permittivität aus Referenz [83] verwendet, die ge-
rade für sehr große Wellenzahlen quantitativ bessere Werte liefert, sich aber qua-
litativ nicht vom SCIB-Modell unterscheidet. Setzt man zur Abschätzung von lTF

die Plasmafrequenz für Gold von ωp = 1, 4 · 1016 s−1 und die Fermi-Geschwindigkeit
vF = 1, 4 · 106 ms−1 ein, so erhält man lTF ≈ 5, 7 · 10−11 m. Damit liegt die Längens-
kala, auf der die physikalischen Größen konstant werden, wieder weit unterhalb des
physikalisch zugänglichen Abstandsbereiches.

6.7 Vergleich der Modelle

In diesem letzten Abschnitt soll anhand numerischer Ergebnisse gezeigt werden, wie
sich die Verwendung der lokalen Fresnelschen Reflexionskoeffizienten, der Leonto-
vich-Randbedingungen und der nichtlokalen Reflexionskoeffizienten auf den Nah-
feldwärmetransport auswirkt. Dazu wird der Nahfeldwärmetransport zwischen zwei
Goldhalbräumen und zwischen einem Gold- und einem GaN-Halbraum gemäß der
Polder-van Hove-Formel aus Gl. (5.2.15) bestimmt. Im ersten Fall ist der Nah-
feldwärmetransport durch die TE-Moden dominiert und im zweiten Fall durch die
TM-Moden, sodass man durch die Wahl des Materials Auskunft über die Verände-
rung in den TE- bzw. TM-Moden für die verschiedenen Beschreibungen erhält. Für
die Permittivität des polaren GaN-Halbraumes wird wieder die Reststrahlenformel
verwendet.
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Abbildung 6.3: Der Strahlungswärmetransport im Nahfeld zwi-
schen einem Goldhalbraum bei T1 = 300 K und einem GaN-
Halbraum bei T3 = 0 K gemäß der Polder-van Hove-Formel,
normiert auf den Schwarzkörperwert. Für die Beschreibung
des Goldhalbraumes wurden die lokale Permittivität (Drude-
Modell), die Leontovich-Randbedingung und das nichtlokale
SCIB-Modell verwendet.
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Abbildung 6.4: Der Strahlungswärmetransport im Nahfeld zwi-
schen zwei Goldhalbräumen bei T1 = 300 K bzw. bei T3 = 0 K
gemäß der Polder-van Hove-Formel, normiert auf den Schwarz-
körperwert. Für die Beschreibung des Goldhalbraumes wur-
den die lokale Permittivität (Drude-Modell), die Leontovich-
Randbedingung und das nichtlokale SCIB-Modell verwendet.

Zuerst betrachte man den Strahlungswärmetransport im Nahfeld zwischen ei-
nem Au-Halbraum bei T1 = 300 K und einem GaN-Halbraum bei T3 = 0 K in
Abb. 6.3. Man kann in dieser Abbildung sehr gut sehen, dass für große Abstände al-
le drei Beschreibungen zum gleichen Ergebnis führen und somit äquivalent sind. Für
Abstände kleiner als dAu

s ≈ 22 nm ist der Nahfeldwärmetransport für die Leontovich-
Randbedingungen dagegen sehr viel kleiner als der Wärmestrom für die lokalen
Fresnel-Randbedingungen. Wie bereits diskutiert wurde, kann man die Verwendung
des Leontovich-Ansatzes für solche Abstände nicht als physikalisch sinnvoll erachten.
Im Vergleich dazu ist zu erwarten, dass gerade der nichtlokale Ansatz für Abstände,
die kleiner als die mittlere freie Weglänge lAu ≈ 42 nm sind, zu bevorzugen ist. Wie
man in Abb. 6.3 sieht, steigen die Werte für den Nahfeldwärmetransport um bis zu
eine Größenordnung über die entsprechenden Werte, die man mittels der lokalen Be-
schreibung erhält, was mit der Elektron-Loch-Paar-Erzeugung zusammenhängt, die
im lokalen Drude-Modell nicht richtig beschrieben wird. Außerdem nähert sich der
Nahfeldwärmetransport — was man in der Abb. 6.3 nicht sehen kann — erwartungs-
gemäß für Abstände weit unter 10−10 m aufgrund des

”
Cutoffs“ im λ-Integral einem

konstanten abstandsunabhängigen Wert. Da der Wärmestrom im vorliegenden Fall
durch die TM-Moden dominiert ist, kann man weiterhin schlussfolgern, dass auch die
Werte des TM-Moden-Beitrages der Energiedichte für Abstände kleiner l oberhalb
der lokalen Werte liegen (siehe Abb. 6.5), wie auch in [48] gezeigt wurde. Daraus
kann man wiederum erschließen, dass der Nahfeldwärmetransport im Dipolmodell
für nichtlokale Metalle bis zu eine Größenordnung über den lokalen Werten liegen
kann.

Der Nahfeldwärmetransport zwischen zwei Au-Halbräumen mit T1 = 300 K und
T3 = 0 K ist für die drei verschiedenen Modelle in Abb. 6.4 geplottet. Man kann
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Abbildung 6.5: Die Energiedichte oberhalb eines Goldhalbrau-
mes bei T1 = 300 K gemäß Gl. (1.7.13), normiert auf den
Schwarzkörperwert. Für die Beschreibung des Goldhalbraumes
wurde die lokale Permittivität (Drude-Modell) und das nicht-
lokale SCIB-Modell verwendet.

in diesem Fall sehr gut erkennen, dass der Leontovich-Ansatz bereits für Abstände
größer als dAu

s ≈ 22 nm Werte liefert, die größer sind als die Werte, die man mit den
lokalen Fresnel-Koeffizienten erhält. Für diese Abstände gehorcht der Nahfeldwärme-
transport im Leontovich-Fall einem 1/a-Potenzgesetz und divergiert für Abstände
a→ 0. Auch hier muss man erwarten, dass nur der nichtlokale Ansatz für a� l phy-
sikalisch sinnvolle Ergebnisse liefert und damit der lokalen Beschreibung vorzuziehen
ist, weil gerade bei diesen Abständen nichtlokale Effekte relevant werden. Man sieht
in Abb. 6.4 sehr gut, dass die Werte, die man mit der lokalen Beschreibung erhält, für
nahezu alle Abstände in guter Übereinstimmung mit den nichtlokalen Werten sind,
wobei die lokalen Werte für den Nahfeldwärmetransport für a � l etwas unterhalb
der entsprechenden nichtlokalen Werte liegen. Das

”
Sättigungsverhalten“ in den TE-

Moden ist allerdings für kleine Abstände innerhalb der nichtlokalen Beschreibung
etwas stärker als innerhalb der lokalen Beschreibung (siehe Abb. 6.5), was man aber
in Abb. 6.4 nicht sehen kann, da sich hier der TE-Moden-Beitrag mit dem Beitrag der
TM-Moden überlagert. Der Unterschied zwischen beiden Beschreibungen ist aber in
diesem Fall gering, wie bereits in [75] beobachtet wurde. Da nun der Wärmestrom
zwischen zwei Gold-Halbräumen durch die TE-Moden dominiert wird, kann man
schlussfolgern, dass der TE-Moden-Beitrag in der Energiedichte für die lokale und
nichtlokale Beschreibung ähnliche Werte liefert, wobei man für sehr kleine Abstände
in der Größenordnung lTF zu erwarten hat, dass der TE-Moden-Beitrag zur Energie-
dichte für das nichtlokale Modell im Gegensatz zum lokalen Modell konstant wird.
Dieser Sachverhalt wird sehr gut in Abb. 6.5 illustriert.
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6.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Einfluss nichtlokaler Effekte auf den Nahfeldwärme-
transport untersucht. Es wurde gezeigt, dass der Anteil der TM-Moden für den
Nahfeldwärmetransport bzw. die Energiedichte für Abstände kleiner als die mittlere
freie Weglänge l des Elektrons innerhalb der nichtlokalen Beschreibung Werte er-
gibt, die bis zu einer Größenordnung über den entsprechenden Werten für die lokale
Beschreibung liegen. Dieser Anstieg kann auf die Erzeugung von Elektronen-Loch-
Paaren zurückgeführt werden, die durch das Drude-Modell nicht korrekt beschrieben
wird, aber einen wesentlichen Dissipationsmechanismus innerhalb des Metalles dar-
stellt.

Außerdem führt die nichtlokale Beschreibung stets auf abstandsunabhängige
Ausdrücke für Abstände kleiner als die Thomas-Fermi-Länge lTF, sodass die un-
physikalische Divergenz der Energiedichte bzw. des Strahlungswärmetransportes im
Nahfeld für sehr kleine Abstände behoben wird, wie auch von Henkel und Joulain [48]
gezeigt wurde. Dieser Effekt kann auf einem

”
Cutoff“ im λ-Integral zurückgeführt

werden, der dadurch bedingt ist, dass die Streuung der Elektronen für große Wel-
lenzahlen durch Abschirmeffekte stark verringert wird und somit für solche Wellen-
zahlen die Dissipation durch die Streuung der Elektronen vernachlässigbar wird.

Für die TE-Moden ergeben die lokale und die nichtlokale Beschreibung für den
Nahfeldwärmetransport nahezu gleiche Resultate, sodass der Nahfeldwärmetrans-
port zwischen zwei Metallen durch die nichtlokalen Beiträge nur gering beeinflusst
wird, wie bereits von Volokitin und Persson [75] herausgestellt wurde. Daher kann
man die räumliche Dispersion für die Bestimmung des Nahfeldwärmetransportes
zwischen zwei unendlich ausgedehnten Halbräumen in guter Näherung vernachlässi-
gen, solange dieser im betrachteten Abstandsbereich im wesentlichen durch die TE-
Moden gegeben ist, was für gut leitende Metalle wie Gold und Silber bis auf Abstände
im Bereich von 1 nm erfüllt ist. Man beachte jedoch, dass die Abschirmeffekte inner-
halb der Metalle eine

”
Sättigung“ des TE-Modenbeitrags bereits für Abstände im

Bereich der mittleren freien Weglänge hervorrufen, die für die Nahfeldenergiedichte
im Bereich von l oberhalb eines Metalls nicht vernachlässigbar ist.

Da in der jüngsten Literatur versucht wurde, die thermodynamischen Probleme,
die sich bei der Beschreibung des thermischen Anteils der Casimir-Kraft ergeben,
dadurch zu lösen, dass man die sogenannten Leontovich-Randbedingungen einführt
und als die richtigen Randbedingungen postuliert [84, 85, 86], wurde auch der Nah-
feldwärmetransport für diese Randbedingungen diskutiert. Dabei wurde gezeigt,
dass es sich bei diesem Ansatz nur um einen Spezialfall der lokalen Beschreibung
handelt, der nur für Abstände größer d′s aus Gl. (6.3.3) anwendbar ist und damit
keine Alternative zur lokalen bzw. nichtlokalen Beschreibung solcher Phänomene wie
die Casimir-Kraft oder den Strahlungswärmetransport im Nahfeld darstellt.
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Kapitel 7

Ein phänomenologisches

Sensormodell

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin, ein phänomenologisches Sensormodell aufzu-
stellen, das es ermöglicht, die experimentellen Daten für den Nahfeldwärmetransport
in einem Rasterwärmemikroskop [89] zu beschreiben.

Dazu wird im ersten Abschnitt der experimentelle Aufbau und die experimentel-
le Durchführung kurz vorgestellt, wobei der interessierte Leser für eine detaillierte
Beschreibung auf die Dissertation von Wolfgang Müller-Hirsch [88] verwiesen sei. Im
darauffolgenden Abschnitt wird gezeigt, dass sich die experimentellen Daten nicht
mit dem Polder-van Hove-Ergebnis beschreiben lassen, wobei aufgrund der nicht
gänzlich bekannten Materialeigenschaften der Probe und des Sensors noch ein ge-
wisser Spielraum für Spekulationen übrigbleibt, sodass diese Aussage nicht mit voller
Gewissheit gemacht werden kann.

Trotzdem liegt die Vermutung nahe, dass die Daten aufgrund der speziellen
Sensor-Probe-Geometrie von dem Polder-van Hove-Ergebnis abweichen müssen. Da
das einzige analytisch zugänglich Modell, das solch einer Geometrie nahe kommt,
das Dipolmodell [74, 75, 77, 78] aus Kapitel 5.5 ist, werden im dritten Abschnitt
die experimentellen Daten mit dem Dipolmodell verglichen. Es zeigt sich, dass die-
ses Modell mindestens zwei Schwächen aufweist, die es für die Beschreibung der
experimentellen Daten unbrauchbar machen.

Dementsprechend wird in den darauf folgenden beiden Abschnitten ein phäno-
menologisches Sensormodell vorgestellt, das diese beiden Schwächen beseitigt und
zu Werten für den Wärmestrom führt, die gut mit den experimentellen Daten über-
einstimmen. Dieses Modell wurde in der Referenz [3] benutzt, um die Messwerte von
Müller-Hirsch [88] zu beschreiben, wobei dieses Modell hier in etwas allgemeinerer
Form eingeführt wird.

7.1 Experimenteller Aufbau und Ergebnisse

Die Messapparatur, die den Strahlungswärmetransport zwischen zwei dielektrischen
Medien messen soll, besteht aus einem umgebauten Rastertunnelmikroskop, des-
sen Mikroskopspitze durch einen speziellen Sensor ersetzt wird. Dieser Sensor ist
in Abb. 7.1 schematisch dargestellt und besteht aus einem winzigen Thermoele-
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ment, das durch einen Platindraht gegeben ist, der mit einer 20 − 25 nm dicken
Goldschicht bedampft wurde. Der Spitzenradius RSensor beträgt ca. 60 − 100 nm.
Mithilfe dieses Sensors ist es möglich, die Thermospannung ∆Vth zwischen der Sen-
sorspitze und dem zweiten Kontakt in der Sensorhalterung zu vermessen. Ist der
Seebeck-Koeffizient SPt/Au für das Thermopaar Platin-Gold bekannt, so kann man
über die lineare Relation ∆Vth = SPt/Au∆T auf den Temperaturunterschied ∆T zwi-
schen der Sensorspitze und der Sensorhalterung schließen. Da die Sensorhalterung
während der Messung auf konstant 300 K gehalten wird, ist es daher möglich auf die
Temperaturverteilung im Sensor zu schließen. Aufgrund des Messaufbaus kann der
Sensor aber weiterhin als Rastertunnelmikroskop bedient werden, sodass man die
Abstandsmessung im Tunnelabstand sehr genau vornehmen kann und mithilfe einer
Piezo-Steuerung vom Tunnelabstand ausgehend größere Abstände mit ausreichender
Präzision einstellen kann.

Abbildung 7.1: Die im Experiment verwendete Sensorspitze
(links), eine Rastermikroskopaufnahme der Spitze (Mitte), und
eine schematische Darstellung der Sensorspitze (rechts). Das
Bild wurde mit freundlicher Genehmigung von Achim Kittel
aus [89] entnommen.

Man kann daher die Thermospannung für variable Abstände oberhalb einer Pro-
be vermessen. Dabei wird die Probe auf 100 K herabgekühlt und der Sensor auf
Raumtemperatur gehalten. Die gemessene Thermospannung des Sensors hängt da-
her direkt vom Wärmestrom von dem

”
heißen“ Sensor zur gekühlten Probe ab.

Mit einem geeigneten Kalibrierungsexperiment kann man den Zusammenhang zwi-
schen der gemessenen Thermospannung und der abgestrahlten Energie pro Zeit-
einheit messtechnisch erfassen, sodass man die gemessenen Thermospannungen in
Temperaturwerte und danach in einen Wärmestrom umrechnen kann. Da die Mes-
sungen im Ultrahochvakuum durchgeführt werden, wird dieser Wärmestrom allein
durch die elektromagnetischen Felder verursacht; es handelt sich daher um einen rei-
nen Strahlungswärmetransport. Die Messungen wurden in einem Abstandsbereich
von 1−200 nm für eine Gold- und eine GaN-Probe durchgeführt, sodass sie Auskunft
über den Strahlungswärmetransport zwischen einem mit Gold bedampften Pt-Sensor
und einer Gold- bzw. GaN-Probe im Nahfeld geben. Eine ausführliche Diskussion
des experimentellen Aufbaus und der Durchführung des Experiments findet man in
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der Dissertation von Müller-Hirsch [88].

In seiner Dissertation hat Müller-Hirsch aus den gemessenen Daten geschlossen,
dass sie nicht mit dem Polder-van Hove-Gesetz in Gl. (5.2.15) beschrieben wer-
den können, weil sie keinem ausgezeichneten a−4-Potenzgesetz folgen, das man für
sehr gute Leiter für Abstände a im Bereich der Skintiefe ds erwarten kann [71]. Es
soll nun im Folgenden gezeigt werden, dass die Polder-van Hove-Formel die Werte
für die Gold-Probe qualitativ gut beschreiben kann, wohingegen die Werte für die
GaN-Probe nicht durch die Polder-van Hove-Formel beschrieben werden können.
Allerdings muss berücksichtigt werden, dass zumindest die GaN-Probe nicht ausrei-
chend charakterisiert ist und somit die Permittivität für das GaN nicht eindeutig
angegeben werden kann, sodass die numerischen Werte für den Nahfeldwärmetrans-
port in diesem Fall Spielraum für Spekulationen lassen. Außerdem ist — wie bereits
von Müller-Hirsch [88] diskutiert wurde — anzunehmen, dass die Sensor-Geometrie,
die nur für sehr kleine Abstände durch einen Halbraum beschrieben werden kann,
einen erheblichen Einfluss auf die gemessenen Werte hat. Daher wird ein phänome-
nologisches Modell für die Sensor-Probe-Geometrie aufgestellt, das es ermöglicht,
die gemessenen Werte für beide Proben zu beschreiben.

7.2 Vergleich mit der Polder-van Hove-Formel

In dem gegebenen Experiment wird für Abstände a weit unter 100 nm die Bezie-
hung RSensor � a erfüllt, sodass anzunehmen ist, dass die Messergebnisse für diese
Abstände und in erster Näherung darüber hinaus durch die Polder-van Hove-Formel
in Gl. (5.2.15) beschreibbar sind. Da der Sensor aus einem mit Gold beschichteten
Platindraht besteht, sollte man die erweiterte Polder-van Hove-Formel für Schicht-
geometrien in Gl. (5.4.3) verwenden. Allerdings ist zu erwarten, dass die Korrekturen
aufgrund der endlichen Schichtdicke vernachlässigbar klein sind, da d ≈ 20 − 25 nm
ist und die Skintiefe für Gold bei T = 300 K bei ca. 22 nm liegt, sodass sich die
endliche Schichtdicke für a � d nur geringfügig auf die numerischen Werte für den
Strahlungswärmetransport auswirkt.

Einen bei weitem größeren Einfluss haben die Permittivitäten, die im Allgemei-
nen temperaturabhängig sind. In den vorherigen Kapiteln wurden für die Berechnung
des Strahlungswärmetransports mit T1 6= T3 für beide Medien stets die Permitti-
vitäten für T = 273 K aus [38] verwendet, um die betrachteten Effekte nicht noch
zusätzlich durch die veränderten Materialabhängigkeiten zu überlagern. Um den ge-
messenen Wärmestrom zwischen zwei Materialien mit verschiedenen Temperaturen
korrekt zu beschreiben, ist es allerdings notwendig, die Temperaturabhängigkeit der
Permittivitäten mit zu berücksichtigen.

7.2.1 Au-Probe

In diesem Fall kann man für die Permittivitäten der Probe und des Sensors wie-
der das Drude-Modell verwenden, wobei allerdings die Temperaturabhängigkeit der
Relaxationszeit berücksichtigt werden muss. Diese Temperaturabhängigkeit kann —
wenn man lediglich die Streuung der Elektronen an den Phononen berücksichtigt —
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mithilfe der sogenannten Bloch-Grüneisen-Relation [58] in der Form

1

τ(T )
= C

(

T

ΘD

)5 ∫
ΘD
T

0

dx
x5

(ex − 1)2
(7.2.1)

angegeben werden, wobei ΘD für die Debye-Temperatur des Mediums steht und C
hier als eine Konstante mit der Einheit s−1 angesehen wird. Anhand dieser Relation
lässt sich sofort zeigen, dass

1

τ
∝

{

T 5, T � ΘD

T, T � ΘD

(7.2.2)

gilt. Legt man die Daten aus dem Standardwerk von Ashcroft und Mermin [38] für
T = 273 K und ΘD = 175 K aus [101] zugrunde, d.h. es gilt τAu

273 = 3 ·10−14 s, so kann
man die Konstante C aus Gl. (7.2.1) bestimmen, wobei man zunächst C = 8, 7 ·
1013 s−1 erhält. Für die Relaxationszeiten bei T = 100 K und T = 300 K bekommt
man damit

τAu
100 ≈ 9, 5 · 10−14 s und τAu

300 ≈ 2, 7 · 10−14 s ≈ τAu
273. (7.2.3)

In Abb. 7.2 findet man einen Plot des Strahlungswärmetransportes zwischen
zwei Au-Halbräumen bei T1 = 300 K und T3 = 0 K, wobei die Relaxationszeiten
für T = 300 K verwendet wurden. Im Vergleich dazu ist der entsprechende Strah-
lungswärmetransport für den Fall aufgetragen, den man für einen mit 20 nm Au
beschichteten Pt-Halbraum bei T1 = 300 K und einen Au-Halbraum bei T3 = 100 K
erhält, wenn man die entsprechenden Relaxationszeiten aus Gl. (7.2.3) verwendet.
Es ergibt sich dadurch ein Wärmestrom, der für nahezu alle Abstände um einen
Faktor 1/2 kleiner ist als der Wärmestrom zwischen den beiden Au-Halbräumen.
Dabei ist die Abweichung durch die Berücksichtigung der endlichen Au-Schicht und
der Temperatur der Probe von 100 K im Vergleich zum Einfluss der veränderten
Relaxationszeit bzw. Leitfähigkeit gering.

Um diese theoretischen Werte mit den experimentellen Daten vergleichen zu
können, wurden diese mit einer effektiven Fläche Aeff = πr2

eff multipliziert, wobei
reff = 2, 8µm gesetzt wurde. Dieser Wert für den Radius liegt allerdings weit über
dem tatsächlichen Radius der Sensorspitze von 60 − 100 nm und ist damit unreali-
stisch groß, wenn man davon ausgeht, dass der Nahfeldwärmetransport hauptsächlich
durch die Sensorspitze erfolgt. Man sieht anhand des Plots in Abb. 7.2, dass die theo-
retischen Werte zwar das Saturieren des Wärmestromes für sehr kleine Abstände
beschreiben können, aber für Abstände größer als 10 nm eine andere Steigung auf-
weisen. Trotzdem liegen die theoretischen Daten in diesem Fall für alle Abstände
relativ nahe bei den experimentellen Werten und können zumindest qualitativ den
Verlauf der Messdaten beschreiben.

7.2.2 GaN-Probe

In diesem Fall ist die Bestimmung der korrekten Materialkonstanten unmöglich, da
die GaN-Probe, die im Experiment benutzt wurde, nicht ausführlich genug charak-
terisiert war. Man kann zwar den Beitrag der Phononen zur Permittivität mithilfe
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Abbildung 7.2: Strahlungswärmetransport zwischen zwei
Halbräumen aus Au mit T1 = 300 K und T3 = 0K für eine effek-
tive Fläche πr2

eff mit dem effektiven Radius reff = 2, 8µm, wobei
für beide Au-Halbräume die Permittivitäten bei T = 300 K
verwendet wurden. Zum Vergleich dazu ist der Strahlungs-
wärmetransport zwischen einem mit 20 nm Au beschichteten
Pt-Halbraum bei T1 = 300 K und einem Au-Halbraum bei
T3 = 100 K aufgetragen, wobei in diesem Fall die Material-
eigenschaften für die entsprechenden Temperaturen verwendet
wurden. Außerdem sind zum Vergleich von Theorie und Expe-
riment die Messdaten für die Goldprobe aus [88] eingetragen.

der Reststrahlenformel relativ genau angeben, allerdings handelt es sich bei GaN
um einen intrinsischen Halbleiter. Es muss daher neben dem Anteil der Phononen
zur Permittivität auch der Anteil der freien Ladungsträger durch das Hinzufügen
eines Drude-Terms berücksichtigt werden. Da nun die Ladungsträgerkonzentration
bei GaN je nach Herstellungsverfahren zwischen 1016 cm−3 und 1020 cm−3 schwan-
ken kann, ist es nicht möglich, den Beitrag der Ladungsträger zur Permittivität für
die verwendete Probe eindeutig zu bestimmen, da die Ladungsträgerkonzentration
innerhalb der Probe nicht angegeben wurde.

Um dennoch zumindest prinzipiell zu sehen, wie sich die Hinzunahme eines
Drude-Terms auf den Strahlungswärmetransport zwischen der GaN-Probe und dem
Gold/Pt-Sensor auswirkt, werden im Weiteren die experimentellen Werte aus [102]
verwendet, die für eine Ladungsträgerkonzentration von 5, 7·1019 cm−3 bei T = 300 K
durch

εr1(ω) = ε∞ +
Sω2

0

ω2
0 − ω2 − iωΓ

− ω2
n

ω2 + iωωc
(7.2.4)

mit

ωn = 9, 1 · 1014s−1 ωc =1, 3 · 1014s−1 ε∞ =5, 4

Γ = 3, 1 · 1012s−1 ω0 =1, 0 · 1014s−1 S =5, 1 (7.2.5)
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gegeben sind. Im Vergleich mit der Reststrahlenformal (A.2.9) im Anhang A kann
man sehen, dass ω0 = ωt, Γ = γ, S = ε∞(ω2

l − ω2
t )/ω

2
t gelten. Für den Beitrag der

freien Ladungsträger kann man die angegebene Permittivität mit der Drude-Formel
(A.1.9) im Anhang A vergleichen und ωn mit der Plasmafrequenz ωp sowie ωc mit
der inversen Relaxationszeit τ−1 der freien Ladungsträger identifizieren.

Um nun die entsprechenden Werte für T = 100 K zu bekommen, kann man im
Allgemeinen nicht wie bei einem Metall ωn einfach als konstant ansehen und die
Bloch-Grüneisen-Relation auf die inverse Relaxationszeit ωc anwenden. Schließlich
nimmt die Leitfähigkeit in Halbleitern bei höheren Temperaturen zu, wohingegen
sie für Metalle abnimmt. Das liegt daran, dass die Ladungsträgerkonzentration in
Halbleitern temperaturabhängig ist und für große Temperaturen zunimmt. Um den-
noch einen ungefähren Schätzwert für T = 100 K zu erhalten, soll davon ausgegangen
werden, dass sich die Ladungsträgerkonzentration nur geringfügig ändert, also ωn als
nahezu konstant angenommen werden kann. (Im Prinzip muss die Ladungsträger-
konzentration für kleine Temperaturen abnehmen, sodass ωn für T = 100 K kleiner
ist als der entsprechende Wert für T = 300 K.) Für kleine Temperaturen kann man
die Relaxationszeit durch die Relation [103]

τ ≈ τ300

(

T

300

)
3
2

(7.2.6)

annähern, sodass man mit ω−1
c = τ300 = 7, 5 · 10−15 s eine Relaxationszeit von

τ100 ≈ 1, 4 · 10−15 s (7.2.7)

erhält. Die Leitfähigkeit nimmt daher bei kleinen Temperaturen ab. Der Beitrag der
freien Ladungsträger zur Permittivität wird zwar wegen der gemachten Annahmen
und der Unwissenheit über die tatsächliche Konzentration an Ladungsträgern nicht
völlig richtig abgeschätzt. Trotzdem werden in den numerischen Ergebnissen neben
den Werten, die nur den phononischen Anteil enthalten (Reststrahlenformel), auch
die Werte angegeben, die den hier abgeschätzten Beitrag der freien Ladungsträger
zur Permittivität (Reststrahlenformel + Drude-Modell) berücksichtigen.

Für den phononischen Anteil der Permittivität ändern sich im Allgemeinen ne-
ben der Dämpfung Γ auch die Frequenzen der transversalen und longitudinalen
Phononen ωt und ωl bzw. S und ω0 aus Gl. (7.2.4). Allerdings sind diese Ände-
rungen im betrachteten Temperaturbereich vernachlässigbar klein [104, 105], sodass
nur die Temperaturabhängigkeit der Dämpfung Γ berücksichtigt werden muss. Die
Temperaturabhängigkeit der Dämpfung kann durch [105, 106]

Γ(ω0, T ) =
C ′

ω3
0

(

1

e~ω0β − 1
+

1

2

)

(7.2.8)

bestimmt werden, womit man für T = 300 K die Konstante C ′ bestimmen kann und
C ′ = 5, 4 · 1054 s−4 erhält. Damit lässt sich Γ für T = 100 K berechnen und es ergibt
sich

Γ100 = 2, 7 · 1012 s−1, (7.2.9)

also nur ein geringfügig veränderter Wert im Vergleich zu Γ300 = 3, 1·1012 s−1 aus Gl.
(7.2.5). Entsprechend der Diskussion in [105] ist anzunehmen, dass die experimentell
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Abbildung 7.3: Strahlungswärmetransport zwischen zwei
Halbräumen aus GaN (Reststrahlenformel + Drude) und Au
bzw. GaN (Reststrahlenformel) und Au mit T1 = 300 K und
T3 = 0 K für eine effektive Fläche πr2

eff mit dem Radius reff =
2, 8µm, wobei die Permittivitäten für T = 300 K verwendet
wurden. Zum Vergleich dazu ist der Strahlungswärmetransport
zwischen einem mit 20 nm Au beschichteten Pt-Halbraum bei
T1 = 300 K und einem GaN-Halbraum (Reststrahlen + Drude)
bei T3 = 100 K aufgetragen, wobei in diesem Fall die Material-
eigenschaften für die entsprechenden Temperaturen verwendet
wurden. Außerdem sind die experimentellen Daten für die GaN-
Probe aus [88] eingetragen.

relevante Dämpfung Γ100 eher noch kleiner als dieser rechnerisch bestimmte Wert
ist.

In Abb. 7.3 kann man sehen, wie sich die Verwendung der entsprechenden Ma-
terialparameter aus Gl. (7.2.7) und (7.2.9) auswirkt. Neben dem Plot des Wärmestro-
mes zwischen einem Au- und einem GaN-Halbraum (Reststrahlenformel + Drude)
bei T1 = 300 K und T3 = 0 K unter Verwendung der Permittivitäten bei 300 K findet
man zusätzlich einen Plot für den Wärmestrom zwischen einem mit 20 nm Au be-
schichteten Pt-Halbraum bei T1 = 300K und einem GaN-Halbraum bei T3 = 100 K,
wobei hier die Materialparameter aus Gl. (7.2.7) und (7.2.9) verwendet wurden. Um
zu sehen, wie stark sich der Anteil der freien Ladungsträger im GaN auf den Wärme-
strom auswirkt, wurden auch die numerischen Ergebnisse für einen Gold-Halbraum
bei 300 K und einen GaN-Halbraum (Reststrahlenformel) bei T = 0 K geplottet.
Man sieht sehr gut, dass der Drude-Term in der Permittivität einen erheblichen
Einfluss auf den gesamten Wärmestrom hat.

Um diese theoretischen Werte mit den experimentellen Daten vergleichen zu
können, wurden diese mit einer effektiven Fläche Aeff = πr2

eff multipliziert, wobei
wieder der effektive Radius reff = 2, 8µm gewählt wurde. Man sieht anhand des
Plots in Abb. 7.3, dass die theoretischen Werte des Wärmestroms die experimentel-
len Daten im gesamten Abstandsbereich nicht einmal qualitativ beschreiben können.

155
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Außerdem zeigen die theoretischen Daten kein Saturieren für Abstände kleiner als
10 nm, weil in diesem Bereich die TM-Moden, die für Dielektrika den Nahfeldwärme-
transport dominieren, zu einem a−2-Potenzgesetz führen. Die Messdaten und die
theoretischen Werte liegen daher weit auseinander. Man muss allerdings berück-
sichtigen, dass aufgrund der unzulänglichen Charakterisierung der GaN-Probe noch
etwas Spielraum in der theoretischen Beschreibung bleibt, da die Ladungsträgerkon-
zentration einen erheblichen Einfluss auf den Nahfeldwärmetransport hat.

7.3 Vergleich mit dem Dipolmodell

Da die experimentellen Daten vor allem für die GaN-Probe nicht mit den theo-
retischen Werten übereinstimmen, liegt die Vermutung nahe, dass die Abweichung
zwischen Theorie und Experiment durch die Sensor-Probe-Geometrie erklärt werden
kann. Schließlich weicht diese sehr stark von dem Fall zweier sich gegenüberstehen-
der Halbräume ab, wie es in der Polder-van Hove-Formel vorausgesetzt wird. Die
analytische Bestimmung des Naheldwärmetransportes für eine realistische Sensor-
Probe-Geometrie ist indes unmöglich, da das elektrodynamische Randwertproblem
für solch eine Geometrie nicht gelöst werden kann. Daher wurde von Dorofeyev
et al. [107] mithilfe der Methode der konformen Abbildungen versucht, den Nah-
feldwärmetransport für veränderte Geometrien aus der Polder-van Hove-Formel ab-
zuleiten. Allerdings funktioniert diese Methode nur für die Abstandsbereiche, in
denen sich ein ausgeprägtes Potenzgesetz im Nahfeldwärmetransport ergibt. Ein
analytischer Ausdruck für eine Sensor-Probe-Geometrie, bei der der Sensor als eine
dielektrische Kugel oberhalb eines dielektrischen Halbraumes modelliert wurde, wur-
de im quasistatischen Bereich von Volokitin und Persson [75] bestimmt, wobei sich
eine sehr schwach konvergente Dreifachsumme ergibt, die selbst numerisch schwer
auszuwerten ist. Für den Grenzfall einer sehr kleinen Kugel ergibt sich dagegen
wieder das Dipolmodell [74, 75, 77, 78] aus Kapitel 5.5.

Für Abstände a � RSensor sollte statt der Polder-van Hove-Formulierung gera-
de das Dipolmodell zu richtigen Werten führen, bei dem die vorderste Sensorspitze
durch eine Kugel modelliert wird. Ist nun a′ der Abstand vom Halbraum zum Mit-
telpunkt der Kugel, so kann man für a � RSensor in sehr guter Näherung a′ ≈ a
voraussetzen. Für den Wärmestrom vom Sensor mit der Temperatur TS zur Probe
mit der Temperatur TP erhält man im Dipolmodell mit Gl. (5.5.11) den Ausdruck

P ev
el =

∫

dω
[

E(ω, TS) − E(ω, TP)
]

2ωα′′(ω)Dev
E (ω, a), (7.3.1)

wobei α durch die Clausius-Mosotti-Formel in Gl. (5.5.3), also durch

α′′(ω) = 4πR3
SensorIm

(

εr,S(ω) − 1

εr,S(ω) + 2

)

(7.3.2)

und die elektrische lokale Zustandsdichte für die evaneszenten Moden durch

Dev
E (ω, a) =

ω

2π2c2

∫ ∞

k0

dλ
λe−2γa

2γ

[

Im(r01
⊥ ) + Im(r01

‖ )
2λ2 − k2

0

k2
0

]

(7.3.3)

156



7.3. VERGLEICH MIT DEM DIPOLMODELL 157

gegeben sind, wobei ε1 die Permittivität der Probe darstellt und γ =
√

λ2 − k2
0 gilt.

Da das Dipolmoment im Dipolmodell nur an die elektrische lokale Zustands-
dichte DE koppelt, die im Nahfeld mit dem TM-Moden-Beitrag D‖ übereinstimmt,
kann das Dipolmodell den Wärmestrom zwischen dem Sensor und der Goldprobe
nicht völlig richtig beschreiben, da dieser — wie man anhand des Polder-van Hove-
Ergebnisses sehen kann — gerade durch die TE-Moden-Beiträge dominiert wird. Wie
man bereits in Abb. 5.8 sehen konnte, hat dieses Fehlen der TE-Moden-Beiträge zur
Konsequenz, dass die Werte für den Wärmestrom zwischen einer Goldkugel und
einer Goldprobe um bis zu drei Größenordnungen unterhalb der Werte liegen, die
man für den Wärmestrom zwischen einer Goldkugel und einer GaN-Probe erhal-
ten würde. Man erhält daher im Dipolmodell im Abstandsbereich von 1 − 1000 nm
einen sehr viel geringeren Wärmestrom für die Gold- als für die GaN-Probe. Die
experimentellen Daten zeigen dagegen genau den umgekehrten Trend. Selbst unter
Berücksichtigung nichtlokaler Effekte für die Gold-Probe erhält man nicht einmal
annähernd einen Wärmestrom, der mit den experimentellen Daten vereinbar ist.
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Abbildung 7.4: Strahlungswärmetransport zwischen einer Gold-
kugel bei TS = 300 K und einem GaN-Halbraum (Reststrahlen-
formel + Drude) bei TP = 100K für einen effektiven Radius
reff = 2, 8µm, wobei die Materialeigenschaften für die entspre-
chenden Temperaturen verwendet wurden. Außerdem sind die
experimentellen Daten für die GaN-Probe aus [88] eingetragen.

Für die GaN-Probe hingegen kann man erwarten, dass der Wärmestrom in-
nerhalb des Dipolmodells für a � RSensor richtige Werte liefert. Schließlich ist
der Nahfeldwärmetransport in diesem Fall durch die TM-Moden dominiert, die ja
im Dipolmodell berücksichtigt werden. Wählt man wieder einen effektiven Radius
reff = 2, 8µm, so kann man in Abb. 7.4 sehen, dass die numerischen Werte für den
Wärmestrom für sehr große Abstände zumindest von der Größenordnung her mit
den experimentellen Werten übereinstimmen, wobei für GaN wieder die Permitti-
vität aus Gl. (7.2.5) mit den entsprechenden Parametern für T = 100 K verwendet
wurde. Diese Übereinstimmung von Theorie und Experiment ist allerdings mit Vor-
sicht zu genießen, da in dem Bereich, in dem diese

”
Übereinstimmung“ herrscht, die
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experimentellen Daten stark verrauscht sind. Für kleine Abstände dagegen kann das
Dipolmodell aus mehreren Gründen nicht richtig sein: Erstens gilt die Dipolnäher-
ung für a � RSensor nicht mehr, zweitens müsste man für a � l die Probe und den
Sensor durch ein nichtlokales Modell beschreiben.

7.4 Phänomenologisches Sensormodell

Das Dipolmodell hat zwei offensichtliche Schwachstellen, die nun mithilfe eines phä-
nomenologischen Modells behoben werden sollen. Die erste Schwachstelle ist das
Fehlen des TE-Moden-Anteils im Wärmestrom und die zweite Schwachstelle ist das
fehlende Sättigungsverhalten für kleine Abstände. In diesem Abschnitt soll nun die
erste Schwachstelle — das Fehlen des TE-Moden-Beitrages — mit einem sehr ein-
fachen Modell behoben werden.

Die Polder-van Hove-Formel legt nahe, dass die TE-Moden und die TM-Moden
zu gleichen Teilen zum Wärmestrom beitragen. Betrachtet man zwei durch einen
Vakuumspalt voneinander getrennte Halbräume im Abstand a, so ist aufgrund der
vorangegangenen Diskussion klar, dass der Nahfeldwärmetransport proportional zur
lokalen Zustandsdichte D(ω, a) beider Halbräume sein muss. Man könnte auch sagen,
dass der Wärmestrom zwischen zwei Halbräumen proportional zur Energiedichte im
Abstand a oberhalb der jeweiligen Halbräume ist. Taucht nun ein Sensor in das Nah-
feld eines einzelnen Halbraumes ein, so muss auch das Signal für den Wärmestrom
proportional zur Energiedichte des Sensors und des Halbraumes sein. Ist der Sensor
klein, so kann man vermuten, dass für nicht allzu kleine Abstände der Wärmestrom
im wesentlichen proportional zur Energiedichte oberhalb des Halbraumes ist, d.h.

〈P 〉 ∝ 〈uev〉 = 〈uev
E 〉 + 〈uev

H 〉. (7.4.1)

Im Dipolmodell ist für den Wärmestrom im Nahfeld bereits sichergestellt, dass
der Wärmestrom im Großen und Ganzen proportional zu 〈uev

E 〉 ist. Allerdings kann
das Dipolmodell gerade die Ankopplung an das magnetische Feld nicht beschreiben,
das für den Wärmestrom zwischen Metallen wesentlich ist. Man beachte, dass dieser
Sachverhalt nichts mit echten magnetischen Momenten zu tun hat, da stets µ = µ0

gewählt wurde, sondern vielmehr mit Jouleschen Verlusten aufgrund induzierter
Kreisströme, die proportional zu 〈H2〉 sind. Um diese Kopplung an das Magnetfeld
herzustellen, wird daher an dieser Stelle ein effektives magnetisches Moment

meff = µeff(ω)µ0H (7.4.2)

eingeführt, das — genau wie das Dipolmoment im Dipolmodell — durch das fluk-
tuierende Feld H oberhalb der Probe im Sensor induziert wird und an dieses Feld
koppelt, wodurch es zu einer Energiedissipation

〈Pmag,Probe→Sensor〉 = 〈ṁeff(t) ·H(t)〉

=

∫

dω 2ωµ′′
eff(ω)〈uH(ω, a)〉

=

∫

dω 2ωµ′′
eff(ω)E(ω, TP)DH(ω, a)

(7.4.3)
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innerhalb des Sensors kommt. Mit der gleichen Argumentation wie für die Dipolan-
kopplung erhält man für den Gesamtwärmestrom zwischen Sensor und Probe auf-
grund dieser Kopplung an das Magnetfeld den Ausdruck

〈Pmag〉 =

∫

dω
[

E(ω, TS) − E(ω, TP)
]

2ωµ′′
eff(ω)DH(ω, a), (7.4.4)

wobei die magnetische lokale Zustandsdichte für die evaneszenten Moden durch

Dev
H (ω, a) =

ω

2π2c2

∫ ∞

k0

dλ
λe−2γa

2γ

[

Im(r01
‖ ) + Im(r01

⊥ )
2λ2 − k2

0

k2
0

]

(7.4.5)

gegeben ist.
Fügt man nun diesen Anteil zum elektrischen Beitrag des Dipolmodells aus Gl.

(5.5.11) hinzu, bekommt man für die evaneszenten Moden schließlich den Ausdruck

〈P ev
ges〉 =

∫

dω
[

E(ω, TS) − E(ω, TP)
]

(

2ωµ′′
eff(ω)DH(ω, a) + 2ωα′′(ω)DE(ω, a)

)

.

(7.4.6)
Dieser Ausdruck kann nicht weiter ausgewertet werden, solange µ′′

eff(ω) unbekannt
ist. Man beachte, dass in α′′(ω) und µ′′

eff(ω) jegliche Sensoreigenschaften einfließen,
d.h. in diesen Parametern stecken die optischen Eigenschaften sowie das Volumen
des Sensors. Für sich schwach ändernde 2ωα′′(ω) bzw. 2ωµ′′

eff(ω) gibt es jeweils ein
ω0, sodass man diese Größen aus dem Frequenzintegral herausnehmen und durch
einen festen unbekannten Parameter

α0,eff := 2ω0α
′′(ω0) bzw. µ0,eff := 2ω0µ

′′
eff(ω0) (7.4.7)

ersetzen kann. Mit diesen Parametern, die die Dimension Volumen pro Zeit bzw.
m3s−1 haben, kann man den Wärmestrom durch

〈P ev
ges〉 ≈

∫

dω
[

E(ω, TS) − E(ω, TP)
]

(

µ′′
0,effDH(ω, a) + α′′

0,effDE(ω, a)

)

(7.4.8)

approximieren. Für eine kalte Probe mit TP � TS kann man in erster Näherung
den Wärmestrom von der Probe zum Sensor vernachlässigen, weil dieser sehr viel
geringer ist als der Wärmestrom vom warmen Sensor zur Probe, sodass man

〈P ev
ges〉 ≈ µ0,eff

∫

dω E(ω, TS)DH(ω, a) + α0,eff

∫

dω E(ω, TS)DE(ω, a)

= µ0,eff〈uH(TS, a)〉 + α0,eff〈uE(TS, a)〉
(7.4.9)

erhält. Der Wärmestrom ist daher in erster Näherung in diesem Modell proportional
zum elektrischen und magnetischen Anteil der Energiedichte im Abstand a oberhalb
der Probe mit den Materialeigenschaften der Probe bei TP, wobei man allerdings die
Temperatur des Sensors TS in der Bose-Einstein-Funktion zu verwenden hat. Für den
Spezialfall µ0,eff = α0,eff stimmt dieser Ausdruck bis auf einen Proportionalitätsfaktor
mit der gesamten Energiedichte überein, sodass man für eine dielektrische Probe, bei
der das Nahfeld durch das elektrische Feld dominiert ist, per Konstruktion wieder
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160 KAPITEL 7. EIN PHÄNOMENOLOGISCHES SENSORMODELL

das Dipolmodell zurückbekommt. Um den Ausdruck für den Wärmestrom in Gl.
(7.4.9) nicht allzusehr einzuschränken, sollen µ0,eff und α0,eff als freie Fitparameter,
die in gewisser Weise die Sensoreigenschaften und das Sensorvolumen auf eine Zahl
reduzieren, zunächst unbestimmt bleiben, da diese Parameter entscheiden, ob der
Gesamtwärmestrom im Nahfeld eher durch die TE-Moden 〈uH〉 ≈ 〈u⊥〉 oder durch
die TM-Moden 〈uE〉 ≈ 〈u‖〉 dominiert wird. Allerdings sollte man beachten, dass die
gemachten Näherungen nur für TS � TP, RSensor � a und für a � 200 nm richtig
sein können. Die letzte Einschränkung ist eine Schlussfolgerung aus den numerischen
Daten in Abb. 5.9, mit deren Hilfe gezeigt wurde, dass die gemachten Näherungen
bei TS = 300 K nur für Abstände a � 200 nm eine gute Übereinstimmung mit den
ungenäherten Ausdrücken liefern.
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Abbildung 7.5: Strahlungswärmetransport zwischen einer Gold-
kugel bei TS = 300 K und einem GaN-Halbraum (Reststrahlen-
formel) bei TP = 100K, einem GaN-Halbraum (Reststrahlen-
formel + Drude) und dem Dipolmodell entsprechend Abb. 7.4,
wobei die Materialeigenschaften für die entsprechenden Tempe-
raturen verwendet wurden. Außerdem sind die experimentellen
Daten für die GaN-Probe aus [88] eingetragen.

In Abb. 7.5 findet man die numerischen Ergebnisse für das phänomenologische
Sensormodell aus Gl. (7.4.8) im Vergleich zu den experimentellen Daten und dem
Dipolmodell aufgetragen, wobei für das Dipolmodell diesmal ein effektiver Radius
von reff = 2, 6 · 10−6 m gewählt wurde (vgl. Abb. 7.4). Für das Sensormodell wurde
die GaN-Probe zum einen nur mithilfe der Reststrahlenformel mit den Parametern
bei T = 100 K beschrieben, wobei in diesem Fall

α0,eff = µ0,eff = 5 · 10−6 m3s−1 (7.4.10)

gesetzt wurde. Zum anderen wurde für das Sensormodell die GaN-Probe mithilfe
der Reststrahlenformel plus Drude-Term aus Gl. (7.2.4) mit den entsprechenden
Parametern bei T = 100 K beschrieben, wobei in diesem Fall

α0,eff = 1, 4 · 10−6 m3s−1 und µ0,eff = 5 · 10−6 m3s−1 (7.4.11)
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gewählt wurden. Man kann in Abb. 7.5 erwartungsgemäß eine sehr gute Überein-
stimmung der numerischen Ergebnisse für die verschiedenen Modelle sehen. Schließ-
lich reproduziert das Sensormodell das Dipolmodell in dem Bereich, in dem die
TM-Moden den Hauptbeitrag zum Nahfeldwärmetransport liefern, was für nicht-
metallische Proben der Fall ist.
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Abbildung 7.6: Strahlungswärmetransport zwischen einer Gold-
kugel bei TS = 300 K und einem Au-Halbraum (Drude-Modell)
bei TP = 100 K für das Sensormodell und das Dipolmodell, wo-
bei die Materialeigenschaften für die entsprechenden Tempera-
turen verwendet wurden. Außerdem sind die experimentellen
Daten für die Au-Probe aus [88] eingetragen.

Die numerischen Ergebnisse für den Wärmestrom zwischen einer Goldkugel bei
TS = 300 K und einer Goldprobe bei TP = 100 K für das Dipolmodell mit reff =
2, 6 · 10−6m und für das Sensormodell aus Gl. (7.4.8) mit

α0,eff = µ0,eff = 5 · 10−6 m3s−1 (7.4.12)

findet man in Abb. 7.6. Es wird in dieser Abbildung noch einmal deutlich, dass das
Dipolmodell für den Nahfeldwärmetransport zwischen einer Goldprobe und einer
Goldkugel um etliche Größenordnungen zu niedrige Werte liefert. Das Sensormo-
dell hingegen liefert mit den gleichen Parametern α0,eff und µ0,eff , die auch für die
GaN-Probe (Reststrahlenformel) verwendet wurden, Werte in der richtigen Größen-
ordnung. Außerdem stimmen diese Werte für Abstände größer als 10 nm sehr gut
mit den experimentellen Daten überein.

7.5 Die Korrelationslänge

Die zweite Schwachstelle des Dipolmodells ist das Fehlen des Sättigungsverhaltens
im Wärmestrom für sehr kleine Abstände. Wie bereits in Kapitel 6 diskutiert wur-
de, bekommt man innerhalb einer nichtlokalen Theorie für Metalle solch ein Sätti-
gungsverhalten. Es soll daher versucht werden, den Zusammenhang zwischen einer
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nichtlokalen Permittivität und diesem Sättigungsverhalten hier etwas klarer heraus-
zustellen und schließlich in das phänomenologische Sensormodell eine heuristische
Korrelationslänge einzuführen, die das Sättigungsverhalten bestimmt und als wei-
terer Parameter in das phänomenologische Sensormodell einfließt.

Für ein lokales und isotropes Medium kann man die Suszeptibilität in der Form

εαβ(r, r′, ω) = ε1(ω)δαβδ(r − r′) (7.5.1)

ausdrücken, sodass die allgemeine Integralbeziehung zwischen der dielektrischen Ver-
schiebung und dem elektrischen Feld in Gl. (6.1.4) im Fourier-Raum in die Gleichung

D(r, ω) = ε1(ω)E(r) (7.5.2)

übergeht. Dementsprechend kann man das Fluktuations-Dissipations-Theorem für
die Quellenströme in Gl. (1.1.10) auch in der allgemeineren Form

〈jα(r, ω)jβ(r′, ω′)〉 = 4πωE0(ω, T )Im(εαβ(r, r′, ω))δ(ω − ω′) (7.5.3)

ausdrücken. Die räumliche Korrelation der fluktuierenden Quellen ist daher durch
die räumliche Dispersion im Medium selbst bestimmt, d.h. der Abstand L = |r − r′|,
für den die Felder E(r′, ω) noch wesentlich zur dielektrischen Verschiebung am Ort r

beitragen, gibt eine Längenskala vor, auf der die fluktuierenden Quellenströme kor-
reliert sind. Daher soll diese Längenskala im weiteren als Korrelationslänge bezeich-
net werden. Da L für polare dielektrische Medien in der Größenordnung atomarer
Abstände im Dielektrikum liegt, kann man für die betrachteten makroskopischen
Längenskalen stets eine Deltakorrelation der Quellenströme voraussetzen und somit
eine lokale Beschreibung wählen. Für Metalle wurde in Kapitel 6 gezeigt, dass L im
Bereich der mittleren freien Weglänge des Elektrons liegt, d.h. dass man bereits bei
Abständen im Bereich dieser Längenskala nichtlokale Effekte berücksichtigen muss.

Es soll nun ein einfaches Modell eingeführt werden, das es ermöglicht, die Auswir-
kungen der Korrelationslänge L auf den Nahfeldwärmetransport zu berücksichtigen.
Dazu wird der Ansatz

εαβ(r, r′, ω) = ε0
[

δαβδ(r − r′) + χ1(ω)δαβf(r, r′)
]

(7.5.4)

gewählt, wobei χ1(ω) die lokale Suszeptibilität des Mediums und f(r, r′) eine heuri-
stische reellwertige Korrelationsfunktion ist, die im Moment nicht näher bestimmt
werden soll. Für ein isotropes Medium kann die Korrelationsfunktion nur noch eine
Funktion vom Abstand sein, sodass f(r, r′) = f(|r− r′|) gilt. Zusätzlich wird weiter
vorausgesetzt, dass die Korrelationsfunktion für Abstände |r − r′| � L gegen einen
konstanten Wert geht und für Abstände |r − r′| � L verschwindet, sodass stets

∫

V

d3r′f(r, r′) = 1 (7.5.5)

erfüllt ist. Damit bestimmt diese Funktion das Volumen, in dem das elektrische Feld
E(r′, ω) einen Beitrag zur dielektrischen Verschiebung D(r, ω) liefert. Außerdem
sollte die Korrelationsfunktion für L→ 0 gegen die Delta-Distribution konvergieren,
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d.h. es gilt in diesem Grenzfall f(|r− r′)| → δ(r − r′). Daher erhält man für ma-
kroskopisch vernachlässigbar kleine L die lokalen Ausdrücke und damit die lokalen
Ergebnisse zurück.

Aufgrund dieses Ansatzes ist klar, dass es sich hier um kein Modell handelt,
das es erlaubt, räumliche Dispersion vollständig zu berücksichtigen. Da mit dem
Ansatz in Gl. (7.5.4) im Prinzip die Delta-Distribution im lokalen Ausdruck für
die Permittivität durch eine

”
aufgeweichte“ Delta-Distribution ersetzt wurde — der

Korrelationsfunktion f(|r− r′|) —, kann dieser Ansatz lediglich dazu dienen auf-
zuzeigen, wie sich eine endliche räumliche Korrelation der Quellenströme auf der
Längenskala L auf den Nahfeldwärmetransport auswirkt. Setzt man den Ansatz aus
Gl. (7.5.4) in Gl. (7.5.3) ein, erhält man

〈jα(r, ω)jβ(r′, ω′)〉 = 4πωE0(ω, T )Im
(

χ1(ω)
)

f(|r− r′|)δαβδ(ω − ω′). (7.5.6)

Die räumliche Korrelation der Quellenströme wird also direkt durch die Funktion
f(|r− r′|) ausgedrückt, was die Namensgebung “Korrelationsfunktion” rechtfertigt.
Außerdem ist die Längenskala, auf der die Quellenströme korreliert sind, damit per
Konstruktion durch die Korrelationslänge L festgelegt. Wie bereits erwähnt, sollte
L für Dielektrika in der Größenordnung atomarer Abstände liegen und für Metalle
durch die mittlere freie Weglänge gegeben sein.

Mithilfe der eingeführten Korrelationsfunktion könnte man wieder im Modell der
Spiegelreflexion die entsprechenden Oberflächenimpedanzen aus Gl. (6.5.7) bzw. Gl.
(6.5.13) bestimmen, wobei aufgrund der gemachten Annahmen εr,t und εr,l überein-
stimmen, da im Prinzip mit dem Ansatz in Gl. (7.5.4) der Spezialfall fl = ft = f
gewählt wurde. Um die Ausdrücke für die Oberflächenimpedanzen bzw. Reflexions-
koeffizienten erheblich zu vereinfachen, soll eine weitere Annahme bzgl. der Korrela-
tionsfunktion gemacht werden. Diese Annahme besteht darin, dass die Korrelationen
senkrecht zur Oberfläche des Mediums stets als deltaförmig angesehen werden sol-
len, wohingegen die Korrelationen parallel zur Oberfläche auf der Längenskala L
wirksam sind, es gelte also

f(|r− r′|) ≡ f‖(|x− x′|)δ(z − z′) (7.5.7)

mit dem lateralen Vektor x = (x, y, 0)t. Diese Annahme scheint im Bereich der Ober-
fläche eines Materials eine gewisse Berechtigung zu haben, wird an dieser Stelle aber
eingeführt, um ohne große Rechnungen zu sehen, welchen Effekt die endliche Kor-
relation auf den Nahfeldwärmetransport hat. Aufgrund dieser Annahme hängt die
Permittivität im Fourier-Raum nicht von kz bzw. h1 ab, sodass man für die Ober-
flächenimpedanzen wieder die lokalen Ausdrücke mit χ1(ω)f(λ) statt χ1(ω) erhält,
wobei f(λ) die Fourier-Transformierte der Korrelationsfunktion f(|r− r′|) darstellt.
Deshalb bekommt man dank dieser Annahme ohne weitere Rechnung wieder die
Fresnelschen Reflexionskoeffizienten, wobei allerdings stets χ1(ω) durch χ1(ω)f(λ)
zu ersetzen ist, d.h.

rkor,‖ =
h0χ1(ω)f(λ) + h0 − hkor,1

h0χ1(ω)f(λ) + h0 + hkor,1
und rkor,⊥ =

h0 − hkor,1

h0 + hkor,1
(7.5.8)

mit hkor,1 =
√

k2
0χ1(ω)f(λ) + k2

0 − λ2.
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Benutzt man wieder die Näherungen für den Imaginärteil der Reflexionskoeffizi-
enten im stark evaneszenten Nahfeld mit λ� k0, so erhält man

Im(rkor,‖) ≈
2ε′′r1(ω)f(λ)

|χ1(ω)f(λ) + 2|2 und Im(rkor,⊥) ≈ ε′′r1(ω)f(λ)k2
0

4λ2
. (7.5.9)

Die Ausdrücke sind also zunächst einmal proportional zur Fourier-Transformierten
f(λ) der Korrelationsfunktion f(r− r′). Ist die Korrelationslänge verschwindend
klein, hat man f(r − r′) = δ(r − r′), sodass man in diesem Fall f(λ) = 1 bekommt,
und somit wieder die lokalen Ausdrücke. Für endliche L ist nun die Korrelationsfunk-
tion f(r − r′) auf Abständen |r− r′| < L von Null verschieden, sodass auch f(λ) im
Fourier-Raum bzgl. der lateralen Wellenzahl λ < L−1 beschränkt ist. Daher können
bei Berücksichtung einer Korrelation der Quellenströme im Wesentlichen nur late-
rale Wellenzahlen beitragen, die kleiner als die inverse Korrelationslänge sind. Das
hat für die Energiedichte oberhalb eines Halbraumes bzw. für den Nahfeldwärme-
transport die Konsequenz, dass die λ-Integrale für Abstände z < L bzw. a < L
keine neuen Beiträge liefern, sodass die Energiedichte bzw. der Nahfeldwärmetrans-
port für solche Abstände abstandsunabhängig werden. Die räumliche Korrelation der
Quellenströme führt also eine Art

”
Cutoff“ für die λ-Integrale ein, der bei λ ≈ L−1

liegt.
Man beachte jedoch, dass man für Metalle für die TM-Moden eine Resonanz

im Imaginärteil des Reflexionskoeffizienten eingeführt hat. Denn für Metalle ist der
Realteil der Permittivität im Drude-Modell negativ, sodass man für jedes ω eine
laterale Wellenzahl λ finden kann, sodass der Nenner für |ε′′r1(ω)| � 1 beliebig klein
werden kann, d.h. es gilt

|χ1(ω)f(λ) + 2| ≈ 0. (7.5.10)

Für das Plasma-Modell, in dem der Imaginärteil der Permittivität nicht berück-
sichtigt wird, erhielte man sogar einen Pol, sodass der TM-Moden-Anteil in diesem
Modell auf Werte für die Nahfeldenergiedichte bzw. den Nahfeldwärmetransport
führt, die weit größer sind als die Werte, die man im lokalen Modell erzielt. Diese
Resonanz bzw. dieser Pol ist aber unphysikalisch und eine Folge der starken Ver-
einfachungen, die in dem Ansatz gemacht wurden. Da dieses Problem aber nur für
die TM-Moden bei Metallen auftritt, die ja für gute Metalle einen unwesentlichen
Beitrag zur Nahfeldenergiedichte bzw. zum Nahfeldwärmestrom liefern, soll im Wei-
teren der Reflexionskoeffizient für die TM-Moden derart abgeändert werden, dass
die Ersetzung χ1(ω) → χ1(ω)f(λ) nur für den Zähler durchgeführt wird, sodass man
im stark evaneszenten Nahfeld die Ausdrücke

Im(rkor,‖) ≈
2ε′′r1(ω)f(λ)

|εr1(ω) + 1|2 und Im(rkor,⊥) ≈ ε′′r1(ω)f(λ)k2
0

4λ2
(7.5.11)

bekommt. Die endliche räumliche Korrelation der Quellenströme führt daher im
stark evaneszenten Nahfeld auf

Im(rkor) = Im(r)f(λ) (7.5.12)

für die TE- und die TM-Moden.

164



7.5. DIE KORRELATIONSLÄNGE 165

Betrachtet man nun die Polder-van Hove-Formel in Gl. (5.2.15), so sieht man,
dass stets Produkte Im(r10)Im(r20) auftauchen, da die Energiedichte beider be-
teiligter Halbräume (mit den Permittivitäten ε1(ω) bzw. ε2(ω)) zum Wärmestrom
beiträgt. Bei endlicher Korrelation der Quellenströme hatte man daher unter dem
λ-Integral stets das Produkt f1(λ, L1)f2(λ, L2) der Korrelationsfunktionen für die
beiden Medien mit den entsprechenden Halbräumen. Entsprechend müssen in ei-
ner Sensor-Probe-Geometrie auch die Korrelationen innerhalb des Sensors und der
Probe berücksichtigt werden, sodass auch hier das Produkt f1(λ, L1)f2(λ, L2) hin-
zugefügt werden muss. Für das phänomenologische Sensormodell in Gl. (7.4.8) bzw.
(7.4.9) erhält man daher bei Hinzunahme der heuristisch eingeführten Korrelation

〈P ev
ges〉 ≈ µ0,eff

∫

dω
[

E(ω, TS) − E(ω, TP)
]

DH(ω, a)

+ α0,eff

∫

dω
[

E(ω, TS) − E(ω, TP)
]

DE(ω, a)

(7.5.13)

mit

Dev
H (ω, a) =

ω

2π2c2

∫ ∞

k0

dλ
λe−2γa

2γ
f1(λ, L1)f2(λ, L2)

[

Im(r01
‖ ) + Im(r01

⊥ )
2λ2 − k2

0

k2
0

]

(7.5.14)
und

Dev
E (ω, a) =

ω

2π2c2

∫ ∞

k0

dλ
λe−2γa

2γ
f1(λ, L1)f2(λ, L2)

[

Im(r01
⊥ ) + Im(r01

‖ )
2λ2 − k2

0

k2
0

]

.

(7.5.15)
Um nun dieses Modell mit den experimentellen Daten vergleichen zu können,

soll für den Sensor und die Probe die gleiche Korrelationsfunktion gewählt werden,
d.h. man nimmt f1 = f2 ≡ f an, wobei hier die Wahl auf die Korrelationsfunktion

f‖(|x − x′|) :=
1

4πL2
e−

(x−x
′)2

4L2 (7.5.16)

fällt. Man hat daher eine Korrelation der Quellenströme auf einer Skala, die mit
der Korrelationslänge übereinstimmt, wobei die Korrelationsfunktion in dieser Form
auch der Idee einer

”
aufgeweichten“ Delta-Distribution entspricht und für L → 0

gegen δ(x − x′) konvergiert. Im Fourier-Raum bekommt man damit für die Korre-
lationsfunktion den Ausdruck

f(λ) = e−λ2L2

. (7.5.17)

Setzt man nun die Korrelationsfunktion aus Gl. (7.5.17) in die Gleichung (7.5.13)
für das Sensormodell ein, kann man den Wärmestrom zwischen einer Goldkugel
bei TS = 300 K und einem GaN-Halbraum bei TP = 100 K numerisch bestimmen.
Fittet man die theoretische Kurve an die experimentellen Daten, erhält man die
Korrelationslängen

L1 = LProbe = 0, 1 nm und L2 = LSensor = 12 nm. (7.5.18)

Die numerischen Ergebnisse für diese Korrelationslängen sind zusammen mit den
experimentellen Daten in Abb. 7.7 dargestellt. In dieser Abbildung wurde für die
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Permittivität der GaN-Probe die Reststrahlenformel mit dem Anteil der freien La-
dungsträger aus Gl. (7.2.5) verwendet, wobei zum einen die Materialparameter für
T = 100 K und zum anderen die Materialparameter für T = 300 K benutzt wurden.
Im ersten Fall wurde wieder

α0,eff = 1, 4 · 10−6 m3s−1 und µ0,eff = 5 · 10−6 m3s−1 (7.5.19)

gewählt und im zweiten Fall

α0,eff = µ0,eff = 5 · 10−6 m3s−1. (7.5.20)

Zusätzlich findet man den entsprechenden Plot der Werte für eine GaN-Probe, de-
ren Permittivität lediglich durch die Reststrahlenformel gegeben ist, wobei wieder
die Parameter aus Gl. (7.5.20) verwendet wurden. Zum Vergleich mit den vorhe-
rigen Abbildungen sind auch die Werte geplottet, die sich mit dem Dipolmodell
ergeben. In der Abb. 7.7 kann man für alle Modelle (bis auf das einfache Dipol-
modell) eine relativ gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten über den
gesamten Abstandsbereich erkennen. Es sieht daher so aus, als ob das phänomeno-
logische Sensormodell aus Gl. (7.5.13) mit der Korrelationsfunktion aus Gl. (7.5.17)
die Messdaten qualitativ und quantitativ gut beschreiben kann. Außerdem sind die
Korrelationslängen von der Größenordnung, in der man sie auch erwarten würde,
denn LProbe liegt in der Größenordnung atomarer Abstände und LSensor liegt in der
Größenordnung der mittleren freien Weglänge, die für Gold bei Zimmertemperatur
ca. 42 nm beträgt.

Für die Goldprobe findet man in Abb. 7.8 einen Plot der numerischen Werte für
das Sensormodell mit

L1 = LProbe = L2 = LSensor = 12 nm (7.5.21)

und den Parametern
α0,eff = µ0,eff = 5 · 10−6 m3s−1. (7.5.22)

Auch hier findet man eine relativ gute qualitative und quantitative Übereinstimmung
der Sensormodellwerte mit den experimentellen Ergebnissen über den gesamten Ab-
standsbereich. Zum Vergleich sind die Werte für das Sensormodell ohne Korrelati-
on bzw. mit der Korrelationslänge L = 0 abgebildet. Man beachte aber, dass die
Korrelationslänge für die Probe LProbe im Prinzip etwas größer sein müsste als die
Korrelationslänge des Sensors, da die mittlere freie Weglänge in Gold für T = 100 K
größer als bei Raumtemperatur ist.

Da das phänomenologische Sensormodell in Gl. (7.5.13) die experimentellen Da-
ten für beide Proben gut beschreiben kann, kann man hoffen, dass dieses Modell
auch für die Daten zukünftiger Messungen eine gute Beschreibung liefert. Man be-
achte, dass man bei Vernachlässigung des Leitfähigkeitsterms für die GaN-Probe die
gleichen Parameterwerte α0,eff = µ0,eff wählen kann wie für die Au-Probe, sodass in
diesem Fall der Wärmestrom direkt proportional zur Nahfeldenergiedichte oberhalb
der Probe ist, wobei man in der Bose-Einstein-Funktion die Temperatur des Sensors
einzusetzen hat. Allerdings sollte man berücksichtigen, dass das hier vorgestellte
Sensormodell nur eine phänomenologische Beschreibung liefert, die das Saturieren
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Abbildung 7.7: Strahlungswärmetransport zwischen einer Gold-
kugel bei TS = 300 K und einem GaN-Halbraum (Reststrahlen-
formel + Drude) bei TP = 100 K mit den Materialparametern
bei 100 K und 300 K. Zusätzlich sind die Werte für einen GaN-
Halbraum (Reststrahlenformel) mit den Materialparametern
bei 100 K und das Dipolmodell entsprechend Abb. 7.4 aufgetra-
gen. Für die Korrelationslängen wurden L1 = LProbe = 0, 1 nm
und L2 = LSensor = 12 nm gewählt. Außerdem sind die experi-
mentellen Daten für die GaN-Probe aus [88] eingetragen.

des Wärmestroms mithilfe eines heuristisch motivierten
”
Cutoffs“ im λ-Integral her-

stellt. Dementsprechend sollte die Aussagekraft dieses Modells nicht überbewertet
werden. Vielmehr ist es notwendig, ein theoretisch gut fundiertes Modell für den
Wärmestrom in der Sensor-Probe-Geometrie zu erarbeiten, das die Geometrie und
die räumliche Dispersion ausreichend berücksichtigt.

7.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass die experimentellen Daten [88] für den Wärme-
strom in einem Rasterwärmemikroskop nicht mithilfe des Polder-van Hove-Ergeb-
nisses beschreibbar sind, wobei zwar die Messwerte für die Goldprobe qualitativ
recht gut beschrieben werden, die entsprechenden Werte für die GaN-Probe dage-
gen überhaupt nicht beschrieben werden können. Trotzdem ist die Aussage, dass das
Polder-van Hove-Modell die Messwerte überhaupt nicht wiedergeben kann, nur mit
Einschränkungen richtig, da es noch Unsicherheiten bzgl. der Materialparameter der
verwendeten Materialien gibt, die die Werte für den Nahfeldwärmetransport stark
beeinflussen.

Da die Sensor-Probe-Geometrie in dem experimentellen Aufbau des Rasterwär-
memikroskopes dennoch stark von der Geometrie zweier sich gegenüberstehender
Halbräume abweicht, liegt die Vermutung nahe, dass gerade diese veränderte Geo-
metrie die Ursache für die Abweichung der theoretischen Ergebnisse von den experi-
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Abbildung 7.8: Strahlungswärmetransport zwischen einer Gold-
kugel bei TS = 300 K und einem Au-Halbraum bei TP = 100 K
mit den Materialparametern bei 100 K, wobei die Korrela-
tionslängen LProbe = LSensor = 0 nm bzw. LProbe = LSensor =
12 nm gewählt wurden. Außerdem sind die experimentellen Da-
ten für die Au-Probe aus [88] eingetragen.

mentellen Daten ist. Daher wurden die experimentellen Daten mit dem Dipolmodell
verglichen. Es hat sich gezeigt, dass nur der Wärmestrom für die GaN-Probe für
große Abstände halbwegs gut beschrieben wird, wohingegen der Wärmestrom für
die Goldprobe um einige Größenordnungen unter dem Wärmestrom der GaN-Probe
und den experimentellen Werten liegt. Diese starke Abweichung kann darauf zurück-
geführt werden, dass das Dipolmodell nur den elektrischen Anteil der Energiedichte
berücksichtigt, der Wärmestrom zwischen zwei Metallen aber gerade durch den ma-
gnetischen Anteil bzw. durch die TE-Moden dominiert ist. Das zweite Problem ist die
Tatsache, dass der experimentell gemessene Wärmestrom für sehr kleine Abstände
gegen einen konstanten Wert konvergiert bzw. saturiert, wohingegen das Dipolmodell
ein klares a−3-Potenzgesetz für den Wärmestrom liefert.

Um diese beiden Probleme zu lösen, wurde zunächst ein phänomenologisches
Sensormodell aufgestellt. Bei diesem wird ein effektives magnetisches Dipolmoment
eingeführt, das es erlaubt, das Dipolmodell durch einen weiteren Beitrag zu ergänzen,
der die TE-Moden bzw. die magnetische Energiedichte berücksichtigt. Dieses Modell
ist in der Lage, die experimentellen Daten für beide Proben für große Abstände zu
beschreiben. Um nun noch das Saturieren des Wärmestromes zu berücksichtigen,
müsste man ein genuin nichtlokales Modell für die gegebene Geometrie aufstellen,
was sehr kompliziert, wenn nicht gar unmöglich ist. Daher wurde eine heuristische
Korrelationslänge L eingeführt, die die räumliche Korrelation der fluktuierenden
Quellen beschreibt und auf einen

”
Cutoff“ im λ-Integral des Sensormodells führt.

Das so abgeänderte Sensormodell ist in der Lage, für realistische Korrelationslängen
L die experimentellen Daten für beide Proben im gesamten Abstandsbereich relativ
gut zu beschreiben.

Trotzdem bedarf es einerseits weiterer Experimente mit gut charakterisierten
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Proben und Sensoren, die die verschiedenen Modelle entweder bestätigen oder fal-
sifizieren können. Andererseits ist es notwendig, ein theoretisch besser fundiertes
Sensormodell aufzustellen, das auch die räumliche Dispersion ausreichend berück-
sichtigt. Der Wert des hier vorgestellten Sensormodells liegt gerade darin, dass es
aufzeigt, dass erstens der magnetische und elektrische Anteil zum Wärmestrom zwi-
schen dem Sensor und der Probe beitragen. Zweitens weist die heuristisch motivierte
Korrelationslänge und Korrelationsfunktion darauf hin, dass nichtlokale Effekte zu
berücksichtigen sind, die letztlich zu einem Saturieren des Wärmestromes beitragen.
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In den letzten Jahren wurden die experimentellen Apparaturen zur Messung des
Casimir-Effektes [108] enorm verbessert [109, 110, 111], sodass es sogar möglich
scheint, die thermische Korrektur zur Casimir-Kraft zwischen Metallen experimen-
tell zu überprüfen [112, 113]. Diese thermische Korrektur wurde bereits von Lif-
shitz [114] für beliebige Dielektrika angegeben und von Mehra [115] und Brown und
Maclay [116] für ideale Metalle bestimmt. Schwinger, DeRaad und Milton [117] leite-
ten das Lifshitz-Ergebnis im Jahr 1978 erneut ab und bestätigten die entsprechenden
thermischen Korrekturen für Dielektrika und ideale Metalle.

Angelehnt an die neuen experimentellen Ergebnisse gibt es seit einigen Jahren
eine rege Diskussion über den thermischen Beitrag zur Casimir-Kraft, wobei in der
Literatur verschiedene Ansätze mit verschiedenen Temperaturkorrekturen gemacht
wurden. So benutzten Boström und Sernelius [118] die Lifshitz-Formel in Kombina-
tion mit dem Drude-Modell und stellten fest, dass der n = 0-Term für die TE-Moden
keinen Beitrag zur Casimir-Kraft liefert. Innerhalb dieses Ansatzes gibt es einerseits
keinen stetigen Übergang zum idealen Metall [101, 119, 120, 121, 122] und anderer-
seits stehen die vorhergesagten Temperaturkorrekturen scheinbar mit dem Experi-
ment von Lamoreaux [111] im Widerspruch. Daher wurden weitere Ansätze gesucht,
um diese beiden

”
Makel“ zu beseitigen. Die Gruppe um Bordag et al. [123] benutzte

die Lifshitz-Formel in Kombination mit dem Plasma-Modell. Sie fand heraus, dass
innerhalb dieses Modells der n = 0-Term für die TE-Moden zur thermischen Kor-
rektur einen Beitrag liefert, der selbst relativ gut mit der thermischen Korrektur
für das ideale Metall übereinstimmt. Als dritte Gruppe etablierten Svetovoy und
Lokhanin [124, 125] einen Ansatz, der für den n = 0-Term der TE- und TM-Moden
die sogenannte SDM-Behandlung (Schwinger-DeRaad-Milton) vorsieht, bei der zu-
erst der Grenzfall ε → ∞ durchgeführt und dann ω = 0 gesetzt wird. Innerhalb
dieses Ansatzes ist sichergestellt, dass es einen stetigen Übergang zwischen realem
und idealem Metall gibt.

Um zu entscheiden, welcher dieser Ansätze nun physikalisch sinnvoll ist, wurde
der Nernstsche Satz zu Rate gezogen, d.h. es wurde geprüft, ob die jeweiligen Ansätze
auf eine Entropie führen, die für T → 0 gegen Null geht. Es wurde gezeigt [85], dass
das Drude-Modell in Kombination mit der Lifshitz-Formel auf eine Verletzung des
Nernstschen Theorems führt, sobald die inverse Relaxationszeit gegen den Grenzwert
ωτ (T ) → 0 für T → 0 geht, wohingegen das Nernstsche Theorem auch im Drude-
Modell gilt, sofern ωτ 6= 0 für alle T [101, 119]. Dieses prinzipielle Problem sollte
mithilfe der Leontovich-Randbedingungen [126] gelöst werden [84, 86, 98]. Dieser
Ansatz ist aber eine sehr vereinfachende Beschreibung, die die räumliche Dispersi-
on nicht berücksichtigt und eine korrekte Beschreibung nur für die propagierenden
Moden für sehr gute Leiter liefert. Trotz dieser Defizite kann die durch diesen An-
satz gegebene thermische Korrektur die Daten neuerer Messungen [112, 113, 127]
dem Anschein nach gut beschreiben. Allerdings wurde die Vermutung geäußert, dass
die durchgeführten Experimente noch nicht genau genug sein könnten, um wirklich
Schlüsse über die thermische Korrektur treffen [128] zu können. Eine Berücksichti-
gung der räumlichen Dispersion [129, 130] hingegen führt auf ein gänzlich anderes
Ergebnis, wobei das Nernstsche Theorem zwar erfüllt ist, aber eine formal negative
Entropie auftritt [120].

Neben der Diskussion über das Nernstsche Theorem gab es zusätzlich eine Kon-
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troverse darüber, ob der n = 0-Term in der Lifshitz-Formel für die TE-Moden einen
Beitrag zur thermischen Korrektur bei realen Metallen liefert oder nicht [101, 119,
120, 121, 122]. Dabei liefert das Plasma-Modell stets einen n = 0-Term ungleich Null
für die TE-Moden, da der entsprechende Reflexionskoeffizient für unendlich große
Plasmafrequenzen ωp → ∞ gegen Eins geht, wohingegen für das Drude-Modell der
n = 0-Term für die TE-Moden für alle ωτ 6= 0 stets Null ist [124, 125]. Daher kann
es keinen stetigen Übergang vom Drude- zum Plasma-Modell geben, indem man die
Grenzfälle ωτ → 0 und ωp → ∞ ausführt. Solch ein stetiger Übergang wäre nur
möglich, wenn man a priori für den n = 0-Term für die TE-Moden einen Refle-
xionskoeffizienten von Eins verwenden würde [131]. Ein wenig Licht in das Dunkel
brachte schließlich die Arbeit von Svetovoy und Esquivel [132], in der gezeigt wurde,
dass die Unstetigkeit beim Übergang vom Drude-Metall zum idealen Metall direkt
mit den evaneszenten TE-Moden verknüpft ist.

Das Ziel dieses letzten Teils meiner Dissertation ist es daher, den Übergang
von einem Drude-Material zum idealen Metall genauer zu untersuchen, wobei die
Methode der Wick-Rotation angewendet wird, um die Beiträge der propagierenden
und evaneszenten Moden mit den entsprechenden Summanden der Lifshitz-Formel
zu identifizieren. Besonderes Augenmerk wird dabei auf den klassischen Beitrag bzw.
den n = 0-Term der Lifshitz-Formel gelegt. Diese Untersuchung habe ich in enger
Zusammenarbeit mit Oliver Huth durchgeführt, der diese Problematik detailliert in
seiner Diplomarbeit studiert. Daher sollte der an dieser Problematik interessierte
Leser auch die Diplomarbeit von Oliver Huth [4] zu Rate ziehen.
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Kapitel 8

Die Lifshitz-Formel

In diesem Kapitel werden die Kräfte zwischen zwei dielektrischen Halbräumen im
Rahmen der fluktuierenden Elektrodynamik bestimmt. Dazu wird im ersten Ab-
schnitt ähnlich wie bei der Ableitung des Poynting-Vektors, d.h. der Polder-van
Hove-Formel, der Spannungstensor berechnet. Es wird gezeigt, dass man für den
Fall, dass die Temperaturen beider Halbräume gleich sind und damit eine globale
Gleichgewichtssituation vorliegt, die berühmte Lifshitz-Formel [114] für die Casimir-
und van der Waals-Kräfte erhält. Die Ableitung der entsprechenden Formel für die
Kräfte in einer Nicht-Gleichgewichtssituation ist mithilfe der gegebenen Relationen
ebenso möglich. Der richtige Ausdruck für diesen Fall wurde erst 1998 von Doro-
feyev [133] abgeleitet und wird hier nicht explizit angegeben, da im Weiteren nur
der Fall des globalen Gleichgewichts betrachtet wird. Neben der Integralformel für
die Casimir- und van der Waals-Kräfte wird ebenso die Summenformel — die so-
genannte Lifshitz-Formel — angegeben, die man mithilfe der Wick-Rotation bzgl.
der Wellenzahl und der Frequenz aus der Integralformel ableiten kann [114]. Da
solche Wick-Rotationen im zweiten Abschnitt im Detail studiert werden, wird die
allgemeine Ableitung der Lifshitz-Formel an dieser Stelle weggelassen.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird schließlich das ideale Metall betrachtet
und es wird gezeigt, dass sowohl der Integralausdruck als auch die Lifshitz-Formel
auf die gleichen Grenzwerte im Hoch- und Tieftemperaturlimes [114, 115, 116, 117]
führen, also in jeglicher Hinsicht äquivalent sind. Dabei wird anhand der Rech-
nungen klar, dass die analytische und numerische Auswertung der Integralformel
im Allgemeinen schwierig ist, da der Integrand im Frequenzbereich stark oszilliert.
Die Auswertung der Summenformel hingegen ist einfacher. Allerdings hat sie den
Nachteil, dass man die Beiträge der propagierenden und der evaneszenten Moden
nicht mehr identifizieren kann.

8.1 Ableitung der Lifshitz-Formel

In diesem Abschnitt soll die Kraft bestimmt werden, die zwischen zwei dielektri-
schen Halbräumen wirkt, die selbst wieder durch einen Vakuumspalt im Abstand
a voneinander getrennt sind. Dabei wird zunächst davon ausgegangen, dass beide
Halbräume verschiedene Temperaturen haben, wobei wie zuvor ein lokales thermo-
dynamisches Gleichgewicht innerhalb der jeweiligen Halbräume angenommen wird.
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Man steht daher vor einem ähnlichen Problem wie bei der Bestimmung des Strah-
lungswärmetransportes — der Polder-van Hove-Formel — innerhalb der gleichen
geometrischen Anordnung, nur dass diesmal nicht der Poynting-Vektor, sondern der
Spannungstensor die gesuchte physikalische Größe ist.

Man nimmt also wieder an, dass der Halbraum bei z < 0 mit der Permitti-
vität ε1 eine Temperatur T1 hat, sodass die fluktuierenden Quellen innerhalb dieses
Halbraumes ein fluktuierendes elektromagnetisches Feld erzeugen, das bis in den ge-
genüberliegenden Halbraum bei z > a mit der Permittivität ε3 und der Temperatur
T3 dringen kann. Die Kraft pro Fläche bzw. der Druck, der durch diese Felder auf
den Halbraum bei z > a verursacht wird, ist durch den Spannungstensor an der
Oberfläche dieses Halbraumes bei z = a gegeben. Da der Normaleneinheitsvektor
auf dieser Oberfläche in negativer z-Richtung orientiert und die gesuchte Kraftkom-
ponente die z-Komponente ist, ist der Druck in Zylinderkoordinaten durch

P 13 = −〈Tzz(z = a)〉
= −ε0

2

(

〈E2
z 〉 − 〈E2

r 〉 − 〈E2
ϕ〉

)

− µ0

2

(

〈H2
z 〉 − 〈H2

r 〉 − 〈H2
ϕ〉

) (8.1.1)

gegeben. Wobei hier die Felder einzusetzen sind, die durch die Quellenströme im
Halbraum 1 erzeugt werden, d.h. es müssen letztendlich die Korrelationsfunktionen
des elektrischen Feldes

〈EαEβ〉 =

∫ ∞

0

dω E0(ω, T1)
ωε′′(ω)

π
(µ2

0ω
2)

∫

d3r′
(

� E
21

� E
21

†
)

αβ

+ c.c. (8.1.2)

und des magnetischen Feldes

〈HαHβ〉 =

∫ ∞

0

dω E0(ω, T1)
ωε′′(ω)

π
(µ2

0ω
2)

∫

d3r′
(

� H
21

� H
21

†
)

αβ

+ c.c. (8.1.3)

innerhalb des Vakuumspaltes, d.h. es gilt ε2 = ε0, bestimmt werden. Man beachte,
dass aufgrund dieser Definition ein negativer Druck die Halbräume zusammenpresst,
also attraktiv ist, wohingegen ein positiver Druck die Halbräume auseinanderdrückt
und damit repulsiv ist. Die Greenschen Funktionen für den Bereich 0 < z < a sind in
der gegeben Geometrie bereits bestimmt und in den Gln. (5.2.4) angegeben worden.
Sie haben die Gestalt

� E
21(r, r

′) =
i

4π

∫ ∞

0

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

(

TTEM±nλ(h2)

+RTEM±nλ(−h2)
)

⊗ M′
±nλ(−h1)+ ‖

}

, (8.1.4)

� H
21(r, r

′) =
k2

4πωµ0

∫ ∞

0

dλ

∞
∑

n=0

(2 − δn,0)

λh1

{

(

TTEN±nλ(h2)

+RTEN±nλ(−h2)
)

⊗ M′
±nλ(−h1)+ ‖

}

. (8.1.5)

Die Transmissionskoeffizienten wurden für die gegebene Geometrie ebenfalls bereits
bestimmt und haben für die TE-Moden die Form (vgl. Gl. (5.2.5))

TTE =
2t21⊥
N⊥

und RTE = r23
⊥ e2ih2aTTE, (8.1.6)
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wobei

t21⊥ :=
h1

h2 + h1

, und N⊥ := 1 − r23
⊥ r

21
⊥ e2ih2a (8.1.7)

gelten. Für die TM-Moden gelten ähnliche Beziehungen.

8.1.1 Die Korrelationsfunktion des elektrischen Feldes

Um nun zunächst die elektrische Korrelationsfunktion in Gl. (8.1.2) zu bestimmen,
wird das Integral über das Quellenvolumen bestimmt und es ergibt sich mit den
Orthogonalitätsrelationen in Gl. (1.4.12) der Ausdruck

∫

z′<0

d3r′
� E

21

� E
21

†
=

1

(4π)2

π

2

∫

dλ
∞

∑

n=0

(2 − δn,0)
2(1 + δn,0)

|h1|2h′′1λ

{

|TTE|2M(h2) ⊗ M(h2) + |RTE|2M(−h2) ⊗ M(−h2)

+ 2Re
[

TTERTEM(h2) ⊗ M(−h2)
]

}

+ ‖ .

(8.1.8)

Hierbei wurden die Indizes an den Vektorwellenfunktionen der Übersichtlichkeit we-
gen weggelassen. Die Abkürzung ‖ symbolisiert wieder die entsprechenden Terme
für die TM-Moden.

Aufgrund der Translationssymmetrie senkrecht zur z-Achse kann der Spannungs-
tensor nicht von der Wahl des Beobachtungspunktes innerhalb solch einer Ebene
abhängen. Wählt man daher wieder r = 0, so kann man die gegebenen Ausdrücke
sehr stark vereinfachen, da man

[

M(h2) ⊗ M(h2)
]

rr
=

[

M(h2) ⊗ M(h2)
]

ϕϕ
=
λ2

4
δn,1e

−2h′′
2 z (8.1.9)

und
[

M(h2) ⊗ M(h2)
]

zz
= 0 (8.1.10)

erhält. Ähnliche Relationen bekommt man für die entsprechenden Ausdrücke mit
±h2 im Argument. Daher gelten zunächst die Beziehungen

〈E2
r 〉 = 〈E2

ϕ〉 und 〈E2
z 〉 = 0, (8.1.11)

sodass man für die Bestimmung des elektrischen Anteils des Spannungstensors aus
Gl. (8.1.1) nur 〈E2

r 〉 berechnen muss. Schließlich gilt für diesen mit Gl. (8.1.11)

〈TE
zz〉 = −ε0

2

(

〈E2
z 〉 − 〈E2

r 〉 − 〈E2
ϕ〉

)

= ε0〈E2
r 〉. (8.1.12)

Es genügt daher vollkommen, die rr-Komponente der Korrelationsfunktion zu ken-
nen, um den elektrischen Anteil des Spannungstensors angeben zu können. Man
bekommt bei r = 0 für das Integral über das Quellenvolumen

∫

z′<0

d3r′
(

� E
21

� E
21

†
)

rr

=
1

32π

∫

dλ
λ

|h1|2h′′1

{

|TTE|2e−2h′′
2 z + |RTE|2e2h′′

2 z

+ 2Re
[

TTERTEe2ih′
2z

]

}

+ ‖ .
(8.1.13)
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Mit der Relation

ε′′1 = 2ε0
h′1h

′′
1

k2
0

(8.1.14)

kann man somit den elektrischen Anteil des Spannungstensors mithilfe von Gl.
(8.1.2) und Gl. (8.1.13) sofort bestimmen und es ergibt sich

〈TE
zz(z = a)〉 =

1

π2

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T1)

ω

∫

dλ
h′1λ

|h1|2
{
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8
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2 a
)

+
k2

0

4
Re

[

TTERTEe2ih′
2a

]

}

+ ‖ .

(8.1.15)

8.1.2 Die Korrelationsfunktion des magnetischen Feldes

Die Berechnung des magnetischen Anteils wird nun auf die gleiche Weise durch-
geführt. Bestimmt man zuerst das Integral über das Quellenvolumen, so erhält man
diesmal mit den Gln. (1.4.12)

∫

z′<0

d3r′
� H

21

� H
21

†
=

|k2|2
(4π)2ω2µ0

π

2

∫

dλ
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]

}

+ ‖ .

(8.1.16)

Aufgrund der Translationssymmetrie kann nun wieder der spezielle Beobach-
tungspunkt r = 0 gewählt werden, sodass man für die entsprechenden Komponenten
der Vektorwellenfunktionen Ausdrücke der Art

[

N(h2) ⊗ N(h2)
]

rr
=

[

N(h2) ⊗ N(h2)
]

ϕϕ
=

|h2|2
|k2|2

λ2

4
δn,1e

−2h′′
2 z (8.1.17)

und
[

N(h2) ⊗ N(h2)
]

zz
=

λ4

|k2|2
δn,0e

−2h′′
2 z (8.1.18)

erhält. Für die Korrelationsfunktionen des magnetischen Feldes gilt daher

〈H2
r 〉 = 〈H2

ϕ〉, (8.1.19)

sodass man den magnetischen Anteil des Spannungstensors durch

〈TH
zz〉 = −µ0

2

(

〈H2
z 〉 − 〈H2

r 〉 − 〈H2
ϕ〉

)

= −µ0

(

1

2
〈H2

z 〉 − 〈H2
r 〉

)

(8.1.20)

angeben kann. Diesmal muss man also die rr- und die zz-Komponente der Korre-
lationsfunktion des magnetischen Feldes kennen, um den magnetischen Anteil des

178



8.1. ABLEITUNG DER LIFSHITZ-FORMEL 179

Spannungstensors angeben zu können. Daher betrachtet man die entsprechenden
Integrale über das Quellenvolumen bei r = 0 und erhält

∫
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(8.1.22)

Somit kann man den magnetischen Anteil des Spannungstensors an der Stelle z = a
auswerten und bekommt

〈TH
zz(z = a)〉 = − 1

π2
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dω
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(8.1.23)

8.1.3 Die Lifshitz-Formel

Man kann nun die Kraft pro Fläche auf den Halbraum bei z > a bestimmen, in-
dem man in Gl. (8.1.1) die beiden Ergebnisse für den elektrischen Anteil und den
magnetischen Anteil aus den Gln. (8.1.15) und (8.1.23) einsetzt. Es ergibt sich dann
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(8.1.24)

Setzt man nun noch die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten aus Gl. (8.1.6)
ein, erhält man
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(8.1.25)

Man beachte nun, dass es sich wieder in natürlicher Weise anbietet, die propa-
gierenden und evaneszenten Terme zu trennen, denn es gelten

k2
0 − λ2 + |h2|2 =

{

2(k2
0 − λ2), λ < k0

0, λ > k0

(8.1.26)
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und

k2
0 − λ2 − |h2|2 =

{

0, λ < k0

2(k2
0 − λ2), λ > k0

. (8.1.27)

Wendet man noch zusätzlich die bereits mehrfach verwendete Relation

h′1
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(8.1.28)

an, bekommt man schließlich
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(8.1.29)

Anhand dieser Formel kann man leicht sehen, dass P 13 nicht symmetrisch bei Ver-
tauschung der Indizes ist, sodass die Kraft P 31 auf den ersten Halbraum bei z < 0
durch die fluktuierenden Felder, die im zweiten Halbraum bei z > a erzeugt werden,
nicht exakt mit P 13 übereinstimmt. Dennoch kann man aufgrund der Symmetrie im
betrachteten System diese Kraft P 31 durch Vertauschen der Indizes in P 13 erhalten,
wobei diesmal das Vorzeichen nicht umgedreht werden muss. Das liegt daran, dass
die Kräfte P 13 und P 31, die die beiden Halbräume beispielsweise zusammendrücken,
zwar ein umgekehrtes Vorzeichen haben, weil P 13 den zweiten Halbraum in diesem
Fall nach

”
links“ und P 31 den ersten Halbraum nach

”
rechts“ zieht, aber trotzdem

beide Kräfte additiv gewertet werden. Im Gegensatz zum Nahfeldwärmetransport
werden hier daher nicht Differenzen von Poynting-Vektoren, sondern Summen von
Spannungstensoren betrachtet. Somit ist klar, dass die Kraft im Gegensatz zum Nah-
feldwärmetransport einen Vakuumanteil enthält. Vertauscht man nun die Indizes in
Gl. (8.1.29), erhält man die Kraft
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}

+ ‖ .
(8.1.30)

Dabei bleibt der Nenner |N |2 stets unverändert, da dieser invariant bei Vertauschung
der Indizes ist. Im Prinzip hat man damit die Kraft zwischen zwei Halbräumen mit
verschiedener Temperatur innerhalb der Rytovschen Theorie bestimmt, wobei diese
Kraft pro Fläche bzw. der Druck durch

P = P 31 + P 13 (8.1.31)

gegeben ist. Eine entsprechende Rechnung für die Kraft zwischen zwei Halbräumen
mit verschiedener Temperatur wurde von Dorofeyev [133] erst im Jahre 1998, also
42 Jahre nach der berühmten Lifshitz-Rechnung, mithilfe der Rytovschen Theorie
ausgeführt.
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Abbildung 8.1: Skizze des Integrationsweges für die Lifshitz-
Integral-Formel.

Geht man nun von einer Gleichgewichtssituation mit T1 = T3 = T aus, so sollte
man das von Lifshitz bereits 1956 [114] abgeleitete Ergebnis erhalten. Setzt man
daher beide Temperaturen gleich, so bekommt man
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(8.1.32)

Um dieses Ergebnis mit dem Lifshitz-Ergebnis vergleichen zu können, müssen noch
einige Umformungen durchgeführt werden. Dazu werden zuerst die Integrationsva-
riablen p :=

√

k2
0 − λ2 für die propagierenden und γ :=

√

λ2 − k2
0 für die evaneszen-

ten Moden eingeführt. Damit erhält man zunächst
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1

π2

∫ ∞

0

dω
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+ ‖ .
(8.1.33)

Berücksichtigt man nun noch die beiden Beziehungen

1 − |r21|2|r23|2
|N |2 =

r21r23e2ipa

N
+ c.c. + 1 (8.1.34)

Im(r21r23)e−2γa

N
=

1

2i

r21r23e−2γa

N
+ c.c., (8.1.35)

181



182 KAPITEL 8. DIE LIFSHITZ-FORMEL

so kann man die Kraft im Gleichgewichtsfall relativ kompakt durch die Formel

P =
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π2
Re

∫
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ω

∫
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dp p2 r
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⊥ r
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+
1
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∫

dω
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ω

∫ k0

0

dp p2

(8.1.36)

angeben, wobei der Integrationsweg (C1 +C2) bzgl. der Variablen p in Abb. 8.1 dar-
gestellt ist. Der letzte Term in diesem Ausdruck ist ein rein abstandsunabhängiger
Term, der von den propagierenden Moden stammt und einen unendlichen Beitrag
zum Druck P für T = 0 liefert. Diesen Term würde man nicht erhalten, wenn man
von vornherein Platten endlicher Dicke statt unendlich ausgedehnter Halbräume be-
trachtet hätte, denn dann würde sich dieser Beitrag mit dem Druck auf die Platten
von außen aufheben [134, 135]. Um hier dennoch insgesamt einen endlichen Ausdruck
zu erhalten, wird eine Renormierung durchgeführt, die äquivalent zu der Renormie-
rungsprozedur in Gl. (1.9.8) ist. Die renormierte Kraft pro Fläche wird durch [114]

Pren(a) := P (a) − lim
a→∞

P (a) (8.1.37)

definiert, sodass man im globalen Gleichgewicht

Pren =
1

π2
Re

∫

dω
E0(ω, T )

ω

∫

C1+C2

dp p2 r
21
⊥ r

23
⊥ e2ipa

N⊥
+ ‖ (8.1.38)

erhält. Das ist das berühmte Lifshitz-Ergebnis [114], das die Kraft zwischen zwei
dielektrischen Halbräumen beschreibt, wobei diese Formel sowohl den T = 0-Beitrag
als auch den T 6= 0-Beitrag berücksichtigt. Übrigens ist es nicht notwendig, eine
Regularisierung durchzuführen, da der Integrand unter dem Frequenzintegral stets
nach oben beschränkt ist. Das liegt daran, dass für ω → ∞ die Permittivität gegen
Eins konvergiert, d.h. es gilt ε(ω) → 1, und somit die Reflexionskoeffizienten und
damit auch der Integrand für hohe Frequenzen verschwinden.

Trotzdem ist es im Allgemeinen numerisch nicht einfach, das Integral für den
renormierten Ausdruck in Gl. (8.1.38) auszuwerten, da der Integrand im Frequenz-
raum stark oszilliert. Dieses Problem kann man beheben, indem man eine Wick-
Rotation bzgl. p und ω durchführt. Da diese Transformation in Spezialfällen im
nächsten Kapitel durchgeführt wird, sei der interessierte Leser für die allgemeine
Durchführung dieser Transformation auf die grundlegende Arbeit von Lifshitz [114]
verwiesen. Nach dieser Transformation, bei der die Integration über reelle Frequen-
zen im Prinzip durch eine Summe über komplexwertige Frequenzen ersetzt wird,
erhält man die sogenannte Lifshitz-Formel

Pren = − 1

πβ

∞
∑

n=0

′ ∫ ∞

ζn/c

dp p2
[(

(r21
⊥,n)

−1(r23
⊥,n)

−1e2pa − 1
)−1

+ ‖
]

, (8.1.39)

mit den sogenannten Matsubara-Frequenzen ζn = 2πn/~β. Der Apostroph an der
Summe zeigt an, dass der nullte Summand nur halbfach gezählt wird. Die Reflexi-
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onskoeffizienten für die TE- und TM-Moden sind für ε2 = ε0

r2i
⊥,n =

p−
√

ζ2
n

c2
(εri(iζn) − 1) + p2

p+
√

ζ2
n

c2
(εri(iζn) − 1) + p2

und

r2i
‖,n =

pεri(iζn) −
√

ζ2
n

c2
(εri(iζn) − 1) + p2

pεri(iζn) +
√

ζ2
n

c2
(εri(iζn) − 1) + p2

.

(8.1.40)

Diese Summendarstellung hat den Vorteil, dass sie relativ schnell konvergiert und
damit numerisch leicht auszuwerten ist. Allerdings wird dieser Vorteil durch den
Nachteil erkauft, dass anhand dieser Formulierung die Beiträge der evaneszenten
und propagierenden Moden nicht mehr getrennt werden können.

8.2 Das ideale Metall

In diesem Abschnitt sollen nun der Hoch- und der Tieftemperaturlimes mithilfe der
Lifshitz-Ausdrücke in Gl. (8.1.38) und Gl. (8.1.39) für ein ideales Metall bestimmt
werden. Diese Grenzfälle wurden bereits von Lifshitz [114] betrachtet, wobei sich
in der Rechnung für den Beitrag der thermischen Photonen zur Kraft im Tieftem-
peraturlimes ein Vorzeichenfehler eingeschlichen hat, sodass dieser Beitrag in dem
Lifshitz-Papier repulsiv erscheint. Mehra [115] und Brown und Maclay [116] erhiel-
ten dagegen für ein Photonengas zwischen zwei idealen Metallplatten ein davon
abweichendes Ergebnis, d.h. einen attraktiven Beitrag der thermischen Photonen.
Schließlich zeigten Schwinger, DeRaad und Milton [117], dass die Lifshitz-Formel
richtig ist und bei korrekter Ausführung der Grenzfälle auch die richtigen Grenzwer-
te für das ideale Metall liefert, die von Mehra [115] bzw. Brown und Maclay [116]
abgeleitet wurden.

Ein ideales Metall ist nun dadurch gekennzeichnet, dass die Ladungsträger an
der Oberfläche des Metalls so beweglich sind, dass bei Anwesenheit elektromagne-
tischer Felder im Prinzip instantan Oberflächenladungen und Oberflächenströme
derart erzeugt werden, dass die Felder innerhalb des idealen Metalls verschwinden.
Dementsprechend kann eine elektromagnetische Welle, die auf ein ideales Metall
trifft, nicht in dieses Medium eindringen und wird daher vollständig reflektiert. Die
Reflexionskoeffizienten haben also den Betrag 1. Die richtigen Reflexionskoeffizien-
ten kann man formal aus den Fresnelschen Reflexionskoeffizienten in Gl. (8.1.40)
durch Ausführen des Grenzfalls ε1 → ∞ erhalten, sodass für ein ideales Metall die
Amplitudenreflexionskoeffizienten durch

r21
‖ = 1 und r21

⊥ = −1 (8.2.1)

gegeben sind. Elektromagnetische Wellen, die auf ein ideales Metall auftreffen, wer-
den also vollständig reflektiert, wobei die TE-Moden eine Phasenverschiebung um
π erfahren. Man beachte, dass es für ein ideales Metall keine evaneszenten Moden
gibt. Schließlich lässt solch ein Metall keinerlei Verluste zu, da ja jegliche einfallende
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Welle vollständig reflektiert wird, sodass die Permittivität solch eines fiktiven Me-
diums rein reell ist. Damit verschwindet die lokale Zustandsdichte der evaneszenten
Moden in Gl. (1.7.18) und damit auch das evaneszente Nahfeld.

Setzt man die Reflexionskoeffizienten aus Gl. (8.2.1) für das ideale Metall in die
Summenformel in Gl. (8.1.39) ein, so bekommt man

PIM = − 2

πβ

∞
∑

n=0

′ ∫ ∞

ζn/c

dp
p2

e2pa − 1

= − 2

πβ

∞
∑

n=0

′
ζ3
n

c3

∫ ∞

1

dp
p2

e2paζn/c − 1
,

(8.2.2)

wobei die TE- und TM-Moden zu gleichen Anteilen beitragen. Man beachte, dass
man aufgrund dieser Vorgehensweise für den nullten Term im Prinzip die SDM-
Behandlung ausgeführt hat, da man erst den Grenzfall ε → ∞ und darauf erst den
zweiten Grenzfall ω → 0 ausgeführt hat. Im Übrigen wurde der Index, der anzeigt,
dass es sich hier um den renormierten Ausdruck handelt, weggelassen. Er wird auch
im Weiteren nicht explizit angegeben, da nur die renormierten Ausdrücke verwendet
werden.

Im sogenannten Hochtemperaturlimes, der durch die Bedingung a � ~βc gege-
ben ist, wird die Summe durch den n = 0-Term dominiert, da die p-Integranden für
n 6= 0 in diesem Grenzfall exponentiell gedämpft sind und damit vernachlässigt wer-
den können. Betrachtet man also große Abstände bzw. hohe Temperaturen, sodass
a� ~βc erfüllt ist, bekommt man [114, 115, 116, 117]

P cl
IM ≈ − 1

πβ

∫ ∞

0

dp
p2

e2pa − 1

= −2
ζ(3)

8πβa3
,

(8.2.3)

wobei das Superskript cl andeuten soll, dass es sich hier um einen rein klassischen
Term handelt, der proportional zu β−1 = kBT ist. Dieser klassische Term ist offenbar
attraktiv und setzt sich zu gleichen Anteilen aus den TE- und TM-Moden-Beiträgen
zusammen.

Die Ausführung des Tieftemperaturlimes, der durch a � ~βc gegeben ist, ist
etwas schwieriger, da im Prinzip alle Summanden in der Lifshitz-Formel in Gl. (8.2.2)
berücksichtigt werden müssen. Trotzdem kann man diesen Grenzfall mithilfe der
Euler-Maclaurin-Summenformel relativ leicht ausführen. Die Euler-Maclaurin-Sum-
menformel ist durch [136]

∞
∑

n=0

′

f(n) =

∫ ∞

0

dn f(n) +
1

12

(

f ′(∞)− f ′(0)
)

− 1

720

(

f ′′′(∞)− f ′′′(0)
)

+ . . . (8.2.4)

gegeben, wobei hier

f(n) := − 2

πβ

∫ ∞

ζn/c

dp
p2

e2pa − 1
(8.2.5)
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gilt. Man kann leicht nachrechnen, dass

f ′(∞) = f ′′′(∞) = f ′(0) = 0 und f ′′′(0) = −2
8π2

c3~3β4
(8.2.6)

gelten und
∫ ∞

0

dn f(n) = − ~cπ2

240a4
(8.2.7)

erfüllt ist. Setzt man diese Relationen in die Euler-Maclaurin-Summenformel ein,
erhält man für den Tieftemperaturlimes [114, 115, 116, 117]

P qm
IM ≈ − ~cπ2

240a4
− π2

45~3c3β4
. (8.2.8)

Das ist ein quantenmechanischer Ausdruck, wobei der erste Term die Casimir-Kraft
zwischen zwei idealen Metallplatten [134] für T = 0 darstellt, die durch die vir-
tuellen Photonen zwischen den Metallplatten verursacht wird, wobei innerhalb der
fluktuierenden Elektrodynamik dieser Beitrag von dem Nullpunktsbeitrag der pro-
pagierenden Moden herrührt. Der zweite Term steht für die Temperaturkorrektur,
die man erhält, wenn man die thermischen Photonen zwischen den beiden idealen
Metallplatten [115] mitberücksichtigt, wobei dieser Beitrag innerhalb der fluktuie-
renden Elektrodynamik von dem thermischen Beitrag der propagierenden Moden
herrührt. Auch hier tragen die TE- und TM-Moden zu gleichen Anteilen zur Kraft
bei, die selbst insgesamt attraktiv ist.

Die gleichen Grenzfälle sollen nun anhand der Integralformel in Gl. (8.1.38) disku-
tiert werden. Betrachtet man zunächst die evaneszenten Moden, d.h. man betrachtet
nur den Beitrag des Integrales über den Weg C1 in Abb. 8.1, so erhält man für das
ideale Metall

Pev = 2
1

π2
Im

∫ ∞

0

dω
E0(ω, T )

ω

∫ ∞

0

dp
p2

e2pa − 1
= 0, (8.2.9)

da die Integranden rein reelle Funktionen sind und keine Pole auf dem Integrations-
intervall haben. Die evaneszenten Moden tragen daher erwartungsgemäß nicht zur
Kraft zwischen zwei idealen Metallplatten bei.

Bei der Kraft zwischen zwei idealen Metallplatten handelt es sich also um einen
Effekt, der allein durch die propagierenden Moden getragen wird. Wählt man in der
Integralformel in Gl. (8.1.38) den Integrationsweg C2, so bekommt man den Beitrag
der propagierenden Moden zur Kraft, der durch die Gleichung

Ppr = − 1

π2

∫

dω
E0(ω, T )

ω
σ(ω) (8.2.10)

mit

σ(ω) := 2Re

∫ 0

k0

dp
p2

e−2ipa − 1
(8.2.11)

gegeben ist. Die Funktion σ(ω) ist eine im Frequenzraum stark oszillierende Funk-
tion und soll zunächst etwas umgeformt werden. Da der p-Integrand die Form des
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Grenzwertes einer geometrischen Reihe hat, bietet es sich an, den Integranden durch
solch eine geometrische Reihe darzustellen. Da nun der Betrag der Exponentialfunk-
tion mit einem rein imaginären Argument eins ist, und exp(2ipa) damit nicht im
Konvergenzradius der geometrischen Reihe liegt, wird aus Konvergenzgründen der
reellwertige Faktor |b| ≤ 1 eingeführt, sodass man

σ(ω) = − lim
b→1

2Re

∫ k0

0

dp
p2be2ipa

1 − be2ipa

= − lim
b→1

2Re

∫ k0

0

dp p2
∞

∑

n=1

bne2ipan

= lim
b→1

2
∞

∑

n=1

∂2

∂a2

∫ k0

0

dp
bn cos(2pan)

(2n)2

= lim
b→1

∞
∑

n=1

∂2

∂a2

bn sin(2k0an)

4n3a

(8.2.12)

bekommt. Führt man nun die Ableitung nach dem Abstand und den Limes b → 1
aus, ergibt sich

σ(ω) =
1

4

∞
∑

n=1

1

n3

(

2

a3
sin(2k0an) − 4k0n

a2
cos(2k0an) − 4k2

0n
2 sin(2k0an)

a

)

. (8.2.13)

Von diesem Ausdruck für σ(ω) ausgehend, sollen im Weiteren die beiden bereits
bekannten Grenzfälle – der Hoch- und Tieftemperaturlimes — betrachtet werden.

Um nun den Hochtemperaturlimes in der Interalformel auszuführen, wird das
Integral aus Gl. (8.2.10) vorausgesetzt und die Variablentransformation x = k0a
durchgeführt. Man bekommt dann

Ppr = − 1

π2

∫

dx
E0(xc/a, T )

x
σ(x). (8.2.14)

Im Hochtemperaturlimes mit a� ~βc kann man die Bose-Einstein-Funktion durch
den klassischen Wert β−1 approximieren, solange die wesentlich zum Integral beitra-
genden x derart klein bzw. das Produkt aus Temperatur und Abstand derart groß
sind, dass auch a � ~βcx gilt. Für reale Metalle, die oberhalb der Plasmafrequenz
transparent werden, liegt der größte Wert für x daher bei x = ωpa/c. Daraus folgt,
dass der Hochtemperaturlimes bei realen Metallen nur für Temperaturen ~βωp � 1
realisierbar ist. Den klassischen Beitrag selbst kann man nun leicht mithilfe der
Beziehungen

∫ ∞

0

dx
sin(2xn)

x
=
π

2
(8.2.15)

und

lim
α→0

∫ ∞

0

dx e−αx cos(2xn) = lim
α→0

∫ ∞

0

dx e−αx sin(2xn)x = 0 (8.2.16)

bestimmen, wobei hier durch die Einführung der exponentiellen Dämpfung unter
dem Integral eine Regularisierungsprozedur eingeführt wurde, die bei der Betrach-
tung idealer Metalle notwendig ist und die im Folgenden noch gerechtfertigt werden
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soll. Man bekommt somit für den klassischen Beitrag der propagierenden Moden

P cl
pr ≈ −2

1

8βπ2

∞
∑

n=1

1

n3

π

a3
= −2

ζ(3)

8πa3β
. (8.2.17)

Dieser Ausdruck stimmt exakt mit dem Ausdruck in Gl. (8.2.3) überein, der mit der
Summenformel bestimmt wurde.

Die Bestimmung des Tieftemperaturlimes ist nun etwas aufwendiger, da sowohl
der T = 0-Term der virtuellen Photonen als auch der T 6= 0-Beitrag der thermischen
Photonen bestimmt werden muss. Der T = 0-Term kann ähnlich wie der klassische
Beitrag berechnet werden: Da für diesen Term E0(ω, T ) = ~ω/2 gilt, erhält man aus
Gl. (8.2.10) zunächst den Ausdruck

P T=0
pr = − ~

2π2
lim
α→0

∫

dω σ(ω)e−αω, (8.2.18)

wobei σ(ω) in Gl. (8.2.13) gegeben ist. Dabei wurde durch die Einführung der Ex-
ponentialfunktion unter dem Frequenzintegral wie in den Gln. (8.2.16) eine Re-
gularisierung eingeführt, die dafür sorgt, dass das Integral definiert ist und man
endliche Ausdrücke erhält. Diese Regularisierung kann dadurch physikalisch moti-
viert werden, dass die Reflexionskoeffizienten |r|2 für reale Metalle nur für Frequen-
zen kleiner als die Plasmafrequenz Eins ergeben und für Frequenzen oberhalb der
Plasmafrequenz verschwinden. Somit kann man ein ideales Metall aus einem realen
Metall dadurch erhalten, dass man die Plasmafrequenz gegen unendlich gehen lässt
und dadurch für alle Frequenzen einen Reflexionskoeffizienten von Eins bekommt.
Diese Vorstellung entspricht aber genau dem Wirken der exponentiellen Dämpfung
exp(−αω) im Frequenzintegral für den Grenzfall α → 1. Da nun

lim
α→0

∫

dω e−αω sin(2k0an) =
c

2an
,

lim
α→0

∫

dω e−αω cos(2k0an)ω = −
(

c

2an

)2

,

lim
α→0

∫

dω e−αω sin(2k0an)ω2 = −2

(

c

2an

)3

(8.2.19)

gelten, kann man den T = 0-Beitrag sofort bestimmen und erhält

P T=0
pr = − ~

8π2

∞
∑

n=1

1

n3

[

c

a4n
+

4n

ca2

(

c

2an

)2

+
4n2

c2a
2

(

c

2an

)3]

= − ~

8π2

∞
∑

n=1

1

n4

3c

a4

= − ~cπ2

240a4
.

(8.2.20)

Das ist genau der temperaturunabhängige Casimir-Term aus dem mit der Summen-
formel bestimmten Tieftemperaturlimes in Gl. (8.2.8), der den Beitrag der virtuellen
Photonen zur Kraft zwischen den beiden Metallplatten beschreibt.
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Abbildung 8.2: Plot der numerischen Ergebnisse für σ(ω) aus
Gl. (8.2.13) für die reellen Reflexionskoeffizienten |r‖| = |r⊥| =
0, 5, 0, 7 bzw. 0, 9 und die Näherung aus Gl. (8.2.23) für
x = k0a � 1. Man sieht sehr gut, dass für |r‖/⊥| → 1, d.h.
im Grenzfall eines idealen Metalls, die Amplituden der Oszilla-
tionen immer stärker und die Flanken bei den Vielfachen von
π immer steiler werden, sodass man an diesen Stellen Unste-
tigkeiten erhält [137]. Außerdem sieht man sehr gut, wie die
Funktionen in diesem Grenzfall für x < π gegen die Näherung
σ ≈ x3/3 aus Gl. (8.2.23) konvergieren.

Der Beitrag der thermischen Photonen zur Kraft kann dadurch bestimmt wer-
den, dass man zunächst für die Bose-Einstein-Funktion nur den thermischen Anteil
berücksichtigt, d.h. man verwendet nur

E(ω, T ) := E0(ω, T )− ~ω

2
=

~ω

e~ωβ − 1
(8.2.21)

in Gl. (8.2.10). Somit tragen zum Frequenzintegral nur diejenigen Frequenzen bei,
die kleiner als die thermische Frequenz ωth sind, wobei diese durch ωth ≈ (~β)−1

gegeben ist. Für die Frequenzen, die darüber liegen, wird der Integrand durch die
Bose-Einstein-Funktion exponentiell gedämpft, sodass nur Beiträge mit ω . ωth

berücksichtigt werden müssen. Für kleine Temperaturen mit a� ~βc tragen daher
im Wesentlichen die Frequenzen bei, für die k0a � 1 erfüllt ist. Es genügt folglich,
die Funktion σ(ω) nur für Frequenzen mit k0a � 1 zu betrachten. Dazu betrachte
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man die folgenden Relationen [137]:

∞
∑

n=1

sin(2xn)

n
=
π

2
− x,

∞
∑

n=1

cos(2xn)

n2
= x2 − πx+

π2

6
,

∞
∑

n=1

sin(2xn)

n3
=
x

3

(

2x2 − 3πx + π2
)

, (8.2.22)

die für x = k0a mod (π) und damit insbesondere für x� 1 gelten. Man beachte, dass
die Funktion σ(ω) — wie bereits mehrfach erwähnt — eine stark oszillierende Funk-
tion ist, die mit positiven Werten für kleine Frequenzen startet und bei x = π negativ
wird (siehe Abb. 8.2). Es wechseln sich also positive und negative Beiträge ab, so-
dass es möglich ist, durch die Wahl einer bestimmten Temperatur einen Frequenz-
und Abstandsbereich auszuwählen, in dem der thermische Beitrag zur Kraft attrak-
tiv bzw. repulsiv wird. Mit anderen Worten: Der Beitrag der thermischen Photonen
kann im Gegensatz zum Beitrag der virtuellen Photonen auch repulsiv sein, wenn
es möglich ist, einen Frequenzbereich zu selektieren, in dem das Frequenzintegral in
Gl. (8.2.10) für den thermischen Anteil negativ und der Kraftanteil damit repulsiv
wird [137]. Allerdings ist der thermische Beitrag zur Casimir-Kraft im Vergleich zum
T = 0-Beitrag für Abstände kleiner als 1µm vernachlässigbar, sodass die gesamte
Kraft weiter attraktiv bleibt.

Setzt man nun die Beziehungen aus Gl. (8.2.22) in σ(ω) aus Gl. (8.2.13) ein,
bekommt man

σ(ω) ≈ k3
0

3
(8.2.23)

für k0a � 1, sodass man für den Beitrag der thermischen Photonen zur Kraft pro
Fläche den Ausdruck

P T
pr = − ~

c3π2

1

3

∫

dω
ω3

e~ωβ − 1

= − π2

45~3c3β4

(8.2.24)

erhält. Das ist genau der zweite Term des bereits abgeleiteten Tieftemperaturlimes
in Gl. (8.2.8).

Man erhält insgesamt mithilfe der Integralformel dieselben Ausdrücke für den
Hoch- und Tieftemperaturlimes wie mit der Summenformel, was die Äquivalenz bei-
der Ausdrücke unterstreicht. Andererseits konnte man anhand der Auswertung der
Formeln sehen, dass die Integralformel bereits für den Fall idealer Metalle viel schwie-
riger auszuwerten ist als die Summenformel, da die Funktion σ(ω) stark oszilliert.
Wegen dieser Oszillationen ist allerdings klar, dass der thermische Beitrag der propa-
gierenden Moden, der thermischen Photonen, zur Kraft zwischen zwei Halbräumen
nicht zwangsläufig nur attraktiv sein muss, sondern auch repulsiv sein kann.

Zu guter Letzt sollen die numerischen Werte der Lifshitz-Formel für Drude-
Materialien mit den abgeleiteten Limites für das ideale Metall verglichen werden. In
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Abbildung 8.3: Die Kraft zwischen zwei Au-Halbräumen bei
T = 300 K berechnet mit der Lifshitz-Formel in Gl. (8.1.39) für
die ersten 5000 Summanden. Zusätzlich sind der Hoch- (klas-
sisch) und Tieftemperaturlimes (Casimir + BB) für ideale Me-
talle aus Gl. (8.2.3) bzw. Gl. (8.2.8) eingetragen.

Abb. 8.3 findet man daher einen Plot der numerischen Ergebnisse der Lifshitz-Formel
in Gl. (8.1.39) für die Kraft zwischen zwei Gold-Halbräumen bei T = 300 K. Da der
Hauptbeitrag zur Lifshitz-Formel von Frequenzen kleiner als 2k0a ≈ 1 herrührt,
müssen im Wesentlichen nur die Frequenzen berücksichtigt werden, die die soge-
nannte charakteristische Frequenz

ωc =
c

2a
(8.2.25)

nicht überschreiten. Bei einem Abstand von a = 10 nm liegt diese Frequenz bei
ca. 1, 5 · 1016 s−1. Um eine entsprechende Matsubara-Frequenz ζn bei T = 300 K
zu erreichen, muss n mindestens 60 sein, d.h. man muss bei Abständen von a =
10 nm mindestens die ersten 60 Terme in der Lifshitz-Formel berücksichtigen. Für
die numerische Auswertung wurde nmax = 5000 gewählt, sodass die numerischen
Ergebnisse für den abgebildeten Abstandsbereich sehr genau sind. Zum Vergleich
sind noch der Hoch- und Tieftemperaturlimes für das ideale Metall in die Abbildung
eingetragen. Außerdem sind durch die vertikalen Linien die Abstände

λp :=
2πc

ωp
= 1, 3 · 10−7 m (8.2.26)

und
λth := ~βc = 7, 2 · 10−6 m (8.2.27)

gekennzeichnet.
Für Abstände a� λp tragen Frequenzen zur Casimir-Kraft bei, die größer als die

Plasmafrequenz des betrachteten Drude-Metalls sind. Für diese Frequenzen kann das
Metall nicht mehr als ideal reflektierender Spiegel angesehen werden, sodass in die-
sem Abstandsbereich die Formeln für das ideale Metall nicht mehr gültig sind. Viel-
mehr ist das Drude-Metall für solche Frequenzen als transparent anzusehen, sodass
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der Beitrag der propagierenden Moden in diesem Abstandsbereich vernachlässigt
werden kann. Man kann in Abb. 8.3 gut sehen, dass die Kraft bereits für etwas
größere Abstände von dem Ergebnis für das ideale Metall abweicht und von dem
a−4-Potenzverhalten in ein a−3-Potenzverhalten übergeht, das durch die Wechsel-
wirkung der Oberflächenplasmonen [138, 139] auf beiden Metalloberflächen hervor-
gerufen wird. Da die Oberflächenplasmonen, die ja evaneszente Felder erzeugen, im
Modell des idealen Metalls unberücksichtigt bleiben, ist es nicht verwunderlich, dass
dieser Beitrag zur Casimir-Kraft durch den Tieftemperaturlimes nicht richtig wie-
dergegeben werden kann. Für große Abstände mit a� λth geht die Casimir-Kraft in
den Hochtemperaturlimes aus Gl. (8.2.3) über. In dieser Abbildung ist allerdings nur
der halbfache klassische Term eingetragen, da für reale Drude-Metalle die TE-Moden
diesen klassischen Term nicht liefern. Dieser Sachverhalt führte in der jüngsten Li-
teratur zu heftigen Diskussionen und wird im folgenden Kapitel genauer studiert.

8.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die sogenannte Lifshitz-Formel für die Casimir- und van
der Waals-Kräfte zwischen zwei dielektrischen Halbräumen im globalen thermody-
namischen Gleichgewicht abgeleitet. Dazu wurde wiederum die Rytovsche fluktuie-
rende Elektrodynamik angewendet, die auch in der ursprünglichen Arbeit von Lif-
shitz [114] benutzt wurde. Die hier abgeleiteten Ausdrücke erlauben eine Erweite-
rung der Theorie auf den Nicht-Gleichgewichtsfall, bei dem angenommen wird, dass
beide Halbräume im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht mit einer jeweils ver-
schiedenen Temperatur sind. Dieser Fall wurde erstmals 1998 von Dorofeyev [133]
betrachtet.

Da im folgenden Kapitel der Übergang vom realen zum idealen Metall genauer
untersucht werden soll, wurden im zweiten Abschnitt die Grenzwerte für den Hoch-
und Tieftemperaturlimes für den Fall zweier sich gegenüberliegender idealer Metall-
platten betrachtet. Es wurde explizit gezeigt, dass die Integral- und Summenfor-
mel zu den gleichen Ergebnissen führen, wobei der Rechenaufwand bei Verwendung
der Summenformel bzw. Lifshitz-Formel geringer ist. Für den Tieftemperaturlimes
erhält man so den Ausdruck für die Casmir-Kraft, die temperaturunabhängig ist,
und den entsprechenden Beitrag der thermischen Photonen bzw. Schwarzkörper-
strahlung zwischen den Metallplatten, der selbst abstandsunabhängig ist. Für den
Hochtemperaturlimes hingegen erhält man einen rein klassischen Beitrag, der zu
gleichen Teilen von den TE- und TM-Moden herrührt und proportional zu kBTa

−3

ist. Man beachte jedoch, dass diese Beiträge gänzlich von den propagierenden Moden
stammen, da der Beitrag der evaneszenten Moden bei idealen Metallen verschwindet.

Außerdem wurden anhand einer numerischen Auswertung der Lifshitzformel für
zwei Au-Halbräume im Drude-Modell gezeigt, dass die Ergebnisse für das reale Me-
tall in dem Bereich λp � a � λth gut mit der Casimir-Kraft für zwei ideale Me-
tallplatten übereinstimmen. Die Abweichung zwischen dem idealen und dem Drude-
Metall für a � λp liegt darin begründet, dass für solche Abstände Frequenzen zur
Lifshitz-Formel beitragen, die oberhalb der Plasmafrequenz des Drude-Materials lie-
gen, sodass das Drude-Metall für solche Frequenzen als transparent angesehen wer-
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den kann. Dementsprechend ist der Beitrag der propagierenden Moden in diesem
Bereich vernachlässigbar, sodass die Anziehung der Platten nur durch die Wechsel-
wirkung der Oberflächenplasmonen bestimmt ist. Für Abstände mit a � λth zeigt
sich nun, dass das Drude-Metall nur den halbfachen klassischen Beitrag aus Glei-
chung (8.2.3) liefert. Dieser Sachverhalt erscheint merkwürdig und hat in der jüng-
sten Literatur zu heftigen Diskussionen geführt. Er soll daher im nächsten Kapitel
genauer untersucht werden.
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Kapitel 9

Casimir-Effekt für reale und ideale

Metalle

In diesem Kapitel wird der Übergang vom realen Drude-Metall zum idealen Metall
mithilfe der Wick-Rotation genauer untersucht. Insbesondere wird gezeigt, dass die-
ser Übergang für die evaneszenten TE-Moden unstetig ist, was eine direkte Folge
einer Verletzung der Kramers-Kronig-Relation ist. Demzufolge verlangt die Kramers-
Kronig-Relation, dass die inverse Relaxationszeit stets einen beliebig kleinen Wert
ωτ 6= 0 haben muss, sodass das Plasmamodell und das ideale Metall daher aus
physikalischen Gründen keine richtigen Ergebnisse für den Beitrag der evaneszenten
TE-Moden zur thermischen Casimir-Kraft liefern können. Andererseits findet man
anhand der Ableitungen keine Hinweise darauf, dass der Nernstsche Satz für eines
dieser Modelle verletzt ist, sodass insbesondere das Drude-Modell dieses Theorem
erfüllt.

Da es bereits Veröffentlichungen gibt, die sich eingehend mit der Freien Energie
und der Entropie für die thermische Casimir-Kraft zwischen realen Metallen, d.h.
für Metalle im Drude- und Plasmamodell, beschäftigen [131, 140, 141], wird hier nur
kurz auf die Beiträge der propagierenden und evaneszenten Moden zur Entropie an
geeigneter Stelle eingegangen. Somit ist die allgemeine Fragestellung dieses Kapitels:
Wie tragen die TE- bzw. TM-polarisierten propagierenden und evaneszenten Moden
zur Lifshitz-Formel bei, wenn man den Grenzfall ωτ → 0 und ωp → ∞ durchführt?
Von besonderem Interesse ist dabei der klassische n = 0-Term in der Lifshitz-Formel.

Im ersten Abschnitt wird zunächst die thermodynamische Problematik für den
thermischen Casimir-Effekt erläutert. In den darauf folgenden Abschnitten wird der
Übergang vom Drude-Metall zum idealen Metall für die propagierenden Moden dis-
kutiert, wobei die Wick-Rotation als Methode eingeführt wird. Da, um einen stetigen
Übergang vom Drude-Metall zum idealen Metall zu erhalten, vor allem die Beiträge
der evaneszenten Moden verschwinden müssen, werden gerade diese Moden in den
darauf folgenden Abschnitten mithilfe der Wick-Rotation genauer untersucht. Be-
sonderes Interesse gilt dabei dem klassischen Beitrag, anhand dessen die Unstetigkeit
beim Übergang zum idealen Metall für die TE-Moden gezeigt wird. Für den TM-
Moden-Beitrag, in dem sich der Anteil der Oberflächenplasmonen zur Casimir-Kraft
widerspiegelt, wird hingegen explizit gezeigt, dass dieser im Grenzfall sehr guter Me-
talle stetig verschwindet.
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9.1 Einführung in die Problematik

Der Ausgangspunkt für die eingangs angesprochene Diskussion in der Literatur ist
die Lifshitz-Formel aus Gl. (8.1.39) für zwei Halbräume aus dem gleichen Material
mit r21 = r23 = r, also

PT = − 1

πβ

∞
∑

n=0

′ ∫ ∞

ζn/c

dp p2
[

(r−2
⊥,ne2pa − 1)−1+ ‖

]

, (9.1.1)

wobei die Matsubara-Frequenzen durch ζn = 2πn/~β mit der inversen Temperatur
β = (kBT )−1 gegeben sind. Der Apostroph an der Summe zeigt wie zuvor an, dass
der n = 0-Term nur halbfach gezählt wird. Die Reflexionskoeffizienten für die TE-
und TM-Moden sind entsprechend Gl. (8.1.40)

r⊥,n =
p−

√

ζ2
n

c2
(ε(iζn) − 1) + p2

p+
√

ζ2
n

c2
(ε(iζn) − 1) + p2

und r‖,n =
pε(iζn) −

√

ζ2
n

c2
(ε(iζn) − 1) + p2

pε(iζn) +
√

ζ2
n

c2
(ε(iζn) − 1) + p2

.

Diese Summendarstellung hat den Vorteil, dass sie relativ schnell konvergiert und
damit numerisch leicht auszuwerten ist. Anhand dieser Darstellung kann man aller-
dings nicht mehr die Beiträge der evaneszenten und diejenigen der propagierenden
Moden trennen.

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt, erhält man den richtigen Grenzwert für das
ideale Metall (IM), indem man r2

⊥,n = r2
‖,n = 1 für alle n setzt. Man bekommt dann

PT
IM ≈ −2

ζ(3)

8πβa3
(9.1.2)

für den Hochtemperaturlimes a/c~β � 1 und

PT
IM ≈ − ~cπ2

240a4
− π2

45~3c3β4
(9.1.3)

für den Tieftemperaturlimes a/c~β � 1. Offenbar erhält man im Hochtempera-
turlimes zweimal den klassischen Term −ζ(3)/8πβa3, d.h. einmal durch die TE-
und einmal durch die TM-Moden. Im Tieftemperaturlimes erhält man dagegen den
reinen Casimir-Term, der auch für T = 0 gilt, und den thermischen Beitrag, der
proportional zu T 4 ist. Insbesondere gibt es daher keinen Widerspruch zum Nernst-
schen Theorem für das ideale Metall: Schließlich ist die freie Energie F pro Fläche
mit der Relation P = −(∂F/∂a)T aus Gl. (9.1.3) bestimmbar, wobei sich

F = − ~cπ2

720a3
+

π2a

45~3c3β4
+ f(T ) (9.1.4)

mit einer unbekannten temperaturabhängigen Funktion f(T ) ergibt. Man beachte,
dass f(T ) abstandsunabhängig ist.

Die Entropie pro Fläche, die mit der Beziehung S = −(∂F/∂T )a aus der freien
Energie bestimmt werden kann, ist daher durch

S = −4π2k4
Ba

45~3c3
T 3 − ∂f(T )

∂T
(9.1.5)
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gegeben. Damit verschwindet die Entropie pro Fläche, die allein durch den Beitrag
der thermischen Photonen gegeben ist, für T → 0, solange ∂f(T )/∂T in diesem
Grenzfall gegen Null strebt. In Ref. [101] wurde dieser Term für das ideale Metall
zu

f(T ) = −ζ(3)k3
B

2π~2c2
T 3 und somit − ∂f(T )

∂T
=

3ζ(3)k3
B

2π~2c2
T 2 (9.1.6)

bestimmt, sodass die Entropie in Gl. (9.1.5), die ja nur für den Tieftemperaturlimes
mit a/c~β � 1 gilt, in diesem Fall die Form

S =
3ζ(3)k3

B

2π~2c2
T 2 − 4π2k3

B

45~2c2

(

kBTa

~c

)

T 2 (9.1.7)

annimmt. Sie ist somit positiv und erfüllt das Nernstsche Theorem.
Das Problem besteht nun darin, dass man ausgehend von einem realen Metall

mit einer Permittivität

εD = 1 −
ω2

p

ω(ω + iωτ )
(9.1.8)

im Drude-Modell mit der Plasmafrequenz ωp und der Relaxationsfrequenz ωτ für
n = 0 die Reflexionskoeffizienten

rD
⊥,0 = 0 und rD

‖,0 = 1 (9.1.9)

erhält. Es scheint also keinen stetigen Übergang vom Drude-Modell zum idealen
Metall zu geben, indem man den formalen Limes |ε| → ∞ durch die beiden Limites
ωτ → 0 und ωp → ∞ ausführt, da die Beziehungen aus Gl. (9.1.9) für alle endlichen
ωτ 6= 0 erfüllt sind. Abgesehen von den Reflexionskoeffizienten bei n = 0 konvergie-
ren alle anderen Reflexionskoeffizienten für n 6= 0 gegen Eins, wenn man die beiden
Limites ωτ → 0 und ωp → ∞ ausführt.

Durch diese Prozedur gelangt man daher zum sogenannten modifizierten idealen
Metall (MIM), das sich vom idealen Metall nur durch das Fehlen des n = 0-Terms
für die TE-Moden unterscheidet. Daher erhielte man [119] ausgehend vom Drude-
Modell für |ε| → ∞

PT
MIM = PT

IM −
(

− ζ(3)

8πβa3

)

, (9.1.10)

und damit im Hochtemperaturlimes a/~cβ � 1

PT
MIM ≈ − ζ(3)

8πβa3
(9.1.11)

und im Tieftemperaturlimes a/~cβ � 1

PT
MIM ≈ − ~cπ2

240a4
− π2

β445~3c3
+

ζ(3)

8πβa3
. (9.1.12)

Offensichtlich würde also im MIM-Modell der klassische Term auch im Tieftempera-
turlimes auftreten, sodass insbesondere das Nernstsche Theorem in diesem Modell
verletzt ist, da die freie Energie hier für kleine Temperaturen einen Term enthält, der
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proportional zur Temperatur ist. Die durch die Integration von Gl. (9.1.12) gegebe-
ne Funktion f̃(T ) kann dabei unabhängig von ihrer konkreten Form diesen linearen
Term in T nicht für alle Abstände a kompensieren, da diese Funktion f̃(T ) abstands-
unabhängig ist. Daher konvergiert die Entropie für T → 0 gegen einen konstanten
Wert ungleich Null, d.h.

SMIM → −ζ(3)kB

16πa2
− lim

T→0

∂f̃ (T )

∂T
, (9.1.13)

wohingegen die Entropie in Gl. (9.1.7) für das ideale Metall gegen Null strebt. Of-
fensichtlich ist das MIM-Modell unphysikalisch, weil man einen klassischen Term
im Tieftemperaturlimes erhält, der auf eine Verletzung des Nernstschen Theorems
führt. Es wurde nunmehr gezeigt, dass das Nernstsche Theorem im Drude-Modell
nicht verletzt ist [119, 142], sodass das MIM-Modell den Tieftemperaturlimes nicht
richtig wiedergibt, solange ωτ 6= 0 ist. Allerdings macht dieses Hilfsmodell deutlich,
dass der n = 0-Term eng mit einer möglichen Verletzung des Nernstschen Theo-
rems zusammenhängt, da dieser einen in T linearen Beitrag zum Casimir-Druck P T

liefert.

Im Weiteren soll nun explizit der Übergang vom realen Drude-Metall zum idealen
Metall untersucht werden. Dabei soll Wert darauf gelegt werden, dass die Beiträge
der evaneszenten und propagierenden Moden für die TE- bzw. TM-Polarisierung
einzeln untersucht werden und speziell der Beitrag der jeweiligen Moden zur Lifshitz-
Formel bestimmt wird. Da im realen Metall propagierende und evaneszente Moden,
im idealen Metall dagegen nur die propagierenden Moden zur Kraft zwischen den
Platten beitragen, wird hier insbesondere das Zusammenspiel von evaneszenten und
propagierenden Moden im Hochtemperaturlimes betrachtet. Neben dem unstetigen
Übergang für |ε| → ∞ in den TE-Moden wird auch die Stetigkeit des Übergangs
in den TM-Moden untersucht, und hier speziell das Verhalten des Beitrages der
Oberflächenplasmonen für die Grenzfälle ωτ → 0 und ωp → ∞, sowie deren Beitrag
zur Entropie des Systems.

Da die Lifshitz-Formel selbst keine Auskunft über die propagierenden und eva-
neszenten Moden zulässt, startet die Untersuchung mit dem Integralausdruck für
die Casimir-Kraft aus Gl. (8.1.38), also

P = − 1

π2
Re

∫

dω
E0(ω, T )

ω
k3

0

∫

C1+C2

dp p2
[

(r−2
⊥ e−2ipak0 − 1)−1+ ‖

]

. (9.1.14)

Die Fresnelschen Reflexionskoeffizienten nehmen in diesem Fall die Form

r⊥ =
p−

√

(ε(ω) − 1) + p2

p+
√

(ε(ω) − 1) + p2
und r‖ =

pε(ω) −
√

(ε(ω) − 1) + p2

pε(ω) +
√

(ε(ω) − 1) + p2
(9.1.15)

an. Die Unterscheidung zwischen propagierenden und evaneszenten Moden in Gl.
(9.1.14) wird durch die Wahl der Integrationswege C1 bzw. C2 (siehe Abb. 9.1)
bestimmt, wobei die propagierenden Moden durch C2 und die evaneszenten Moden
durch C1 gegeben sind.
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Abbildung 9.1: Skizze des Integrationsweges für die Integralformel
aus Gl. (9.1.14).

9.2 Die propagierenden Moden und das ideale Me-

tall

Wie bereits in dem vorherigen Kapitel gezeigt wurde, ist die Casimir-Kraft im idealen
Metall allein durch die propagierenden Moden zwischen den Metallplatten gegeben,
sodass man für die propagierenden Moden einen stetigen Übergang zum idealen
Metall erwarten kann. Um die Methode der Wick-Rotation an einem bekannten
Beispiel einzuführen, sollen die propagierenden Moden in diesem Abschnitt nochmals
betrachtet werden, wobei besonderes Augenmerk auf den klassischen Beitrag gelegt
wird.

9.2.1 Die Wick-Rotation

Um die Wick-Rotation an einem besonders einfachen Beispiel einzuführen, wird
zunächst der Integral-Ausdruck aus Gl. (9.1.14) für den Beitrag der propagieren-
den Moden für gut leitende Metalle approximiert und dann die Wick-Rotation aus-
geführt. Aufgrund der Energieerhaltung sind für die propagierenden Moden stets die
Relationen |r‖| ≤ 1 und |r⊥| ≤ 1 erfüllt. Außerdem erhält man mit Gl. (9.1.15) im
Drude-Modell (9.1.8) für ωτ → 0 und ωp → ∞

|r⊥|, |r‖| → 1. (9.2.1)

Führt man zuerst den Limes ωτ → 0 aus, so bekommt man die Reflexionskoeffizien-
ten für das Plasmamodell, d.h. die Reflexionskoeffizienten aus Gl. (9.1.15) mit

εP = 1 −
ω2

p

ω2
. (9.2.2)
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Insbesondere gilt dann

|rP
⊥|, |rP

‖ | ≈
{

1, ω � ωp

0, ω � ωp

, (9.2.3)

sodass man den Beitrag der propagierenden Moden annähernd angeben kann. Mit
dem Integral aus Gl. (9.1.14) ergibt sich daher für die propagierenden Moden

Ppr ≈
2

π2
Re

∫ ωp

0

dω
E0(ω, T )

ω
k3

0

∫ 1

0

dp
p2

e−ipκω − 1

=
2

π2c3
Re

∫ ωp

0

dω
E0(ω, T )

ω
f(ω)

(9.2.4)

mit

κ :=
2a

c
= ω−1

c (9.2.5)

und

f(ω) := ω3

∫ 1

0

dp
p2

e−ipκω − 1

=
1

κ3

[

iκ2ω2 ln(1 − eiκω) + 2κωLi2(e
iκω) + 2iLi3(e

iκω) − 2iζ(3)
]

,

(9.2.6)

wobei der Polylogarithmus Lin(x) durch die Gleichung (siehe Anhang D)

Lin(x) :=
∞

∑

k=1

xk

kn
(9.2.7)

definiert ist. Für ωp → ∞ erhält man — wie man in Gl. (9.2.4) leicht sieht —
den Ausdruck für das ideale Metall aus Gl. (8.2.10), da man im Prinzip für alle
Frequenzen |r⊥| = |r‖| = 1 gesetzt hat. Insofern sollte es möglich sein, aus diesem
Ausdruck für ωp → ∞ die bereits abgeleiteten Grenzfälle für das ideale Metall
zurückzugewinnen.

Dazu wird nun zunächst der Fall T = 0 betrachtet, sodass man statt Gl. (9.2.4)
den Ausdruck

PT=0
pr =

~

π2c3
Re

∫ ωp

0

dω f(ω) (9.2.8)

erhält. Da f(ω) im ersten Quadranten der komplexen Frequenzebene Qω analytisch
ist, bekommt man durch eine Wick-Rotation im Frequenzraum, d.h. der Integrati-
onsweg C1 in Abb. 9.2 wird durch die Integrationswege −(C2 + C3) ersetzt, sofort
die Beziehung

PT=0
pr =

~

π2c3
Re

[

i

∫ ωp

0

dζ f(iζ) −
∫ π

2

0

dϕ iωpe
iϕf(ωpe

iϕ)

]

. (9.2.9)

Man erhält daher einen Ausdruck, der sowohl das Integral über die komplexen Fre-
quenzen iζ als auch über den Bogen C2 enthält.

Der Beitrag des Bogens C2 kann für große ωp leicht ausgewertet werden, da f(ω)
aus Gl. (9.2.6) in Qω durch

f(ωpe
iϕ) → −2iζ(3)

κ3
(9.2.10)
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C1
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ω
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iω

ω
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p

Abbildung 9.2: Skizze des Integrationsweges für die Wick-Rotation

approximiert werden kann. Daher erhält man für den Bogen

~

π2c3
Re

[

−
∫ π

2

0

dϕ iωpe
iϕf

(

ωpe
iϕ

)]

=
~

π2c3

[

−2ζ(3)ωp

κ3

]

. (9.2.11)

Für beliebig große ωp liefert der Bogen daher einen divergenten Beitrag.
Betrachtet man nun das Integral über die imaginäre Achse C1 in Gl. (9.2.9), so

kann man diesen Beitrag mithilfe der Funktion f(ω) aus Gl. (9.2.6) umschreiben,
sodass man

~

π2c3
Re

[
∫ ωp

0

dζ

∫ ζ

0

dp
p2

epκ − 1

]

=
~

π2c3
Re

[

2ωpζ(3)

κ3
−

∫ ωp

0

dζ ζ3

∫ ∞

1

dp
p2

epκ − 1

]

(9.2.12)
erhält. Der erste Term ist wieder divergent für beliebig große Plasmafrequenzen ωp

und stimmt bis auf das Vorzeichen genau mit dem Beitrag des Bogens überein. Der
zweite Term hingegen ist endlich und liefert einen rein reellen Beitrag. Fasst man
daher die Beiträge für C2 und C3 zusammen, ergibt sich für ωp → ∞

PT=0
pr = − ~

π2c3

∫ ∞

0

dζ ζ3

∫ ∞

1

dp
p2

epκ − 1
. (9.2.13)

Führt man zuerst die Frequenzintegration und darauf die Integration über p aus,
bekommt man somit

PT=0
pr = − ~

π2c3

∫ ∞

1

dp p2 Γ(4)ζ(4)

κ4p4
= − ~π2

15c3κ4
. (9.2.14)
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Setzt man zu guter Letzt noch κ = ω−1
c = 2ac−1 ein, erhält man schließlich den

richtigen Ausdruck für die Casimir-Kraft für T = 0, d.h. man bekommt

PT=0
pr = − ~cπ2

240a4
. (9.2.15)

Die gleiche Prozedur kann man auch für den entsprechenden Hochtemperaturli-
mes ausführen, der hier durch ~ωpβ � 1 gegeben ist. Ist daher die Temperatur so
hoch bzw. die Plasmafrequenz so klein, dass ~ωpβ � 1 erfüllt ist, so kann man das
Integral in Gl. (9.2.4) durch

P cl
pr ≈

2

π2c3β
Re

∫ ωp

0

dω
f(ω)

ω
(9.2.16)

approximieren. Da f(ω)/ω in Qω und insbesondere für ω = 0 analytisch ist, kann
man die Integration über die reellen Frequenzen wieder mittels einer Wick-Rotation
in eine Integration über komplexe Frequenzen umschreiben, wobei der Beitrag des
Bogens C2 mit zu berücksichtigen ist. Man bekommt

P cl
pr =

2

π2c3β
Re

[
∫ ωp

0

dζ
f(iζ)

ζ
−

∫ π
2

0

dϕ if

(

ωpe
iϕ

)]

. (9.2.17)

Für den zweiten Term kann man wieder große Plasmafrequenzen geltend machen,
sodass man die Funktion f(ω) wieder durch Gl. (9.2.10) annähern kann. Der erste
Term in diesem Ausdruck für den Hochtemperaturlimes enthält ein Integral über
f(iζ), das rein imaginäre Werte liefert, da f(iζ) rein imaginär ist. Daher verschwindet
der Realteil dieses Ausdrucks und man bekommt im Hochtemperaturlimes

P cl
pr = −2

ζ(3)

c3πβκ3
= −2

ζ(3)

8πβa3
, (9.2.18)

erwartungsgemäß den rein klassischen Term für das ideale Metall. Man beachte,
dass dieser klassische Beitrag in dem betrachteten Modell nur von dem Bogen C2

getragen wird.

9.2.2 Der klassische Beitrag

In der vorangegangenen Rechnung wurden die Reflexionskoeffizienten zuerst durch
ihre Werte für |ε| → ∞ approximiert und darauffolgend eine Wick-Rotation durch-
geführt. Anhand der gegebenen Rechnung wurden die Grenzfälle für das ideale Me-
tall für T = 0 und ~ωpβ � 1 implementiert und gezeigt, dass der klassische Beitrag
allein durch den Bogen C2 getragen wird. In diesem Abschnitt soll der klassische
Beitrag mithilfe der Methode der Wick-Rotation bei Verwendung der vollständigen
Reflexionskoeffizienten für das Plasma- und Drude-Modell untersucht werden.

Wie in der vorangegangenen Rechnung genügt es wieder, nur den klassischen
Beitrag des Integrals aus Gl. (9.1.14) für die propagierenden Moden zu betrachten,
d.h. es gilt für alle wesentlichen Frequenzen ω in dem Metall kBT � ~ω. Diese
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wesentlichen Frequenzen sind durch ω ≤ ωp gegeben, sodass man die Bedingung
1 � ~ωpβ für die Temperatur erhält. In diesem Bereich ist der klassische Ausdruck

P cl
‖/⊥,pr =

1

8π2a3β
Re

∫ ∞

0

dω

ω

∫ 2k0a

0

dx
x2

r−2
‖/⊥e−ix − 1

(9.2.19)

mit x = 2pk0a gültig, wobei man für die Reflexionskoeffizienten der TM-Moden

r‖ =
xε−

√

x2 + 4k2
0a

2(ε− 1)

xε +
√

x2 + 4k2
0a

2(ε− 1)
(9.2.20)

sowie für die TE-Moden

r⊥ =
x−

√

x2 + 4k2
0a

2(ε− 1)

x+
√

x2 + 4k2
0a

2(ε− 1)
(9.2.21)

erhält. Führt man nun wieder eine Wick-Rotation durch, bekommt man

P cl
‖/⊥,pr =

1

8π2a3β
Re

[
∫ ∞

0

dζ

ζ

∫ κζ

0

dx
x2(−i)

r−2
‖/⊥(iζ)ex − 1

− lim
r→∞

i

∫ π
2

0

dϕ

∫ κreiϕ

0

dx
x2

r−2
‖/⊥(reiϕ)e−ix − 1

]

.

(9.2.22)

Diese Verschiebung des Integrationsweges ist unproblematisch, da r‖ und r⊥ in Qω

analytisch sind [114]. Dabei muss beachtet werden, dass das Integral über die kom-
plexen Frequenzen wieder rein imaginär ist, da r(iζ) rein reell ist. Der Beitrag der
Polstellen bei ω = 0 bzw. ζ = 0 verschwindet, da das x-Integral an dieser Stelle Null
ergibt, unabhängig davon, ob die Reflexionskoeffizienten im Plasma- oder Drude-
Modell gegeben sind. Deshalb wird der gesamte klassische Beitrag durch den Bogen
C2 mit dem Radius r und nicht etwa durch den Pol bei ω = 0 getragen, d.h. es gilt

P cl
‖/⊥,pr = − 1

8π2a3β
Re lim

r→∞
i

∫ π
2

0

dϕ

∫ κreiϕ

0

dx
x2

r−2
‖/⊥(reiϕ)e−ix − 1

. (9.2.23)

Man beachte, dass der x-Integrand für x aus Qx im Wesentlichen durch die Werte
mit |x| ≈ 1 gegeben ist und für |x| � 1 exponentiell gedämpft ist. Es gelten nun für
r → ∞ die Beziehungen

r⊥(reiϕ), r‖(re
iϕ) → x−

√
x2 −R2

x+
√
x2 − R2

=

{

−1, R � 1

0, R � 1
, (9.2.24)

sowohl für das Drude- als auch für das Plasmamodell, wobei R := ωpκ = ωpω
−1
c gilt.

Beide Modelle liefern daher den gleichen klassischen Beitrag, und zwar

P cl
‖/⊥,pr = − 1

8π2a3β
Re lim

r→∞
i

∫ π
2

0

dϕ

∫ 1

0

dy y2 (κreiϕ)3

e−iyκreiϕ − 1
·
{

1, R � 1

0, R � 1
, (9.2.25)
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wobei die Integrationsvariable x = yκr exp(iϕ) eingeführt wurde. Das y-Integral
kann nun wieder durch die Funktion f(y) aus Gl. (9.2.6) ausgedrückt und für r → ∞
durch

f(reiϕ) → −2iζ(3)

κ3
(9.2.26)

approximiert werden, sodass

P cl
‖/⊥,pr = − ζ(3)

8πa3β

{

1, R � 1

0, R � 1
(9.2.27)

gilt. Für R = ωpκ � 1 und ~ωpβ � 1 — was dem Hochtemperaturlimes a � ~βc
entspricht — trägt der klassische Beitrag zur Casimir-Kraft bei und zwar unabhängig
davon, ob man das Drude- oder Plasmamodell verwendet. Da dieser Beitrag nur
für hohe Temperaturen mit ~ωpβ � 1 gilt, kann er auch nicht den problematischen
Term liefern, der zu einer Verletzung des Nernstschen Satzes führen würde. Vielmehr
müsste man im Tieftemperaturlimes einen in T linearen Beitrag zur Casimir-Kraft
finden, um solch eine Verletzung konstatieren zu können.

9.3 Die evaneszenten Moden und das ideale Me-

tall

Um einen stetigen Übergang vom realen zum idealen Metall durch Ausführen der
Limites ωτ → 0 und ωp → ∞ zu erhalten, müssen entsprechend der vorhergehenden
Diskussion die Beiträge der evaneszenten Moden in diesem Limes verschwinden, und
zwar stetig. Denn nur dann wird der Druck zwischen den beiden Platten durch die
propagierenden Moden allein bestimmt, die selbst die richtigen Ausdrücke für das
ideale Metall liefern.

9.3.1 Evaneszente Moden und Oberflächenplasmonen

Man kann schnell sehen, dass der Beitrag der evaneszenten TE-Moden für das Plas-
mamodell mit ωτ = 0 verschwindet, denn in diesem Fall bekommt man mit Gl.
(9.1.14) und Gl. (9.1.15)

PP
⊥,ev = − 1

π2
Im

∫

dω
E0(ω, T )

ω
k3

0

∫ ∞

0

dp
p2

r−2
⊥ e2pk0a − 1

= − 1

8π2d3
Im

∫

dω
E0(ω, T )

ω

∫ ∞

0

dx
x2

ex
(

x+
√

R2+x2

x−
√

R2+x2

)2 − 1

= 0,

(9.3.1)

wobei die Integrationsvariable x = 2pak0 eingeführt wurde. Der Beitrag der evanes-
zenten TE-Moden zur Casimir-Kraft verschwindet, da der Integrand rein reell ist und
der Nenner für kein x Null ergeben kann, d.h. es gibt keine Polstellen. Physikalisch
wird dieser Sachverhalt dadurch sichergestellt, dass r⊥ ∈ � und vor allem |r⊥| ≤ 1
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auch im evaneszenten Bereich gilt. Somit verschwindet der Beitrag der evaneszen-
ten TE-Moden im Plasmamodell, wobei allerdings der Übergang ωτ → 0 unstetig
ist [132], was anhand des klassischen Terms im folgenden Abschnitt diskutiert wird.

Für die evaneszenten TM-Moden ist der Übergang ωτ → 0 dagegen stetig, al-
lerdings verschwindet der Beitrag der TM-Moden im Plasmamodell mit ωτ = 0
nicht. Das liegt daran, dass dieser Term den Oberflächenplasmonen-Beitrag enthält,
der auch für ωτ = 0 vorhanden ist. Im Nahfeld mit k0a � 1 kann man nun den
Reflexionskoeffizienten für die TM-Moden durch

r‖ ≈
ε− 1

ε + 1
(9.3.2)

approximieren, sodass man im Drude Modell

rD
‖ ≈ 1

−2ω2

ω2
p
− 2iωτω

ω2
p

+ 1
(9.3.3)

erhält. Damit ergibt sich unter der Annahme ωτ � ωp mit Gl. (9.1.14)

P‖,ev ≈ − 1

a3π2
Im

∫

dω
E0(ω, T )

ω

∫ ∞

0

dx
x2

e2x
(

1 − 2ω2

ω2
p
− 2iωτ ω

ω2
p

)2 − 1

≈ − 1

a3π2
Im

∫

dω
E0(ω, T )

ω

∫ ∞

0

dx x2

[

1

e2x
(

1 − 2ω2

ω2
p

)2 − 1

− 4iωωτ

ω2
p

e2x
(

1 − 2ω2

ω2
p

)

e2x
(

1 − 2ω2

ω2
p

)2 − 1

]

.

(9.3.4)

Für ωτ → 0 geht dieser Ausdruck stetig gegen

P‖,ev → − 1

a3π2
Im

∫

dω
E0(ω, T )

ω

∫ ∞

0

dx
x2

e2x
(

1 − 2ω2

ω2
p

)2 − 1
. (9.3.5)

Der Integrand hat offensichtlich Polstellen bei

ω± =
ωp√

2

√
1 ± e−x, (9.3.6)

d.h. für die hoch- und niedrigfrequenten Oberflächenplasmonen [61], die bereits in
Kapitel 4.2 diskutiert wurden. Daher verschwindet der TM-Moden-Beitrag der eva-
neszenten Moden nicht, obwohl der Reflexionskoeffizient rein reell ist. Bestimmt
man erst den T = 0-Beitrag der evaneszenten TM-Moden, so erhält man mit dem
Residuensatz

P T=0
‖,ev = − ~

2πa3

ωp√
2

∫ ∞

0

dx x2π

[

e−x/2

4
√

ex − 1
− e−x/2

4
√

ex + 1

]

= − ~

4πa3

ωp√
2

[
∫ 1

0

dy ln2(1 − y2) −
∫

√
2

1

dy ln2(y2 − 1)

]

= −0, 138803
~

4πa3

ωp√
2
,

(9.3.7)
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wobei im zweiten Schritt die Integrationsvariable y =
√

1 + exp(−x) bzw. y =
√

1 − exp(−x) eingeführt wurde. Das ist der bekannte Beitrag für die Oberflächen-
plasmonen [143]. Der Temperaturbeitrag kann ebenfalls mithilfe des Residuensatzes
ausgewertet werden und man erhält

P T 6=0
‖,ev = − ~

π2a3

ωp√
2

∫ ∞

0

dx x2π

[

e−x/2

4
√

ex − 1

1

e~ω+β − 1
− e−x/2

4
√

ex + 1

1

e~ω−β − 1

]

= − ~

2πa3

ωp√
2

[
∫ 1

0

dy
ln2(1 − y2)

eby − 1
−

∫

√
2

1

dy
ln2(y2 − 1)

eby − 1

]

,

(9.3.8)

wobei

b := ~ωpβ/
√

2 (9.3.9)

eingeführt wurde. Man beachte, dass b � 1 tiefen Temperaturen und b � 1 hohen
Temperaturen entspricht. Für ωp → ∞ divergiert der T = 0-Beitrag der Ober-
flächenplasmonen formal, allerdings ist er auch nur für Abstände mit ωpa/c � 1
gültig. Der temperaturabhängige Beitrag ergibt im Grenzfall idealer Metalle mit
ωp → ∞

P T 6=0
‖,ev → − ~

2πa3

ωp√
2

∫ 1

0

dy y4e−by = − ~

2πa3

ωp√
2

24

b5

→ 0.

(9.3.10)

Es trägt also im Wesentlichen nur der niedrigfrequente Oberflächenplasmonenzweig
bei, der thermisch angeregt werden kann, wobei dessen Beitrag für den Grenzfall
guter Metalle proportional zu T 5 ist. Das bedeutet, dass die zugehörige Entropie
proportional zu T 4 ist, sodass insbesondere das Nernstsche Theorem erfüllt ist. Al-
lerdings verschwindet dieser Beitrag für ωp → ∞ (b� 1).

Den klassischen Beitrag der Oberflächenplasmonen erhält man dagegen für hohe
Temperaturen bzw. für b� 1, wobei dann

P cl
‖,ev ≈ − ~

2πa3

ωp√
2

[∫ 1

0

dy
ln2(1 − y2)

by
−

∫

√
2

1

dy
ln2(y2 − 1)

by

]

= − ~

2πa3

ωp√
2

1

b

[

ζ(3) − 3

4
ζ(3)

]

= − ζ(3)

8πa3β

(9.3.11)

gilt. Der klassische Beitrag setzt sich also aus den Beiträgen beider Oberflächen-
moden zusammen und ergibt einen Wert, der mit dem klassischen Beitrag der pro-
pagierenden Moden übereinstimmt, wobei dieser ebenfalls nur einen wesentlichen
Wert liefert, falls ~ωpβ � 1 gilt. Dieser Beitrag ist zwar linear in T , aber offensicht-
lich nur für sehr hohe Temperaturen relevant, sodass man an diesem Beitrag keine
Verletzung des Nernstschen Satzes festmachen kann.

Man kann nun wieder eine Wick-Rotation ausführen, um eine Summenformulie-
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rung des Oberflächenplasmonenbeitrages zu bekommen. Dazu betrachte man

Pev,‖ = − 1
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dϕ ireiϕE0(re
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reiϕ
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4
Li3

(

1

(r2e2iϕ − 1)2

)]

,

(9.3.12)

wobei yn = 2πn
b

und die Integraldarstellung des Trilogarithmus aus Gl. (D.7) im
Anhang D verwendet wurden. Der Beitrag des Bogens verschwindet, da Li3(z) → 0
für z → 0 gilt. Das Hauptwertintegral verschwindet ebenfalls, da Li3(z) für reelle
z ≤ 1 rein reell, und E(iby, T ) ebenfalls reell ist. Das kann man gut anhand der
Relation

E(z, T ) =
z~

2
coth

(

z~β

2

)

(9.3.13)

erkennen, denn für rein imaginäre z liefert coth(z) rein imaginäre Werte genau wie
der Vorfaktor, sodass das Produkt aus beiden und damit auch E(z, T ) reell ist.
Daher hat man im Grenzfall sehr guter Metalle einen Oberflächenplasmonenbeitrag
von

Pev,‖ → − 1

4πa3β

∞
∑

n=0

′

Li3

(

1

(y2
n + 1)2

)

(9.3.14)

mit yn = 2πn
b

.
Der n = 0-Term enthält den klassischen Term aus Gl. (9.3.11), der hier offen-

sichtlich nur für yn � 1, d.h. für hohe Temperaturen mit b = ~ωpβ/
√

2 � 1, die
Summe dominiert. Für tiefe Temperaturen bzw. b� 1 kann man die Summe durch
ein Integral ersetzen, sodass man

Pev,‖ → − 1

4πa3β

b

2π

∫ ∞

0

dyn Li3

(

1

(y2
n + 1)2

)

= −0, 138803
~

4πa3

ωp√
2

(9.3.15)

bekommt. Das ist genau der in Gl. (9.3.7) abgeleitete Beitrag der Oberflächenplas-
monen für T = 0, der zwar für ωp → ∞ beliebig groß wird, aber auch nur für
Abstände ωpa/c� 1 gültig ist. Man beachte, dass die Summenformel in Gl. (9.3.14)
gemäß der Näherung für den Reflexionskoeffizienten in Gl. (9.3.2) selbst auch nur
für Abstände ωpa/c� 1 Gültigkeit besitzt.

Zusammenfassend erhält man nach Durchführung des Limes ωτ → 0, der für die
evaneszenten TE-Moden — wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird — unstetig ist,
und ωp → ∞ für die propagierenden Moden die Casimir-Kraft zwischen zwei ideal
reflektierenden Spiegeln in (8.2.2) plus den Beitrag der Oberflächenplasmonen aus
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Gl. (9.3.14). Dieser Beitrag der evaneszenten Moden liefert allerdings im Grenzfall
einer unendlich großen Plasmafrequenz für keinen Abstand a > 0 einen von Null ver-
schiedenen Wert. Außerdem findet man hier keine Verletzung des Nernst-Theorems
im Grenzfall sehr guter Metalle im Plasmamodell mit ωτ = 0, was mit der Aussage
in [140] übereinstimmt, wobei in dieser Referenz die Beiträge der evaneszenten und
propagierenden Moden nicht einzeln berücksichtigt werden. Für ωτ 6= 0 dagegen
wurde bereits in [119] gezeigt, dass das Nernst-Theorem nicht verletzt ist, solange
ωτ 6= 0 auch für T = 0 erfüllt ist. Die Unstetigkeit beim Übergang ωτ → 0 soll nun
anhand des klassischen Beitrages der evaneszenten Moden diskutiert werden.

9.3.2 Der klassische Beitrag der TE-Moden

Es soll nun zunächst der klassische Beitrag der evaneszenten TE-Moden näher un-
tersucht werden, wobei gezeigt wird, dass der Übergang ωτ → 0 unstetig ist. Die-
se Unstetigkeit wurde kürzlich bereits von Svetovoy und Esquivel [132] betrachtet
und soll hier mithilfe der Wick-Rotation untersucht werden, die eine viel einfachere
Möglichkeit zum Studium dieser Unstetigkeit bietet als die von Svetovoy und Esqui-
vel verwendetete Methode. Zugleich ist diese Methode allgemeiner und kann ebenso
auf die TM-Moden angewendet werden. Man betrachte also

P cl
⊥,ev = − 1

8π2a3β
Im

∫

dω

ω

∫

dx
x2

r−2
⊥ ex − 1

, (9.3.16)

dabei ist der Reflexionskoffizient durch

r⊥ =
x−

√

x2 − 4k2
0a

2(ε− 1)

x+
√

x2 − 4k2
0a

2(ε− 1)
(9.3.17)

gegeben. Eine Wick-Rotation führt nun auf

P cl
⊥,ev = − 1
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− lim
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Im i

∫ π
2

0

dϕ

∫
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x2

r−2
⊥ (reiϕ)ex − 1

]

.

(9.3.18)

Nun ist wieder im Drude- und Plasmamodell im Grenzfall r → ∞

r⊥(reiϕ)2 →
{

1, R � 1

0, R � 1
. (9.3.19)

Damit ergibt sich für den Beitrag des Bogens

− lim
r→∞

Im i

∫ π
2

0

dϕ

∫

dx
x2

r−2
⊥ (reiϕ)ex − 1

= −ζ(3)π

{

1, R � 1

0, R � 1
.

(9.3.20)
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Im Drude-Modell gilt nun r⊥,ω=0 = 0 solange ωτ 6= 0 ist, sodass für alle ωτ 6= 0
der Pol bei ω = 0 nichts beiträgt und somit im Drude-Modell nur der Beitrag des
Bogens zu berücksichtigen ist. Es gilt also

P cl,D
⊥,ev =

ζ(3)

8πa3β

{

1, R� 1

0, R� 1
. (9.3.21)

Daher heben sich die n = 0-Beiträge der propagierenden und der evaneszenten TE-
Moden aus Gl. (9.2.27) und Gl. (9.3.21) stets exakt auf, sodass im Drude-Modell
der n = 0-Term in der Lifshitz-Formel immer verschwindet.

Im Plasmamodell mit ωτ = 0 hat man nun für den Reflexionskoeffizienten an der
Stelle ω = 0 die Beziehung

r⊥,ω=0 =
x−

√
x2 +R2

x+
√
x2 +R2

=

{

−1, R � 1

0, R � 1
, (9.3.22)

sodass der Pol in diesem Fall einen Beitrag liefert und zwar derart, dass

P cl,P
⊥,ev = 0 (9.3.23)

für alle R ist. Der Pol sorgt im Plasmamodell also dafür, dass der Beitrag der eva-
neszenten TE-Moden verschwindet, der ja — wie oben gezeigt wurde — im Plas-
mamodell immer verschwinden muss, im klassischen Bereich verschwindet. Da der
Beitrag des Pols nur für ωτ = 0 vorhanden ist, gibt es keinen stetigen Übergang für
ωτ → 0. Da nun also der Beitrag der evaneszenten Moden für ωτ = 0 verschwindet,
liefert nur der n = 0-Term der propagierenden Moden einen klassischen Beitrag.
Daher muss auch der n = 0-Term in der Lifshitz-Formel mit dem Anteil der propa-
gierenden Moden in Gl. (9.2.27) übereinstimmen und tut dies auch. Der unstetige
Übergang ist also allein ein unstetiger Übergang in den evaneszenten TE-Moden,
die für ωτ 6= 0 stets vorhanden sind, aber für ωτ = 0 abrupt verschwinden.

Die Unstetigkeit bzgl. ωτ → 0 kann man sehr gut anhand der Energiedichte der
evaneszenten TE-Moden oberhalb eines Halbraumes studieren. Dazu betrachte man
die bekannte Näherung für die Energiedichte [12] aus Gl. (1.7.15) und (1.7.18), d.h.

〈u⊥〉 ≈
1

16π2c2z

∫ ∞

0

dω E(ω, T )ωIm(εr) (9.3.24)

für die evaneszenten TE-Moden in der Entfernung z oberhalb eines Halbraumes,
der durch ein Dielektrikum mit der Permittivität εr gefüllt ist. Offensichtlicherweise
verschwindet die Energiedichte für ωτ = 0, da im Drude-Modell

Im(εr) =
ω2

p

ω

ωτ

ω2 + ω2
τ

(9.3.25)

ist. Andererseits gilt

lim
ωτ→0

ωIm(εr) = ω2
p lim

ωτ→0

ωτ

ω2 + ω2
τ

= ω2
pπδ(ω).

(9.3.26)
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Da nun die Deltafunktion am Rand des Frequenzintegrals ausgewertet wird, hat man
nur den halben Beitrag zu berücksichtigen, und es ergibt sich daher

lim
ωτ→0

〈u⊥〉 ≈
1

16π2c2z

∫ ∞

0

dω E(ω, T )πω2
pδ(ω)

=
1

16πc2z

ω2
p

2β
6= 0.

(9.3.27)

Die Unstetigkeit kommt also daher, dass der Limes in Gl. (9.3.26) auf einen von
Null verschiedenen Beitrag der evaneszenten TE-Moden zur Energiedichte führt,
wobei für ωτ = 0 dieser Beitrag verschwindet. Dass nun der Limes ωτ → 0 be-
trachtet werden muss, anstatt einfach die inverse Relaxationszeit Null zu setzen, ist
eine direkte Folge der Kramers-Kronig-Relation. Denn die Kramers-Kronig-Relation
verlangt [21], dass

Re(εr) = 1 +
2

π
lim

ωτ→0
−
∫ ∞

0

dΩ
ΩIm(εr)

Ω2 − ω2

= 1 +
2

π
−
∫ ∞

0

dΩ
πω2

pδ(Ω)

Ω2 − ω2

= 1 − 2

π

π

2

ω2
p

ω2

= 1 −
ω2

p

ω2

(9.3.28)

gilt. Es ist daher notwendig den Limes ωτ → 0 zu betrachten, um den richtigen
Ausdruck für das Plasmamodell zu erhalten. Das einfache Nullsetzen von ωτ dagegen
würde auf Im(εr) und daher Re(εr) = 1 führen. Somit ist klar, warum der Limes ωτ →
0 und andererseits ωτ = 0 zu verschiedenen Ergebnissen führen. Ausserdem ist klar,
dass das Plasmamodell nicht zu richtigen Werten führen kann, wenn man einfach
ωτ = 0 setzt, sondern stets der Grenzfall ωτ → 0 betrachtet werden muss, damit die
Kramers-Kronig-Relationen erfüllt sind. Mit anderen Worten: Das Nullsetzen der
Relaxationsfrequenz kann im Allgemeinen nicht als physikalisch sinnvoll betrachtet
werden, wenn man das Plasmamodell betrachten möchte. Insofern kann auch der
unstetige Übergang vom Drude- zum Plasmamodell in den evaneszenten TE-Moden
als eine direkte Folge der Verletzung der Kramers-Kronig-Relation im Plasmamodell
mit Im(εr) = 0 und Re(εr) = 1 − ω2

p/ω
2 betrachtet werden.

9.3.3 Der klassische Beitrag der TM-Moden

Für den TM-Moden-Anteil kann man den klassischen Beitrag mit der gleichen Me-
thode bestimmen wie bei den evaneszenten TE-Moden, d.h. man startet mit

P cl
‖,ev =

1

8π2a3β
Im

∫

dω

ω

∫

dx x2
(

r−2
‖ ex − 1

)−1
, (9.3.29)

wobei

r‖ =
xε−

√

x2 − 4k2
0a

2(ε− 1)

xε +
√

x2 − 4k2
0a

2(ε− 1)
(9.3.30)

208



9.3. DIE EVANESZENTEN MODEN UND DAS IDEALE METALL 209

ist. Die Wick-Rotation ergibt diesmal

P cl
‖,ev = − 1

8π2a3β

[

π

2

∫

dx
x2

r−2
‖,ω=0 ex − 1

− lim
r→∞

Im i

∫ π
2

0

dϕ

∫

dx
x2

r−2
‖ (reiϕ)ex − 1

]

.

(9.3.31)

Da nun im Drude- und Plasmamodell für r → ∞

r‖(re
iϕ) → x−

√
x2 +R2

x+
√
x2 +R2

=

{

−1, R� 1

0, R� 1
(9.3.32)

gilt, ergibt der Bogen den gleichen Beitrag wie für die evaneszenten TE-Moden. Der
Pol hingegen ergibt

ζ(3)

8πa3β
, (9.3.33)

da r‖,ω=0 = 1 im Drude- und Plasmamodell ist, d.h. den klassischen Beitrag der
Oberflächenplasmonen aus Gl. (9.3.11).

Zusammen hat man also für das Drude- und Plasmamodell

P cl
‖,ev = − 1

8πa3β

[

ζ(3) − ζ(3)

{

1, R � 1

0, R � 1

]

= − ζ(3)

8πa3β

{

1, R � 1

0, R � 1
.

(9.3.34)

D.h. für R = ωpa/(2c) � 1 verschwindet der klassische Beitrag der beiden Ober-
flächenplasmonen, der allerdings für R � 1 allein den klassischen Term liefert. Der
entsprechende Term für die propagierenden TM-Moden in Gl. (9.2.27) verhält sich
genau umgekehrt, sodass man insgesamt mit Gl. (9.2.27) und Gl. (9.3.34) für alle R
stets

P cl
‖ = P cl

‖,ev + P cl
‖,pr = − ζ(3)

8πa3β
(9.3.35)

hat. Daher liefert der n = 0-Term in der Lifshitz-Formel für die TM-Moden auch
stets diesen klassischen Wert, wobei man anhand der Lifshitz-Formel nicht erkennen
kann, dass sich dieser Beitrag durch das Zusammenspiel von propagierenden und
evaneszenten Moden ergibt. Für Metalle mit einer Plasmafrequenz ωp = 1016 Hz ist
der Abstand, der erreicht werden muss, damit die evaneszenten Moden dominieren,
tatsächlich 2cω−1

p ≈ 6 · 10−8 m. Da dieser Abstand relativ klein ist, kann man sagen,
dass der klassische Term für die TM-Moden im experimentell zugänglichen Bereich,
der selbst im Regime von 100 nm bis 6µm liegt, durch ein Zusammenspiel von propa-
gierenden und evaneszenten Moden gegeben ist. Insbesondere gilt im Limes ωp → ∞
für alle Abstände stets R � 1, sodass im Falle eines idealen Metalls der klassische
Beitrag allein durch die propagierenden Moden getragen wird.

Übrigens gibt es ähnlich wie bei den evaneszenten TE-Moden auch einen unste-
tigen Übergang für die TM-Moden, allerdings für den Grenzübergang zum trans-
parenten Medium, d.h. für ωp → 0. Wie man an Gl. (9.2.27) und (9.3.34) sieht,
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verschwindet in diesem Grenzfall der Beitrag der propagierenden Moden, wohinge-
gen der klassische Term der evaneszenten Moden praktisch bei allen Abständen a
und Temperaturen T dominiert, so dass stets ~ωpβ � 1 und ωpa/c � 1 erfüllt
sind. Aber erst für ωp = 0 verschwindet dieser klassische Beitrag der evaneszenten
TM-Moden. Physikalisch gesehen ist klar, dass in diesem Fall keine Verletzung der
Kramers-Kronig-Beziehung vorliegt, da der Grenzwert für ωp → 0 durch Im(ε) → 0
und Re(ε) → 1 gegeben ist, den man auch durch das Nullsetzen der Plasmafrequenz
erhält. Diese Unstetigkeit liegt nun daran, dass für ωp → 0 die Oberflächenplasmo-
nenresonanzen hin zu kleinen Frequenzen verschoben, und dadurch thermisch für
Temperaturen mit ~ωpβ ≈ 1 angeregt werden können. Für beliebig kleine Plasmaf-
requenzen ωp → 0 können die Oberflächenmoden in gewisser Weise für jede Tempe-
ratur T 6= 0 thermisch angeregt werden. Sobald allerdings ωp = 0 ist, ist das Medium
transparent und die Oberflächenmoden verschwinden, und damit auch ihr Beitrag.
Somit sind die Unstetigkeiten in den evaneszenten TE- bzw. TM-Moden verschiede-
ner Natur, wobei nach der gegebenen Ableitung klar ist, dass es von einem realen
Metall ausgehend, das durch das Drude-Modell beschrieben wird, für die Casimir-
Kraft weder einen stetigen Übergang zum idealen Metall noch zum transparenten
Medium geben kann.

9.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Grenzübergang zum idealen Metall mittels der Imple-
mentierung der Limites ωτ → 0 und ωp → ∞ für die propagierenden und evanes-
zenten Moden getrennt untersucht. Um eine Beziehung zur Lifshitz-Formel herzu-
stellen, wurden an geeigneter Stelle Wick-Rotationen ausgeführt und dadurch die
entsprechenden Beiträge der evaneszenten und propagierenden Moden in der Sum-
mendarstellung abgeleitet. Besonderes Augenmerk wurde dabei auf den klassischen
Beitrag gerichtet, da man anhand dieses Beitrages direkt den unstetigen Übergang
untersuchen kann.

Es wurde gezeigt, dass sich die propagierenden Moden beim Übergang zum idea-
len Metall unproblematisch und stetig verhalten, und gegen das bekannte Ergeb-
nis der Casimir-Kraft eines Photonengases zwischen zwei ideal leitenden Spiegeln
konvergieren. Um insgesamt einen stetigen Übergang vom Drude-Modell zum idea-
len Metall zu erhalten, müssten demnach die Beiträge der evaneszenten Moden für
ωτ → 0 und ωp → ∞ stetig verschwinden.

Weiterhin wurde gezeigt, dass sich die Beiträge der evaneszenten TE-Moden
beim Grenzübergang ωτ → 0 unstetig verhalten, d.h. sie konvergieren für ωτ 6= 0
gegen den klassischen Term ζ(3)/8πa3 und verschwinden für ωτ = 0 abrupt. Anhand
der Energiedichte oberhalb eines dielektrischen Halbraumes wurde verdeutlicht, dass
diese Unstetigkeit eine direkte Folge einer Verletzung der Kramers-Kronig-Relation
ist. Demzufolge muss man stets den Grenzfall ωτ → 0 betrachten, anstatt ωτ = 0 zu
setzen, um für die evaneszenten TE-Moden einen physikalisch sinnvollen Ausdruck
zu erhalten, wie bereits in [132] gefordert wurde. Folglich muss der n = 0-Term in
der Lifshitz-Formel für die evaneszenten Moden im Drude- bzw. im richtig imple-
mentierten Plasmamodell (mit ωτ → 0) stets verschwinden. Daher hat man, um das
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Plasmamodell richtig anzuwenden, stets das Drude-Modell mit einer beliebig kleinen,
aber endlichen inversen Relaxationszeit ωτ zu betrachten, wobei das Nernst-Theorem
in diesem Fall nicht verletzt ist [119, 142].

Zu guter Letzt wurden ebenfalls die evaneszenten TM-Moden genauer unter-
sucht, wobei gezeigt wurde, dass der Grenzübergang ωτ → 0 stetig zum richti-
gen Ausdruck für das Plasmamodell führt, der letztendlich nur noch die Beiträge
der Oberflächenplasmonen enthält. Dieser Beitrag ist thermodynamisch gesehen für
T → 0 unproblematisch. Zusätzlich wurde anhand des klassischen n = 0-Terms ge-
zeigt, dass es auch für die TM-Moden einen unstetigen Übergang geben kann. Diese
Unstetigkeit erhält man für den Übergang zum transparenten Medium durch den
Limes ωp → 0. Es ist klar, dass dieser unstetige Übergang durch die Anwesenheit
der Oberflächenmoden bedingt ist, die für sehr kleine ωp praktisch für jede Tempe-
ratur T 6= 0 thermisch anregbar sind und somit den klassischen Term liefern, der für
ωp = 0 abrupt verschwindet, weil in diesem Fall die Oberflächenplasmonen ebenfalls
abrupt verschwinden.

Man kann daher folgendes Fazit ziehen: Aus theoretischer Sicht lässt sich an-
hand des Nernstschen Satzes nicht entscheiden, ob das Plasma- oder Drude-Modell
oder gar der Leontovich-Ansatz richtig ist, da in allen Modellen der Nernstsche Satz
respektiert wird. Andererseits verbietet die Kramers-Kronig-Relation die Verwen-
dung des Plasmamodells. Außerdem gibt es theoretisch gesehen gute Gründe (siehe
Kapitel 6), anstatt des Leontovich-Ansatzes einen vollkommen nichtlokalen Ansatz
bzw. das Drude-Modell zu wählen. Neuere Messungen [127] lassen jedoch darauf
schließen, dass das Drude-Modell die experimentellen Daten nicht ausreichend be-
schreiben kann, wohingegen der theoretisch unbefriedigende Leontovich-Ansatz die
Messdaten sehr gut zu beschreiben scheint. Insofern bleibt aus theoretischer und
experimenteller Sicht noch viel zu tun, um zu einem insgesamt konsistenten Bild zu
gelangen.
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212



Teil V

Anhang

213





Anhang A

Materialeigenschaften

In diesem Anhang werden die in meiner Dissertation verwendeten Permittivitäten
für das Drude-Modell und polare Medien eingeführt. Dementsprechend findet man
hier auch die Materialparameter aus [37, 38, 144, 145], die in den numerischen Be-
rechnungen der Dissertation verwendet wurden. Eine genauere Ableitung der Per-
mittivitäten findet man beispielsweise in [58, 95].

A.1 Drude-Metalle

Die optischen Eigenschaften von Metallen werden durch das sogenannte Drude-
Modell relativ gut beschrieben. In der einfachsten Variante dieses Modells werden
die Elektronen als klassische Teilchen mit der Masse me und der Ladung e beschrie-
ben, die zunächst in Ruhe sind und durch ein äußeres elektrisches Feld beschleunigt
werden. Um Dissipationsprozesse durch die Streuung der Elektronen an Phononen
bzw. Störstellen innerhalb dieses klassischen Ansatzes beschreiben zu können, wird
zusätzlich eine phänomenologische Reibungskonstante 1/τ eingeführt, wobei die Re-
laxationszeit τ die mittlere Flugdauer des Elektrons bis zur Streuung angibt. Setzt
man daher ein zeitlich veränderliches äußeres elektrisches Feld

E = E0e
−iωt (A.1.1)

voraus, kann man die Bewegungsgleichung innerhalb dieses klassischen Ansatzes
durch

v̇ +
1

τ
v =

e

me
E0e

−iωt (A.1.2)

angeben. Dabei ist v die Geschwindigkeit des Elektrons. Für die spezielle Lösung
ergibt sich somit

v =
e

me

1
(

−iω + 1
τ

)E0e
−iωt =

eτ

me

1

1 − iωτ
E. (A.1.3)

Für Zeitskalen t � τ kann man die homogene Lösung vh = v0 exp(−t/τ) ver-
nachlässigen, da diese exponentiell gedämpft wird, sodass man für die Stromdichte
die Relation

j = neev =
nee

2τ

me

1

1 − iωτ
E (A.1.4)
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erhält, wobei ne die Elektronendichte angibt. Damit ist die frequenzabhängige Leitfähig-
keit durch

σ(ω) =
nee

2τ

me

1

1 − iωτ
=

σ0

1 − iωτ
(A.1.5)

gegeben, wobei die statische Drude-Leitfähigkeit durch

σ0 :=
nee

2τ

me

(A.1.6)

definiert ist. Führt man nun noch die Plasmafrequenz

ω2
p =

nee
2

meε0
(A.1.7)

ein, kann man die statische Drude-Leitfähigkeit auch durch

σ0 = ε0ω
2
pτ (A.1.8)

angeben.
Mithilfe der frequenzabhängigen Leitfähigkeit lässt sich schließlich die Permitti-

vität des Metalls angeben und man bekommt

ε(ω) = ε0

(

1 − σ

iωε0

)

= ε0

(

1 −
ω2

pτ

ω(ωτ + i)

)

.

(A.1.9)

Die optischen Eigenschaften der Metalle, die hauptsächlich durch die Metallelektro-
nen bestimmt sind, können daher in dem einfachen Drude-Modell durch die Plas-
mafrequenz ωp und die Relaxationszeit τ beschrieben werden. Einige typische Werte,
die aus [38, 144] entnommen sind, findet man in Tab. A.1. Im Übrigen erhält man
innerhalb einer semiklassischen Beschreibung mithilfe der Boltzmanngleichung (in
Relaxationszeitnäherung) die gleiche Permittivität wie im Drude-Modell. Für gute
Drude-Metalle mit ωpτ � 1 kann man noch drei Frequenzbereiche unterscheiden:

1. Der erste Bereich ist der Niederfrequenzbereich mit ωτ � 1, in dem die Per-
mittivität näherungsweise durch

ε(ω) ≈ ε0

(

1 − ω2
pτ

2 + i
ω2

pτ

ω

)

(A.1.10)

angegeben werden kann. Der Realteil der Permittivität ist in diesem Bereich
also negativ und der Imaginärteil ist sehr viel größer als der Realteil, wobei
|ε| � 1 gilt, sodass der Reflexionskoeffizient R = |r|2 nahe bei 1 liegt. In
diesem Frequenzbereich, der auch als Hagen-Rubens-Bereich bezeichnet wird,
ist das Metall daher stark reflektierend.

2. Im sogenannten Relaxationsbereich mit 1 � ωτ � ωpτ bekommt man die
Näherung

ε(ω) ≈ ε0

(

1 −
ω2

p

ω2
+ i

ω2
p

ω2

1

ωτ

)

(A.1.11)

für die Permittivität. In diesem Bereich ist der Realteil der Permittivität wieder
negativ, aber diesmal größer als der Imaginärteil.
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3. Im Transparenzbereich mit ω � ωp wird der Imaginärteil vernachlässigbar
klein und man bekommt für die Permittivität den Ausdruck des sogenannten
Plasma-Modells

ε(ω) ≈ ε0

(

1 −
ω2

p

ω2

)

. (A.1.12)

In diesem Hochfrequenzbereich wird das Metall transparent, d.h. der Reflexi-
onskoeffizient verschwindet.

ωp / s−1 τ / s kF / 1010 m−1 vF / 106 ms−1 l / nm ds / nm

Bi 2, 1 · 1016 2, 3 · 10−16 1,61 1,87 0,43 125

Au 1, 4 · 1016 3 · 10−14 1,21 1,4 42 22

Al 2, 4 · 1016 8 · 10−15 1,75 2 16 17

Ag 1, 36 · 1016 4 · 10−14 1,2 1,39 56 23

Pt 8 · 1015 1 · 10−14 47

Tabelle A.1: Parameter für einige Drude-Metalle bei T = 273 K aus [38], wobei ωp

die Plasmafrequenz, τ die Relaxationszeit, kF die Wellenzahl an der Fermikante,
vF die Fermigeschwindigkeit, l die mittlere freie Weglänge des Elektrons und ds die
Skintiefe bei ω = 1, 1 · 1014s−1 ist. Die Parameter für Platin sind der Referenz [145]
entnommen. In dieser Arbeit wurden die in der Tabelle eingetragenen Werte benutzt.

A.2 Reststrahlenformel

Mit einem ähnlich einfachen klassischen Modell, wie es bei der Beschreibung der
Permittivität eines Drude-Metalles verwendet wurde, kann man auch die optischen
Eigenschaften eines polaren Mediums beschreiben, die im Wesentlichen durch die
Phononen hervorgerufen werden. Setzt man einen Ionen-Kristall mit zwei Ionen
pro Elementarzelle voraus, so erzeugt die Auslenkung der beiden Ionen in einer Ele-
mentarzelle um den Abstand u durch ein äußeres elektrisches Feld E mit periodischer
Zeitabhängigkeit eine Polarisation. Dabei kann die Auslenkung durch die Gleichung

ü = −γu̇ − ω2
t u + e∗E (A.2.1)

beschrieben werden, wobei e∗ die effektive Ionenladung, γ eine phänomenologische
Dämpfungskonstante und ωt die Frequenz der transversalen optischen Phononen ist.
Neben dieser Polarisation durch die Auslenkung der Ionenpaare in einer Elementar-
zelle kann es durch Verschiebung der Elektronen in den inneren Schalen auch zu
einer Verschiebungspolarisation kommen. Die Polarisation P setzt sich also aus zwei
Bestandteilen zusammen und kann durch

P = αu + βE (A.2.2)
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angegeben werden. Dabei sind die beiden Parameter α und β noch nicht weiter
bestimmt. Setzt man nun ebene Wellen als Lösungen für E, u und P an, so bekommt
man für die Auslenkung der Ionen

u =
e∗

ω2
t − ω2 − iωγ

E, (A.2.3)

woraus sich dann für die Polarisation

P =

(

α
e∗

ω2
t − ω2 − iωγ

+ β

)

E (A.2.4)

ergibt. Da allgemein die Polarisation und das elektrische Feld über die Permittivität
durch die Gleichung

P = ε0
[

ε(ω) − 1
]

E (A.2.5)

verknüpft sind, bekommt man für die Permittivität schließlich

ε(ω) = 1 + ε0

(

β + α
e∗

ω2
t − ω2 − iωγ

)

. (A.2.6)

Nun können die beiden Parameter α und β durch die statische Permittivität εstat :=
ε(ω = 0) und die Hochfrequenzpermittivität ε∞ := ε(ω → ∞) ersetzt werden, sodass
man für die Permittivität in einem polarem Medium

ε(ω) = ε∞

(

1 +
ω2

t

(

εstat
ε∞

− 1
)

ω2
t − ω2 − iωγ

)

(A.2.7)

erhält. Benutzt man noch die sogenannte Lyddane-Sachs-Teller-Relation

ω2
l =

εstat
ε∞

ω2
t , (A.2.8)

die die Frequenz ωl der longitudinalen Phononen mit derjenigen der transversalen
Phononen ωt verbindet, kann man die Permittivität auch durch die Gleichung

ε(ω) = ε∞

(

1 +
ω2

l − ω2
t

ω2
t − ω2 − iωγ

)

(A.2.9)

ausdrücken. Diese Permittivität wird auch als Reststrahlenformel bezeichnet und
führt zu einem sehr großen Reflexionskoeffizienten (nahe Eins) im Frequenzbereich
zwischen ωt und ωl, der auch als Reststrahlenband bezeichnet wird.

Typische Parameterwerte für GaN sind beispielsweise [37] für T = 300 K

ε∞ = 5, 35, (A.2.10)

γ = 1, 51 · 1012 s−1, (A.2.11)

ωt = 1, 06 · 1014 s−1, (A.2.12)

ωl = 1, 41 · 1014 s−1. (A.2.13)

Das Reststrahlenband liegt bei GaN daher direkt in dem bei 300 K thermisch an-
regbaren Bereich, d.h. nahe der Frequenz ωth ≈ 1, 1 · 1014s−1.
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Anhang B

Abschätzung für die Gültigkeit des

lokalen Gleichgewichts

Aufgrund der gemachten Voraussetzungen ist klar, dass der Ausdruck für den Strah-
lungswärmetransport in Gl. (5.2.2) im Allgemeinen nur für Abstände a richtig sein
kann, die mit der makroskopischen Beschreibung vereinbar sind. Es gibt daher eine
Längenskala, auf der die gegebene Theorie nicht mehr richtig sein kann, weil mikro-
skopische Effekte berücksichtigt werden müssen. Es ist außerdem sofort ersichtlich,
dass die Annahme des lokalen thermodynamischen Gleichgewichts für beliebig kleine
Abstände zwischen den Halbräumen nicht mehr gültig sein kann. Um eine Längen-
skala für die Abstände zu erhalten, für die die Annahme eines lokalen Gleichgewichts
gerechtfertigt scheint, kann man folgende Abschätzung machen:

Gegeben seien zwei Halbräume aus dem gleichen Material im Abstand a � λth

bei verschiedenen Temperaturen T1 und T2 im lokalen thermodynamischen Gleich-
gewicht. Die Felder, die zum Wärmestrom zwischen diesen Halbräumen beitragen,
werden durch Quellenströme im Bereich der Skintiefe ds an der Oberfläche der jewei-
ligen Halbräume erzeugt. Verringert man nun den Abstand a zwischen den Halbräu-
men, so kann man annehmen, dass der Energieübertrag aufgrund der evaneszenten
Moden zunehmen wird. Die Oberfläche des wärmeren Halbraumes wird sich da-
her etwas abkühlen und die Oberfläche des kälteren Halbraumes leicht erwärmen.
Man bekommt daher in dem Bereich der Skintiefe, in dem die Felder im Medium
gedämpft werden, eine Temperatur, die leicht von T1 bzw. T2 abweicht. Solange der
Temperaturunterschied ∆T zwischen der Bulktemperatur und der Oberflächentem-
peratur gering ist, kann man in guter Näherung weiterhin im gesamten Halbraum ein
lokales thermodynamisches Gleichgewicht bei den Temperaturen T1 bzw. T2 anneh-
men. Es soll hier angenommen werden, dass T1 und T2 größer als 100 K sind, sodass
∆T ≈ 1 K ein vertretbarer Temperaturunterschied zwischen der Oberflächen- und
der Bulktemperatur ist.

Um einen Abstand abzuschätzen, auf dem die Annahme des lokalen thermo-
dynamischen Gleichgewichts nicht mehr gerechtfertigt ist, wird vorausgesetzt, dass
diese Annahme genau dann nicht mehr gilt, wenn die Energie, die pro Fläche und
Zeit durch den Strahlungswärmetransport zwischen den Medien ausgetauscht wird,
größer ist als der Energiebetrag Q̇/A, der durch Wärmeleitung im Medium pro
Fläche A und Zeit nachgeliefert werden kann. Die Grundannahme des lokalen ther-
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modynamischen Gleichgewichtes ist also gerechtfertigt, solange

Q̇

A
� 〈Smax〉 (B.1)

gilt. Da nun die Wärmeleitung im Metall für den Abstand ∆x durch

Q̇

A
=
ζ∆T

∆x
(B.2)

mit einem Wärmeleitkoeffizienten in der Größenordnung ζ = 300 Wm−1K−1 gegeben
ist [146], kann man mit ∆T ≈ 1 K und ∆x ≈ ds ≈ 50 nm die Energie, die durch die
Wärmeleitung pro Fläche und Zeit durch das Metall fließt, abschätzen und bekommt
Q̇/A ≈ 6 · 109 Wm−2. In einem Dielektrikum kann man dagegen die Schätzgrößen
ζ ≈ 3 Wm−1K−1 und ds ≈ 500 nm benutzen [146], sodass in diesem Fall Q̇/A ≈
6 · 106 Wm−2 gilt.

Da man den maximalen Strahlungswärmetransport zwischen zwei Halbräumen
durch

〈Smax〉 ≈
1

3a2
10−8 W (B.3)

abschätzen kann, indem man T‖ = T⊥ = 1 in der Polder-van Hove-Formel in Gl.
(5.3.1) setzt und das λ-Integral nur bis 1/a ausführt, bekommt man die groben
Schätzwerte

a�
{

0, 7 nm für ein Metall

24 nm für ein polares Medium.
(B.4)

Die Annahme des lokalen thermodynamischen Gleichgewichtes ist daher bis auf
Abstände im Nanometerbereich gerechtfertigt, d.h. für Abstände, bei denen die ma-
kroskopische Beschreibung selbst bereits kritisch zu hinterfragen ist.

Die hier entwickelte Abschätzung soll nun auf die Materialien Gold und GaN
angewandt werden, um zu sehen, ob die Annahme des lokalen Gleichgewichts für
die Experimente mit einem Rasterwärmemikroskop [3, 88] gerechtfertigt werden
kann. Schließlich werden im Experiment Abstände von bis zu einem Nanometer
erreicht. Für Gold hat man bei T = 300 K einen Wärmeleitkoeffizienten [146] von
ζ = 317 Wm−1K−1 und die Skintiefe beträgt ds = 22 nm, sodass man

Q̇

A
= 1, 4 · 1010 W

m2
(B.5)

bekommt. Die Energie pro Fläche und Zeit durch den Nahfeldwärmeübertrag beträgt
bei einem Abstand von a = 1 nm gemäß der Polder-van Hove-Formel

〈SAu/Au(a = 1 nm)〉 = 4, 5 · 105 W

m2
, (B.6)

sodass die Energiemenge pro Fläche und Zeit, die durch die Wärmeleitung in der
Skinschicht nachgeliefert wird, um fünf Größenordnungen größer ist als die Ener-
giemenge, die pro Fläche und Zeit durch den Nahfeldwärmetransport ab- bzw. hin-
zugeführt wird. Man beachte, dass sich für Gold die Wärmeleitfähigkeit und die
Skintiefe im Bereich von 100 K bis 300 K nur geringfügig ändern, sodass die hier

220



221

dargelegte Abschätzung nahelegt, dass die gemachte Annahme des lokalen thermo-
dynamischen Gleichgewichtes im Fall zweier Goldmedien bis auf Abständen von
einem Nanometer gerechtfertigt ist.

Für GaN ist nun der Wärmeleitfähigkeitskoeffizient [147] bei einer Temperatur
von 300 K durch ζ = 130 Wm−1K−1 gegeben, während dieser für T = 100 K ungefähr
ζ = 90 Wm−1K−1 beträgt. Für die Skintiefe ergibt sich bei T = 300 K ein Wert von
d300

s = 375 nm und bei T = 100 K ein Wert von d100
s = 2, 3µm. Damit bekommt man

Q̇

A

∣

∣

∣

∣

T=300

= 3, 5 · 108 W

m2
bzw.

Q̇

A

∣

∣

∣

∣

T=100

= 3, 9 · 107 W

m2
. (B.7)

Für den Nahfeldwärmetransport zwischen zwei GaN-Halbräumen bekommt man nun
bei einem Abstand von a = 1 nm gemäß der Polder-van Hove-Formel

〈SGaN/GaN(a = 1 nm)〉 = 2, 4 · 107 W

m2
. (B.8)

Die Energiemenge, die pro Fläche und Zeit durch die Wärmeleitung innerhalb der
Skintiefe nachgeliefert wird, ist daher bei Abständen oberhalb von einem Nanometer
größer als die Energiemenge, die durch den Nahfeldwärmetransport geliefert wird.
Dabei liegen die Werte diesmal ungefähr in der gleichen Größenordnung, sodass
die Annahme eines lokalen Gleichgewichts in diesem Fall problematisch sein kann.
Im Experiment wird aber der Wärmestrom zwischen einem Gold- und einem GaN-
Medium gemessen. Für diese Konfiguration bekommt man nun bei einem Abstand
von a = 1 nm gemäß der Polder-van Hove-Formel einen deutlichen geringeren Wert
von

〈SAu/GaN(a = 1 nm)〉 = 2, 8 · 104 W

m2
. (B.9)

sodass auch in diesem Fall die Annahme eines lokalen Gleichgewichts gerechtfertigt
scheint.
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Anhang C

Verschiedene Relationen für die

Fresnel-Koeffizienten

In diesem Anhang werden nützliche Relationen hergeleitet, die in dieser Arbeit im-
mer dann Verwendung finden, wenn die verschiedenen Transmissionskoeffizienten für
die verschiedenen Schichtgeometrien durch die Fresnelschen Reflexionskoeffizienten
ausgedrückt werden. Außerdem werden für das Drude-Modell Näherungsausdrücke
für die Hagen-Rubens-Näherung gewonnen, die vor allem im zweiten Kapitel von
Bedeutung sind.

C.1 Transmissionskoeffizienten

Als erstes sollen die Relationen

T

Re(h0)
=

{

1−|r|2
h0

fürλ < k0
2Im(r)

γ
fürλ > k0

(C.1.1)

mit

T 01
‖ =

4Re(h0)Re(h1εr1)

|h2εr1 + h1|2
und T 01

⊥ =
4Re(h0)Re(h1)

|h2 + h1|2
(C.1.2)

und γ2 = λ2 − k2
0 bewiesen werden, die gerade für die Betrachtung von Halbraum-

geometrien relevant sind. Dazu genügt es, die entsprechenden Relationen für die
TM-Moden zu zeigen, da man daraus sofort die entsprechenden Relationen für die
TE-Moden bestimmen kann. Man beachte, dass h0 für die propagierenden Moden
mit λ < k0 rein reell und für die evaneszenten Moden mit λ > k0 rein imaginär ist,
wobei im letzteren Fall h0 = iγ gilt.

Für die propagierenden Moden muss daher

T 01
‖ = 1 − |r01

‖ |2 (C.1.3)

gezeigt werden. Da nun der Fresnelsche Reflexionskoeffizient bekannt ist, steht auf
der rechten Gleichungsseite dieser Beziehung

1 − |r01
‖ |2 = 1 − |h0εr1 − h1|2

|h0εr1 + h1|2
=

4Re(h1εr1)Re(h0)

|h0εr1 + h1|2
= T 01

‖ , (C.1.4)
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da h0 rein reell ist und damit h0 = Re(h0) gilt.

Für die evaneszenten Moden ist der Beweis ähnlich einfach, wobei in diesem Fall
die Gültigkeit der Gleichung

T 01
‖

Re(h0)
=

2Im(r01
‖ )

γ
(C.1.5)

gezeigt werden muss. Die rechte Gleichungsseite kann nun wieder umgeschrieben
werden, wobei man

2Im(r01
‖ )

γ
=

1

iγ

(

h0εr1 − h1

h0εr1 + h1
− c.c.

)

=
1

iγ

1

|h0εr1 + h1|2
(

(h0εr1 − h1)(h0εr1 + h1) − c.c.

)

=
1

iγ

1

|h0εr1 + h1|2
4iIm(h1h0εr1)

=
4Re(h1εr1)

|h0εr1 + h1|2

(C.1.6)

bekommt. Damit ist auch die zweite Relation und damit Gl. (C.1.1) für die TM-
Moden gezeigt, wobei die Ableitung für die TE-Moden analog durchgeführt werden
kann.

C.2 Fresnel-Koeffizienten

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden die Transmissionskoeffizienten für eine di-
elektrische Schicht durch die entsprechenden Fresnelschen Ausdrücke angegeben.
Dazu werden die Relationen

Im(h1εr1)

|a01
‖ |2 = −

Im(r01
‖ )

2h0

(C.2.1)

und

Im(h1)

|a01
⊥ |2 = −Im(r01

⊥ )

2h0
(C.2.2)

verwendet, wobei a01 durch a01 := h0εr1 + h1 definiert ist. Diese beiden Relationen
sollen nun bewiesen werden.
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Mit b01 := h0εr1 − h1 gilt

2iIm(r01
‖ ) = 2iIm

(

b01‖
a01
‖

)

=
1

|a01
‖ |2 (b01‖ a

01
‖ − c.c.)

=
1

|a01
‖ |2

(

(h0εr1 − h1)(h0εr1 + h1) − c.c.
)

=
1

|a01
‖ |2

(

h2
0|εr1|2 − |h1|2 − h1h0εr1 + h1h3εr1 − c.c.

)

=
1

|a01
‖ |2

(

h0(h1εr1 − h1εr1) − c.c.
)

= −4i
Im(h1εr1)

|a01
‖ |2 h0,

(C.2.3)

womit die erste Relation bewiesen ist.

Als zweites wird die Relation

Im(h1εr1)

|a01
‖ |2 =

1 − |r01
‖ |2

4γ
(C.2.4)

mit γ =
√

λ2 − k2
0 bewiesen. Wie im vorherigen Fall lässt sich dann wieder leicht

zeigen, dass auch
Im(h1)

|a01
⊥ |2 =

1 − |r01
⊥ |2

4γ
(C.2.5)

gilt. Diese Relationen gelten nur für die evaneszenten Moden, d.h. für λ > k0, und
damit h0 = iγ. Damit bekommt man

1 − |r01
‖ |2 =

1

|a01
‖ |2

(

|a01
‖ |2 − |b01‖ |2

)

=
1

|a01
‖ |2

(

|h0εr1 + h1|2 − |h0εr1 − h1|2
)

=
1

|a01
‖ |2

(

|iγεr1 + h1|2 − |iγεr1 − h1|2
)

=
2

|a01
‖ |2

(

iγεr1h1 − iγεr1h1

)

=
2

|a01
‖ |2 (−iγ)2iIm(h1εr1)

=
4γ

|a01
‖ |2 Im(h1εr1),

(C.2.6)

was zu zeigen war.
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226 ANHANG C. RELATIONEN FÜR DIE FRESNEL-KOEFFIZIENTEN

C.3 Hagen-Rubens-Näherung

In diesem Abschnitt werden einige sehr hilfreiche Beziehungen für Drude-Materialien
in der Hagen-Rubens-Näherung abgeleitet, wobei die Permittivität für Drude-Mate-
rialien durch

εr = 1 −
ω2

pτ
2

1 + ω2τ 2
+ i

ω2
pτ

2

ωτ(1 + ω2τ 2)
(C.3.1)

gegeben ist. In der Hagen-Rubens-Näherung, d.h. es wird ωτ � 1 vorrausgesetzt,
erhält man dann

ε′r ≈ 1 − ω2
pτ

2 und ε′′r ≈
ω2

pτ

ω
. (C.3.2)

Nimmt man noch zusätzlich an, dass ω � ωp und ωpτ � 1, dann kann man
relativ leicht die Beziehung

ε′′r
|εr|2

≈ ε′′r
|εr + 1|2 ≈ ω

ω2
pτ

(C.3.3)

ableiten. Mithilfe dieser Beziehungen lassen sich beispielsweise die allgemeinen Aus-
drücke für die Nahfeldenergiedichte für Drude-Materialien in der Hagen-Rubens-
Näherung auswerten.

Nun sollen weiterhin die Ausdrücke für Re(r2) und Im(r2) im stark evaneszenten
Bereich (λ � k0) angegeben werden, wobei mit den Relationen für die TM-Moden
begonnen wird. Man erhält

r2
‖ ≈

(εr − 1)2

(εr + 1)2
=

(εr − 1)2(εr + 1)2

|εr + 1|4

=
(|εr|2 − εr + εr − 1)2

|εr + 1|4 =
(|εr|2 − 1 + 2iIm(εr))

2

|εr + 1|4

=
(|εr|2 − 1)2 − 4ε′′2r + 4iIm(εr)(|εr|2 + 1)

|εr + 1|4 .

(C.3.4)

Damit hat man

Im(r2
‖) ≈

4ε′′r(|εr|2 − 1)

|εr + 1|4 ≈ 4
ε′′r

|εr + 1|2 ≈ 4
ω

ω2
pτ

(C.3.5)

und

Re(r2
‖) ≈

(|εr|2 + 1)2

|εr + 1|4 − 4

(

ε′′r
|εr + 1|2

)2

≈ 1 − 4

(

ω

ω2
pτ

)2

.

(C.3.6)

Für die TE-Moden bekommt man

r2
⊥ ≈

(

k2
0

λ2

)2
(εr − 1)2

16
=

(

k2
0

λ2

)2
(ε′r − 1)2 + 2i(ε′r − 1)ε′′r − ε′′2r

16
. (C.3.7)
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Es folgt damit

Re(r2
⊥) ≈

(

k2
0

λ2

)2
(ε′r − 1)2 − ε′′2r

16
≈ −k

4
0

λ4

ε′′2r

16
≈ −k

4
0

λ4

1

16

(

ω2
pτ

ω

)2

(C.3.8)

und

Im(r2
⊥) ≈ k4

0

λ4

1

16
2ε′′r(ε

′
r − 1) ≈ −k

4
0

λ4

1

8
ω2

pτ
2
ω2

pτ

ω
≈ 2ωτRe(r2

⊥). (C.3.9)

Diese Ausdrücke werden im zweiten Kapitel dieser Arbeit verwendet, um Näherungs-
ausdrücke für die Nahfeldenergiedichte oberhalb einer frei stehenden Drude-Schicht
für solche Materialien zu erhalten, für die die Hagen-Rubens-Näherung erfüllt ist.
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Anhang D

Polylogarithmus und

Zeta-Funktion

In diesem Anhang sollen einige Formeln für die Riemannsche Zeta-Funktion und den
Polylogarithmus angegeben werden, auf die in der Dissertation gelegentlich zurück-
gegriffen wird.

Der sogenannte Polylogarithmus ist durch [148]

Lin(z) :=

∞
∑

k=1

zk

kn
(D.1)

für alle komplexen Zahlen z mit |z| < 1 definiert. Li2 wird dabei auch als Diloga-
rithmus und Li3 als Trilogarithmus bezeichnet. Anhand dieser Definition ist sofort
ersichtlich, dass die beiden Relationen

lim
|z|→0

Lin(z) = 0, (D.2)

lim
n→∞

Lin(z) = z (D.3)

gelten.
Für reelle Argumente x mit |x| ≤ 1 ist der Polylogarithmus ebenfalls rein reell

und geht für x = 1 in die Riemannsche Zeta-Funktion über; es gilt also

Lin(1) =
∞

∑

k=1

1

kn
= ζ(n). (D.4)

Beispielsweise erhält man für n = 2 und n = 4

Li2(1) = ζ(2)=

∞
∑

k=1

1

k2
=
π2

6
, (D.5)

Li4(1) = ζ(4)=

∞
∑

k=1

1

k4
=
π4

90
. (D.6)

Diese Werte sind aus dem Standardwerk von M. Abramowitz und I. Stegun [136]
entnommen.
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Neben der Reihendarstellung (D.1) existieren zwei Integraldarstellungen, die ge-
rade für Physiker nützlich sein können: Dazu gehört einerseits die Darstellung durch
eine Bose-Einstein-Funktion [148],

Lin+1(z) =
1

Γ(n+ 1)

∫ ∞

0

dt
tn

et/z − 1
, (D.7)

und andererseits die Darstellung durch eine Fermi-Dirac-Funktion,

Lin+1(−z) = − 1

Γ(n + 1)

∫ ∞

0

dt
tn

et/z + 1
. (D.8)

Zusammen mit Lin(1) = ζ(n) und der Bose-Einstein-Funktion bekommt man somit
die nützliche Beziehung

∫ ∞

0

dt
tn

et − 1
= Γ(n+ 1)ζ(n+ 1), (D.9)

sodass beispielsweise

∫ ∞

0

dt
t

et − 1
=
π2

6
, (D.10)

∫ ∞

0

dt
t2

et − 1
= 2ζ(3), (D.11)

∫ ∞

0

dt
t3

et − 1
=
π4

15
(D.12)

gelten.
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zung aus dem näheren Umfeld, wobei ich mich hier vor allem bei meiner lieben
Freundin Nina Sondag bedanke, die mir in all der Zeit den Rücken freigehalten hat.
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