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Vorwort
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den Universiẗaten Osnabr̈uck und Oldenburg gehalten wurde. Er enthält eine
Einführung in die Analysis der Funktionen einer reellen Veränderlichen. Die ur-
spr̈ungliche Fassung aus dem Jahre 1999 wurde durchgesehen undüberarbeitet.

Wir danken Michael Brinkmeier für die Erstellung der Illustrationen.

Oldenburg und Osnabrück,
Oktober 2003

WINFRIED BRUNS

UDO VETTER





Teil I

Die reellen Zahlen





1 Das Induktionsprinzip

Wir bezeichnen mit

N die Menge der natürlichen Zahlen (einschließlich 0),

Z die Menge der ganzen Zahlen,

Q die Menge der rationalen Zahlen,

R die Menge der reellen Zahlen.

Wir gehen davon aus, daß der Leser auf der Schule gelernt hat, in diesen Zahlberei-
chen zu rechnen, und daß er die Zeichen< (

”
kleiner“), � (

”
kleiner oder gleich“),

> (
”
größer“),� (

”
größer oder gleich“) kennt. Ebenso setzen wir voraus, daß der

Leser mit dem Begriff
”
Menge“ vertraut ist. Mengentheoretische Symbole werden

immer dann erkl̈art, wenn wir sie das erste Mal benutzen. In

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R bedeutet⊂
”
Teilmenge von“, in

N � Z � Q � R bedeutet�
”
echte Teilmenge von“, in

Z �⊂ N bedeutet�⊂
”
nicht Teilmenge von“, in

3 ∈ Z bedeutet∈
”
Element von“ und in

−5 /∈ N bedeutet/∈
”
nicht Element von“.

Die leere Menge bezeichnen wir mit∅. Häufig werden wir MengenM dadurch
definieren, daß wir alle Elemente einer gegebenen Menge, die eine gewisse Ei-
genschaft besitzen, inM zusammenfassen. Dabei ist der Definitionsdoppelpunkt
nützlich: Etwa

M := {z ∈ Z | z gerade}.
{. . . } ist das Mengenklammernpaar, und wir definieren, daßM die Menge aller
geraden ganzen Zahlen bezeichnet.{a1, . . . , an} steht f̈ur die Menge, die aus den
Elementena1, . . . , an besteht.

Besonders wichtig ist das Summenzeichen
∑

. Provisorisch kann man es etwa
so definieren:

∑n
i=0 ai := a0 + · · · + an. Provisorisch ist dies, weil

”
· · ·“ wenig

präzise ist. Besser ist die folgenderekursive Definition

0∑
i=0

ai := a0,

n∑
i=0

ai :=
n−1∑
i=0

ai + an bei n � 1.
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Analog führt man das Produktzeichen
∏

ein. Die folgende zus̈atzliche Verein-
barung ist manchmal nützlich: Bein < 0 sei

n∑
i=0

ai := 0 und
n∏

i=0

ai := 1.

Eng verkn̈upft mit rekursiven Definitionen sind die Beweise durch(vollständi-
ge) Induktion, die nach folgendemInduktionsschema (auchInduktionsprinzip) ver-
laufen:

A sei eine Aussagëuber naẗurliche Zahlen.
(1) Induktionsbeginn: (Man zeigt:)A gilt f ür die naẗurliche Zahln0.
(2) Induktionsannahme: (Man nimmt an:)A gilt f ür eine naẗurliche Zahln � n0.
(3) Induktionsschritt: (Man zeigt:) Aus der Induktionsannahme folgt, daßA auch
für n + 1 gilt.
(4) Induktionsschluß: Daher giltA für alle naẗurlichen Zahlen� n0.
StattInduktionsannahme wird häufig auch der TerminusInduktionsvoraussetzung
verwendet.

Beispiel 1.1. Für allen ∈ N gilt
n∑

k=0

k = n(n + 1)

2
.

Wir beweisen dies durch Induktion:
(1) Die Aussage ist richtig für die naẗurliche Zahln0 = 0; denn es ist

∑0
k=0 k = 0

nach Definition des Summenzeichens.
(2) Die Aussage gelte für die naẗurliche Zahln � 0.
(3) Es ist

n+1∑
k=0

k =
n∑

k=0

k + (n + 1) = n(n + 1)

2
+ n + 1

= n(n + 1)+ 2(n + 1)

2
= (n + 1)(n + 2)

2
.

Hier haben wir in der zweiten Gleichung die Induktionsannahme benutzt.
(4) Die Aussage gilt f̈ur alle naẗurlichen Zahlenn.

Das Induktionsschema beschreibt einefundamentale Eigenschaft der naẗurli-
chen Zahlen, die man letztlich nicht aus einfacheren Eigenschaften der natürlichen
Zahlen herleiten kann. Es präzisiert das

”
und so weiter“-Argument. Das Schema

kann hinsichtlich der Bezeichnungen variiert werden.
Weiteres Beispiel einer rekursiven Definition sind die Potenzen einer reellen

Zahl a mit Exponentenn ∈ N:

a0 := 1, an := an−1 · a.



1. Das Induktionsprinzip 9

Um das Induktionsprinzip züuben, beweisen wir die folgende nützliche Aussage:
Es seia eine reelle Zahl. Dann gilt

(1− a)

n∑
k=0

ak = 1− an+1 (∗)

für allen ∈ N. Die Aussage ist in der Tat richtig für n0 = 0. Sie gelte f̈ur einn � 0.
Dann ist sie auch für n + 1 richtig:

(1− a)

n+1∑
k=0

ak = (1− a)(

n∑
k=0

ak + an+1) = (1− a)

n∑
k=0

ak + (1− a) an+1

= 1− an+1+ (1− a) an+1 = 1− an+2.

Die Aussage gilt somit f̈ur alle naẗurlichen Zahlen. Wir verwenden sie häufig in
der Form

n∑
k=0

ak = 1− an+1

1− a
,

wobei wir dann naẗurlich a �= 1 voraussetzen m̈ussen.

Wir geben eine naheliegende Verallgemeinerung des Summenzeichens an: Für
m, n ∈ Z, m � n, sei

n∑
k=m

ak :=
n−m∑
k=0

ak+m .

(Mit dieser Definition l̈aßt sich die Summation beliebig verschieben.) Die folgen-
den, leicht beweisbaren, Rechenregeln werden wir ständig verwenden:

n∑
k=m

ak +
n∑

k=m

bk =
n∑

k=m

(ak + bk), c
n∑

k=m

ak =
n∑

k=m

cak .

Es seiM einen-elementige Menge (etwa{1, . . . , n}). Dann definieren wirn!
als die Anzahl der M̈oglichkeiten, die Elemente vonM anzuordnen; dabei setzen
wir 0! := 1. (n! wird

”
n Fakulẗat“ gesprochen.) Zum Beispiel sind

1, 2, 3 1, 3, 2 2, 1, 3 2, 3, 1 3, 1, 2 3, 2, 1

die möglichen Anordnungen für die Elemente vonM = {1, 2, 3}, also 3!= 6. Mit
der folgenden Aussage läßt sichn! einfach berechnen. In ihrem Beweis benutzen
wir das Symbol

”
\“. Für beliebige MengenM, N ist

M \ N := {x ∈ M | x /∈ N }.
Man nenntM \ N (gesprochen

”
M ohneN“) dasKomplement von N in M .
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Satz 1.2. Für jede ganze Zahl n � 1 ist

n! =
n∏

i=1

i (= 1 · 2 · 3 · · · n).

Beweis. Wir beweisen die Gleichung durch Induktionübern. Für n = 1 ist sie
offenbar richtig. Sein � 1, M eine(n+1)-elementige Menge unda1, a2, . . . , an+1
eine Anordnung der Elemente vonM . Für an+1 gibt esn+1 Möglichkeiten, und ist
an+1 fixiert, so hat mann! Möglichkeiten, die Elemente dern-elementigen Menge
M \ {an+1} davor zu setzen. Insgesamt gibt es alson! · (n + 1) Möglichkeiten, die
Elemente vonM anzuordnen. Nach Induktionsvoraussetzung ist

n! · (n + 1) =
(

n∏
i=1

i

)
· (n + 1) =

n+1∏
i=1

i.

Eng mitn! verwandt sind dieBinomialkoeffizienten: Für allen, k ∈ N sei(
n

k

)

die Anzahl derk-elementigen Teilmengen einern-elementigen Menge. Das Sym-
bol
(n

k

)
wird

”
n überk“ gesprochen. Es ist

(n
0

) = 1 für alle n ∈ N: Jede Menge
entḧalt genau eine Teilmenge mit 0 Elementen, nämlich die leere Menge.

Für das Rechnen mit Binomialkoeffizienten werden häufig die folgenden Aus-
sagen herangezogen.

Satz 1.3. (1) Für alle k, n ∈ N ist(
n + 1

k + 1

)
=
(

n

k + 1

)
+
(

n

k

)
.

(2) Für alle k, n ∈ N mit k � n gilt(
n

k

)
= n!

k!(n − k)!
.

Beweis. (1) Es sein � 0 undM eine (n+1)-elementige Menge. Ferner seia ∈ M
und N = M \ {a}. Eine(k + 1)-elementige Teilmenge vonM ist entweder Teil-
menge vonN , oder sie entsteht aus einerk-elementigen Teilmenge vonN durch
Hinzufügen vona. Dementsprechend gilt die behauptete Formel.

(2) Wir beweisen die Formel durch Induktionübern. Sie ist offenbar richtig,
wennn = 0 ist. Beim Induktionsschritt d̈urfen wir annehmen, daß 0< k < n + 1
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gilt, da für k = 0 oderk = n + 1 nichts zu beweisen ist. Mit Hilfe von (1) und der
Induktionsvoraussetzung erhält man dann(

n + 1

k

)
=
(

n

k

)
+
(

n

k − 1

)

= n!

k!(n − k)!
+ n!

(k − 1)!(n − k + 1)!

= n!(n − k + 1)+ n!k

k!(n + 1− k)!

= (n + 1)!

k!(n + 1− k)!
.

Die Binomialkoeffizienten haben ihren Namen wegen

Satz 1.4. Für alle a, b ∈ R und alle n ∈ N gilt die
”

binomische Formel“:

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk .

Beweis. Wir verwenden das Induktionsprinzip. Offenbar ist nur beim Induktions-
schritt etwas zu beweisen. Es ist

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n = (a + b)

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

=
n∑

k=0

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1

= an+1+
n∑

k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n−1∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1+ bn+1

= an+1+
n∑

k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑
k=1

(
n

k − 1

)
an+1−kbk + bn+1

= an+1+
n∑

k=1

((
n

k

)
+
(

n

k − 1

))
an+1−kbk + bn+1

= an+1+
n∑

k=1

(
n + 1

k

)
an+1−kbk + bn+1

=
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
an+1−kbk .
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Dabei haben wir den Summationsindex verschoben und 1.3 benutzt.

Die Binomialkoeffizienten lassen sich dank 1.3 besonders einfach mit Hilfe des
Pascalschen1Dreiecks ermitteln:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

. . .

Die n-te Zeile des Schemas (n = 0, 1, 2, . . . ) entḧalt der Reihe nach die Binomi-
alkoeffizienten

(n
k

)
(k = 0, . . . , n). Bei 1 � k � n − 1 erḧalt man sie gem̈aß 1.3

durch Addition der beiden unmittelbar schräg dar̈uber stehenden.
Daß die Binomialkoeffizienten in der binomischen Formel auftauchen, kann

nicht überraschen: Man betrachten Töpfe, die jeweils die
”
Kugeln“ a undb ent-

halten. Jeder Summand, den man beim Ausmultiplizieren von(a+ b)n erḧalt, ent-
spricht dem Entnehmen je einer Kugel aus denn Töpfen. Insbesondere erhält man
an−kbk dadurch, dass man genauk-mal die Kugelb entnimmt. Folglich ist die An-
zahl der Faktorenan−kbk gleich der Anzahl der M̈oglichkeiten, aus denn Töpfen
k auszuẅahlen.

Aufgaben

1.1. Zeigen Sie: F̈ur allen ∈ N ist
n∑

k=0

(−1)k−1k2 = (−1)n+1n(n + 1)

2
,

n∑
k=0

k3 = n2(n + 1)2

4
.

1.2. Leiten Sie einen
”
geschlossenen“ Ausdruck für

n∑
k=1

1

k(k + 1)
her.

Dazu ist es zweckm̈aßig, die Summe für n = 1, 2, 3, . . . auszuwerten, bis man
eine begr̈undete Vermutung für den gesuchten Ausdruck gefunden hat.

1.3. Zeigen Sie: Es gilt 2k−1 < k! f ür allek ∈ N. Beweisen Sie damit
n∑

k=0

1

k!
� 1+

n∑
k=1

(1

2

)k−1
< 3 für allen ∈ N.

1nach dem Philosophen, Mathematiker und Physiker Blaise Pascal, 1623-1662



1. Das Induktionsprinzip 13

1.4. Es seiena, b reelle Zahlen. Zeigen Sie: Für allen ∈ N ist

an+1− bn+1 = (a − b)

n∑
k=0

an−kbk .

Lösungshinweis f̈ur die, die nicht rechnen wollen: Für a �= 0 läßt sich die Formel
unmittelbar aus der Formel (∗) oben herleiten.

1.5. Beweisen Sie mit Hilfe der vollständigen Induktion, daß für alle k, n ∈ N,
k � n, gilt: (

n + 1

k + 1

)
=

n∑
m=k

(
m

k

)
.

1.6. Zeigen Sie mittels vollständiger Induktion, daß für allen � 2 gilt:

n∏
k=2

k3− 1

k3+ 1
= 2

3

(
1+ 1

n(n + 1)

)
.



2 Die reellen Zahlen: Arithmetik und Anordnung

In diesem Abschnitt sollen zunächst die f̈ur das Rechnen mit reellen Zahlen grund-
legenden Regeln formuliert werden. Diese arithmetischen Regeln sind dem Leser
von der Schule her vertraut, d. h. er kann mit Addition + , Subtraktion−, Multi-
plikation · und Division / umgehen. Die die Addition allein betreffenden Regeln
lassen sich so zusammenfassen:

(R1) Es gilta + (b + c) = (a + b)+ c für allea, b, c ∈ R.
(R2) Es gibt ein Element 0 inR mit a + 0= a für allea ∈ R.
(R3) Zu jedema ∈ R gibt es ein Element−a ∈ R mit a + (−a) = 0.
(R4) Es gilta + b = b + a für allea, b ∈ R.

Die Regel (R1) heißtAssoziativgesetz, die Regel (R4)Kommutativgesetz (der
Addition). Aus ihnen folgt, daß man endliche Summen in beliebiger Klammerung
und beliebiger Reihenfolge der Summanden ausrechnen kann. Aus den Regeln
(R1) bis (R3) kann man herleiten, daß es nur eine

”
0“ und zu jedema ∈ R nur

ein
”
−a“ gibt. All dies erscheint selbstverständlich, ist aber nicht v̈ollig trivial.

(Versuchen Sie einen Beweis!) Die Subtraktion wird bekanntlich so eingeführt:

a − b := a + (−b) für allea, b ∈ R.

Für die Multiplikation, isoliert betrachtet, gelten vier analoge Regeln:

(R5) Es gilta(bc) = (ab)c für allea, b, c ∈ R.
(R6) Es gibt ein Element 1∈ R, 1 �= 0, mit a · 1= a für allea ∈ R.
(R7) Zu jedema ∈ R, a �= 0, gibt es ein Elementa−1 mit aa−1 = 1.
(R8) Es giltab = ba für allea, b ∈ R.

Man benennt die Regeln (R5) und (R8) entsprechend den Regeln (R1) bzw.
(R4), und man kann analoge Schlußfolgerungen wie aus (R1) – (R4) ziehen. Die
Division führt man so ein: F̈ur a, b ∈ R, b �= 0, ist

a/b := ab−1.

Setzt man f̈ur a ∈ R, a �= 0, undn ∈ N

a−n := (a−1)n,

dann lassen sich aus (R5) – (R8) die bekannten Regeln für das Rechnen mit Poten-
zen zu ganzzahligen Exponenten herleiten:

Satz 2.1. Es ist

aman = am+n, (am)n = amn, ambm = (ab)m,

wobei a, b von Null verschiedene reelle Zahlen und m, n beliebige ganze Zahlen
sind.
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Bisher stehen Addition und Multiplikation verbindungslos nebeneinander. Eine
Verträglichkeitsbedingung beschreibt dasDistributivgesetz:

(R9) Es ista(b + c) = ab + ac für allea, b, c ∈ R.

Hier machen wir Gebrauch von derüblichen Vereinbarung, daß die Multiplika-
tion sẗarker binden soll als die Addition, lassen also die Klammern auf der rechten
Seite weg. Aus den Regeln (R1) – (R9) lassen sich bereits viele weitere Rechenre-
geln herleiten. Wir tun dies exemplarisch für die folgenden zwei Regeln: Es ist

0a = a0= 0 für allea ∈ R und (1)

−(ab) = (−a)b = a(−b) für allea, b ∈ R. (2)

Aus 0a = (0+ 0)a = 0a + 0a ergibt sich 0= 0a − 0a = (0a + 0a) − 0a =
0a+(0a−0a) = 0a. Damit ist (1) im Hinblick auf (R4) bewiesen. Vor dem Beweis
von (2) erinnern wir daran, daß−(ab) das eindeutig bestimmte Element vonR ist,
für dasab + (−ab) = 0 gilt. Es ist aber

ab + (−a)b = (a + (−a))b = 0b = 0

wegen (1), so daß(−a)b = −(ab) gelten muß. Ebenso zeigt mana(−b) = −(ab).

Wir sind andererseits noch weit davon entfernt, alle Eigenschaften der reellen
Zahlen erfaßt zu haben. Zum Beispiel ist es nicht möglich, aus (R1) – (R9) herzu-
leiten, daß ausa = −a, stetsa = 0 folgt. Wir demonstrieren dies mit folgendem
Beispiel: Es seiK eine aus zwei verschiedenen Elementena, b bestehende Menge.
Die folgenden Tafeln

+ a b
a a b
b b a

· a b
a a a
b a b

definieren in sofort verständlicher Weise eine Addition und eine Multiplikation
auf K . Es ist sehr einfach zu zeigen, daß Addition und Multiplikation inK den
Regeln (R1) – (R9) gen̈ugen, wobeia die Funktion von 0 und b die Funktion von
1 übernimmt. Offenbar ist aberb + b = a, alsob = −b. Andererseits istb �= a.

Es erscheint sinnvoll, an dieser Stelle einenüberaus wichtigen mathematischen
Begriff einzuf̈uhren.

Definition 2.2. Es seiK eine Menge, versehen mit einer Addition und einer Multi-
plikation, derart daß (mutatis mutandis) die Regeln (R1) – (R9) gelten. Dann heißt
K ein Körper.
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Neben den reellen ZahlenR und dem oben angegebenen Körper mit zwei Ele-
menten bilden natürlich auch die rationalen ZahlenQ einen K̈orper. Dies ist ein
weiteres Argument dafür, daß unsere Beschreibung vonR noch nicht vollsẗandig
sein kann: Schon in der Schule wird gezeigt, daß die reelle Zahl

√
2 nicht rational

ist.

Wir sind gewohnt, uns die reellen Zahlen geometrisch als die Punkte einer Ge-
raden, der Zahlengeraden, vorzustellen. Diese Veranschaulichung hängt eng damit
zusammen, daß wir reelle Zahlen der Größe nach vergleichen können:

(R10) F̈ur allea, b ∈ R gilt entwedera < b odera = b oderb < a.
(R11) F̈ur allea, b, c ∈ R gilt: Aus a < b undb < c folgt a < c.

Bei Regel (R11) spricht man von derTransitivität des Gr̈oßenvergleichs<.
Einen Gr̈oßenvergleich< in einer MengeM , der den Regeln (R10) und (R11)
gen̈ugt, nennt man einelineare Ordnung in M . Die lineare Ordnung inR ist mit
den arithmetischen Operationen verträglich:

(R12) F̈ur allea, b, c ∈ R gilt: Aus a < b folgt a + c < b + c.
(R13) F̈ur allea, b, c ∈ R gilt: Aus a < b undc > 0 folgt ac < bc.

Die Regeln (R10) – (R13) bilden die Grundlage für das Rechnen mit Unglei-
chungen. Das gilt nicht nur in dem von uns betrachteten Spezialfall des Körpers
R, sondern f̈ur jeden K̈orper, in dem es eine lineare Ordnung gibt, die den Regeln
(R12) und (R13) gen̈ugt.

Definition 2.3. Es seiK ein Körper mit einer linearen Ordnung, die die Regeln
(R10) – (R13) erf̈ullt. Dann heißtK ein angeordneter Körper.

Aus den Regeln (R10) – (R13) läßt sich eine Vielzahl weiterer Regeln für den
Umgang mit Ungleichungen herleiten. Wir geben einige, i. f. immer wieder be-
nutzte, an.

Satz 2.4. Es seien a, b, c reelle Zahlen.

(1) Aus a < b folgt −b < −a.
(2) Aus a < b und c < 0 folgt bc < ac.
(3) Es ist stets a2 � 0; insbesondere ist 1 > 0.
(4) Aus 0 < a < b folgt 0 < b−1 < a−1.
(5) Aus a < b < 0 folgt b−1 < a−1 < 0.
(6) Aus a > 1 und m < n für m, n ∈ N folgt am < an.
(7) Aus 0 < a < 1 und m < n für m, n ∈ N folgt an < am.
(8) Aus 0 � a < b und m > 0 für m ∈ N folgt am < bm.

Beweis. (1) ergibt sich durch Anwendung von (R12) mitc = −a − b. Bei a <

b und c < 0 ist zun̈achst−c > 0 nach (1), also−ac < −bc wegen (R13);
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nochmaliges Anwenden von (1) ergibt (2). Ista � 0, dann erḧalt man Regel (3)
sofort durch Anwendung von (R13) mitc = a; bei a < 0 ist 0 < aa = a2 nach
(2).

Ist a > 0 (a < 0), dann ist aucha−1 > 0 (a−1 < 0); beia−1 < 0 (a−1 > 0)
wäre 1= a−1a < 0 nach (R13) im Widerspruch zu (3). In (4) und (5) sind also die
reellen Zahlena−1, b−1 jeweils beide gr̈oßer oder beide kleiner als 0. Ihr Produkt
ist dann nach (R13) bzw. (2) in jedem Falle größer als 0, und man erhält (4) und
(5) mit (R13) durch Multiplikation mita−1b−1.

Mit den Voraussetzungen von (6) erhält man durch iterierte Anwendung von
(R13) offenbaran > an−1 > · · · > a > 1, woraus insbesonderean > am folgt.
Bei (7) ist nach (4) zun̈achsta−1 > 1, nach (6) alsoa−m < a−n; Multiplikation
mit am+n ergibt die Behauptung. Regel (8) beweist man durch Induktionüberm
mit Hilfe von (R13): F̈ur m = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei alsom � 1. Nach
Induktionsvoraussetzung hat manam < bm. Durch Multiplikation vona < b mit
(der nicht negativen Zahl)am erḧalt manam+1 � amb. Aus am < bm ergibt sich
durch Multiplikation mitb weiteramb < bm+1. Insgesamt hat manam+1 < bm+1,
was zu zeigen war.

Der Betrag einer reellen Zahl ist anschaulich ihr Abstand vom Nullpunkt:

Definition 2.5. Es seia ∈ R. Dann heißt die reelle Zahl

|a| :=
{

a für a � 0,

−a für a < 0,

Betrag von a. Für a, b ∈ R nennt man|b − a| denAbstand von a undb.

Es folgen die wichtigsten Regeln für das Rechnen mit Beträgen:

Satz 2.6. Für alle a, b ∈ R gilt:

(1) |a| � 0, und |a| = 0 genau dann, wenn a = 0;

(2) |a| = |−a|;
(3) |ab| = |a||b|, und |ab−1| = |a||b|−1, falls b �= 0;

(4) |a + b| � |a| + |b| (Dreiecksungleichung).

Beweis. Die ersten beiden Regeln ergeben sich unmittelbar aus der Definition. Den
ersten Teil von Regel (3) beweist man leicht mittels einer Fallunterscheidung, der
zweite ist eine Folgerung aus dem ersten:

|a| = |ab−1b| = |ab−1||b|.
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Beim Beweis der Dreiecksungleichung (4) beachte man, daß|a + b| = ±(a + b),
±a � |a| und±b � |b| nach Definition des Betrages. Es folgt

|a + b| = ±(a + b) � |a| + |b|.

Nach Hinzuf̈ugen der Regeln (R10) – (R13) zu (R1) – (R9) sind wir der voll-
sẗandigen Beschreibung vonR erheblich n̈aher ger̈uckt. Wir können jetzt z. B.
zeigen, daß ausa = −a stetsa = 0 folgt: Bei a > 0 (a < 0) ist nach (R12) auch
a + a > 0 (a + a < 0). Insbesondere läßt sich der oben angegebene Körper mit
zwei Elementen nicht zu einem angeordneten Körper machen. Daß andererseits
die Beschreibung vonR immer noch nicht vollsẗandig ist, ergibt sich schon daraus,
daß wir in den Regeln (R1) – (R13)überallR durchQ ersetzen d̈urfen: AuchQ ist
ein angeordneter K̈orper. Außerdem läßt sich die selbstverständlich erscheinende
Eigenschaft

”
Zu jedema ∈ R gibt es einn ∈ N mit a < n“ nicht schon aus

(R1) – (R13) herleiten. Die vollständige Beschreibung vonR entḧalt der n̈achste
Abschnitt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen nützlichen Bezeichnungen für ge-
wisse Teilmengen vonR. Dabei seiena, b ∈ R, a � b.

Definition 2.7. Die Teilmengen

[a, b] := {x ∈ R | a � x � b}, ]a, b[ := {x ∈ R | a < x < b},
[a, b[ := {x ∈ R | a � x < b}, ]a, b] := {x ∈ R | a < x � b}

von R heißenIntervalle mit denEndpunkten a undb. Zur genaueren Unterschei-
dung nennt man sie der Reihe nachabgeschlossen, offen, (nachrechts bzw. links)
halboffen. Die Teilmengen

[a,∞[ := {x ∈ R | a � x}, ]−∞, a] := {x ∈ R | x � a},
]a,∞[ := {x ∈ R | a < x}, ]−∞, a[ := {x ∈ R | x < a}

heißenuneigentliche Intervalle mita als linkem bzw. rechtem Endpunkt.Ähnlich
wie oben nennt man die ersten beidenabgeschlossen, die beiden anderenoffen.

] −∞, a] [b, c[

a b c

R

Abbildung 2.1: Intervalle auf der Zahlengeraden

Es ist sinnvoll, auch ganzR = ]−∞,∞[ als Intervall zu betrachten.
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Aufgaben

2.1. Zeigen Sie: F̈ur allen ∈ N, n � 1, ist

(
1+ 1

n

)n

�
n∑

k=0

1

k!
.

Lösungshinweis: F̈ur allen ∈ N, n � 1 und allek ∈ N gilt(
n

k

)
· 1

nk
�

1

k!
. (Beweis?)

2.2. Beweisen Sie dieBernoullische 2Ungleichung: Für allem ∈ N und allea ∈ R,
a � −1, gilt: (1+ a)m � 1+ m · a.

2.3. Zeigen Sie:

(a) Für allea, b ∈ R ist |a + b| � |a| − |b| und|a + b| � ||a| − |b||.
(b) Für allea1, . . . , am ∈ R ist∣∣∣∣∣

m∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ �
m∑

k=1

|ak|.

2.4. Man bestimme allex ∈ R mit

(a) |x + 2| − |x − 2| � 2,

(b) ||x + 1| − 2| � 1

und skizziere die Ergebnisse auf der Zahlengeraden.

2nach dem Mathematiker Jakob Bernoulli, 1654-1705



3 Die reellen Zahlen: Vollständigkeit

Schon im Mathematikunterricht der Schule kommt man an verschiedenen Stellen
mit den rationalen Zahlen nicht aus, so bei dem Versuch quadratische Gleichungen
zu lösen oder auch bei der Kurven- und Flächenberechnung. Wir beschränken uns
hier auf ein einfaches

Beispiel 3.1. Die Länge der Diagonalen im Quadrat mit der Kantenlänge 1 ist nicht
rational, d. h. es gibt keine rationale Zahla mit a2 = 2.

Angenommen, es gäbe solch eina. Wir könnena in der Formr/s schreiben,
wobei r, s (s �= 0) ganze Zahlen sind, die nicht beide durch 2 teilbar sind. Aus
a2 = 2 ergibt sichr2 = 2s2 und hieraus, daßr gerade ist. Die linke Seite der
letzten Gleichung ist also durch 4 teilbar. Folglich muß auchs gerade sein. Das
steht im Widerspruch zur Wahl vonr unds.

Auf der Schule wird zumindest plausibel gemacht, daß die Lückenlosigkeit der
Zahlengeraden die Existenz einerreellen Zahl a garantiert, f̈ur die a2 = 2 ist.
Geometrisch stellt man sich diese Lückenlosigkeit so vor: Versucht man, die Zah-
lengerade in zwei Stücke zu zerschneiden, so befindet sich an der Schnittstelle eine
Zahl. F̈ur das linke Sẗuck M und das rechte Stück N gilt offenbar:

x � y für alle x ∈ M, y ∈ N .

Außerdem hat manM �= ∅, N �= ∅. Daß sich an der Schnittstelle eine Zahl be-
findet, l̈aßt sich so ausdrücken: Es gibt eina ∈ R mit x � a � y für alle x ∈ M ,
y ∈ N .

Wir nehmen daher zu den Regeln (R1) – (R13) noch die folgende, das soge-
nannteVollständigkeitsaxiom hinzu:
(R14) Es seienM, N nichtleere Teilmengen vonR, derart daßx � y gilt f ür alle

x ∈ M, y ∈ N . Dann existiert eina ∈ R mit

x � a � y für alle x ∈ M, y ∈ N .

a NM

Abbildung 3.1: Das Vollsẗandigkeitsaxiom

Das Vollsẗandigkeitsaxiom heißt in der hier angegebenen Formulierung auch
Axiom vom Dedekindschen3 Schnitt. Als Folgerung aus (R14) zeigen wir, daß man
in R in der gewohnten Weise Wurzeln ziehen kann.

3nach dem Mathematiker Richard Dedekind, 1831-1916
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Satz 3.2. Es sei n ∈ N, n > 0. Dann gilt:
(1) Zu jedem b ∈ R, b � 0, gibt es genau ein a ∈ R, a � 0, mit an = b.
(2) Ist n ungerade, so gibt es zu jedem b ∈ R genau ein a ∈ R mit an = b.

Definition 3.3. Unter den Voraussetzungen von 3.2 heißta die n-te Wurzel ausb,
kurz: a = n

√
b.

Bemerkungen 3.4. Die positive naẗurliche Zahln sei gerade.
(1) Ist b < 0, so existiert keina ∈ R mit an = b.
(2) Ist b � 0 undan = b, so ist auch(−a)n = b. Unsere Definition stellt aber
sicher, daßn

√
b � 0.

Beweis zu 3.2. Wir überlegen uns zunächst, daß die reelle Zahla in (1) und in (2)
eindeutig bestimmt ist. Es seib � 0. Bei a � 0 und ã ∈ R mit 0 � ã < a gilt
ãn < b nach Regel (8) in Satz 2.4; falls̃a > a ist, gilt ãn > b. Also ista im Falle
b � 0 eindeutig bestimmt. Beib < 0 (und ungerademn) betrachte man−b und
wende das bisher Bewiesene an.

Nun zurExistenz von a.
(1) Die F̈alle b = 0 undb = 1 sind klar. Wir betrachten dann den Fall 1< b und
setzen

M = {x ∈ R | x � 0 undxn � b},
N = {x ∈ R | x � 0 undxn � b}.

M und N erfüllen die Voraussetzungen von (R14): Wegen 2.4(8) giltx � y für
alle x ∈ M , y ∈ N ; außerdem hat man 0∈ M undb ∈ N , letzeres wegen 2.4(6).
Also existiert eina ∈ R mit x � a � y für alle x ∈ M , y ∈ N . Wegen 1∈ M
ist insbesondere 1� a. Wir behauptenan = b. Dies ergibt sich sofort aus dem
folgenden Hilfssatz.

Satz 3.5. Es seien n ∈ N, n > 0, und a, b ∈ R. Gilt an > b > 0, dann existiert ein
ã ∈ R mit 0 � ã < a und ãn � b. Ebenso gibt es bei 0 < an < b ein ã ∈ R mit
a < ã und ãn � b.

Wir f ühren zun̈achst den Beweis von 3.2 zu Ende. Beian > b gäbe es nach
3.5 ein ã ∈ R mit 0 � ã < a und ãn � b. Dann istã ∈ N , aberã < a. Das
widerspricht der Wahl vona. Wärean < b, so g̈abe es (da auch 0< an) aus dem
gleichen Grund eiña ∈ R mit a < ã und ãn � b, ebenfalls im Widerspruch zur
Wahl vona.

Damit ist der Fall 1< b erledigt. Bei 0< b < 1 setzt mañb = 1/b. Nach dem
bisher Bewiesenen gibt es einã mit ãn = b̃. Mit a = 1/ã gilt offenbaran = b.

(2) Es ist nur noch der Fallb < 0 zu behandeln. Hier setzt manb̃ = −b. Dann
gibt es gem̈aß (1) einã ∈ R, mit ãn = b̃. Mit a = −ã gilt dannan = b.
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Beweis zu 3.5. Im Fallean > b setzen wir

r = 1

n

(
1− b

an

)
.

Offenbar ist 0< r < 1. Wir wählenã = a(1− r). Dann ist 0< ã < a. Mit der
Bernoullischen Ungleichung (Aufgabe 2.2) ergibt sich

ãn = an(1− r)n � an(1− nr) = b.

Im Falle 0< an < b setzen wir

r = 1

n

(
1− an

b

)
.

Wieder ist 0< r < 1, und f̈ur ã = a

1− r
gilt a < ã und ãn � b.

Wir notieren die g̈angigen Rechenregeln für Wurzeln:

Satz 3.6. Es seien a, b ∈ R, a, b � 0. Dann gilt:
(1) n
√

ab = n
√

a n
√

b für alle n > 0,
(2) n

√
m
√

a = mn
√

a für alle m, n > 0,

(3) n
√

am = ( n
√

a)m für alle n > 0, m � 0.

Beweis. Bei (1) ist zu zeigen:( n
√

a n
√

b)n = ab. Dies folgt sofort aus den Rechen-
regeln f̈ur Potenzen mit ganzzahligen Exponenten. Analog beweist man (2) und
(3).

Wir können nun auch Potenzen mit rationalen Exponenten einführen. Beia > 0
setzen wir

a
m
n = n
√

am für m, n ∈ Z, n > 0.

Dies ist nur sinnvoll, wenn die rechte Seite der Gleichung nicht von der Bruchdar-
stellung der rationalen Zahlr = m/n abḧangt: Es seim/n = p/q mit p, q ∈ Z,
q > 0. Dann ist

(
n
√

am)q = n
√

amq = n
√

anp = a p,

also n
√

am = q
√

a p, wie gefordert.

Für das Rechnen mit Potenzen zu rationalen Exponenten hat man die gleichen
Regeln wie bei ganzzahligen Eponenten:

Satz 3.7. Es seien a, b ∈ R, a, b > 0. Dann gilt für alle r, s ∈ Q :

(1) ar as = ar+s, (2) (ar )s = ars, (3) ar br = (ab)r .
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Beweis. (1) Es seienr = p/q, s = u/v mit p, q, u, v ∈ Z, q, v > 0. Dann ist
r = (pv)/(qv), s = (qu)/(qv). Nach Wechsel der Bruchdarstellung dürfen wir
also annehmen:r = p/q, s = u/q. Dann gilt

ar as = a p/qau/q = q
√

a p q
√

au = q
√

a pau = q
√

a p+u = a(p+u)/q = ar+s .

Die Beweise f̈ur (2) und (3) verlaufen v̈ollig analog.

Für viele Beweise ist eine andere Formulierung des Vollständigkeitsaxioms
praktikabler als (R14). Dazu benötigen wir folgende Begriffe:

Definition 3.8. Die TeilmengeM von R heißtnach oben beschränkt (nach unten
beschränkt), wenn es eine reelle Zahla gibt mit x � a (a � x) für allex ∈ M ; die
Zahl a heißt dann eineobere (untere) Schrankevon M . Eine nach oben und unten
beschr̈ankte Teilmenge vonR heißtbeschränkt.

Eine obere Schrankea von M heißtkleinste obere Schranke von M , falls a � b
gilt f ür jede obere Schrankeb von M ; analog definiert man den Begriffgrößte
untere Schranke .

Bemerkung 3.9. Besitzt die TeilmengeM von R eine kleinste obere Schranke
(größte untere Schranke), so ist diese offenbar eindeutig bestimmt. Wir nennen sie
dasSupremum (Infimum) von M , kurz supM (inf M).

Der folgende Satz enthält die für uns wesentliche Implikation der oben ange-
kündigten Umformulierung des Vollständigkeitsaxioms.

Satz 3.10. Es sei M eine nichtleere Teilmenge von R. Ist M nach oben beschränkt,
dann besitzt M eine kleinste obere Schranke.

Beweis. Wir setzenN = {y ∈ R | y obere Schranke vonM}. Dann istN �= ∅, und
es giltx � y für allex ∈ M , y ∈ N . Nach (R14) existiert eina ∈ R mit

x � a � y für alle x ∈ M, y ∈ N .

Offensichtlich ista kleinste obere Schranke vonM .

Bemerkungen 3.11. Für nach unten beschränkte Teilmengen vonR gilt natürlich
eine analoge Aussage. Es ist ferner nicht schwierig zu zeigen, daß die Aussage von
Satz 3.10 sogar̈aquivalent zum Vollsẗandigkeitsaxiom (R14) ist (Aufgabe 3.3).

Wir können jetzt eine bereits am Ende von Abschnitt 2 formulierte Eigenschaft
vonR beweisen, dasArchimedische4 Axiom.

4nach Archimedes, ca. 287-212 v. Chr., dem wohl bedeutendsten Mathematiker der Antike
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Satz 3.12. (1) Zu jedem a ∈ R gibt es ein n ∈ N mit a < n.
(2) Zu jedem a ∈ R, a > 0, gibt es ein n ∈ N mit 1/n < a.

Beweis. (1) Wir nehmen an, daßa � n für allen ∈ N. Dann ista obere Schranke
vonN. Nach 3.10 hatN dann eine kleinste obere Schrankeb. Wegenb � n+ 1 für
alle n ∈ N ist folglich auchb − 1 eine obere Schranke vonN. Widerspruch!
(2) Man wende (1) auf die reelle Zahl 1/a an.

Ein angeordneter K̈orper, f̈ur den (mutatis mutandis) die Aussage von Satz 3.12
gilt, heißtarchimedisch angeordneter Körper. In einem solchen K̈orperK bilden
die naẗurlichen Zahlen, genauer: die Vielfachenn · 1K , n ∈ N, des Einselemen-
tes 1K von K , eine nicht beschränkte Teilmenge. NebenR ist naẗurlich auchQ
archimedisch angeordnet.

Aufgaben

3.1. Zeigen Sie:

(1) Für allea ∈ R ist |a| = √a2.

(2) Für allea, b ∈ R, a, b � 0, ist
√

ab � 1
2(a + b) (Ungleichung vom geometri-

schen und arithmetischen Mittel).

3.2. Bestimmen Sie Infimum und Supremum der folgenden Teilmengen vonR
(sofern vorhanden):

(1)
{1

n
| n ∈ N, n � 1

}
, (2)

{1

n
| n ∈ Z, n �= 0

}
, (3)

{
x ∈ Q | 0 � x �

√
2
}
.

3.3. Zeigen Sie, daß man an Stelle des Axioms (R14) auch die Aussage von 3.10,
dasSupremumsaxiom

(R14’) Jede nichtleere, nach oben beschränkte Teilmenge vonR besitzt eine
kleinste obere Schranke.

als Vollsẗandigkeitsaxiom zu den Regeln (R1) bis (R13) hinzunehmen kann. Hin-
weis: Zu zeigen ist lediglich noch, daß aus (R1) – (R14’) das Axiom (R14) folgt.
Man zeige hierf̈ur der Reihe nach: Jede nichtleere, nach unten beschränkte Teil-
menge besitzt eine größte untere Schranke; sindM, N wie in (R14), dann istM
nach oben undN nach unten beschränkt, besitzen also wegen (R14’) eine kleinste
obere bzw. gr̈oßte untere Schranke; es ist supM � inf N .

3.4. Zeigen Sie: Eine TeilmengeJ von R ist genau dann ein Intervall, wenn mit
x, y ∈ J auch alle Zahlen zwischenx und y zu J geḧoren.



4 Abbildungen und Funktionen

Dieser Abschnitt entḧalt einige sprachliche Vereinbarungen, ohne die wir im fol-
genden nicht auskommen. Dabei nehmen wir an, daß dem Leser die Begriffe Ab-
bildung und Funktion nicht v̈ollig neu sind. Wir pr̈azisieren sie hier so:

Definition 4.1. M, N seien Mengen. EineAbbildung f von M in oder nach N
ist eine Vorschrift oder Regel, die jedem Elementx von M genau ein Element
y von N zuordnet.M heißtDefinitions- oderArgumentbereich, N Wertebereich
(der Abbildung f ). Funktionen sind Abbildungen, bei denen der Wertebereich eine
Teilmenge vonR ist.

Kurzschreibweisen für die Abbildung f von M nachN :

f : M → N oder M
f−→ N .

Der x ∈ M zugeordnete Werty ∈ N heißtBild von x unter f und wird mit f (x)

bezeichnet, kurz

y = f (x) oder x
f�→ y.

Gilt y = f (x), so heißtx ein Urbild von y unter f .

Bemerkungen 4.2. (1) Die Begriffe Vorschrift und Regel in dieser Definition sind
in einem sehr abstrakten Sinn zu verstehen. Wir wollen nicht weiter präzisieren,
wie man eine Vorschrift oder Regel angibt, genausowenig, wie wir präzisiert haben,
wie man Teilmengen einer Menge beschreibt.
(2) Abbildungen in unserem Sinn sindniemals mehrdeutig, d. h. zu jedemx ∈ M
gibt esnur einen Wert f (x) ∈ N . Es ist aber durchaus zugelassen, daß ein Element
y ∈ N mehrere Urbilder besitzt. Beispielsweise hat bei der Funktionf : R→ R,
f (x) = x2, jede positive reelle Zahl genau zwei Urbilder.

•
•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
•
•

Dies ist eine Abbildung. . . . . . und dies nicht.

M N M N

��

����

����

��

��

��

��

Wir ergänzen die Definition mit zwei n̈utzlichen Abk̈urzungen: F̈ur A ⊂ M ,
B ⊂ N sei

f (A) := { f (x) | x ∈ A} und

f −1(B) := {x ∈ M | f (x) ∈ B}.
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Man nennt f (A) dasBild von A und f −1(B) dasUrbild von B bzgl. f . Für die
Funktion f : R → R, f (x) = |x |, ist zum Beispielf (]−∞, 0]) = [0,∞[ und
f −1 (]−∞, 0[) = ∅.
Definition 4.3. Unter demGraph der Abbildung f : M → N verstehen wir die
Teilmenge

	 f := {(x, y) ∈ M × N | y = f (x)}
von M × N . Dabei istM × N daskartesische5 Produkt von M und N , d. h. die
Menge aller geordneten Paare(x, y) mit x ∈ M , y ∈ N .

x

f (x)

1

2

3

-1 1

f (x) = x2

Abbildung 4.1: Der Graph der Funktionf (x) = x2

Bemerkungen 4.4. (1)
”
Geordnet“ bedeutet hier, daß es sehr wohl auf die Reihen-

folge der Elementex undy ankommt, auch dann, wennM = N ist. Beispielsweise
ist (1, 2) �= (2, 1) in N× N.
(2) 	 f ist offensichtlich eine Teilmenge vonM × N mit folgender Eigenschaft:
Zu jedemx ∈ M existiert genau einy ∈ N mit (x, y) ∈ 	 f . Wir hätten umgekehrt
eine Abbildung vonM in N als Teilmenge vonM × N mit dieser Eigenschaft
definieren k̈onnen.

Unter gewissen Voraussetzungen kann man Abbildungenf undg hintereinan-
derschalten, dann nämlich, wenndas Bild von f im Definitionsbereich von g ent-
halten ist: Es seienf : M → N , g : P → Q Abbildungen mit f (M) ⊂ P. Dann

5nach dem Philosophen und Mathematiker René Descartes, lat. Cartesius, 1596-1650
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heißt die Abbildung

g ◦ f : M −→ Q,
(
g ◦ f

)
(x) := g

(
f (x)

)
,

dieKomposition von f und g. (Wie der aufmerksame Leser bereits festgestellt hat,
handelt es sich bei der Komposition von Abbildungen um eine Verallgemeinerung
des ihm von der Schule her bekannten Einsetzens einer Funktion in eine andere.)

Die Komposition von Abbildungen istassoziativ, d. h.: Sind f, g, h Abbildun-
gen, derart daß manh ◦ (g ◦ f ) und(h ◦ g) ◦ f bilden kann, dann gilt

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f.

Zum Beweis dieser Aussage bemerken wir zunächst, daß beide Abbildungen den
gleichen Definitionsbereich (nämlich den vonf ) und den gleichen Wertebereich
(nämlich den vonh) haben. Auch ihre Zuordnungsvorschriften stimmenüberein,
denn es ist (

h ◦ (g ◦ f )
)
(x) = h

((
g ◦ f

)
(x)
) = h

(
g
(

f (x)
))

und(
(h ◦ g) ◦ f

)
(x) = (h ◦ g)

(
f (x)

) = h
(
g
(

f (x)
))

für allex aus dem Definitionsbereich vonf .

Beispiel 4.5. Es sei f : R→ R, f (x) = x2, undg : R→ R, g(x) = x + 1. Dann
ist
(

f ◦ g
)
(x) = (x + 1)2. Andererseits gilt

(
g ◦ f

)
(x) = x2 + 1. Man beachte

also: Auch dann, wennf ◦ g undg ◦ f wohldefiniert sind, ist i. a.f ◦ g �= g ◦ f .
(Siehe Abbildung 4.2.)

Die wichtigsten Eigenschaften von Abbildungen (in diesem abstrakten Zusam-
menhang) benennt die folgende

Definition 4.6. Die Abbildung f : M → N heißt injektiv, falls verschiedene
Elemente vonM verschiedene Bilder inN besitzen, wenn also gilt:

x, x ′ ∈ M, x �= x ′ �⇒ f (x) �= f (x ′).

Sie heißtsurjektiv, falls jedes Element vonN als Bild eines Elementes vonM
vorkommt, wenn also gilt:

Zu jedem y ∈ N gibt es ein x ∈ M mit y = f (x).

Schließlich heißt eine sowohl injektive als auch surjektive Abbildungbijektiv.
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5

3

1-1 x

g ◦ f (x) = x2+ 1

y

f ◦ g(x) = (x + 1)2

Abbildung 4.2:
(

f ◦ g
)
(x) = (x + 1)2 und

(
g ◦ f

)
(x) = x2+ 1

Bemerkung 4.7. Die gerade definierten Begriffe bereiten anfänglich ḧaufig Ver-
sẗandnisschwierigkeiten. Mit den folgenden Beschreibungen versuchen wir eine
Stütze zu geben. Dabei sei wie in der Definitionf eine Abbildung vonM in N .

f ist injektiv ⇐⇒ Zu jedemy ∈ N gibt eshöchstens

eine L̈osung der Gleichungf (x) = y.

f ist surjektiv ⇐⇒ Zu jedemy ∈ N gibt esmindestens

eine L̈osung der Gleichungf (x) = y.

f ist bijektiv ⇐⇒ Zu jedemy ∈ N gibt esgenau

eine L̈osung der Gleichungf (x) = y.

Beispiele 4.8. (1) Die Abbildung f : R → R, f (x) = x2, ist nicht injektiv (und
auch nicht surjektiv). Hingegen istg : [0,∞[→ R , g(x) = x2, injektiv und
h : [0,∞[→ [0,∞[ , h(x) = x2, sogar bijektiv wie auch dieWurzelfunktion
h̃ : [0,∞[→ [0,∞[ , h̃(x) = √x .
(2) Ein sehr einfaches aber wichtiges Beispiel einer bijektiven Abbildung ist die
Identität idM einer nichtleeren MengeM :

idM : M → M, idM(x) = x für alle x ∈ M.

Zu jeder bijektiven Abbildungf : M → N gibt es genau eine Abbildung
g : N → M mit

g ◦ f = idM und f ◦ g = idN
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Zum Beweis ordnen wir dem Elementy ∈ N dasjenige Elementx ∈ M als g(y)

zu, für das f (x) = y gilt, also

g(y) = x ⇐⇒ f (x) = y (∗)
Es ist dann (

f ◦ g
)
(y) = f

(
g(y)

) = f (x) = y und(
g ◦ f

)
(x) = g

(
f (x)

) = g(y) = x .

Die Abbildung g heißt Umkehrabbildung von f ; sie wird mit f −1 bezeichnet.

Offenbar ist f −1 selbst wieder bijektiv, und es gilt
(

f −1
)−1 = f . Wie (∗) zeigt,

ist die Existenz vonf −1 äquivalent zur eindeutigen Auflösbarkeit der Gleichung
f (x) = y nachx .

Beispiel 4.9. Die (bijektive) Abbildung f : [0,∞[→ [0,∞[ , f (x) = x2, hat die
Wurzelfunktiong : [0,∞[→ [0,∞[ , g(x) = √x , als Umkehrabbildung.

Es sei f eine Abbildung vonM in N undT eine nichtleere Teilmenge vonM .
Die Einschränkung (auchBeschränkung) f |T von f auf T ist eine Abbildung von
T in N , die sich vonf lediglich durch den eventuell kleineren Definitionsbereich
T unterscheidet; insbesondere hat sie die gleiche Zuordnungsvorschrift.

Im letzten Teil dieses Abschnitts stellen wir einige Beispiele von Funktionen
zusammen, die uns in den folgenden Kapiteln immer wieder begegnen werden.
Die folgenden Funktionenf sind uns bereits vertraut:

(1) die Identiẗat vonR, f (x) = x für allex ∈ R;

(2) die konstanten Funktionen, f (x) = c für alle x ∈ R – dabei istc eine feste
reelle Zahl;

(3) dieBetragsfunktion f (x) = |x | für allex ∈ R;

(4) dieQuadratfunktion f (x) = x2 für allex ∈ R und ihre Umkehrfunktion,

(5) dieWurzelfunktion f (x) = √x für allex ∈ R, � 0.
Die folgende Funktion spielt in Abschnitt 8 eine wichtige Rolle:

(6) dieEntier-Funktion, f (x) = [x ] f ür allex ∈ R, wobei

[x ] = sup{n ∈ Z | n � x}.

Weitere Beispiele von Funktionen erhält man dadurch, daß man die Rechen-
operationen der reellen Zahlen auf Funktionenübertr̈agt.

Definition 4.10. Es seiD ⊂ R, f, g seien Funktionen aufD undc ∈ R. Dann sind
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−1
−1

1

f (x) = |x |

x

y

f (x) = [x]

x1
−1

−1

y

f (x) = 1

−1 1
−1

y

x

Abbildung 4.3: Die Funktionen f (x) = 1, f (x) = x, f (x) = |x | und f (x) = [x]

die Funktionen f + g, f · g, c f auf D definiert durch

( f + g)(x) = f (x)+ g(x)

( f · g)(x) = f (x) · g(x)

(c f )(x) = c f (x)


 für alle x ∈ D.

Auf D′ = {x ∈ D | g(x) �= 0} ist die Funktion f/g definiert durch(
f

g

)
(x) = f (x)

g(x)
für alle x ∈ D′.

Die folgenden Funktionen erhält man damit aus den Beispielen (1) und (2).

(7) Es seien a0, . . . , am reelle Zahlen. Die Funktion f : R→ R,

f (x) =
m∑

k=0

ak xk = a0 + a1x + · · · + am xm,
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heißt ein(e) Polynom(funktion). Mit der Definition oben ist

f =
m∑

k=0

ak idk
R .

Polynome sind z. B. f (x) = x + x3, f (x) = 1 + x + x2 − x25. Auch die
Nullfunktion f (x) = 0 ist eine Polynom.

Polynome werden schon in der Schule eingehend untersucht. Wir wollen hier
einige bekannte Eigenschaften festhalten. Unter einer Nullstelle des Polynoms
(oder allgemeiner der Funktion) f verstehen wir eine reelle Zahl x (des Definiti-
onsbereichs von f ) mit f (x) = 0.

Satz 4.11.
(1) Es sei f ein Polynom und a ∈ R eine Nullstelle von f . Dann gibt es ein
Polynom g mit f (x) = g(x)(x − a) für alle x ∈ R.
(2) Es seien a0, . . . , am reelle Zahlen, wobei am �= 0. Dann hat das Polynom
f : R→ R,

f (x) = a0 + a1x + · · · + am xm,

höchstens m verschiedene Nullstellen.
(3) Es seien a0, . . . , am, b0, . . . , bm reelle Zahlen, und es gelte a0 + a1x + · · · +
am xm = b0+ b1x +· · ·+ bm xm für alle x ∈ R. Dann ist ai = bi für i = 0, . . . , m.

Beweis. Zu (1) und (2): Gilt f (a) = 0 für ein a ∈ R, dann hat man für alle x ∈ R:

f (x) = a0 + a1x + · · · + am xm − (a0 + a1a + · · · + amam)

= a1(x − a)+ a2(x2 − a2) · · · + am(xm − am)

= (a1 + a2(x + a)+ · · · + am(xm−1 + axm−2 + · · · + am−1)
)
(x − a)

= (b0 + . . .+ bm−1xm−1)(x − a),

wobei bi ∈ R, bm−1 = am . (Wir haben dabei die Formel aus Aufgabe 1.4 benutzt.)
Setzen wir g(x) = b0+ . . .+bm−1xm−1 für alle x ∈ R, dann gilt f (x) = g(x)(x−
a). Zum Beweis von (2) argumentieren wir mittels Induktion über m. Bei m = 0
ist die Aussage trivialerweise richtig. Es sei also m � 1. Hat f überhaupt keine
Nullstelle, so sind wir bereits fertig. Andernfalls sei a eine Nullstelle von f . Es
gilt nach dem bisher Gezeigten f (x) = g(x)(x − a), wobei das Polynom g wegen
bm−1 �= 0 nach Induktionsvoraussetzung höchstens m − 1 Nullstellen hat. Jede
Nullstelle b von f ist aber wegen f (b) = g(b)(b − a) = 0 gleich a oder eine
Nullstelle von g. Die Aussage von (2) ist damit bewiesen.

Zu (3): Wir setzen f (x) = (a0 − b0) + (a1 − b1)x + · · · + (am − bm)xm

für x ∈ R. Nach Voraussetzung ist f die Nullfunktion. Wenn aber ai �= bi für
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mindestens ein i , dann ist f nicht die Nullfunktion: Ist nämlich k der größte Index,
für den ak �= bk , dann hat f nach (2) höchstens k verschiedene Nullstellen und
kann nicht auf ganz R verschwinden.

Gilt f (x) = a0+· · ·+am xm für alle x ∈ R und ist am �= 0, dann heißt die nach
Satz 4.11(3) eindeutig bestimmte Zahl m der Grad von f ; wir bezeichnen ihn mit
grad f . (Das eindeutig bestimmte am ist der Leitkoeffizient von f .)

Aus den Polynomen lassen sich weitere Beispiele interessanter Funktionen kon-
struieren: Es seien p und q Polynome, q �= 0 (d.h. q sei nicht die Nullfunktion),
und D = {x ∈ R | q(x) �= 0}. Dann unterscheidet sich D von R um höchstens
grad q verschiedene Punkte, und die Funktion p/q auf D heißt eine rationale
Funktion. (Zum Beispiel ist r : R \ {0} → R, r(x) = 1/x für alle x ∈ R, x �= 0,
eine rationale Funktion.)

y

−1

1

−1 1 x

f (x) = x2−x
x2−1

Abbildung 4.4: Die Funktion f (x) = x2−x
x2−1

= x(x−1)
(x+1)(x−1)

Wir besprechen schließlich noch das (ebenfalls in der Schule bereits behandel-
te) Verfahren der Polynom-Division mit Rest.

Satz 4.12. Es seien f, g Polynome, g �= 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Poly-
nome q und r mit folgenden Eigenschaften:

f = q g + r wobei r = 0 oder grad r < grad g.

Wir verzichten auf den Beweis dieses Satzes, führen aber eine solche Division
einmal aus. Es sei f = x4 + 2x2 + 3x + 5, g = x − 2:



4. Abbildungen und Funktionen 33

(x4 +2x2 +3x + 5) : (x − 2) = x3 + 2x2 + 6x + 15,

−(x4 −2x3) Rest 35
2x3 +2x2

−(2x3 −4x2)

6x2 +3x
−(6x2 −12x)

15x + 5
−(15x −30)

35

Dieses Schema der schriftlichen Division kann man zu einem Beweis des Satzes
durch Induktion über grad f formalisieren.

Wir können 4.12 auch so umformulieren: Es seien f, g Polynome, g �= 0. Dann
besitzt die rationale Funktion h = f/g genau eine Darstellung

h = q + r

g

mit Polynomen q, r , wobei r = 0 oder grad r < grad g gilt.
Wenn wir zu Satz 4.11 zurückblicken, bemerken wir, daß dessen Teil (1) nur

ein Spezialfall von Satz 4.12 ist. Um aber 4.12 (bequem) formulieren zu können,
mußten wir zunächst den Begriff des Grades gewinnen.

Aufgaben

4.1. Die Abbildungen f : R → R und g : R → R seien für alle x ∈ R gegeben
durch

f (x) := x2 − 2 und g(x) := x − 1

x2 + 1
.

Bestimmen Sie ( f ◦ g)(x) und (g ◦ f )(x) für x = −2,−1, 0, 1, 2.

4.2. Beweisen Sie für Abbildungen f : M → N und g : N → P:

(1) Sind f und g injektiv, so ist auch g ◦ f injektiv.

(2) Sind f und g surjektiv, so ist auch g ◦ f surjektiv.

(3) Sind f und g bijektiv, so ist auch g ◦ f bijektiv und es gilt (g ◦ f )−1 =
f −1 ◦ g−1.

4.3. Es seien m, n positive ganze Zahlen, M, N Mengen mit m bzw. n Elementen
und f eine Abbildung von M in N . Zeigen Sie:
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(1) Ist f injektiv, dann gilt m � n.

(2) Ist f surjektiv, dann gilt m � n.

(3) Bei m = n gilt die folgende Aussage: f ist injektiv ⇐⇒ f ist surjektiv
⇐⇒ f ist bijektiv.

4.4. a, b, c, d seien reelle Zahlen, und mindestens eine der Zahlen c, d sei �= 0.
Ferner sei f (x) = (ax + b)/(cx + d). Zeigen Sie: Die Funktion f ist auf ihrem
Definitionsbereich konstant, wenn ad − bc = 0, und injektiv, wenn ad − bc �= 0.



Teil II

Konvergenz





5 Folgen reeller Zahlen

Der fundamentale Unterschied zwischen Analysis und Algebra besteht darin, daß
in der Analysis neue Objekte aus bereits vorhandenen durch Grenzübergang, durch
Limes-Bildung, gewonnen werden, während sich in der Algebra die Konstruktion
neuer Objekte in der Regel in endlich vielen Schritten vollzieht. Limesbildung ist
z. B. erforderlich bei
(1) der Lösung geometrischer Probleme: Konstruktion von Tangenten an Kurven,
Berechnung des Flächeninhalts krummlinig begrenzter Flächen,
(2) der Lösung physikalischer Probleme: Viele Funktionen, die in der Physik vor-
kommen (wie Exponential- und Winkelfunktionen), lassen sich nicht mittels end-
lich vieler Rechenoperationen definieren.

Analysis ist daher im wesentlichen die Theorie des Grenzübergangs, den wir
zuerst an Folgen reeller Zahlen studieren wollen.

Definition 5.1. Eine Folge (reeller Zahlen) ist eine reellwertige Funktion auf N,
also eine Abbildung von N in R.

Die Definition läßt nicht unmittelbar erkennen, warum man Abbildungen von
N in R Folgen nennt. Die Begriffswahl rührt her von der Vorstellung, daß man die
Bilder a(n) einer Folge a : N→ R aufeinanderfolgend hinschreiben kann:

a(0), a(1), a(2), . . .

Es ist dabei üblich, statt a(n) einfach an zu schreiben, die (Bilder der) Folge also
in der Form

a0, a1, a2, . . .

zu notieren. Neben dieser Schreibweise für die Folge a verwendet man folgende
Schreibweisen:

(a0, a1, a2, . . . ), (an)n∈N, (an).

Man nennt an das n-te Glied (oder Glied mit dem Index n) der Folge (an)n∈N. Fol-
gen dürfen auch mit einem beliebigen Index n0 � 0 beginnen: (an0, an0+1, . . . ),
d. h. ihr Definitionsbereich kann allgemeiner eine Teilmenge der Gestalt {n ∈
N | n � n0} der natürlichen Zahlen sein. Wir schreiben entsprechend (an)n�n0 oder
wieder einfach (an), wenn klar ist, mit welchem Glied die Folge beginnt.

Beispiele 5.2. In den Beispielen (1) bis (5) wird jeweils das n-te Folgenglied an-
gegeben, dahinter stehen explizit die Anfangsglieder der Folge. Folgen wie unter
(2) heißen auch konstante Folgen. Die Folge in Beispiel (6) wird rekursiv definiert
(vgl. Abschnitt 1).
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an = 1

n

(
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
, . . .

)
(1)

an = a für alle n ∈ N (a, a, a, . . . ) (2)

an = (−1)n (1,−1, 1,−1, . . . ) (3)

an = n

2n

(
0,

1

2
,

1

2
,

3

8
,

1

4
, . . .

)
(4)

an = n (0, 1, 2, 3, . . . ) (5)

a0 = 2, an+1 = 1

2

(
an + 2

an

)
für alle n ∈ N

(
2,

3

2
,

17

12
,

577

408
, . . .

)
(6)

Wir präzisieren nun, was es bedeutet, daß eine Folge (an) gegen eine Zahl a

”
strebt“ :

Definition 5.3. Die Folge (an) heißt konvergent 6 (oder konvergiert) gegen a ∈ R,
kurz limn→∞ an = a oder auch einfach lim an = a, falls gilt:

Zu jedem ε > 0 gibt es ein N ∈ N, so daß |an − a| < ε ist für alle n � N .

Falls (an) gegen a konvergiert, nennen wir a Limes oder Grenzwert von (an). Statt
lim an = a schreibt man auch

an
n→∞−−−→ a oder an → a.

Eine nicht konvergente Folge heißt divergent .

Bemerkungen 5.4. (1) Die natürliche Zahl N in der Definition hängt (selbstver-
ständlich) von ε ab: Je kleiner ε ist, desto größer hat man i. a. N zu wählen.7 Es
ist in diesem Zusammenhang nützlich sich zu vergegenwärtigen, daß |an − a| < ε

äquivalent ist zu an ∈ ] a − ε, a + ε [, weshalb man häufig die Bedingung der
Definition (anschaulicher) auch so formuliert: an liegt für alle n � N in der ε-
Umgebung Uε(a) = ] a − ε, a + ε [ von a. Damit wird auch unmittelbar klar,
daßman eine konvergente Folge in endlich vielen Gliedern abändern darf, ohne an
Konvergenz und Limes etwas zu ändern.
(2) In den folgenden Beweisen verwenden wir häufig, daß die Bedingung in der
Definition sicherlich erfüllt ist, wenn man zeigen kann: Es gibt ein C > 0 derart,
daß zu jedem ε̃ > 0 ein N ∈ N existiert mit |an − a| < C · ε̃ für alle n ∈ N mit
n � N . Ist nämlich ε > 0 vorgegeben, dann setze man ε̃ = ε/C .

Wir untersuchen die Beispiele auf Konvergenz:
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11
3

1
4

1
2

Abbildung 5.1: Die Folge ( 1
n )n∈N

(1) Die Veranschaulichung auf der Zahlengeraden legt nahe, daß die Folge (1/n)

gegen 0 konvergiert, was auch zutrifft: Es sei ε > 0 vorgegeben. Dann wählen wir
ein N ∈ N so groß, daß 1/N < ε ist (vgl. 3.12(2)). Offenbar gilt dann für alle
n ∈ N, n � N , ∣∣∣∣1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
�

1

N
< ε.

(2) Für die Folge (an) mit an = a für alle n ∈ N ist natürlich limn→∞ an = a: Zu
ε > 0 wählt man N = 0 und erhält für alle n � N ,

|an − a| = |a − a| = 0 < ε.

(3) Die Veranschaulichung auf der Zahlengeraden könnte zu dem Schlußverleiten,
daß die Folge

(
(−1)n

)
zwei Grenzwerte hat, nämlich −1 und 1. Das ist aber von

vornherein ausgeschlossen:

Satz 5.5. Jede Folge besitzt höchstens einen Grenzwert.

Beweis. Wir haben zu zeigen: Gilt lim an = a und lim an = b für die Folge (an),
so ist a = b.

Wir beweisen, daß |a − b| kleiner ist als jede vorgegebene positive reelle Zahl.
Es sei ε > 0. Wegen lim an = a gibt es ein N ∈ N mit |an − a| < ε/2 für
alle n � N , und wegen lim an = b gibt es ein N ′ ∈ N mit |an − b| < ε/2
für alle n � N ′. Dann muß für m = max(N , N ′) gelten: |am − a| < ε/2 und
|am − b| < ε/2. Mithin hat man

|a − b| � |a − am| + |am − b| = |am − a| + |am − b| < ε

nach der Dreiecksungleichung.

Wir haben noch das im Beweis vorkommende (an sich sofort verständliche)
Symbol max zu erklären. Für beliebige reelle Zahlen r, s heißt

max(r, s) :=
{

r falls r � s,

s falls r < s,

6Der Begriff
”
konvergent“ geht zurück auf den Mathematiker James Gregory, 1638-1675

7Die Verwendung des Buchstabens ε hat ausschließlich historische Gründe.
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das Maximum von r, s. Entsprechend definiert man das Minimum min(r, s) von
r, s. Allgemeiner versteht man unter einem größten (kleinsten) Element der Teil-
menge M von R ein Element x ∈ M derart, daß y � x (y � x) gilt für alle y ∈ M .
Besitzt M ein größtes (kleinstes) Element, dann ist dies gleich sup M (inf M), ins-
besondere also eindeutig bestimmt; es wird mit max M (min M) bezeichnet. Durch
Induktion über die Anzahl der Elemente läßt sich sofort zeigen, daß jede nicht lee-
re endliche Teilmenge von R ein größtes und ein kleinstes Element besitzt. Ist
M = {r1, . . . , rk}, so schreiben wir max(r1, . . . , rk) und min(r1, . . . , rk).

Zurück zu Beispiel (3). Nach Satz 5.5 bleibt uns nur noch die Vermutung, daß
die Folge (an), an = (−1)n, divergiert. Es sei a ∈ R. Die Folge (an) konvergiert
sicherlich nicht gegen a, wenn es ein ε > 0 gibt derart, daß an für unendlich viele
n ∈ N nicht in der ε-Umgebung von a liegt. Wir zeigen, daßdies für ε = 1 zutrifft.
Ist nämlich a � 0, so liegt in ] a − 1, a + 1 [ kein an mit geradem n, da dann

|an − a| = |(−1)n − a| = |1− a| = 1− a � 1.

Ist a > 0, dann liegt in ]a − 1, a + 1 [ kein an mit ungeradem n, da in diesem Fall

|an − a| = |(−1)n − a| = | − 1− a| = 1+ a > 1.

Damit ist gezeigt, daß
(
(−1)n

)
divergiert.

(4) Ein Vergleich von 2n und n für z. B. n = 100 oder n = 1000 zeigt, daß 2n

”
viel schneller wächst“ als n. Daher liegt es nahe zu vermuten, daß (n/2n) gegen 0

konvergiert. Wie müssen wir zu gegebenem ε > 0 die Zahl N wählen? Wir wollen
erreichen: ∣∣∣ n

2n
− 0
∣∣∣ = n

2n
< ε für alle n � N .

Man kann die Ungleichung n/2n < ε nicht einfach nach n auflösen, und daher
versucht man zunächst, n/2n durch einen einfacheren Ausdruck nach oben ab-
zuschätzen. Dabei ist natürlich eine Abschätzung wie

”
n/2n � 2 für alle n“ un-

brauchbar, hingegen
”
n/2n � 1/n für alle n � . . .“ ungemein nützlich, wie die

folgende Aussage zeigt:

Satz 5.6. Die Folgen (an) und (cn) mögen gegen den gleichen Grenzwert a kon-
vergieren. (bn) sei eine weitere Folge. Es gebe ein n0 ∈ N mit an � bn � cn für
alle n � n0. Dann konvergiert auch (bn) gegen a.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu vorgegebenem ε > 0 natürliche Zahlen
N , N ′, so daß

a − ε < an < a + ε für alle n � N und

a − ε < cn < a + ε für alle n � N ′.
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Da ferner
an � bn � cn für alle n � n0,

erhält man insgesamt:

a − ε < bn < a + ε für alle n � max(N , N ′, n0).

Wir wenden 5.6 auf Beispiel (4) an. In der Tat gilt n2 � 2n, also n/2n � 1/n,
für alle n � 4: Für n = 4 ist das klar, und bei n � 4 erhalten wir mittels der
Induktionsannahme

(n + 1)2 = n2 + 2n + 1 � 2n + 2n + 1 � 2n + 2n = 2n+1,

da 2n + 1 � 2n gilt für alle natürlichen Zahlen n � 3, wie eine weitere einfache
Induktion zeigt. Da die konstante Folge (0, 0, 0, . . . ) und auch die Folge (1/n)

gegen 0 konvergieren, konvergiert nach 5.6 auch (n/2n) gegen 0.

(5) Es ist anschaulich sofort klar, daß die Folge (n) nicht konvergieren kann. Die
Folge ist nicht einmal

”
beschränkt“ :

Definition 5.7. Die Folge (an) heißt beschränkt, falls die Teilmenge {an | n ∈ N}
von R beschränkt ist.

Satz 5.8. Konvergente Folgen sind beschränkt.

Beweis. Die Folge (an) konvergiere gegen a. Dann gibt es eine natürliche Zahl N
mit |a − an| � 1 für alle n � N , und daher ist

min(a0, . . . , aN−1, a − 1) � an � max(a0, . . . , aN−1, a + 1)

für alle natürlichen Zahlen n.

Demnach kann die Folge (n) nicht konvergieren. Beispiel (6) behandeln wir im
nächsten Abschnitt.

Die folgende Aussage zeigt, daß die Limes-Bildung mit den arithmetischen
Operationen verträglich ist. Gleichzeitig ermöglicht sie es, die Konvergenz von
Folgen auf die Konvergenz bereits bekannter Folgen zu reduzieren.

Satz 5.9. Die Folgen (an) und (bn) seien konvergent und c eine reelle Zahl. Dann
gilt:

(1) (an ± bn) ist konvergent, und es ist lim(an ± bn) = lim an ± lim bn.

(2) (an · bn) ist konvergent, und es ist lim(an · bn) = (lim an) · (lim bn).

(2’ ) (c · an) ist konvergent, und es ist lim(c · an) = c · lim an.
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(3) Falls lim bn �= 0 ist, dann gibt es ein n0 ∈ N mit bn �= 0 für alle n � n0. Die
Folge (an/bn)n�n0 konvergiert, und es ist

lim
an

bn
= lim an

lim bn
.

Beweis. Aussage (2’ ) läßt sich sofort auf Aussage (2) zurückführen, indem man
dort für (bn) die konstante Folge (c, c, c, . . . ) einsetzt. Aus (2’ ) wiederum folgt,
daßdie Folge

(
(−1)bn

)
, also (−bn), konvergiert und daßlim(−bn) = − lim bn ist.

Damit ist Aussage (1) klar für (an − bn), sofern man sie für (an + bn) bewiesen
hat.

Für den weiteren Beweis setzen wir zur Abkürzung a = lim an, b = lim bn.
(1) Wir müssen nur noch den Fall (an+ bn) behandeln. Es sei ε > 0 gegeben. Wir
haben zu zeigen: Es gibt ein N ∈ N mit

|(an + bn)− (a + b)| < ε für alle n � N .

Nun gilt

|(an + bn)− (a + b)| = |(an − a)+ (bn − b)| � |an − a| + |bn − b|.
Wenn wir N so wählen können, daß für alle n � N sowohl |an − a| < ε als auch
|bn − b| < ε ist, sind wir fertig. Weil (an) und (bn) konvergieren, wissen wir: Es
existieren natürliche Zahlen N1, N2 ∈ N mit |an − a| < ε für alle n � N1, und
|bn − b| < ε für alle n � N2. Damit können wir N = max(N1, N2) wählen.

(2) Diese Aussage ist etwas schwieriger zu beweisen als (1). Dabei ist es sinnvoll
zu versuchen (ähnlich wie beim Beweis von (1)), |anbn − ab| mittels |an − a| und
|bn − b| nach oben abzuschätzen. Es gilt

|anbn − ab| = |an(bn − b)+ (an − a)b| � |an||bn − b| + |an − a||b|.
Nach 5.6 ist die Folge (an) beschränkt, es gibt also ein C ′ ∈ R mit |an| � C ′ für
alle n ∈ N. Wir setzen C = max(C ′, |b|) und erhalten

|anbn − ab| � C(|an − a| + |bn − b|).
Zu gegebenem ε > 0 wählen wir dann N so, daßfür alle n � N sowohl |an−a| <
ε als auch |bn − b| < ε ist.

(3) Da die Folge (bn) gegen b konvergiert, gibt es ein n0 ∈ N mit |bn − b| < |b|/2
für alle n � n0, also

|bn| = |b + (bn − b)| � |b| − |bn − b| > |b|
2
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für alle n � n0. Damit ist bn �= 0 für alle n � n0.
Wegen an/bn = an ·1/bn ergeben sich die übrigen Aussagen unter (3) mit Hilfe

von (2), vorausgesetzt, wir können zeigen, daß (1/bn)n�n0 gegen 1/b konvergiert.
Für alle n � n0 ist ∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣b − bn

bbn

∣∣∣∣ = 1

|b||bn| |b − bn|,

also ∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ < 2

|b|2 |b − bn|
nach der Abschätzung von |bn| oben. Man wähle nun zu gegebenem ε > 0 die
natürliche Zahl N so, daß N � n0 und |b − bn| < ε für alle n � N gilt.

Wir erproben die Nützlichkeit von Satz 5.9 an einem

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Folge(
n2 + 5

2n2 − 1

)
.

Es ist
n2 + 5

2n2 − 1
= 1+ 5

n2

2− 1
n2

für alle n � 1. Da

lim
1

n2
=
(

lim
1

n

)
·
(

lim
1

n

)
= 0 und lim

5

n2
= 5 · lim 1

n2
= 0,

erhalten wir

lim

(
1+ 5

n2

)
= 1+ lim

5

n2
= 1 und lim

(
2− 1

n2

)
= 2− lim

1

n2
= 2.

Insgesamt ergibt sich:

lim
n2 + 5

2n2 − 1
= 1

2
.

Bei der Diskussion von Folgen ist häufig eine gewisse Abschwächung des Be-
griffs Grenzwert von Nutzen:

Definition 5.11. Die reelle Zahl a heißt Häufungspunkt der Folge (an), wenn es zu
jedem ε > 0 unendlich viele n ∈ N gibt mit an ∈ Uε(a).
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Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist sicherlich ein Häufungspunkt die-
ser Folge, und zwar der einzige: Ist b ein vom Limes a der Folge verschiedener
Punkt und ε = |a− b|/2, dann liegen in Uε(b) höchstens endlich viele Glieder der
Folge.

Beispiele 5.12. Die Folge
(
(−1)n

)
hat die Häufungspunkte 1 und −1. Die Folge

(an) mit

an =



1 bei geradem n
1

n
bei ungeradem n

hat die Häufungspunkte 0 und 1.

In beiden Beispielen konvergieren offensichtlich
”
Teilfolgen“ der betrachteten

Folgen gegen die jeweiligen Häufungspunkte (im ersten etwa
(
(−1)2n

)
gegen 1,(

(−1)2n+1
)

gegen −1).

Definition 5.13. Es sei (nk)k∈N eine Folge natürlicher Zahlen mit nk < nk+1 für
alle k ∈ N. Dann heißt (ank )k∈N eine Teilfolge der Folge (an).

Zur Vermeidung von Mißverständnissen erklären wir: (ank )k∈N ist diejenige
Folge reeller Zahlen, deren k-tes Glied ank ist. Trivialerweise gilt:

Satz 5.14. Jede Teilfolge einer gegen a ∈ R konvergenten Folge konvergiert eben-
falls gegen a.

Die Beobachtung, die wir an den Beispielen gemacht haben, ist allgemein rich-
tig:

Satz 5.15. Die reelle Zahl a ist genau dann Häufungspunkt der Folge (an), wenn
es eine Teilfolge (ank ) von (an) gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis. Konvergiert eine Teilfolge von (an) gegen a, dann ist a natürlich Häu-
fungspunkt von (an).

Umgekehrt sei a Häufungspunkt von (an). Wir konstruieren rekursiv eine Folge
(nk)k�1 natürlicher Zahlen, derart daß

nk+1 > nk und |ank − a| < 1

k
für alle k � 1.

Die Folge (ank ) konvergiert dann gegen a, da lim 1/k = 0.
Weil a Häufungspunkt von (an) ist, gibt es ein n1 ∈ N mit |an1 − a| < 1. Die

natürlichen Zahlen n1, . . . , nk , k � 1, mögen den oben genannten Bedingungen
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genügen. Da a auch Häufungspunkt der Folge (an)n>nk ist, gibt es ein nk+1 ∈ N
mit nk+1 > nk , so daß

|ank+1 − a| < 1

k + 1
.

Damit haben wir eine Folge (nk) mit den gewünschten Eigenschaften konstruiert.

Bei den divergenten Folgen wollen wir unterscheiden zwischen
”
wirklich“ di-

vergenten wie z. B.
(
(−1)n

)
und solchen, deren Verhalten dem konvergenter Fol-

gen sehr ähnlich ist wie etwa (n) oder (−n): Diese Folgen streben gegen unendlich
bzw. minus unendlich im Sinne der folgenden

Definition 5.16. Die Folge (an) heißt bestimmt divergent oder divergiert bestimmt
gegen∞, kurz lim an = ∞, falls gilt:

Zu jedem C ∈ R gibt es ein N ∈ N, so daß an > C ist für alle n � N .

Analog definiert man bestimmte Divergenz gegen −∞.

Mit dem anschließenden Kriterium wird die bestimmte Divergenz auf die Kon-
vergenz zurückgeführt.

Satz 5.17. Die Folge (an) divergiert genau dann bestimmt gegen∞ (−∞), wenn
gilt: Es gibt ein n0 ∈ N mit an > 0 bzw. an < 0 für alle n � n0, und die Folge
(1/an)n�n0 konvergiert gegen 0.

Den (sehr) einfachen Beweis überlassen wir einer Übungsaufgabe.
In gewissen Fällen kann man die Regeln 5.9 für das Rechnen mit Limiten auf

bestimmt divergente Folgen ausdehnen. Hierzu hat man natürlich zu erklären, was
z. B. 1+∞ oder auch∞+∞ ist. Wir fügen zunächst die Zeichen∞ (

”
unendlich“ )

und −∞ (
”
minus unendlich“ ) zu R hinzu und setzen R = R ∪ {∞,−∞}. Sodann

erweitern wir die lineare Ordnung in R auf R, indem wir

−∞ < a <∞ für alle a ∈ R

vereinbaren (und erhalten damit eine lineare Ordnung in R). Schließlich erweitern
wir auch die arithmetischen Operationen auf R. Wir setzen

a +∞ =∞+ a = ∞ für alle a ∈ R, a �= −∞,

a −∞ = −∞+ a = −∞ für alle a ∈ R, a �= ∞,

a(±∞) = (±∞)a = (±∞) für alle a ∈ R, a > 0,

a(±∞) = (±∞)a = (∓∞) für alle a ∈ R, a < 0,

a

∞ =
a

−∞ = 0 für alle a ∈ R.
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Damit läßt sich (unter Benutzung von 5.17) Satz 5.9 leicht auf Folgen (an), (bn)

erweitern, die konvergent oder bestimmt divergent sind, wobei man an den dafür in
Frage kommenden Stellen

”
konvergent“ durch

”
bestimmt divergent“ ersetzen muß.

Man beachte jedoch, daßgewisse Kombinationen verboten sind. Es ist ja z. B. (aus
gutem Grund, s. Aufgabe 5.7) nicht erklärt, was∞−∞ oder 0 · ∞ ist.

Aufgaben

5.1. Untersuchen Sie die Folgen(
1√
n

)
n�1

, (
√

n + 1−√n),

(
(−2)n + 4

n + 1

)
,(

n!

nn

)
,

((
n

k

)
· n−k

)
(k fest)

auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

5.2. Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (an) gegen a ∈ R, so konvergiert die Folge
(|an|) gegen |a|. Gilt auch die Umkehrung?

5.3. Es seien (an) und (bn) konvergente Folgen reeller Zahlen. Zeigen Sie: Ist
an � bn für alle n ∈ N, so ist lim an � lim bn. Darf man in dieser Aussage überall

”
�“ durch

”
<“ ersetzen?

5.4. Zeigen Sie: Ist (ak) eine konvergente Folge mit Grenzwert a, so ist die Folge
(bn) mit

bn = 1

n

n∑
k=1

ak

konvergent, und es gilt lim
n→∞ bn = a.

5.5. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Folgen(
n3 − 5

n4 + 6

)
,

(
n2 − 2

n
√

n + 2

)
,

(
n2 − 2

4n2 + 2

)
.

5.6. Beweisen Sie Satz 5.17.

5.7. Geben Sie Beispiele von Folgen (an) und (bn) an mit lim an = ∞, lim bn = 0
und

(a) lim anbn = ∞, (b) lim anbn = −∞, (c) lim anbn = 0, (d) lim anbn = 1.

5.8. Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeigen Sie: lim
n→∞

n
√

b = 1.



6 Konvergenzkriterien für Folgen

Die in diesem Abschnitt bewiesenen Sätze über die Konvergenz von Folgen beru-
hen wesentlich auf der Vollständigkeit von R.

Oft muß man entscheiden, ob eine Folge konvergiert, ohne daß man über ihren
potentiellen Limes etwas weiß. Dieser Fall tritt insbesondere dann auf, wenn man
mittels dieses Limes eine bisher nicht bekannte reelle Zahl einführt. Beispielsweise
kann man die dem Leser von der Schule her bekannte Eulersche8 Zahl e durch

e = lim

(
1+ 1

n

)n

definieren. Diese Definition ist sinnvoll, sobald nachgewiesen ist, daß
(
(1 + 1

n )n
)

konvergiert. (Ein anderes Problem ist dann, e
”
möglichst genau“ zu berechnen.)

In dem betrachteten Zusammenhang lassen sich monotone Folgen besonders
gut behandeln:

Definition 6.1. Eine Folge (an) heißt

monoton wachsend, falls an � an+1 für alle n,

streng monoton wachsend, falls an < an+1 für alle n,

monoton fallend, falls an � an+1 für alle n,

streng monoton fallend, falls an > an+1 für alle n.

Eine (streng) monotone Folge ist eine Folge, die (streng) monoton wachsend oder
(streng) monoton fallend ist.

Satz 6.2. Eine beschränkte monotone Folge (an) reeller Zahlen konvergiert. Eine
nicht beschränkte monoton wachsende (fallende) Folge divergiert bestimmt gegen
∞ bzw. −∞.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung zunächst für monoton wachsende Folgen.
Die Menge {an| n ∈ N} ist nach Voraussetzung beschränkt, hat also nach Satz 3.10
eine kleinste obere Schranke. Es sei

a = sup{an| n ∈ N}.
Wir zeigen: a = lim an.

Es sei ε > 0 gegeben. Dann existiert ein N ∈ N mit

a − ε < aN � a.

8nach dem Mathematiker Leonhard Euler, 1707-1783
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Andernfalls wäre auch noch a − ε eine obere Schranke von {an|n ∈ N} im Wider-
spruch zu a = sup{an| n ∈ N}. Da (an) monoton wachsend ist, ergibt sich

a − ε < aN � an � a für alle n � N

und damit |an − a| < ε für alle n � N .
Bei einer monoton fallenden Folge (an) ersetzt man im vorangegangenen Be-

weis überall � durch �, < durch > und sup durch inf. Man kann auch die Folge
(−an) betrachten. Diese ist monoton wachsend, konvergiert nach dem Vorange-
gangenen, und folglich konvergiert nach 5.9 auch (an) =

(−(−an)
)
.

Beispiele 6.3. (1) Die eingangs angegebene Folge(
1+ 1

n

)n

ist beschränkt. Wer die Aufgaben der Abschnitte 1 und 2 gerechnet hat, sieht sofort,
daß das direkt aus Aufgabe 2.1 in Verbindung mit Aufgabe 1.3 folgt. Wir wollen
es dennoch hier zeigen. Mit der binomischen Formel erhält man(

1+ 1

n

)n

= 1+
n∑

k=1

(
n

k

)
· 1

nk
,

und für alle k � 1 gilt(
n

k

)
· 1

nk
= 1

k!
· n(n − 1) . . . (n − k + 1)

nk
= 1

k!
· n

n
. . .

n − k + 1

n
�

1

k!
.

Ferner ist 1/k! � 1/2k−1 für alle k � 1, so daß(
1+ 1

n

)n

�
n∑

k=0

1

k!
� 1+

n∑
k=1

1

2k−1
= 1+ 1− (1/2)n

1/2
< 3

für alle n. Die Folge ist außerdem monoton wachsend: Es ist

an

an−1
=
(

n + 1

n

)n

·
(

n − 1

n

)n−1

=
(

n2 − 1

n2

)n

· n

n − 1
=
(

1− 1

n2

)n

· n

n − 1

und (bei n � 1) (
1− 1

n2

)n

� 1− 1

n

nach der Bernoullischen Ungleichung, insgesamt also

an

an−1
�
(

1− 1

n

)
· n

n − 1
= 1
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und damit an � an−1. Die betrachtete Folge ist also konvergent.

(2) Wir behandeln jetzt Beispiel (6) aus Abschnitt 5. Wer mit dem Taschenrech-
ner einige Glieder dieser Folge ausrechnet, gewinnt den Eindruck, daß die Folge
ziemlich schnell gegen

√
2 konvergiert. In der Tat liefert sie ein sehr effektives Ver-

fahren der (approximativen) Quadratwurzelberechnung. Es sei allgemeiner a eine
beliebige positive reelle Zahl. Wir setzen

a0 = a, an+1 = 1

2

(
an + a

an

)
für alle n ∈ N

und beweisen, daß die Folge (an) gegen
√

a konvergiert.
Mit Hilfe von 6.2 zeigen wir zunächst, daß (an) konvergiert. Sicherlich sind

alle Folgenglieder positiv. Ferner hat man

√
a =

√
an · a

an
�

1

2

(
an + a

an

)
= an+1

für alle n � 0. Dabei haben wir die Ungleichung vom arithmetischen und geome-
trischen Mittel benutzt (vgl. Aufgabe 3.1(b)). Aus

√
a � an folgt weiter a/an � an

und hieraus

an+1 = 1

2

(
an + a

an

)
� an

für alle n � 1. Die Folge (an)n�1 ist somit beschränkt und monoton fallend, nach
6.2 also konvergent.

Es sei b = limn→∞ an. Aus dem Vorangegangenen folgt, daß b �
√

a gelten
muß. Da auch limn→∞ an+1 = b ist, erhalten wir mit Hilfe von 5.9:

b = lim an+1 = lim
1

2

(
an + a

an

)
= 1

2

(
lim an + a

lim an

)
= 1

2

(
b + a

b

)
.

Es ist also b2 = a, und wegen b �
√

a folgt hieraus b = √a.
Der gerade durchgeführte Schluß illustriert recht gut, wie man den Limes einer

rekursiv definierten (konvergenten) Folge bestimmen kann.

(3) Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Folge (xn) für x ∈ R. Zunächst
überlegen wir, welche reellen Zahlen überhaupt als Grenzwert in Frage kommen:
Gilt b = lim xn, so ist notwendig

b = lim xn+1 = lim xxn = x lim xn = xb,

und hieraus ergibt sich b = 0 oder x = 1.
Für x = 1 konvergiert die Folge trivialerweise gegen 1. Bei 0 � x < 1 hat man

0 � xn+1 � xn � 1 für alle n ∈ N, (xn) ist also beschränkt und fällt monoton: Die
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Folge konvergiert gegen 0. Bei −1 < x < 0 konvergiert nach dem eben Gezeigten
die Folge (|x |n) = (|xn|) gegen 0 und damit auch (xn). Ist schließlich x = −1
oder |x | > 1, dann gilt |xn| � 1 für alle n ∈ N: Die Folge kann nicht gegen 0
konvergieren, sie konvergiert also überhaupt nicht.

Der Beweis von Satz 6.2 läßt sich in zwei Teile aufspalten: (1) sup{an| n ∈
N} ist Häufungspunkt von (an), und (2) die Folge (an) konvergiert gegen diesen
Häufungspunkt. Im allgemeinen ist sup{an| n ∈ N} kein Häufungspunkt der
Folge (an). Mit einem verfeinerten Ansatz kann man sich bei beschränkten Folgen
durch sup- bzw. inf-Bildung dennoch einen Häufungspunkt verschaffen:

Zu einer nach unten beschränkten Folge (an) betrachtet man für alle k ∈ N

bk = inf{an| n � k}.
Analog kann man für nach oben beschränkte Folgen (an) und alle k ∈ N

ck = sup{an| n � k}
definieren. Die Folge (bk)k∈N ist stets monoton wachsend, die Folge (ck)k∈N
stets monoton fallend. Folglich konvergieren diese Folgen, oder sie divergieren
bestimmt gegen +∞ bzw. −∞.

Definition 6.4. Es sei (an) eine nach unten (oben) beschränkte Folge. Dann heißt

lim
k→∞ inf{an| n � k}

(
lim

k→∞ sup{an| n � k}
)

Limes inferior (Limes superior) von (an), kurz lim inf an (lim sup an).

Satz 6.5. (an) sei eine beschränkte Folge. Dann sind lim inf an und lim sup an

Häufungspunkte von (an).

Beweis. Es sei a = lim inf an und wie oben bk = inf{an| n � k} für alle k ∈ N.
Ferner sei ε > 0 gegeben. Da (bk) gegen a konvergiert, gibt es ein N ∈ N mit

|a − bk| < ε für alle k � N .

Nach Definition der bk gibt es zu jedem k ein nk � k mit

|bk − ank | < ε.

Die Teilmenge {nk| k � N } von N ist unbeschränkt, also auch unendlich. Da

|a − ank | = |a − bk + bk − ank | � |a − bk| + |bk − ank | < 2ε

für alle k � N , liegen in ] a − 2ε, a + 2ε [ unendlich viele Glieder von (an).
Analog zeigt man, daß lim sup an Häufungspunkt von (an) ist.
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Als Folgerung erhalten wir den wichtigen

Satz 6.6. (Bolzano-Weierstraß 9) Eine beschränkte Folge reeller Zahlen hat min-
destens einen Häufungspunkt und somit eine konvergente Teilfolge.

Aus dem Satz von Bolzano-Weierstraß können wir wiederum das Cauchysche
Konvergenzkriterium10 folgern, mit dessen Hilfe man (wie mit Satz 6.2) die Kon-
vergenz einer Folge ohne vorherige Kenntnis des Grenzwerts entscheiden kann:

Satz 6.7. Die Folge (an) konvergiert genau dann, wenn sie die
”

Cauchy-Bedin-
gung“ erfüllt, d. h. wenn zu jedem ε > 0 ein N ∈ N existiert, so daß für alle
m, n � N gilt: |am − an| < ε.

Beweis. Die Folge (an) sei konvergent mit dem Limes a. Dann gibt es zu vorgege-
benem ε > 0 ein N ∈ N mit |an − a| < ε für alle n � N . Folglich gilt

|am − an| = |am − a + a − an| � |am − a| + |a − an| < 2ε

für alle m, n � N .
Umgekehrt erfülle (an) die Cauchy-Bedingung. Dann beschaffen wir uns mit-

tels 6.6 zunächst einen Häufungspunkt von (an). Eine Folge, die die Cauchy-
Bedingung erfüllt, ist nämlich notwendig beschränkt: Zu ε = 1 etwa existiert ein
N ∈ N mit |an − aN | < 1 für alle n � N und folglich ist

min(a0, . . . , aN−1, aN − 1) � an � max(a0, . . . , aN−1, aN + 1)

für alle n ∈ N. Es sei jetzt a Häufungspunkt von (an) und ε > 0 gegeben. Auf
Grund der Cauchy-Bedingung gibt es ein N ∈ N mit |an − am| < ε für alle n, m �
N . Da a Häufungspunkt von (an) ist, gibt es ferner ein n0 � N mit |an0 − a| < ε.
Folglich gilt für alle n � N :

|an − a| = |an − an0 + an0 − a| � |an − an0| + |an0 − a| < 2ε.

Aufgaben

6.1. Untersuchen Sie die Folge
( n
√

n)n�1

auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

9nach dem Mathematiker, Philosophen und Theologen Bernard Bolzano, 1781-1848, und dem Mathe-
matiker Karl Weierstraß, 1815-1897

10nach dem Mathematiker Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857
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6.2. Bestimmen Sie

√
1+

√
1+

√
1+√1+ . . ., d. h. zeigen Sie, daß die rekur-

siv definierte Folge (an), a0 = 1, an+1 = √1+ an für n � 0, konvergiert, und
bestimmen Sie ihren Limes.

6.3. Die Menge M ⊂ R sei nach oben beschränkt und a = sup M . Zeigen Sie:
Es gibt eine monoton wachsende Folge (an) mit an ∈ M für alle n ∈ N und
a = lim an.

6.4. Es sei (an) eine beschränkte Folge reeller Zahlen und H die Menge ihrer
Häufungspunkte. Zeigen Sie:

lim inf an = inf H, lim sup an = sup H.

6.5. Bestimmen Sie sämtliche Häufungspunkte, Limes superior und Limes inferior
der Folge (an) mit

an =




1+ (1
2)n für n = 3k,

2+ (n+1)
n für n = 3k + 1,

2 für n = 3k + 2,

k ∈ N.



7 Unendliche Reihen

In diesem Abschnitt ordnen wir gewissen Folgen (an) mit Hilfe des Grenzwertbe-
griffs für Folgen eine

”
Summe“

∞∑
k=0

ak

zu.

Definition 7.1. Es sei (ak)k�0 eine Folge reeller Zahlen. Unter der (unendlichen)
Reihe über (ak) verstehen wir die Folge (Sn) ihrer Partialsummen

Sn =
n∑

k=0

ak .

Es ist üblich, die Folge dieser Partialsummen mit
∑∞

k=0 ak zu bezeichnen. Falls die
Reihe über (ak) konvergiert, schreibt man auch ihren Limes als

∑∞
k=0 ak . Das n-te

Glied der Reihe
∑∞

k=0 ak ist an (und nicht, wie man eigentlich erwarten sollte, Sn).

Allgemeiner werden wir Reihen
∑∞

k=k0
ak , k0 ∈ N, betrachten. Es ist unmittel-

bar klar, wie man die gerade gemachten Definitionen zu verändern hat.

Beispiele 7.2. (1)
∞∑

k=1

1

k(k + 1)

Bekannt ist
n∑

k=1

1

k(k + 1)
= n

n + 1
.

Es gilt also
∞∑

k=1

1

k(k + 1)
= lim

n→∞

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1.

(2)
∞∑

k=0

1

k!

Die Folge der Partialsummen dieser Reihe ist monoton wachsend, weil alle Rei-
henglieder positiv sind, und nach Aufgabe 1.3 beschränkt:

n∑
k=0

1

k!
� 1+

n∑
k=1

(1

2

)k−1
< 3.
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Die Reihe konvergiert also nach Satz 6.2. Die Ungleichungen in Beispiel 6.3 zei-
gen, daß der Grenzwert � e ist. Wie in Satz 11.3 bewiesen wird, gilt sogar

∞∑
k=0

1

k!
= e.

Ein besonders wichtiges Beispiel ist die jedem x ∈ R zugeordnete geometrische
Reihe

∑∞
k=0 xk .

Satz 7.3. Die Reihe
∑∞

k=0 xk konvergiert genau dann, wenn |x | < 1 gilt. In diesem
Falle ist ∞∑

k=0

xk = 1

1− x
.

Beweis. Für x = 1 divergiert
∑∞

k=0 xk trivialerweise. Es sei also x �= 1. Wir
wissen, daß

n∑
k=0

xk = 1− xn+1

1− x

gilt für alle x �= 1, also
n∑

k=0

xk = 1

1− x
− xn+1

1− x
.

Folglich ist
∑∞

k=0 xk genau dann konvergent, wenn die Folge (xn+1) konvergiert.
Dies ist genau dann der Fall, wenn |x | < 1 gilt (vgl. Abschnitt 6). Da bei |x | < 1
limn→∞ xn+1 = 0 gilt, folgt

∞∑
k=0

xk = 1

1− x
für |x | < 1.

Die geometrische Reihe ist deshalb so wichtig, weil man sie beim Konvergenz-
beweis für Reihen häufig als Vergleichsreihe benutzt. Wir kommen darauf noch
zurück.

Einige Rechenregeln für Folgen lassen sich unmittelbar auf Reihen übertragen:

Satz 7.4. Es seien
∑∞

k=0 ak und
∑∞

k=0 bk konvergente Reihen. Dann gilt:

(1) Die Reihe
∑∞

k=0(ak±bk) konvergiert, und es ist
∑∞

k=0(ak±bk) =∑∞k=0 ak±∑∞
k=0 bk.

(2) Für jedes c ∈ R konvergiert
∑∞

k=0 cak, und es ist
∑∞

k=0 cak = c ·∑∞k=0 ak.
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Beweis. (1) Es sei Sn = ∑n
k=0 ak , Tn = ∑n

k=0 bk und Vn = ∑n
k=0(ak ± bk).

Wegen Vn = Sn ± Tn gilt nach 5.9: (Vn) konvergiert, und es ist lim Vn = lim Sn ±
lim Tn.
(2) Mit Sn =∑n

k=0 ak und Wn =∑n
k=0 cak ist Wn = cSn. Die Behauptung folgt

jetzt wieder aus 5.9.

Wir wollen nun einige Konvergenzkriterien für Reihen beweisen. Zum Teil sind
diese Kriterien nur eine Umformulierung der uns für Folgen bekannten Konver-
genzkriterien.

Daß eine Reihe wie
∑∞

k=0
k

k + 1
nicht konvergieren kann, sieht man unmittel-

bar. Allgemein gilt:

Satz 7.5. Die Reihe
∑∞

k=0 ak sei konvergent. Dann ist limn→∞ an = 0.

Beweis. Es sei Sn = ∑n
k=0 ak . Dann ist an = Sn − Sn−1. Da die Folgen (Sn) und

(Sn−1) nach Voraussetzung konvergieren, konvergiert nach 5.9 auch (an), und es
ist

lim
n→∞ an = lim

n→∞ Sn − lim
n→∞ Sn−1 = 0.

Die Umkehrung von 7.5 gilt nicht: lim an = 0 impliziert keineswegs die Kon-
vergenz von

∑∞
k=0 ak ! Das berühmteste Gegenbeispiel hierzu ist die harmonische

Reihe ∞∑
k=1

1

k
.

Wir können nämlich zeigen, daßdiese Reihe nicht beschränkt ist (eine Reihe heißt
natürlich beschränkt, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschränkt ist):

2n∑
k=1

1

k
= 1+ 1

2
+
(

1

3
+ 1

4

)
+
(

1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8

)
+ · · ·

+
(

1

2n−1 + 1
+ · · · + 1

2n

)

> 1+ 1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · · + 2n−1 · 1

2n

= 1+ n

2
.

Die harmonische Reihe besitzt nur positive Glieder. Solche Reihen sind kon-
vergent, sobald sie beschränkt sind:
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Satz 7.6. Für alle k ∈ N sei ak � 0. Dann konvergiert die Reihe
∑∞

k=0 ak genau
dann, wenn sie beschränkt ist.

Beweis. Die Folge (
∑n

k=0 ak)n∈N ist monoton wachsend. Aus 5.8 und 6.2 folgt,
daß sie genau dann konvergiert, wenn sie beschränkt ist.

Satz 7.6 läßt sich in Verbindung mit 7.4 natürlich auch auf Reihen
∑

ak mit
ak � 0 für alle k anwenden. Als nächstes Konvergenzkriterium übertragen wir das
Cauchy-Kriterium auf Reihen:

Satz 7.7. Die Reihe
∑∞

k=0 ak konvergiert genau dann, wenn es zu jedem ε > 0 ein
N ∈ N gibt mit ∣∣∣∣∣

n∑
k=m

ak

∣∣∣∣∣ < ε für alle m, n � N .

Beweis. Wieder sei (Sn) die Folge der Partialsummen von
∑

ak . Dann ist

n∑
k=m

ak = Sn − Sm−1,

und es ist sofort klar, daß die in der Aussage genannte Bedingung genau dann
erfüllt ist, falls (Sn) der Bedingung des Cauchy-Kriteriums für Folgen (Satz 6.7)
genügt.

Satz 7.7 zeigt, daß das Abändern endlich vieler Glieder einer unendlichen Rei-
he keinen Einfluß auf die Konvergenz hat (wenn es auch i. a. den Grenzwert
verändert).

Das Cauchy-Kriterium dient uns vor allem beim Beweis der noch folgenden
Kriterien. Beim nächsten, einem Kriterium für Reihen mit alternierenden Gliedern,
verwenden wir aber ein anderes Argument.

Satz 7.8. (Leibniz11-Kriterium) Es sei (ak) eine monoton fallende Folge reeller
Zahlen mit ak � 0 für alle k. Dann gilt: Die Reihe

∑∞
k=0(−1)kak konvergiert

genau dann, wenn limk→∞ ak = 0 ist.

Beweis. Aus der Konvergenz der Reihe folgt mit Satz 7.5, daß limk→∞(−1)kak

= 0 und dann natürlich auch limk→∞ ak = 0.
Für die Umkehrung beobachten wir zunächst, daß die Partialsummen zu gera-

den Indizes eine monoton fallende Folge bilden: es gilt

S2(n+1) = S2n − (a2n+1 − a2(n+1)) � S2n

11nach dem Philosophen, Mathematiker und Naturforscher Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716
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weil a2(n+1) � a2n+1 nach Voraussetzung. Analog sieht man, daß die Partialsum-
men zu den ungeraden Indizes eine monoton wachsende Folge bilden. Da ferner
S2n+1 � S2n ist, gilt für alle n � 0:

S0 � S2n � S2n+1 � S1.

Also sind die Folgen (S2n) und (S2n+1) beide konvergent: Sie sind monoton und
beschränkt. Da ferner

lim
n→∞(S2n − S2n+1) = lim

n→∞ a2n+1 = 0

ist, haben beide Folgen den gleichen Grenzwert. Dies ist äquivalent zur Konver-
genz der Folge aller Partialsummen.

Bemerkungen 7.9. (1) Aus dem Beweis ergibt sich im Falle der Konvergenz un-
mittelbar die Abschätzung

S2m+1 �
∞∑

k=0

(−1)kak � S2n

für alle m, n ∈ N. Insbesondere ist S2m+1 �
∑∞

k=0(−1)kak � S2m+2 � S2m , also

∣∣∣∣
∞∑

k=0

(−1)kak − Sn

∣∣∣∣ � an+1

für alle n ∈ N. Wir werden dies später verwenden. Man beachte noch, daß es
für das Leibnizkriterium ausreicht, wenn die Folge (ak) ab einem Index k0 mo-
noton fällt. Für die angegebenen Abschätzungen gelten dann entsprechende Ein-
schränkungen.
(2) Satz 7.9 gilt offenbar auch für jede monoton wachsende Folge (ak) mit ak � 0
für alle k.

Beispiel 7.10. Die alternierende harmonische Reihe
∞∑

k=1

(−1)k−1 1

k
konvergiert.

Achtung: Man gerät leicht in Versuchung, die Voraussetzung
”
monoton fallend“

in 7.8 zu vergessen. Die Reihe in Aufgabe 7.2 zeigt jedoch, daß diese Vorausset-
zung nicht ohne weiteres weggelassen werden kann.

Die folgenden Kriterien sind Vergleichskriterien: Um die Konvergenz einer
Reihe zu beweisen, vergleicht man sie mit einer Reihe, deren Konvergenz bereits
bekannt ist. Zuerst vergleichen wir

∑∞
k=0 ak mit

∑∞
k=0 |ak|.
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Definition 7.11. Die Reihe
∑∞

k=0 ak heißt absolut konvergent, wenn
∑∞

k=0 |ak|
konvergiert.

Satz 7.12. Jede absolut konvergente unendliche Reihe ist konvergent.

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium 7.7. Es sei ε > 0. Dann gibt es ein
N ∈ N mit

n∑
k=m

|ak| < ε für alle m, n � N ,

da ja
∑∞

k=0 |ak| nach Voraussetzung konvergiert. Es folgt∣∣∣∣∣
n∑

k=m

ak

∣∣∣∣∣ �
n∑

k=m

|ak| < ε für alle m, n � N ,

mithin die Konvergenz von
∑∞

k=0 ak (vgl. Aufgabe 2.3).

Die Beispiele von harmonischer Reihe und alternierender harmonischer Rei-
he zeigen, daß die Umkehrung von 7.12 keineswegs richtig ist. Der Vorteil von∑∞

k=0 |ak| gegenüber
∑∞

k=0 ak ist, daß |ak| � 0 für alle k. Damit braucht man
dann

”
nur noch“ zu zeigen, daß

∑∞
k=0 |ak| beschränkt ist.

Die Idee des Vergleichs zweier Reihen wird besonders deutlich beim Majoran-
ten-Kriterium:

Satz 7.13. Es seien (ak) und (bk) Folgen, derart daß gilt: |ak| � bk für alle k und∑∞
k=0 bk konvergiert. Dann konvergiert

∑∞
k=0 ak absolut.

Beweis. Hier kann man wieder das Cauchy-Kriterium benutzen oder auf 7.6 zu-
rückgehen: Da

∑
bk konvergiert, existiert nach 7.6 ein C ∈ R mit

n∑
k=0

bk � C für alle n ∈ N.

Es folgt
n∑

k=0

|ak| �
n∑

k=0

bk � C für alle n ∈ N

und erneute Anwendung von 7.6 liefert die absolute Konvergenz von
∑

ak .

Beispiel 7.14. Wir betrachten die Reihe
∑∞

k=1 1/k2. Für k � 2 ist

1

k2
<

1

k(k − 1)
,
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und es bietet sich
∑∞

k=2 1/k(k − 1) als Vergleichsreihe an. Nun gilt

∞∑
k=2

1

k(k − 1)
=
∞∑

k=1

1

k(k + 1)
,

und diese Reihe ist, wie wir oben festgestellt haben, konvergent. Also konvergiert∑∞
k=2 1/k2 und damit natürlich auch

∑∞
k=1 1/k2. (Übrigens ist

∑∞
k=1 1/k2 =

π2/6; vgl. [6], 12.A.13.)

Für viele Anwendungen kann man das Quotientenkriterium verwenden, mit
dem wir die (endliche) Reihe der Konvergenzkriterien beschließen wollen.

Satz 7.15. (1) Es sei (ak) eine Folge reeller Zahlen mit ak �= 0 für alle k � k0 ∈ N.
Falls es ein q ∈ R, 0 � q < 1, gibt mit∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ � q für alle k � k0,

dann ist
∑∞

k=0 ak absolut konvergent.
(2) Die unter (1) genannte Bedingung ist erfüllt, falls

lim
k→∞

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ < 1.

Beweis. (1) Da wir endlich viele Glieder einer Reihe abändern dürfen, ohne an
Konvergenz oder absoluter Konvergenz etwas zu ändern, dürfen wir annehmen,
daß gilt: ∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ � q für alle k � 0.

Dann ergibt sich sukzessiv

|a1| � q|a0|, |a2| � q2|a0|, . . . ,

also per Induktion
|ak| � qk|a0| für alle k ∈ N.

Die Reihe
∑∞

k=0 |a0|qk konvergiert wegen |q| < 1 und ist eine konvergente Majo-
rante zu

∑
ak .

(2) Es sei p = lim |ak+1/ak|. Wir wählen q = (1+ p)/2 und setzen ε = q− p. Es
gilt q < 1 und ε > 0. Da |ak+1/ak| gegen p konvergiert, existiert eine natürliche
Zahl k0 derart, daß für alle k � k0 gilt:∣∣∣∣ak+1

ak
− p

∣∣∣∣ < ε,

und daraus folgt sofort |ak+1/ak| < q für alle k � k0.
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Beispiele 7.16. (1) Die Reihe
∑∞

k=0 k3/2k konvergiert, weil

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(k + 1)3

2k+1
· 2k

k3

∣∣∣∣∣ = 1

2

(
k + 1

k

)3

und lim
1

2

(
k + 1

k

)3

= 1

2
.

(2) Für welche x ∈ R konvergiert
∑∞

k=1 xk/k2 ? Bei x �= 0 gilt

∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ = |x | · k2

(k + 1)2
.

Falls 0 < |x | < 1 ist, gilt lim |ak+1/ak| = |x | < 1, die Reihe konvergiert also
nach 7.15(2).

Im Fall |x | > 1 ist lim |ak+1/ak| = |x | > 1, es gibt also ein k0 mit |ak+1| > |ak|
für alle k � k0. Dann ist (xk/k2) keine Nullfolge, ja nicht einmal beschränkt!

Im Fall |x | = 1 hilft uns weiter, daßwir die Konvergenz von
∑∞

k=1 1/k2 bereits
bewiesen haben: Die Reihe konvergiert also im Fall x = 1; und weil absolute
Konvergenz die Konvergenz impliziert, konvergiert sie auch für x = −1. Insgesamt
erhalten wir:

∞∑
k=1

xk

k2
konvergiert genau dann, wenn |x | � 1.

Zu Satz 7.15 ist zweierlei anzumerken:
(1) Es genügt nicht, |ak+1/ak| < 1 für alle k � k0 vorauszusetzen: Obwohl∣∣∣∣1/(n + 1)

1/n

∣∣∣∣ = n

n + 1
< 1

für alle n � 1, divergiert die harmonische Reihe
∑∞

n=1 1/n.
(2) Satz 7.15 (1) nennt eine hinreichende Bedingung. Eine konvergente Reihe
braucht diese Bedingung keineswegs zu erfüllen:

∑∞
k=1 1/k2 konvergiert, ande-

rerseits ist lim k2/(k + 1)2 = 1 und daher die Bedingung offenbar verletzt.

Seine wesentliche Bedeutung gewinnt der Begriff der absoluten Konvergenz
aus der Tatsache, daß man absolut konvergente unendliche Reihen beliebig um-
ordnen kann, ohne an ihrer Konvergenz oder ihrem Grenzwert etwas zu ändern.

Definition 7.17. Es sei τ : N→ N eine bijektive Abbildung. Dann heißt die Reihe∑∞
k=0 aτ(k) eine Umordnung von

∑∞
k=0 ak .
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Wir wollen uns zunächst an einem Beispiel ansehen, daß man eine (zwar kon-
vergente, aber) nicht absolut konvergente Reihe nicht ohne Veränderung des Kon-
vergenzverhaltens beliebig umordnen kann.

Beispiel 7.18. Die alternierende harmonische Reihe

∞∑
k=0

(−1)k 1

k + 1
= 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+ 1

5
. . .

konvergiert bekanntlich. Wir betrachten die Umordnung

1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+
(

1

5
+ 1

7

)
− 1

6
+
(

1

9
+ 1

11
+ 1

13
+ 1

15

)
− 1

8
+ . . .

+
(

1

2k + 1
+ 1

2k + 3
+ · · · + 1

2k+1 − 1

)
− 1

2(k + 1)
+ . . .

Wegen

(
1

2k + 1
+ 1

2k + 3
+ · · · + 1

2k+1 − 1

)
− 1

2(k + 1)
� 2k−1 · 1

2k+1
− 1

2(k + 1)

= 1

4
− 1

2(k + 1)

gilt bei n � 1 für die (2n + n)-te Partialsumme der Umordnung

S2n+n = 1− 1

2
+

n∑
k=1

(( 1

2k + 1
+ 1

2k + 3
+ · · · + 1

2k+1 − 1

)
− 1

2(k + 1)

)

�
1

2
+ n

4
−

n∑
k=1

1

2(k + 1)
�

1

2
+ n

4
− 1

2

(
1

2
+ (n − 1)

3

)

= 1

2
+ n − 1

4
− n − 1

6
= 1

2
+ n − 1

12
.

Also konvergiert die Umordnung sicherlich nicht. (Zur Übung gebe man das zu-
gehörige τ an!)

Satz 7.19. Die Reihe
∑∞

k=0 ak sei absolut konvergent. Dann konvergiert auch jede
Umordnung

∑∞
k=0 aτ(k) dieser Reihe absolut, und es gilt

∞∑
k=0

ak =
∞∑

k=0

aτ(k).
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Beweis. Es sei a =∑∞k=0 ak und ε > 0. Dann gibt es ein n0 ∈ N mit∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak − a

∣∣∣∣∣ < ε und
n∑

k=n0

|ak| < ε für alle n � n0.

Es sei N = max(τ−1(0), . . . , τ−1(n0)). Dann gilt τ−1{0, . . . , n0} ⊂ {0, . . . , N }
oder äquivalent {0, . . . , n0} ⊂ τ {0, . . . , N }. Insbesondere hat man aus Anzahl-
gründen N � n0. Bezeichnen wir mit mn das Maximum von τ(0), . . . , τ (n), dann
gilt für alle n � N :∣∣∣∣∣

n∑
k=0

aτ(k) − a

∣∣∣∣∣ �

∣∣∣∣∣
n0∑

k=0

ak − a

∣∣∣∣∣+
mn∑

k=n0+1

|ak| < 2ε.

Folglich konvergiert
∑∞

k=0 aτ(k) gegen a. Zum Beweis der absoluten Konvergenz
dieser Reihe wende man das Bewiesene auf

∑∞
k=0 |ak| an.

In Aufgabe 7.7(b) wird gezeigt, daß auch die Umkehrung von 7.19 gilt, d. h.
eine Reihe, deren Umordnungen sämtlich konvergieren, ist absolut konvergent.

Für Polynome
∑u

k=0 ak xk ,
∑v

k=0 bk xk ergibt sich

(
u∑

k=0

ak xk

)
·
(

v∑
k=0

bk xk

)
=

a0b0 + (a0b1 + a1b0)x + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + · · · + aubvxu+v.

Der Koeffizient von xk im Produkt ist

k∑
m=0

ambk−m,

zumindest, wenn k � u und k � v.
Angewandt auf unendliche Reihen

∑u
k=0 ak ,

∑v
k=0 bk führt dieses Multiplika-

tionschema auf die Reihe

∞∑
k=0

ck mit ck =
k∑

m=0

ambk−m,

und im Falle der absoluten Konvergenz beider Ausgangsreihen ist dieses Cauchy-
Produkt die richtige Darstellung des Produkts:



7. Unendliche Reihen 63

Satz 7.20.
∑∞

k=0 ak und
∑∞

k=0 bk seien absolut konvergente Reihen. Es sei

ck =
k∑

m=0

ambk−m

für alle k ∈ N. Dann konvergiert
∑∞

k=0 ck absolut und es gilt:

∞∑
k=0

ck =
( ∞∑

k=0

ak

)( ∞∑
k=0

bk

)
.

Beweis. Es ist für jedes n ∈ N∣∣∣∣
n∑

k=0

ck −
n∑

r=0

ar ·
n∑

s=0

bs

∣∣∣∣ �
∑

0�r�n
0�s�n
r+s>n

|ar ||bs| =: Rn

und

Rn �
∑

n
2 <r�n

|ar | ·
n∑

s=0

|bs| +
n∑

r=0

|ar | ·
∑

n
2 <s�n

|bs|

�
∑
n
2 <r

|ar | ·
∞∑

s=0

|bs| +
∞∑

r=0

|ar | ·
∑
n
2 <s

|bs|

Folglich ist lim Rn = 0 und
∑

ck konvergent mit dem Limes
∑

ak
∑

bk . Damit
ist die Gleichung bewiesen.

Zum Beweis der absoluten Konvergenz wende man jetzt das gleiche Argument
auf
∑ |ak|, ∑ |bk| an und berücksichtige

|ck| �
k∑

m=0

|am||bk−m|.

Aufgaben

7.1. (a) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe
∞∑

k=1

1

k(k + 3)
. Anleitung:

1

k(k + 3)
= a

k
+ b

k + 3
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mit geeigneten a, b ∈ R.

(b) Untersuchen Sie auf Konvergenz:

∞∑
k=0

1

5k + 3
,

∞∑
k=2

1

k + (−1)k
,

∞∑
k=0

10k

k!
,

∞∑
k=1

(−1)k

√
k

.

7.2. Zeigen Sie: Die Reihe

∞∑
k=1

(
1

k
+ (−1)k 1√

k

)

ist alternierend (d.h. ihre Glieder sind abwechselnd � 0 und � 0) und die Folge
ihrer Glieder eine Nullfolge. Sie ist aber nicht konvergent.

7.3. A, B seien reelle Zahlen. Die Folge (an) wird rekursiv definiert durch a0 = A,
a1 = B und an+2 = 1

2(an+1 + an). Zeigen Sie, daß die Folge (an) konvergiert und
bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Hinweis: Weshalb befindet sich diese Aufgabe mitten unter den Aufgaben über
unendliche Reihen? Es könnte auch nützlich sein, einige Glieder der Folge auszu-
rechnen, vielleicht für A = 0, B = 1.

7.4. Für welche x ∈ R konvergieren die folgenden Reihen (absolut)?

(a)
∞∑

k=0

√
k(x − 1)k (b)

∞∑
k=1

1√
k

(x

2
− 1
)k

(c)
∞∑

k=0

xk

k!
.

7.5. Beweisen Sie das Wurzelkriterium für unendliche Reihen:

Es sei (ak) eine Folge reeller Zahlen. Wenn ein q mit 0 � q < 1 und ein k0 ∈ N
existieren mit k

√|ak| � q für alle k � k0, so konvergiert
∑∞

k=0 ak absolut.

7.6. Die Reihe
∑∞

k=0 ak sei absolut konvergent, und die Folge (bk) sei beschränkt.
Zeigen Sie: Auch die Reihe

∑∞
k=0 akbk konvergiert absolut.

7.7. (a) Es sei (ak) eine Folge reeller Zahlen und

bk = ak + |ak|
2

, ck = ak − |ak|
2

für alle k ∈ N. Zeigen Sie: Genau dann konvergiert
∑∞

k=0 ak absolut, wenn sowohl∑∞
k=0 bk als auch

∑∞
k=0 ck konvergieren.

(b) Beweisen Sie mit Hilfe von (a) die folgende Umkehrung von 7.12: Eine Reihe,
deren Umordnungen sämtlich konvergieren, ist absolut konvergent.
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7.8. Beweisen Sie: Für q ∈ R mit |q| < 1 gilt:

(a)
∞∑

k=0

(k + 1) qk = 1

(1− q)2
(b)

∞∑
k=0

(k + 1)(k + 2)

2
qk = 1

(1− q)3
.

Hinweis: Satz 7.20 (Wie kann man die Aussagen (a),(b) verallgemeinern?)



8 Die g-al-Darstellung reeller Zahlen

Wir sind es gewohnt, reelle Zahlen als Dezimalzahlen mit potentiell unendlicher
Ziffernfolge zu notieren, und diese Schreibweise ist für das praktische Rechnen
wie überhaupt alle Anwendungen unentbehrlich. Ohne sie könnten wir uns Zahlen
nicht vorstellen. (Der Mathematiker kommt am ehesten ohne die Dezimaldarstel-
lung aus.) Eine reelle Zahl a schreibt sich dann

a = ±a−na−n+1 . . . a0 , a1 a2 a3 . . .

↑ Dezimalkomma

Dabei ist ak, k � −n, eine Ziffer zwischen 0 und 9. (Die Zählung der Ziffern
haben wir so vorgenommen, wie es für das Folgende am zweckmäßigsten ist.)

Zunächst einmal können wir jetzt präzise sagen, was die Gleichung oben ei-
gentlich bedeutet:

a = ±
∞∑

k=−n

ak · 10−k,

d. h. die Reihe über (ak · 10−k)k�−n konvergiert, und ihr Limes ist ±a. Zur Recht-
fertigung der Dezimalschreibweise müssen wir also zeigen, daß es zu jeder reel-
len Zahl ein n ∈ Z und eine Folge (ak)k�−n mit ak ∈ {0, . . . , 9} gibt, so daß
a = ±∑∞k=−n ak10−k ist. Wir werden ferner zeigen, daß unter einer stets erfüll-
baren Nebenbedingung die Ziffernfolge (ak) eindeutig ist. Wir gehen dabei gleich
allgemeiner vor, indem wir die Zahl 10 durch eine beliebige natürliche Zahl größer
als 1 ersetzen. Zunächst beweisen wir eine jedem Schüler vertraute Tatsache:

Satz 8.1. Es sei g ∈ N, g > 1 und n eine beliebige natürliche Zahl. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Folge (ck) mit
(1) ck ∈ {0, . . . , g − 1},
(2) ck = 0 für große k (d. h. es gibt ein k0, so daß ck = 0 für alle k � k0),
(3) n =∑∞k=0 ckgk.

Beweis. Wir erhalten durch sukzessive Division mit Rest die folgenden Gleichun-
gen:

n = q0g + c0 mit q0 ∈ N, c0 ∈ {0, . . . , g − 1},
q0 = q1g + c1 mit q1 ∈ N, c1 ∈ {0, . . . , g − 1},

...

qk = qk+1g + ck+1 mit qk+1 ∈ N, ck+1 ∈ {0, . . . , g − 1},
...
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Wegen g > 1 gilt q0 > q1 > . . . . Es gibt also ein k0 mit qk = 0 für k � k0 und
dann natürlich auch ck = 0 bei k � k0 + 1. Durch Einsetzen bekommt man

n =
∞∑

k=0

ckgk .

Der Eindeutigkeitsbeweis ist ebenso einfach: Es gelte

n =
∞∑

k=0

ckgk =
∞∑

k=0

c̃kgk,

wobei (ck) und (c̃k) Folgen natürlicher Zahle sind, die (1) und (2) erfüllen. Dann
ist c0 − c̃0 durch g teilbar, also c0 = c̃0. Folglich gilt

∞∑
k=1

ckgk =
∞∑

k=1

c̃kgk,

und man erhält wie eben c1 = c̃1 usw.

Definition 8.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.1 heißt
∑∞

k=0 ckgk die g-
al-Darstellung von n mit den Ziffern ck . Ist cN �= 0 und ck = 0 bei k > N , dann
nennt man c0, . . . , cN die wesentlichen Ziffern der g-al-Darstellung von n, kurz

n = (cN . . . c0)g.

((0)g bezeichne die g-al-Darstellung von 0.) Im Falle g = 2 spricht man von der
Dualdarstellung von n, im Falle g = 3 von der Trialdarstellung und im Falle
g = 10 (wie gewohnt) von der Dezimaldarstellung.

Es folgt der Hauptsatz dieses Abschnitts.

Satz 8.3. Es sei g ∈ N, g > 1, und a ∈ R, 0 � a < 1. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Folge (ak)k�1 mit

(1) ak ∈ {0, . . . , g − 1},
(2) a =∑∞k=1 akg−k,

(3) ak �= g − 1 für unendlich viele k.

Beweis. Mit den Gleichungen

x1 = a, x2 = x1g − [x1g], . . . xk = xk−1g − [xk−1g] . . .

definieren wir zunächst sukzessive eine Folge (xk)k�1 reeller Zahlen. Wir setzen
ak = [xkg].
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Wegen 0 � xk < 1, gilt ak < g, also erfüllt die Folge (ak) die Bedingung (1).
Weiter haben wir

a = x1 = [x1g]

g
+ x2

g
= a1

g
+ x2

g

= a1

g
+ [x2g]

g2
+ x3

g2
= a1

g
+ a2

g2
+ x3

g2

...

= a1

g
+ a2

g2
+ · · · + an

gn
+ xn+1

gn

=
n∑

k=1

ak

gk
+ xn+1

gn

für alle n � 1. Da
lim

n→∞(a − xn+1

gn
) = a,

gilt auch (2). Zum Beweis von (3) nehmen wir an, es gäbe ein k0 mit ak = g − 1
für alle k � k0. Es ist

∞∑
k=k0+1

g − 1

gk
= g − 1

gk0+1

∞∑
k=0

1

gk
= 1

gk0

(vgl. Beispiel 6.3(3)). Wegen

a = a1

g
+ · · · + ak0

gk0
+ xk0+1

gk0

und 0 � xk0+1 < 1 ist aber
xk0+1

gk0
<

1

gk0
.

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage betrachten wir eine Folge (bk)k�1, die
ebenfalls die Bedingungen (1) – (3) erfüllt und nehmen an, es gäbe ein k mit ak �=
bk . Es sei k0 das kleinste solche k und etwa ak0 < bk0. Dann gilt

a =
k0−1∑
k=1

bkg−k + bk0g−k0 +
∞∑

k=k0+1

bkg−k

�
k0−1∑
k=1

bkg−k + (ak0 + 1)g−k0

=
k0∑

k=1

akg−k + 1

gk0
.
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Wie wir oben gesehen haben, ist aber

a −
k0∑

k=1

akg−k <
1

gk0
.

Definition 8.4. Es sei g ∈ N, g > 1, und a ∈ R, a � 0. Dann heißt die Folge

(cN , . . . , c0, a1, a2, . . . ),

wobei

[a] = (cN . . . c0)g und a − [a] =
∞∑

k=1

akg−k gemäß 8.3,

die g-al-Darstellung (auch g-al-Bruchentwicklung) von a. Bei g = 2, g = 3,
g = 10 spricht man wie in der Definition nach 8.1 der Reihe nach von Dual-,
Trial-, Dezimaldarstellung.

Bemerkung 8.5. Ist umgekehrt (cN , . . . , c0, a1, a2, . . . ) eine Folge von natürli-
chen Zahlen < g, derart daß cN �= 0 bei N �= 0 und ak �= g − 1 für unendlich
viele k, dann ist

N∑
k=0

ckgk +
∞∑

k=1

akg−k

eine reelle Zahl mit der g-al-Darstellung (cN , . . . , c0, a1, a2, . . . , ).

Beweis. Die Reihe
∑∞

k=0 akg−k konvergiert wegen g > 1 und 0 � ak < g nach
dem Majorantenkriterium 7.13, und es ist mit n0 = inf{k | ak �= g − 1}:

∞∑
k=1

akg−k =
n0∑

k=1

akg−k +
∞∑

k=n0+1

akg−k

<

n0∑
k=1

(g − 1)g−k +
∞∑

k=n0+1

(g − 1)g−k

= 1.

Folglich hat
∑∞

k=1 akg−k nach 8.3 die g-al-Darstellung (0, a1, a2, . . . ). Alles übri-
ge ergibt sich aus 8.1.

Eine Folgerung aus 8.3:



70 II. Konvergenz

Satz 8.6. Zu jeder reellen Zahl a gibt es Folgen (rn) rationaler Zahlen und (sn)

irrationaler Zahlen mit
a = lim rn = lim sn.

Beweis. Wir wählen die rn als Partialsummen etwa der Dezimaldarstellung von a

und setzen sn = rn + 1

n

√
2.

Man sagt auch: Q und R \ Q liegen dicht in R. Dabei heißt eine Teilmenge M
von R dicht in R, wenn jedes Element von R Grenzwert einer Folge von Elementen
in M ist.

Obwohl Q und R \Q beide dicht in R liegen, ist die Menge R \Q viel
”
größer“ .

Wir nennen eine Menge M bekanntlich endlich, wenn sie endlich viele Elemente
hat, wenn man also M = {x1, . . . , xn} schreiben kann. Nicht endliche Mengen
nennen wir unendlich. Schon N ist unendlich, deshalb sind Q und erst recht R auch
unendlich. Obwohl N eine echte Teilmenge von Q ist, besitzt Q in einem gewissen
Sinne nicht mehr Elemente als N: Wir können eine bijektive Abbildung N → Q
konstruieren! Dies geht, in dem wir die rationalen Zahlen in ein rechteckiges Sche-
ma bringen und diagonalenweise abzählen.

0 → 1

1

−1

1
→ 2

1

−2

1

3

1

−3

1
. . .

↓ ↗ ↙ ↗
1

2

−1

2

2

2

−2

2
. . .

↙ ↗
1

3

−1

3

2

3

−2

3
. . .

↓ ↗
1

4

−1

4
...

...
...

Die Pfeile geben die Zählrichtung an; Zahlen wie 2/2, die bereits gekürzt vorge-
kommen sind, überspringen wir beim Zählen. Es ist offensichtlich, daßman so eine
Folge

a0, a1, a2, . . .

erhält, in der jede rationale Zahl genau einmal vorkommt.

Definition 8.7. Eine Menge M heißt abzählbar, wenn M endlich ist oder es eine
bijektive Abbildung N→ M gibt.
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Wir können unsere obige Entdeckung jetzt so formulieren:

Satz 8.8. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzählbar.

Hingegen stellt sich heraus, daßR (und auch R\Q) nicht abzählbar ist! Dies ist
eine der großen Entdeckungen des Mathematikers Georg Cantor12, dem Begründer
der Mengenlehre.

Satz 8.9. R und R \ Q sind nicht abzählbar.

Beweis. Wir nehmen an, R sei abzählbar. Wenn R abzählbar ist, ist es offenbar
auch jede Teilmenge; man läßt einfach in der Abzählung die nicht der Teilmenge
angehörenden Elemente weg. Es sei

M = {0, a1a2 . . . | ak = 4 oder ak = 5};

M ist also die Menge der Zahlen zwischen 0 und 1, in deren Dezimaldarstellung als
Ziffern nur 4 oder 5 vorkommen (vgl. 8.3). Nach Annahme ist M abzählbar, d. h. es
gibt eine bijektive Abbildung ϕ : N → M . Wir verwenden nun den

”
Cantorschen

Diagonaltrick“ , indem wir die Zahl

x = 0, b1b2 . . .

durch folgende Vorschrift definieren:

bk =
{

4, wenn ϕ(k) an der k-ten Stelle in der Dezimaldarstellung eine 5 hat

5, wenn ϕ(k) an der k-ten Stelle in der Dezimaldarstellung eine 4 hat.

Da sich x an der k-ten Stelle von ϕ(k) unterscheidet, gilt ϕ(k) �= x für alle k ∈ N.
Andererseits ist x ∈ M und ϕ bijektiv. Widerspruch!

Da Q abzählbar ist, R aber nicht, kann auch R\Q nicht abzählbar sein. Die Ver-
einigung zweier abzählbarer Mengen ist nämlich abzählbar, wie folgendes Zähl-
schema demonstriert:

x0 x1 x2 . . .

↓ ↗ ↓ ↗ ↓ ↗
y0 y1 y2 . . .

12Georg Cantor, 1845-1918
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Aufgaben

8.1. Bestimmen Sie gemäß der nachfolgenden Tabelle für die Zahlen r die g-al-
Darstellung:

r 24, 32 17/7 0, 26 2/3 3, 29 9/25 7, 99 8/26 4/5
g 9 4 7 5 3 8 2 6 9

8.2. (1) Bestimmen Sie die g-al-Darstellung von 1/(g − 1) und 1/(g + 1).

(2) Zeigen Sie, daß bei g > 2 die g-al-Darstellung von 1/(g − 1)2 die Form

(0, 0, 1, 2, . . . , g − 3, g − 1)

hat, wobei sich die Folge der überquerten Ziffern periodisch wiederholt.

8.3. Es sei g ∈ N, g > 1. Die g-al-Darstellung (cN , . . . , c0, a1, a2, . . . ) von a ∈
R, a � 0, heißt periodisch, wenn es eine Zahl p ∈ N gibt, so daß ak+p = ak

gilt für alle genügend großen k. Das minimale p mit dieser Eigenschaft heißt die
Periode (auch Periodenlänge) von a. (Z. B. hat 1/(g − 1)2 bei g > 2 die Periode
g − 1, vgl. Aufgabe 8.2(1).)

Zeigen Sie: Die g-al-Darstellung von a ist genau dann periodisch wenn a rational
ist.

Hinweis: Ist die g-al-Darstellung (cN , . . . , c0, a1, a2, . . . ) von a periodisch mit der
Periode p, also ak+p = ak für k � k0, dann genügt es zum Beweis der Rationalität
von a zu zeigen, daß

∑∞
k=k0

akg−k ∈ Q. Zum Beweis der Umkehrung betrachte
man a = r/s mit r, s ∈ N, 0 � a < 1, schreibe die Gleichungen im Beweis zu
Satz 8.3 in der Form

g · xks = ak+1s + xk+1s, k = 1, 2, . . .

und zeige, daß sich die (ganzen)
”
Reste“ xks von einem gewissen k0 ab periodisch

wiederholen müssen.



Teil III

Stetigkeit und elementare Funktionen





9 Grenzwerte und Stetigkeit

Vergleicht man etwa die Graphen der Betragsfunktion und der Entierfunktion,
so fällt einem sofort ein wesentlicher Unterschied auf: die Entier-Funktion hat
Sprungstellen, die Betragsfunktion nicht, sie ändert sich

”
stetig“ . Um dieses un-

terschiedliche Verhalten von Funktionen präzise analysieren zu können, benötigen
wir den Grenzwertbegriff für Funktionen. Bei seiner Definition ist die folgende
Schreib- und Sprechweise nützlich:

Definition 9.1. Es sei D eine Teilmenge von R. Dann heißt

D = {x ∈ R | Es gibt eine Folge (xn) in D mit lim xn = x
}

die abgeschlossene Hülle von D (in R). (Dabei ist R = R∪{−∞,∞}wie am Ende
von Abschnitt 5, und unter einer Folge (xn) in D verstehen wir eine Folge (xn) mit
xn ∈ D für alle n.)

Es gilt offenbar D ⊂ D, und bei beschränktem D ist

D = {x ∈ R | In jeder ε-Umgebung von x liegt wenigstens ein Element von D} .
Wichtiges Beispiel: Ist I ein (beschränktes) Intervall mit den Endpunkten a und
b, dann ist I = [a, b]. Ist D nach oben (unten) unbeschränkt, so gilt ∞ ∈ D
(−∞ ∈ D).

Definition 9.2. Es sei f eine Funktion auf D ⊂ R, a ∈ D und c ∈ R. Wir sagen,
f hat in a den Grenzwert oder Limes c, kurz

lim
x→a

f (x) = c,

falls für jede Folge (xn) in D mit limn→∞ xn = a gilt:

lim
n→∞ f (xn) = c.

Satz 9.3. (1) Grenzwerte von Funktionen sind eindeutig bestimmt.

(2) Bei a, c ∈ R ist die Bedingung in der Definition äquivalent zu der folgenden:
Zu jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0, so daß

| f (x)− c| < ε für alle x ∈ D mit |x − a| < δ.

(3) Bei a ∈ D, a �= ±∞, hat f in a genau dann einen Limes in R, wenn gilt: Zu
jedem ε > 0 gibt es ein δ > 0, so daß

| f (x)− f (y)| < ε für alle x, y ∈ D mit |x − a| < δ, |y − a| < δ.



76 III. Stetigkeit und elementare Funktionen

f (x)

x

a − δ a + δ

c + ε

a

c

c − ε

f (x)

f (y)

ε

a − δ a + δa

y x

Abbildung 9.1: Die Grenzwertkriterien für f in a

Beweis. (1) ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daß Grenzwerte von Folgen
eindeutig bestimmt sind.

Wenn die Bedingung unter (2) nicht erfüllt ist, existiert ein ε > 0, derart daßes
zu jedem δ > 0 mindestens ein x ∈ D gibt mit |x − a| < δ und | f (x) − c| � ε.
Insbesondere gibt es dann zu jedem positiven n ∈ N ein xn ∈ D mit |xn − a| < 1

n
und | f (xn) − c| � ε. Offenbar ist limn→∞ xn = a, ( f (xn)) konvergiert aber
sicherlich nicht gegen c.

Umgekehrt sei die Bedingung unter (2) erfüllt und (xn) eine Folge in D mit
limn→∞ xn = a. Ist dann ε > 0 vorgegeben und δ > 0 so gewählt, daß | f (x) −
c| < ε für alle x ∈ D mit |x − a| < δ, dann gibt es ein N ∈ N mit |xn − a| < δ bei
n � N . Folglich ist | f (xn)− c| < ε für alle n � N .

Eine der Implikationen von (3) ist sofort klar: Hat f in a einen Limes in R,
dann ist die Bedingung unter (3) erfüllt. Es sei dies umgekehrt der Fall und (xn)

eine Folge in D mit lim xn = a. Ferner sei ε > 0 vorgegeben und δ > 0 so gewählt,
daß die Bedingung unter (3) gilt. Dann gibt es ein N ∈ N mit |xn − a| < δ bei
n � N . Folglich ist | f (xm) − f (xn)| < ε für alle m, n � N . Die Folge ( f (xn))

erfüllt also die Cauchy-Bedingung von 6.7, konvergiert somit gegen ein c ∈ R.
Insbesondere gibt es ein N0 � N mit | f (xn) − c| < ε bei n � N0. Ist (yn) eine
weitere Folge in D mit lim yn = a, dann existiert eine natürliche Zahl N1 � N0,
so daß |yn − a| < δ für alle n � N1. Es folgt

| f (yn)− c| � | f (yn)− f (xn)| + | f (xn)− c| � 2ε

für alle n � N1 und damit lim f (yn) = c.

Beispiele 9.4. (1) Für alle a ∈ R ist lim
x→a
|x | = |a|; vgl. Aufgabe 5.2.
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(2) Die Entier-Funktion hat in 0 keinen Grenzwert, denn

lim
n→∞

[
1

n

]
= 0 aber lim

n→∞

[
−1

n

]
= −1.

(3) Es ist limx→∞ 1/x = 0. Ist nämlich (xn) eine Folge mit xn �= 0 und lim xn =
∞, dann ist limn→∞ 1/xn = 0. Genauso ergibt sich limx→−∞ 1/x = 0.

Dagegen hat 1/x in 0 keinen Limes: Es ist

lim
n→∞

1

1/n
= ∞, aber lim

n→∞
1

−1/n
= −∞.

(4) Wir betrachten eine
”
pathologische“ Funktion auf R: Es sei

f (x) =
{

0 für x ∈ Q,

1 für x /∈ Q.

Dann hat f an keiner Stelle a ∈ R einen Limes! Denn a ist ja sowohl Limes einer
Folge (xn) rationaler Zahlen als auch einer Folge irrationaler Zahlen (yn), und es
ist

lim
n→∞ f (xn) = 0 �= 1 = lim

n→∞ f (yn).

Jeglicher Versuch, den Graphen dieser Funktion zu skizzieren, erweist sich als ver-
geblich.

Verglichen mit der im letzten Beispiel untersuchten Funktion ist die Entier-
Funktion noch sehr gutartig. Für a /∈ Z existiert limx→a[x] – dies werden wir
noch begründen – und für a ∈ Z existieren wenigstens links- und rechtsseitige
Grenzwerte:

Definition 9.5. Wir sagen, f hat in a ∈ R den linksseitigen Grenzwert c ∈ R,
wenn die Einschränkung f |(D ∩ {x ∈ R | x < a}) in a den Grenzwert c hat; kurz
limx↑a f (x) = c. Analog ist der rechtsseitige Grenzwert limx↓a f (x) erklärt.

Offenbar hat f in a ∈ R den linksseitigen Grenzwert c, wenn es wenigstens
eine Folge (xn) in D gibt mit xn < a und limn→∞ xn = a, und für alle solche
Folgen gilt: limn→∞ f (xn) = c. Entsprechendes gilt für rechtsseitige Grenzwerte.

Zum Beispiel gilt limx↑0[x] = −1, limx↓0[x] = 0. Dagegen besitzt die in Bei-
spiel 9.4(4) betrachtete Funktion nirgends einen links- oder rechtsseitigen Grenz-
wert.

Wir haben die
”
einseitigen“ Grenzwerte eingeführt, weil sie manchmal ein

nützliches Hilfsmittel zum Beschreiben des Verhaltens einer Funktion sind.



78 III. Stetigkeit und elementare Funktionen

Wie bei den Folgen sind auch bei der Bestimmung von Grenzwerten von Funk-
tionen die folgenden Rechenregeln sehr nützlich; wir können sie sehr schnell aus
den entsprechenden Rechenregeln für Grenzwerte von Folgen herleiten.

Satz 9.6. f und g seien Funktionen auf D ⊂ R, r eine reelle Zahl. Ferner sei
a ∈ D. f besitze in a den Grenzwert b ∈ R, g den Grenzwert c ∈ R. Dann gilt für
die auf D definierten Funktionen f + g, f · g, r f :

(1) f ± g hat in a den Grenzwert b ± c;

(2) f · g hat in a den Grenzwert b · c;

(2’ ) r f hat in a den Grenzwert rb;

(3) Es sei c �= 0 und D′ = {x ∈ D | g(x) �= 0}. Dann gilt D′ �= ∅ und a ∈ D′.
Die auf D′ definierte Funktion f/g besitzt in a den Grenzwert b/c.

Beweis. Wir beweisen (3), weil hier gegenüber (1), (2) und (2’ ) noch eine D′ be-
treffende Zusatzüberlegung notwendig ist; (1), (2) und (2’ ) folgen dann wie (3) aus
den entsprechenden Rechenregeln für Folgen.

Die Zusatzüberlegung: Es sei (xn) eine Folge in D mit lim xn = a. Dann ist
lim g(xn) = c �= 0, und deshalb existiert ein N ∈ N mit g(xn) �= 0 für alle n � N .
Dies bedeutet xn ∈ D′ für n � N (und daher macht es überhaupt Sinn, die Existenz
eines Grenzwerts von f/g in a zu diskutieren.) Nach Satz 5.9 (bzw. der am Schluß
von Abschnitt 5 diskutierten verallgemeinerten Version davon) gilt weiter

lim
f

g
(xn) = lim

f (xn)

g(xn)
= lim f (xn)

lim g(xn)
= b

c
.

Beispiele 9.7. (1) Es sei D = R, f (x) = 1+ x + 5x3 für alle x ∈ R. Wenn wir
g(x) = 1 und h(x) = x setzen für alle x ∈ R, dann gilt

f = g + h + 5h3.

Für a ∈ R gilt limx→a g(x) = 1 und limx→a h(x) = a. Unter mehrfacher Ver-
wendung von 9.6 ergibt sich

lim
x→a

f (x) = 1+ a + 5a3 = f (a).

(2) Es sei f (x) = b0 + · · · + bnxn ein beliebiges Polynom. Induktiv schließend
erhalten wir mit 9.6(2) und (2’ ),

lim
x→a

bk xk = bkak für k = 0, . . . , n,
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und mit 9.6 (1) – wiederum induktiv schließend –

lim
x→a

f (x) =
n∑

k=0

lim
x→a

bk xk =
n∑

k=0

bkak = f (a).

Für alle x ∈ R gilt also: limx→a f (x) = f (a).
Wir bestimmen noch die Grenzwerte für a = ±∞. Dabei beschränken wir uns

auf den Fall bn > 0. Wir behaupten, daß bei n � 1

lim
x→∞ f (x) = ∞, lim

x→−∞ f (x) =
{
∞ falls n gerade

−∞ falls n ungerade.

Es ist

f (x) = xn
(

b0

xn
+ b1

xn−1
+ · · · + bn−1

x
+ bn

)
.

für x �= 0. Setzen wir g(x) = b0/xn+· · ·+bn−1/x+bn für diese x , dann erhalten
wir mittels 9.6 und dem bekannten Resultat limx→∞ 1/x = 0:

lim
x→∞ g(x) = bn, lim

x→−∞ g(x) = bn.

Da limx→∞ x = ∞, erhält man mit der am Ende von Abschnitt 5 beschriebenen
Erweiterung von 5.9

lim
x→∞ xn = ∞

und weiter
lim

x→∞ f (x) = ∞.

Analog beweist man die Behauptung für limx→−∞ f (x).

Ist r eine rationale Funktion und a ein Punkt im Definitionsbereich von r , dann
erhalten wir mit dem Vorangegangenen und 9.6(3) sofort: limx→a r(x) = r(a).

Aus gegebenen Funktionen können wir neue Funktionen nicht nur durch die
arithmetischen Rechenoperationen, sondern auch durch Komposition, durch

”
Ver-

kettung“ bilden. Dementsprechend heißt der folgende Satz auch Kettenregel.

Satz 9.8. Es seien D und E Teilmengen von R, f und g Funktionen auf D bzw.
E. Es gelte f (D) ⊂ E. Ferner sei a ∈ D und limx→a f (x) = b. Dann ist b ∈ E
(sogar in f (D)). Gilt limy→b g(y) = c, dann gilt auch limx→a(g ◦ f )(x) = c.

Beweis. Es sei (xn) eine Folge in D mit lim xn = a. Dann gilt nach Vorraussetzung
b = lim f (xn) (insbesondere also b ∈ E). Da g in b den Grenzwert c hat, gilt
weiter

lim(g ◦ f )(xn) = lim g
(

f (xn)
) = c.
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Wir kommen jetzt zum Begriff der stetigen Funktionen, das sind – anschaulich
– Funktionen, deren Graph keine Sprungstellen besitzt:

Definition 9.9. Es sei f eine Funktion auf D ⊂ R und a ∈ D. f heißt stetig im
Punkte a, falls

lim
x→a

f (x) = f (a)

gilt. f heißt stetig auf D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Die Grenzwertberechnungen, die wir oben durchgeführt haben, liefern uns so-
fort zahlreiche Beispiele für stetige und unstetige Funktionen.

Satz 9.10. (1) Jede Polynomfunktion ist auf R stetig.

(2) Jede rationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig.

Beweis. Vgl. die Beispiele (2) und (3) unter 9.7.

Weitere Beispiele: (1) Die Betragsfunktion ist auf R stetig, vgl. 9.4(1).

(2) Die Entier-Funktion ist in 0 nicht stetig, vgl. 9.4(2).

(3) Die Funktion f auf R,

f (x) =
{

0 für x ∈ Q,

1 für x /∈ Q,

ist in keinem Punkt x ∈ R stetig, vgl. 9.4(4).

Die Rechenregeln für Grenzwerte von Funktionen implizieren sofort Rechen-
regeln für stetige Funktionen:

Satz 9.11. Die Funktionen f und g auf D ⊂ R seien in a ∈ D stetig; c sei eine
reelle Zahl. Dann gilt:

(1) f + g, c f, f g sind im Punkt a stetig.

(2) Falls g(a) �= 0 ist, ist die auf D′ = {x ∈ D | g(x) �= 0} definierte Funktion
f/g in a stetig.

Aus Satz 9.8 ergibt sich unmittelbar die folgende Kettenregel für stetige Funk-
tionen.

Satz 9.12. f sei eine Funktion auf D ⊂ R, g eine Funktion auf E ⊂ R. Es gelte
f (D) ⊂ E. Ferner sei f in a ∈ D und g in b = f (a) stetig. Dann ist g ◦ f in a
stetig. Wenn f auf D und g auf E stetig ist, ist g ◦ f auf D stetig.

Beispiel 9.13. Die Funktion f , f (x) = |x2 − 1| ist auf R stetig, denn es gilt
f = h ◦ g mit g(x) = x2 − 1 und h(x) = |x | für alle x ∈ R. Von g und h kennen
wir die Stetigkeit schon.
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In vielen (vielleicht den meisten) Lehrbüchern wird Stetigkeit anders definiert,
als wir es getan haben: Man verwendet die ε-δ-Definition (während man unse-
re Definition etwa die Folgendefinition nennen könnte). Die ε-δ-Definition ist zu
unserer Definiton äquivalent:

Satz 9.14. f sei eine Funktion auf D ⊂ R, a ∈ D. Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:
(1) f ist stetig im Punkt a.
(2) Zu jedem ε > 0 existiert ein δ > 0, derart daß gilt:

Ist x ∈ D und |x − a| < δ, so ist | f (x)− f (a)| < ε.

Beweis. Der Beweis ergibt sich direkt aus 9.3.

f (x)

a − δ a + δa

x

f (a)+ ε

f (a)

f (a)− ε

Abbildung 9.2: Das Stetigkeitskriterium

Veranschaulichen kann man sich die Eigenschaft (2) in Satz 9.14 auf folgende
Weise: Zu jedem ε > 0 existiert ein δ > 0 derart, daßder Graph von f für a− δ <

x < a + δ im Streifen f (a)− ε < y < f (a)+ ε verläuft.
Es wird sich zeigen, daß an manchen Stellen die ε-δ-Beschreibung der Stetig-

keit praktikabler ist als die durch unsere Definition gegebene Beschreibung. Ein
typisches Beispiel ist

Satz 9.15. Die Funktion f auf D ⊂ R sei stetig in a ∈ D. Für die reelle Zahl b
gelte f (a) < b. Dann existiert ein δ > 0 derart, daß für alle x ∈ D mit |x−a| < δ

gilt: f (x) < b. Eine analoge Aussage gilt bei f (a) > b.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung für
”
<“ , der Beweis für

”
>“ verläuft ana-

log.
Es sei ε = b − f (a). Nach 9.14 (2) existiert ein δ > 0 mit

| f (x)− f (a)| < ε für alle x mit |x − a| < δ.

Dann ist f (x) < f (a)+ ε = b für alle x mit |x − a| < δ.
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Es ist anschaulich klar, daß die Stetigkeit von f im Punkt a nur vom Verhalten
dieser Funktion in der Nähe von a abhängt, mit anderen Worten, daß von zwei
Funktionen f und g auf D die hinreichend nahe bei a übereinstimmen entweder
beide oder keine von beiden stetig sind. Wenn wir z. B. die Entier-Funktion bei
a = 4/3 betrachten, so stimmt sie nahe bei 4/3 mit der Konstanten 1 überein, und
es ist anschaulich völlig klar, daß auch die Entier-Funktion bei 4/3 stetig ist.

Satz 9.16. f und g seien Funktionen auf D ⊂ R, a ∈ D. Es gebe ein r > 0 mit
f (x) = g(x) für alle x ∈ D mit |x − a| < r . Dann ist f genau dann stetig in a,
wenn g stetig in a ist.

Beweis. Die Voraussetzungen sind symmetrisch in f und g, daher brauchen wir
nur zu zeigen, daß die Stetigkeit von f in a die Stetigkeit von g in a impliziert.

Es sei ε > 0 gegeben. Dann existiert ein δ′ > 0 mit

| f (x)− f (a)| < ε für alle x ∈ D, mit |x − a| < δ′.

Wir setzen δ = min(r, δ′) und erhalten für alle x ∈ D mit |x − a| < δ:

|g(x)− g(a)| = | f (x)− f (a)| (weil |x − a| < r)

< ε (weil |x − a| < δ′).

Man beschreibt die Aussage von Satz 9.16 kurz so: Stetigkeit ist eine lokale
Eigenschaft. Satz 9.16 hilft uns nun, über die Stetigkeits- und Unstetigkeitsstel-
len der Entier-Funktion eine vollständige Übersicht zu geben: Die Funktion f ,
f (x) = [x] für alle x ∈ R, ist unstetig bei allen n ∈ Z, da limx↑n f (x) = n −
1, limx↓n f (x) = n. Sie ist stetig bei allen a ∈ R\Z, da für n < a < n+1, n ∈ Z,
und r = min(|n − a|, |n + 1− a|) gilt: f (x) = n für alle x mit |x − a| < r .

Die Voraussetzung von Satz 9.16 ist insbesondere dann erfüllt, wenn es ein
offenes Intervall ] a0, a1[ gibt mit a ∈ ] a0, a1[ und f (x) = g(x) für alle x ∈
] a0, a1[.

Aufgaben

9.1. Bestimmen Sie:

(a) lim
x→−2

x2 − x − 6

x2 + x − 2
(b) lim

x→1

xm − 1

xn − 1
(m, n ∈ N, n � 1),

(c) lim
x→1

√
x + 3− 2

x − 1
.
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9.2. Es sei f eine Funktion auf D, und a ∈ D. Zeigen Sie: Genau dann existiert
limx→a f (x), wenn für alle monotonen Folgen (an) in D mit limn→∞ an = a die
Grenzwerte limn→∞ f (an) existieren und übereinstimmen.

9.3. Es sei f eine Funktion auf D, und a ∈ D. f besitze in a einen rechtsseitigen
und einen linksseitigen Grenzwert, die beide mit f (a) übereinstimmen. Zeigen
Sie: f ist stetig in a.

9.4. Bestimmen Sie zu jedem a ∈ D und jedem ε > 0 ein δ > 0, derart daß
| f (x) − f (a)| < ε für alle x ∈ D mit |x − a| < δ, und zwar (a) für D = R,
f (x) = x2 für alle x ∈ R, (b) D = ] 0,∞[, f (x) = 1/x für alle x ∈ ] 0,∞[.

9.5. Ist die Funktion f : Q→ R,

f (x) =
{

0 für x <
√

2,

1 für x >
√

2,

stetig auf Q?

9.6. Es seien f, g : D → R Funktionen und a ∈ D. Prüfen Sie, ob folgende
Aussagen richtig sind:

(a) Wenn | f | stetig in a ist, so ist auch f stetig in a. Hierbei ist | f | : D → R
definiert durch | f |(x) := | f (x)| für x ∈ D.

(b) Wenn f und g stetig in a sind, so ist auch max( f, g) stetig in a. Dabei ist
max( f, g) : D → R definiert durch max( f, g)(x) := max( f (x), g(x)) für x ∈ D.
(Entsprechend wird min( f, g) definiert.)

9.7. Beweisen Sie den Satz über die stetige Ergänzung: Es sei D ⊂ R, a ∈
D ∩ R, a /∈ D. f sei eine Funktion auf D, c eine reelle Zahl. Genau dann gilt
limx→a f (x) = c, wenn es eine in a stetige Funktion g auf D ∪ {a} gibt mit

g(x) =
{

f (x) für x ∈ D,

c für x = a.



10 Stetige Funktionen auf Intervallen

Während wir im vorangegangenen Abschnitt die Eigenschaft
”

f ist stetig im Punkt
a“ diskutiert haben, betrachten wir nun Funktionen, die auf einem Intervall stetig
sind.

Es seien a, b ∈ R, a < b, und f eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion mit f (a) < 0 und f (b) > 0: Es ist intuitiv klar, daßder Graph ei-
ner solchen Funktion die x-Achse nicht einfach überspringen kann, daß f also eine
Nullstelle zwischen a und b besitzt. Dies ist in der Tat richtig und eine wichtige

a b

f (b)

f (a)

Abbildung 10.1: Der Zwischenwertsatz

Konsequenz der Vollständigkeit von R. Es sei

M = {x ∈ [a, b] | f (x) � 0}.
Dann ist M nicht leer, da a ∈ M , und durch b nach oben beschränkt. M besitzt also
ein Supremum, das wir mit y bezeichnen. Wir zeigen, daß f (y) = 0 ist, indem wir
nachweisen, daß die Fälle f (y) < 0 und f (y) > 0 ausgeschlossen sind.

Annahme: f (y) < 0. Dann ist y < b. Nach 9.15 existiert ein δ > 0 mit
f (x) < 0 für alle x ∈ [a, b], |x − y| < δ. Natürlich kann man δ so klein wählen,
daß y + δ ∈ ]a, b[. Wir setzen

z = y + δ

2
.

Dann ist y < z < b und |z − y| < δ, also f (z) < 0, und z ∈ M im Widerspruch
zu y = sup M .

Annahme: f (y) > 0. Dann ist a < y. Für alle x ∈ [a, b] mit x > y gilt
sicherlich f (x) > 0. Wiederum nach 9.15 existiert ein δ > 0 mit f (x) > 0 für alle
x mit y−δ < x � y. Insgesamt erhält man f (x) > 0 für alle x ∈ [a, b], x > y−δ.
Auch dies steht im Widerspruch zu y = sup M .

Wir verallgemeinern die soeben bewiesene Aussage geringfügig zu
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Satz 10.1. (Zwischenwertsatz) Es seien I ein Intervall, f eine auf I stetige Funk-
tion, a, b ∈ I, a � b. Für c ∈ R gelte

f (a) � c � f (b) oder f (b) � c � f (a).

Dann existiert ein x ∈ [a, b] mit f (x) = c.
Kurz ausgedrückt: Zu jedem Wert c zwischen f (a) und f (b) gibt es ein Argu-

ment x zwischen a und b mit f (x) = c.

Beweis. Falls c = f (a) oder c = f (b) ist, können wir x = a bzw. x = b wählen.
Es sei nun zunächst f (a) < c < f (b). Wir betrachten f̃ : I → R,

f̃ (x) = f (x)− c

für alle x ∈ I . Offensichtlich ist f̃ (a) < 0 und f̃ (b) > 0. Wie f ist auch f̃ stetig.
Nach unserer Überlegung oben gibt es ein x ∈ [a, b] mit f̃ (x) = 0, also

f (x) = f̃ (x)+ c = c.

Es sei nun f (b) < c < f (a). Wir gehen über zu g : I → R, g(x) = − f (x). Es
gilt g(a) < −c < g(b). Nach dem, was wir gerade eben bewiesen haben, existiert
ein x ∈ I mit g(x) = −c; folglich ist f (x) = c.

Wir können Satz 10.1 in äquivalenter Form auch so formulieren:

Satz 10.2. I sei ein Intervall, f eine auf I stetige Funktion. Dann ist f (I ) ebenfalls
ein Intervall.

Beweis. Intervalle J sind gekennzeichnet durch folgende Eigenschaft (s. Aufgabe
3.4):

x, y ∈ J ⇒ z ∈ J für alle z ∈ R mit x � z � y.

Es seien u, v ∈ f (I ), also u = f (a), v = f (b), mit a, b ∈ I . Nach eventuellem
Wechsel der Bezeichnungen können wir a � b annehmen. Nach Satz 10.1 existiert
zu jedem w mit u � w � v ein x ∈ I mit f (x) = w.

(Wie man umgekehrt Satz 10.1 aus 10.2 herleitet, brauchen wir nun wohl nicht
mehr auszuführen.)

Intuitiv ebenso einleuchtend wie Satz 10.1 ist die Aussage, daß eine auf einem
beschränkten abgeschlossenen Intervall [a, b], a, b ∈ R, stetige Funktion auf die-
sem Intervall ein Minimum und ein Maximum annimmt, insbesondere beschränkt
ist:
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Definition 10.3. Es sei f eine Funktion auf D ⊂ R. f heißt beschränkt, falls f (D)

beschränkt ist. f besitzt in u ∈ D ein Minimum (in v ∈ D ein Maximum), falls
f (u) ( f (v)) ein kleinstes (größtes) Element von f (D) ist im Sinne der Definition
aus Abschnitt 5 ist, falls also

f (u) � f (x) ( f (x) � f (v)) für alle x ∈ D

gilt.

Satz 10.4. f sei eine auf dem Intervall [a, b], a, b ∈ R stetige Funktion. Dann
existieren u, v ∈ [a, b] mit

f (u) � f (x) � f (v) für alle x ∈ [a, b],

insbesondere ist f beschränkt.

va u b

f (u)

f (v)

Abbildung 10.2: Satz vom Maximum und Minimum

Beweis. Während wir beim Beweis von 10.1 die Vollständigkeit von R in Gestalt
von Satz 3.10 ausgenutzt haben, wollen wir hier den Satz von Bolzano-Weierstraß
(Satz 6.6) verwenden. Wir zeigen zunächst: f ([a, b]) ist nach oben beschränkt.
Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existiert zu jedem n ∈ N ein xn ∈ [a, b]
mit f (xn) � n. Die Folge (xn) besitzt nach 6.6 eine konvergente Teilfolge (xnk ).
Wir setzen z = lim xnk . Da a � xn � b für alle n ∈ N, ist auch z ∈ [a, b].
Einerseits konvergiert die unbeschränkte Folge

(
f (xnk )

)
nicht, andererseits muß

aber lim f (xnk ) = f (z) sein, da die Funktion f stetig auf [a, b] ist. Widerspruch!
f ([a, b]) ist also nach oben beschränkt.

Es sei d := sup f ([a, b]). Nach 10.2 ist f ([a, b]) ein Intervall, d also rechter
Endpunkt von f ([a, b]). Daher gibt es eine Folge (yn) in f ([a, b]), die gegen
d konvergiert. Es sei xn ∈ [a, b] mit f (xn) = yn. Die Folge (xn) besitzt eine
konvergente Teilfolge (xnk ). Es sei v = lim xnk . Dann ist f (v) = lim f (xnk ) = d
und daher f (v) � f (x) für alle x ∈ [a, b].

Analog (oder durch Anwendung dieser Überlegungen auf − f ) beweist man,
daß ein u ∈ [a, b] mit f (u) � f (x) für alle x ∈ [a, b] existiert.
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Zusammen mit 10.1 (oder 10.2) ergibt 10.4

Satz 10.5. f sei eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b], a, b ∈ R. Dann ist
auch f ([a, b]) ein abgeschlossenes beschränktes Intervall.

Unser Repertoire an Funktionen ist bisher sehr klein. Wir haben als Verfahren
zur Konstruktion neuer Funktionen nur die arithmetischen Operationen und die
Komposition kennengelernt. Diese Operationen führen aus dem Bereich der ratio-
nalen Funktionen nicht heraus. Auch die Aussagen über Stetigkeit decken genau
diese Operationen ab. Andererseits wurde schon in der Schule zumindest plausibel
gemacht, daß auch die Umkehrfunktionen zu den Potenzfunktionen, nämlich die
Wurzelfunktionen (vgl. Abschnitt 3), stetig sind.

Wir wollen daher nun das Problem der Stetigkeit von Umkehrfunktionen dis-
kutieren. Es sei I ein Intervall und f stetig auf I . Dann bildet f das Intervall I
surjektiv auf das Intervall J = f (I ) ab. Notwendig und hinreichend für die Exi-
stenz einer zu f inversen Funktion g : J → I , also einer Funktion g : J → I
mit

f ◦ g = idJ und g ◦ f = idI ,

ist die Injektivität von f . Dies wissen wir bereits. Was wir hier zeigen wollen, ist,
daß g ebenfalls stetig ist. Dabei hilft uns, daß man die Injektivität einer auf einem
Intervall stetigen Funktion leicht an ihrem Monotonieverhalten prüfen kann.

Definition 10.6. Es sei D ⊂ R. Eine Funktion f auf D heißt (streng) monoton
wachsend, wenn für alle x, y ∈ D gilt:

Aus x < y folgt f (x) � f (y)
(

f (x) < f (y)
)

Falls
aus x < y stets f (x) � f (y)

(
f (x) > f (y)

)
folgt, heißt f (streng) monoton fallend.

Es ist klar, daß streng monotone Funktionen injektiv sind, für stetige Funktio-
nen auf Intervallen gilt aber auch die Umkehrung:

Satz 10.7. I sei ein Intervall, f eine stetige Funktion auf I . Die Funktion f ist ge-
nau dann injektiv, wenn sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend
ist.

Beweis. Zum Beweis der nicht trivialen Implikation seien a, b ∈ I, a < b. Dann
gilt wegen der Injektivität von f entweder f (a) < f (b) oder f (a) > f (b). Wir
zeigen, daß f im ersten Fall streng monoton wachsend ist. Die Betrachtung von
− f an Stelle von f macht dann klar, daß f im zweiten Fall streng monoton fällt.
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Nach 10.4 hat man u, v ∈ [a, b] mit f (u) � f (x) � f (v) für alle x ∈ [a, b].
Wegen f (u) � f (a) < f (b) gibt es nach dem Zwischenwertsatz 10.1 ein y ∈
[u, b] mit f (y) = f (a). Da f injektiv ist, folgt y = a und wegen a � u � y
weiter a = u. Analog zeigt man v = b.

Es seien jetzt x, y ∈ I mit a � x < y � b. Bei f (y) � f (x) gäbe es wegen
f (a) � f (y) � f (x), wiederum nach dem Zwischenwertsatz, ein c ∈ [a, x] mit
f (c) = f (y). Das widerspricht der Injektivität von f . Es gilt also f (x) < f (y).
Die Einschränkung von f auf [a, b] ist somit streng monoton wachsend.

Sind jetzt x, y ∈ I beliebig mit x < y, dann gibt es sicherlich ein beschränktes
abgeschlossenes Intervall J ⊂ I mit x, y, a, b ∈ J . Die Einschränkung von f auf
J ist nach dem vorangegangenen Absatz streng monoton, wegen [a, b] ⊂ J also
streng monoton wachsend. Es folgt f (x) < f (y).

Satz 10.8. I sei ein Intervall, f eine streng monoton wachsende oder streng mo-
noton fallende Funktion auf I . Dann ist die Umkehrfunktion von f streng monoton
wachsend bzw. fallend und stetig.

Beweis. Wir wissen, daß f eine Umkehrfunktion g : J = f (I )→ I hat. Sie weist
das gleiche Monotonieverhalten wie f auf: Ist etwa f streng monoton wachsend
und sind u, v ∈ J, u = f (a), v = f (b), u < v, dann ist a = g(u), b = g(v),
und falls a � b wäre, müßte auch f (a) � f (b) sein.

f (x)

w

y

v

a − ε a + ε

x

u

a

Abbildung 10.3: Die Stetigkeit der Umkehrfunktion

Die Stetigkeit der Umkehrfunktion ist leicht einzusehen. Wir betrachten den
Fall, daß f streng monoton wachsend ist. Es sei u ∈ J, u = f (a), also a = g(u),
und ε > 0 gegeben. Wir haben zu zeigen, daßein δ > 0 existiert mit |g(y)−a| < ε

für alle y ∈ J mit |y − u| < δ. Zunächst sei a kein Randpunkt von I . Dann dürfen
wir a − ε, a + ε ∈ I annehmen. Es sei v = f (a − ε), w = f (a + ε) und
δ = min(w − u, u − v). Dann gilt für alle y ∈ J mit |y − u| < δ: v < y < w und
somit

a − ε = g(v) < g(y) < g(w) = a + ε.
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Für den Fall, daß a linker oder rechter Randpunkt von I ist, ist auch u linker bzw.
rechter Randpunkt von J , und man kann sich auf die Betrachtung von [a, a + ε[
bzw. ] a − ε, a] beschränken.

Bemerkung 10.9. Wir haben im Beweis von 10.8 nicht benötigt, daß f selbst
stetig ist. Einzig wichtig war, daß I ein Intervall ist.

Ein Ausgangspunkt unserer Überlegung zur Stetigkeit der Umkehrfunktion war
das Problem, die Stetigkeit der Wurzelfunktion nachzuweisen. Es sei n ∈ N, n �
1. Wir betrachten die Funktion

f : [0,∞[→ [0,∞[, f (x) = xn.

Sie ist streng monoton wachsend, wie wir schon in Abschnitt 2 festgestellt haben.
Mit 10.8 erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 10.10. Es sei n ∈ N, n � 1. Die Funktion

g : [0,∞[→ [0,∞[, g(y) := n
√

y,

ist (streng monoton wachsend und) stetig.

Es bleibt noch eine Eigenschaft stetiger Funktionen auf abgeschlossenen be-
schränkten Intervallen zu diskutieren, die sich für die Integrationstheorie als wich-
tig herausstellen wird.

Definition 10.11. Es sei D ⊂ R. Eine Funktion f auf D heißt gleichmäßig stetig,
wenn zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, derart daßfür alle x, y ∈ D mit |x− y| <
δ gilt: | f (x)− f (y)| < ε.

Der entscheidende Unterschied zur Definition der bloßen Stetigkeit besteht dar-
in, daß Stetigkeit zunächst nur in einem Punkt a definiert ist und bei einer auf D
lediglich stetigen Funktion das zu gegebenem ε > 0 existierende δ von dem je-
weils betrachteten Punkt a abhängen darf und i. a. nicht unabhängig von a gewählt
werden kann.

Wir betrachten zunächst ein Beispiel, das uns zeigt, daßgleichmäßige Stetigkeit
auf D wirklich eine Verschärfung gegenüber Stetigkeit auf D ist.

Beispiel 10.12. Es sei D = ] 0,∞[, f (x) = 1/x . Wir behaupten, daß f auf D
nicht gleichmäßig stetig ist, und zeigen, daß zu ε = 1 (etwa) kein δ existiert, das
der in der Definition erhobenen Forderung genügt. Zu zeigen ist also: Zu jedem
δ > 0 existieren Punkte x, y ∈ D mit |x − y| < δ, aber |1/x − 1/y| � 1. Ein
Blick auf den Graphen der Funktion macht plausibel, daßwir dabei sogar y = x/2
erreichen können.
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Wir versuchen zu gegebenem δ > 0, ein x > 0 so zu finden, daß

|x − x

2
| = x

2
< δ, aber

∣∣∣∣1x − 1

x/2

∣∣∣∣ = 1

x
� 1

ist. Wir brauchen also x nur so zu wählen, daß x < 2δ und x � 1, also x <

min(1, 2δ) ist.

f (x) = 1
x

δ 2δxy = x
2

2
x

1
x

x

y

Abbildung 10.4: Der Graph von f (x) = 1
x

Der Definitionsbereich dieses Beispiels ist kein beschränktes abgeschlossenes
Intervall. Auf einem solchen ist nämlich jede stetige Funktion automatisch gleich-
mäßig stetig:

Satz 10.13. Es sei f eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b]. Dann ist f
gleichmäßig stetig auf [a, b].

Beweis. Wir nehmen an, f sei nicht gleichmäßig stetig. Dann gibt es ein ε > 0,
derart daß zu jedem ganzen n � 1 Punkte xn, yn ∈ [a, b] mit |xn − yn| < 1/n,
aber | f (xn) − f (yn)| � ε existieren. Wieder wenden wir den Satz von Bolzano-
Weierstraß an: Die Folge (xn) besitzt eine konvergente Teilfolge (xnk ). Es sei z =
lim xnk . Dann ist notwendig auch z = lim ynk . Also gilt

lim f (xnk ) = lim f (ynk ) = f (z) und somit lim | f (xnk )− f (ynk )| = 0.

Das ist ein Widerspruch zu | f (xn)− f (yn)| � ε > 0 für alle n ∈ N.
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Aufgaben

10.1. Zeigen Sie: Jedes Polynom ungeraden Grades hat eine Nullstelle in R.

10.2. a, b seien reelle Zahlen, a � b.

(a) f und g seien stetige Funktionen auf [a, b]. Es gelte f (a) � g(a) und f (b) �
g(b). Zeigen Sie: Es existiert ein x ∈ [a, b] mit f (x) = g(x).

(b) f sei eine stetige Funktion auf [a, b] mit f ([a, b]) ⊂ [a, b]. Zeigen Sie: Es
existiert ein x ∈ [a, b] mit f (x) = x

10.3. (a) Bestimmen Sie eine stetige bijektive Funktion f : ]0, 1]→ [0,∞[.

(b) Zeigen Sie: Es gibt keine stetige bijektive Funktion f : R→]0, 1].
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Zwei der wichtigsten Funktionen, insbesondere auch für die Anwendungen der
Mathematik, sind die Exponentialfunktion und ihre Umkehrfunktion, die wir Lo-
garithmus nennen. Die Exponentialfunktion wird uns ermöglichen, Potenzen

ax für a ∈ R, a > 0, und x ∈ R beliebig

zu definieren.
Eine erste Möglichkeit, die Exponentialfunktion einzuführen, ergibt sich aus

folgender Idee: Zu x ∈ R wähle man eine Folge (rn) rationaler Zahlen mit x =
limn→∞ rn und versuche die Definition

ax := lim
n→∞ arn .

Es mußfreilich gezeigt werden, daßdieser Versuch erfolgreich ist, daßnämlich die
Folge (arn) wirklich konvergiert und ihr Grenzwert nur von x , nicht aber von der
gewählten Folge (rn) mit rn ∈ Q und x = lim rn abhängt.

Wir beschreiten einen anderen Weg. Für x ∈ R setzen wir

exp(x) :=
∞∑

k=0

xk

k!
.

Durch diese Festsetzung wird in der Tat eine Funktion exp auf R definiert, wie wir
in Aufgabe 7.4 gesehen haben. Wir nennen sie die Exponentialfunktion .

Eine fundamentale Eigenschaft der Exponentialfunktion ist ihre Funktional-
gleichung:

Satz 11.1. Für alle x, y ∈ R ist

exp(x + y) = exp(x) · exp(y).

Beweis. Behauptet wird

∞∑
k=0

(x + y)k

k!
=
( ∞∑

k=0

xk

k!

)
·
( ∞∑

k=0

yk

k!

)
.

Wir benutzen zunächst die binomische Formel:

(x + y)k

k!
= 1

k!

k∑
m=0

(
k

m

)
xm yk−m = 1

k!

k∑
m=0

k!

m!(k − m)!
xm yk−m

=
k∑

m=0

1

m!(k − m)!
xm yk−m .
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Insgesamt:
∞∑

k=0

(x + y)k

k!
=
∞∑

k=0

( k∑
m=0

xm

m!

yk−m

(k − m)!

)
.

Die Aussage des Satzes folgt jetzt unmittelbar aus 7.20.

Bemerkung 11.2. Einen weiteren, in gewissem Sinne einfacheren, Beweis des Ad-
ditionstheorems bringen wir in Abschnitt 18.

Aus Satz 11.1 können wir eine Reihe weiterer Eigenschaften der Exponential-
funktion herleiten. In (4) ist e die Eulersche Zahl; vgl. Abschnitt 6.

Satz 11.3. Es ist

(1) exp(0) = 1 und exp(x) > 1 für alle x ∈ R, x > 0;

(2) exp(x) > 0 für alle x ∈ R;

(3) exp(−x) = (exp(x))−1 für alle x ∈ R;

(4) exp(1) = e und exp(r) = er für alle r ∈ Q.

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus der Definition. (2) erhält man wegen

exp(x) = exp

(
1

2
x + 1

2
x

)
= exp

(
1

2
x

)
exp

(
1

2
x

)
� 0

und
exp(x) · exp(−x) = exp(0) = 1,

also exp(x) �= 0. Die letzte Gleichung beweist auch (3).
Nach Definition ist e = limn→∞(1 + 1/n)n. Da (1 + 1/n)n �

∑n
k=0 1/k! für

alle n � 0 (wie in Beispiel 6.3(1) gezeigt), folgt e � exp(1).
Für die umgekehrte Ungleichung setzen wir

Tmn =
m∑

k=0

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
, n � m � 1.

Dann gilt

(
1+ 1

n

)n

= 1+
n∑

k=1

(
n

k

)
· 1

nk

= 1+
n∑

k=1

1

k!
· n

n
· n − 1

n
. . .

n − (k − 1)

n
= Tnn � Tmn
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für alle n � m. Da limn→∞ Tmn = ∑m
k=0 1/k!, ergibt sich e = lim Tnn �∑m

k=0 1/k!, woraus e � exp(1) folgt.
Durch vollständige Induktion zeigt man nun unter Benutzung von 11.1, daß

exp(n) = en für alle n ∈ N.

Mittels (3) folgt weiter

exp(m) = em für alle m ∈ Z.

Es sei schließlich r = p/q, p, q ∈ Z, q > 0. Dann gilt (exp(r))q = exp(q · r),
wie durch iterierte Anwendung von 11.1 folgt. Nun ist exp(q · r) = exp(p) = e p

und folglich
exp(r) = q

√
ep = ep/q .

Damit ist auch (4) bewiesen.

Satz 11.4. Die Funktion exp besitzt folgende Eigenschaften:

(1) Sie ist streng monoton wachsend und stetig.

(2) Sie bildet R bijektiv auf ]0,∞[ ab.

Beweis. Für x > y gilt

exp(x) = exp
(
(x − y)+ y

) = exp(x − y) exp(y) > exp(y),

weil x − y > 0 und nach 11.3(1) exp(x − y) > 1. Die Funktion exp ist also streng
monoton wachsend.

Zur ihrer Stetigkeit: Wir zeigen zunächst, daß exp in 0 stetig ist. Da wir einen
ähnlichen Schluß später noch einmal brauchen, zeigen wir etwas allgemeiner:

Satz 11.5. Es sei (ak) eine Folge mit |ak| � 1 für alle k. Dann ist

∞∑
k=0

ak xk

(absolut) konvergent für alle x mit |x | < 1 und für die durch f (x) = ∑∞k=0 ak xk

auf ]−1, 1[ gegebene Funktion f gilt

lim
x→0

f (x)−∑n
k=0 ak xk

xn
= 0

für alle n ∈ N. Insbesondere ist f stetig in 0.
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Beweis. Die erste Aussage ist klar, da die geometrische Reihe
∑∞

k=0 |x |k eine Ma-
jorante von

∑∞
k=0 |ak xk| ist. Es ist ferner

∣∣∣∣∣ f (x)−∑n
k=0 ak xk

xn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak xk−n

∣∣∣∣∣∣ �
∞∑

k=n+1

|x |k−n = |x |
1− |x |

für alle x �= 0 mit |x | < 1. Das beweist die zweite Aussage. Setzt man hier n = 0,
so erhält man limx→0 f (x) = f (0).

Wir haben Satz 11.5 der Einfachheit halber viel spezieller formuliert als nötig.
In Satz 18.18 werden wir die allgemeine Fassung kennenlernen.

Aus Satz 11.5 ergibt sich (mit n = 0) unmittelbar, daß exp in 0 stetig ist. Satz
11.1 hilft uns jetzt, die Stetigkeit von exp in 0 an jede Stelle a ∈ R zu transportie-
ren: Es ist

exp(x) = exp(a) · exp(x − a).

Wenn wir also h : R→ R durch h(x) = x − a erklären, gilt

exp = exp(a) · (exp ◦ h).

h ist auf ganz R stetig, exp – wie soeben gezeigt – an der Stelle h(a) = 0. Also ist
exp(a) · (exp◦h) nach der Kettenregel für stetige Funktionen an der Stelle a stetig.
(1) ist damit vollständig bewiesen.

Die Funktion exp ist injektiv, da streng monoton. Zum Beweis von (2) hat man
also noch zu zeigen, daß exp R surjektiv auf ] 0,∞[ abbildet. Es sei zunächst y >

1. Dann folgt aus der Definition von exp sofort

exp(0) < y < exp(y).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein x ∈ R, 0 < x < y mit y = exp(x).
Ist 0 < y < 1, dann gibt es ein x ∈ R mit exp(x) = 1/y. Daraus folgt y =
exp(−x).

Gemäß Satz 11.4 besitzt exp : R →]0,∞[ eine Umkehrfunktion. Wir nennen
sie den Logarithmus und bezeichnen sie mit log:

log : ]0,∞[→ R, log(x) = y ⇐⇒ x = exp(y).

Diese Funktion wird häufig auch natürlicher Logarithmus genannt und mit ln be-
zeichnet. Unmittelbar aus Satz 10.8 und den bisher bewiesenen Aussagen über exp
folgt:
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−2−3 1 2 3−1

1

5

f (x) = exp(x)
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y

x

Abbildung 11.1: Der Graph von exp x .

Satz 11.6. (1) Die Funktion log bildet ]0,∞[ streng monoton wachsend und stetig
auf R ab.

(2) Für alle x, y ∈ ]0,∞[ ist

log(x · y) = log x + log y.

Ausgangspunkt unserer Überlegungen war die Frage nach der Definition von
Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten. Wir haben oben gesehen, daß er =
exp(r) gilt für alle r ∈ Q. Deshalb ist es gerechtfertigt, für alle x ∈ R

ex = exp(x)

zu setzen. Zu beachten ist dabei, daß ex für x /∈ Q hierdurch definiert wird,
während ex für x ∈ Q schon vor der Einführung der Exponentialfunktion eine
wohldefinierte Bedeutung hatte.

Es sei nun a ∈ R, a > 0. Dann setzen wir für x ∈ R

expa(x) = exp(x log a).

Die so definierte Funktion auf R heißt Exponentialfunktion zur Basis a. Offenbar
ist expe = exp.

Satz 11.7. Es sei a ∈ R, a > 0.

(1) Die Exponentialfunktion zur Basis a ist stetig.
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f (x) = log(x)

1

1

2

5 10

−1

−2

y

x

Abbildung 11.2: Der Graph von log x .

(2) Im Fall a > 1 (0 < a < 1) bildet sie R streng monoton wachsend (fallend)
auf das Intervall ]0,∞[ ab.

(3) Für alle x, y ∈ R ist expa(x + y) = expa(x) · expa(y).

(4) Für r ∈ Q ist expa(r) = ar .

Beweis. Es gilt expa = exp ◦ f mit f = (log a) · idR. Die Aussagen (1) und (2)
folgen nun umittelbar aus den für die Komposition gültigen Regeln hinsichtlich
Stetigkeit, Monotonie und Bijektivität.

Zu (3): Es ist

expa(x + y) = exp((x + y) log a) = exp(x log a + y log a)

= exp(x log a) · exp(y log a)

= expa(x) · expa(y).

(4) folgt nun genauso wie im Spezialfall a = e aus (3).

Nun können wir für a ∈ R, a > 0, und x ∈ R allgemein

ax = expa(x)

setzen. Für diese Potenzen gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 11.8. Es seien a, b ∈ R, a, b > 0. Dann gilt für alle x, y ∈ R

ax+y = ax · ay, (ax)y = axy, a−x = 1

ax
, (ab)x = axbx .
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Beweis. Die erste Regel ist Satz 11.7(3) mit anderen Bezeichnungen, die dritte
folgt aus der ersten mit a0 = 1.

Die Gleichung ax = exp(x log a) bedeutet log ax = x log a. Also ist

(ax)y = exp(y · log ax) = exp(y · x · log a) = ax ·y.

Schließlich hat man

(ab)x = exp(x log(ab)) = exp(x(log a + log b) = exp(x log a) · exp(x log b)

= axbx .

Bemerkung 11.9. Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion zur Basis a folgt
übrigens, daß die zu Beginn dieses Abschnitts beschriebene Definition von Poten-
zen mit beliebigen reellen Exponenten sinnvoll gewesen wäre.

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basis a, a �= 1, heißt Loga-
rithmus zur Basis a:

loga x = y ⇐⇒ x = ay.

Von besonderer Bedeutung war bis zur Einführung elektronischer Rechenmaschi-
nen der Logarithmus zur Basis 10. Auf seiner Verwendung beruht das logarithmi-
sche Rechnen, d. h. die Rückführung von Multiplikation und Division mittels einer
Logarithmentafel auf Addition und Subtraktion. Auch der Rechenschieber beruht
auf diesem Prinzip.

Formulierung und Beweis der Rechenregeln für Logarithmen zur Basis a über-
lassen wir einer Übungsaufgabe.

Abschließend bestimmen wir noch einige Grenzwerte, die Aufschluß geben
über das Wachstum von exp und log:

Satz 11.10. Es gilt:

lim
x→∞

ex

xa
= ∞, lim

x→∞ xae−x = 0 für alle a � 0; (1)

lim
x→∞

log x

xa
= 0, lim

x→0
xa log x = 0 für alle a > 0. (2)

Beweis. Es sei n ∈ N mit a < n. Dann gilt:

ex

xa
>

ex

xn
für x > 1.

Deshalb genügt es, die erste Behauptung für a = n zu beweisen. Es ist

ex

xn
= 1

xn

( n∑
k=0

xk

k!

)
+ x

(n + 1)!
+ 1

xn

( ∞∑
k=n+2

xk

k!

)
>

x

(n + 1)!



11. Exponentialfunktion und Logarithmus 99

für alle x > 0. Da
lim

x→∞
x

(n + 1)!
= ∞,

folgt

lim
x→∞

ex

xn
= ∞.

Den zweiten Grenzwert können wir nun einfach ausrechnen. Es ist

lim
x→∞ xae−x = lim

x→∞
xa

ex
= 0,

weil

lim
x→∞

ex

xa
= ∞.

Die Bestimmung der unter (2) genannten Grenzwerte läßt sich mittels der Ketten-
regel 9.8 auf (1) zurückführen. Wir setzen

f (x) = log x

xa

und versuchen, f möglichst geschickt in der Form f = g ◦ h darzustellen und
dann die Kettenregel anzuwenden. Es ist f (x) = g(h(x)) mit

h(x) = log x und g(y) = y

eay
.

Da log unbeschränkt (streng) monoton wächst, ist limx→∞ log x = ∞. Nach (1)
gilt

lim
y→∞

y

eay
= lim

y→∞
1

a

ay

eay
= 1

a
lim

y→∞
ay

eay
= 1

a
lim

z→∞
z

ez
= 0.

Beim vorletzten Gleichheitszeichen haben wir wieder von der Kettenregel Ge-
brauch gemacht: Es ist

ay

eay
= g1(g2(y)) mit g2(y) = ay und g1(z) = z

ez
.

Die entsprechende Gleichung gilt dann wegen

lim
y→∞ g2(y) = ∞ und lim

z→∞ g1(z) = 0.

Insgesamt erhält man

lim
x→∞

log x

xa
= lim

y→∞
y

eay
= 0.

Im allgemeinen ist es natürlich nicht üblich, jede Anwendung der Kettenre-
gel so ausführlich zu begründen. Beim Beweis der zweiten Gleichung unter (2)
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machen wir den Gebrauch der Kettenregel jedesmal durch einen Wechsel der Va-
riablen deutlich:

lim
x→0

xa log x = lim
y→−∞ eay log ey = lim

y→−∞ eay · y

= lim
z→∞ e−az(−z) = −1

a
lim

w→∞ e−ww = 0.

(Dabei haben wir limx→0 log x = −∞ ausgenutzt.)

Bemerkung 11.11. Am Ende von Abschnitt 14 werden wir eine Aussage (Satz
14.10) beweisen, mit deren Hilfe sich die Grenzwerte aus 11.10 einfacher ermitteln
lassen.

Aufgaben

11.1. Die Funktionen cosh (Cosinus hyperbolicus) und sinh (Sinus hyperbolicus)
sind für alle x ∈ R gegeben durch

cosh(x) = 1

2
(ex + e−x) und sinh(x) = 1

2
(ex − e−x).

Zeigen Sie:

(a) cosh und sinh sind stetig auf R.

(b) Für alle x, y ∈ R gilt:

cosh(x + y) = cosh(x) · cosh(y)+ sinh(x) · sinh(y)

sinh(x + y) = cosh(x) · sinh(y)+ sinh(x) · cosh(y)

(cosh(x))2 − (sinh(x))2 = 1.

11.2. Zeigen Sie: sinh bildet R streng monoton wachsend und bijektiv auf R ab,
cosh bildet [0,∞[ streng monoton wachsend und bijektiv auf [1,∞[ ab. Die Um-
kehrfunktionen Arsinh (Area sinus hyperbolici) und Arcosh sind gegeben durch

Arsinh(x) = log
(

x +
√

x2 + 1
)
, Arcosh(x) = log

(
x +

√
x2 − 1

)
.

11.3. Bestimmen Sie limx→0 xx und limx→∞ x1/x .

11.4. Man sagt, eine zeitabhängige Größe x wächst exponentiell, wenn es positive
Konstanten x0 und a gibt, derart daß für jeden Zeitpunkt t gilt: x(t) = x0 · eat .

Eine Bakterienpopulation bestehe anfänglich aus 10000 Bakterien und wachse ex-
ponentiell. Nach 10 Tagen bestehe sie aus 25000 Bakterien.

(a) Aus wieviel Bakterien besteht sie nach 30 Tagen?

(b) Nach wieviel Tagen hat sie sich vertausendfacht?
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11.5. Formulieren und beweisen Sie die Satz 11.8 entsprechenden Rechenregeln
für Logarithmen zur Basis a, a > 0, a �= 1.

11.6. Sei Rn+1(x) der Reihenrest der n-ten Partialsumme der Exponentialreihe in
x , also

Rn+1(x) = exp(x)−
n∑

k=0

xk

k!
.

(a) Zeigen Sie: Für 0 < x < n + 2 ist

xn+1

(n + 1)!
� Rn+1(x) �

xn+1

(n + 1)!

1

1− x/(n + 2)
.

Formulieren Sie eine analoge Aussage für x < 0.

(b) Wieviele Glieder der Exponentialreihe muß man aufaddieren, um e mit einer
Genauigkeit von 10−12 zu ermitteln?

11.7. Es sei f : R→ R eine von 0 verschiedene stetige Funktion mit

f (x + y) = f (x) f (y) für alle x, y ∈ R.

Zeigen Sie: Es gibt ein a > 0, so daß f (x) = ax für alle x ∈ R. (Die Exponential-
funktionen ax sind also die einzigen von 0 verschiedenen stetigen Funktionen auf
R, die dem Additionstheorem 11.7(3) genügen.) Hinweis: Orientieren Sie sich an
dem Beweis zu Satz 11.3.



12 Die trigonometrischen Funktionen

In der Schule werden die trigonometrischen Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens
und Cotangens am rechtwinkligen Dreieck eingeführt: Bei einem solchen Dreieck,
dessen Hypotenuse die Länge c und dessen Katheten ka und kb die Länge a bzw.
b haben, gilt für den Winkel α, der ka gegenüberliegt,

ka −1 1

1

α

a

b

kb

c

−1

α

sin α

cos α

Abbildung 12.1: Die Konstruktion von Sinus und Cosinus

sin α = a

c
, cos α = b

c
,

tan α = a

b
= sin α

cos α
, cot α = b

a
= cos α

sin α
.

Diese Definitionen sind wegen der Ähnlichkeitssätze sinnvoll, und sin α, cos α

können folgendermaßen realisiert werden: Betrachte die Nullpunktsgerade g, die
mit der positiven Richtung der x-Achse den Winkel α einschließt. Der im ersten
Quadranten liegende Schnittpunkt von g mit dem Einheitskreis hat die Abszisse
cos α und die Ordinate sin α.

Uns fehlt an dieser Stelle eine befriedigende Definition des Begriffs
”
Win-

kel“ . Andererseits handelt es sich bei den trigonometrischen Funktionen wie bei
Exponentialfunktion und Logarithmus um interessante und für die Anwendungen
außerordentlich wichtige Funktionen. Wir führen sie in Analogie zur Exponential-
funktion mittels unendlicher Reihen ein.
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Ein Vergleich der Reihen

∞∑
k=0

x2k

(2k)!
und

∞∑
k=0

x2k+1

(2k + 1)!

mit der Exponentialreihe zeigt, daß auch

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k und

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

absolut konvergieren.

Definition 12.1. Die durch

cos x :=
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k, sin x :=

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

auf R definierten Funktionen cos und sin heißen Cosinus (-Funktion) und Sinus
(-Funktion).

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich, daß cos eine gerade und sin eine
ungerade Funktion ist, d.h. es gilt

cos(−x) = cos x, sin(−x) = − sin x

für alle x ∈ R. Ähnlich wie bei der Exponentialfunktion (vgl. 11.1) sind die Addi-
tionstheoreme fundamental für die Eigenschaften von cos und sin.

Satz 12.2. Es seien x, y reelle Zahlen. Dann ist

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y,

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y.

Ferner ist sin2 x + cos2 x = 1, insbesondere | sin x | � 1, | cos x | � 1 für alle
x ∈ R.

Beweis. Die letzte Aussage ergibt sich aus dem Additionstheorem für cos und den
Gleichungen cos(−x) = cos x und sin(−x) = − sin x :

1 = cos 0 = cos(x + (−x)) = cos x cos(−x)− sin x sin(−x)

= cos2 x + sin2 x = 1.

(Wie schon im Satz haben wir die traditionelle Schreibweise sin2 x für (sin x)2

benutzt.)
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sin xcos x

−1

1

−π
2

π
2

π
3π
2 2π

y

x

Abbildung 12.2: Die Graphen von sin x und cos x .

Wir beweisen nun das Additionstheorem für sin; der Beweis für cos verläuft
vollkommen analog. Es seien x, y ∈ R. Zu beweisen ist

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
(x + y)2k+1 =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
y2k +

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
y2k+1

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k .

Da alle vorkommenden Reihen absolut konvergieren, hat man nach 7.20 lediglich
zu zeigen, daß

(−1)k

(2k + 1)!
(x + y)2k+1 =

k∑
m=0

[
(−1)m

(2m + 1)!
x2m+1 (−1)k−m

(2(k − m))!
y2(k−m)

+ (−1)m

(2m + 1)!
y2m+1 (−1)k−m

(2(k − m))!
x2(k−m)

]
.
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Nun ist offenbar

2k+1∑
j=0

1

(2k + 1)!

(
2k + 1

j

)
x j y2k+1− j =

k∑
m=0

1

(2k + 1)!

(
2k + 1

2m + 1

)
x2m+1y2k+1−(2m+1)

+
k∑

m=0

1

(2k + 1)!

(
2k + 1

2m

)
x2m y2k+1−2m

und

k∑
m=0

1

(2k + 1)!

(
2k + 1

2m + 1

)
x2m+1y2k+1−(2m+1)

=
k∑

m=0

1

(2m + 1)!(2k + 1− (2m + 1))!
x2m+1y2(k−m),

k∑
m=0

1

(2k + 1)!

(
2k + 1

2m

)
x2m y2k+1−2m

=
k∑

m=0

1

(2k + 1)!

(
2k + 1

2m + 1

)
x2(k−m)y2m+1

=
k∑

m=0

1

(2m + 1)!(2(k − m))!
x2(k−m)y2m+1.

Der folgende Satz hält einige wichtige Eigenschaften von cos und und sin fest;
sein Beweis beruht in wesentlichen Teilen auf den Additionstheoremen 12.2.

Satz 12.3. (1) cos und sin sind stetig.
(2) Es ist sin(x) > 0 für alle x ∈ ]0, 2]; cos ist auf dem Intervall [0, 2] streng
monoton fallend und hat dort genau eine Nullstelle (d.h. es gibt genau ein a ∈
[0, 2] mit cos(a) = 0).
(3) Die Funktionen cos und sin bilden R auf das Intervall [−1, 1] ab.

Beweis. Beim Beweis von (1) gehen wir so vor wie beim Beweis der Stetigkeit
von exp. Aus Satz 11.5 folgt unmittelbar, daß cos und sin in 0 stetig sind. Die



106 III. Stetigkeit und elementare Funktionen

Stetigkeit von cos in einem beliebigen Punkt a ∈ R ergibt sich wieder mit Hilfe
des Additionstheorems: Für alle x ∈ R gilt

cos(x) = cos(a + x − a) = cos(a) cos(x − a)− sin(a) sin(x − a),

d.h. es ist
cos = cos(a) · cos ◦ h − sin(a) · sin ◦ h,

wobei h(x) = x − a für alle x ∈ R. Da h auf ganz R und cos und sin in 0 stetig
sind, ist cos nach der Kettenregel in a stetig. Die Stetigkeit von sin im Punkte a
kann man genau so beweisen.

Der Beweis von (2) benutzt zunächst die Bemerkung 7.9: Die sin x definierende
Reihe erfüllt mit ak = x2k+1/(2k + 1)! bei x ∈ [0, 2] die Voraussetzungen von 7.8,
und daher ist die Partialsumme S1 der alternierenden Reihe eine untere Schranke
für den Grenzwert:

sin x � x − x3

3!
= x(1− x2

6
) > 0

bei x ∈ ]0, 2]. Damit ist die erste Aussage unter (2) bewiesen.
Zum Beweis der zweiten seien x, y ∈ [0, 2], x < y. Mit dem Additionstheo-

rem für cos ergibt sich

cos x − cos y = cos(
y − x

2
− y + x

2
)− cos(

y − x

2
+ y + x

2
)

= cos
y − x

2
cos

y + x

2
+ sin

y − x

2
sin

y + x

2

− cos
y − x

2
cos

y + x

2
+ sin

y − x

2
sin

y + x

2

= 2 sin
y − x

2
sin

y + x

2
.

Da (y+ x)/2, (y− x)/2 ∈ ]0, 2], ist das letzte Produkt positiv, also cos x > cos y.
Beim Beweis der dritten Aussage unter (2) verwenden wir wieder 7.9. Es ist

cos 2 =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!
22k .

Die Folge der Absolutwerte der Glieder dieser alternierenden Reihe ist zwar nicht
monoton fallend, dies gilt aber ab k = 1. Folglich ist die Partialsumme S2 eine
obere Schranke für den Grenzwert:

cos 2 � 1− 22

2!
+ 24

4!
< 0
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Nach dem Zwischenwertsatz gibt es wegen cos 0 = 1 ein a ∈ [0, 2] mit cos(a) =
0. a ist die einzige Nullstelle von cos in [0, 2], da cos auf diesem Intervall streng
monoton ist.

Aussage (3) folgt jetzt leicht: Aus cos a = 0 und sin2 a + cos2 a = 1 folgt
sin a = ±1, und wegen (2) ist sin a = 1. Da weiter sin(−a) = −1 und | sin x | � 1
für alle x ∈ R, erhält man mit Hilfe des Zwischenwertsatzes sin(R) = [−1, 1].
Aus cos 0 = 1 und cos(2a) = cos2(a) − sin2(a) = −1 ergibt sich analog auch
cos(R) = [−1, 1].

Bemerkung 12.4. Wie bei der Exponentialfunktion können wir die Stetigkeit von
cos und sin aus der

”
Differenzierbarkeit“ dieser Funktionen herleiten; vgl. Ab-

schnitt 13. (Auch die strenge Monotonie von cos auf [0, 2] läßt sich einfacher be-
weisen; vgl. Abschnitt 14.)

Es sei a die eindeutig bestimmte Nullstelle der Cosinus-Funktion im Intervall
[0, 2]. Wir setzen

π := 2a.

In Abschnitt 16 werden wir den Zusammenhang mit dem von der Schule her Ver-
trauten herstellen: π mißt den Flächeninhalt des Einheitskreises {(x, y) ∈ R2 | x2+
y2 � 1} in der (x, y)-Ebene.

Die fehlenden Werte der folgenden Tabelle ergeben sich sofort mit Hilfe der
Additionstheoreme:

cos 0 = 1, cos
π

2
= 0, cos π = −1, cos

3π

2
= 0, cos 2π = 1,

sin 0 = 0, sin
π

2
= 1, sin π = 0, sin

3π

2
= −1, sin 2π = 0.

Mit diesen Werten und erneuter Anwendung der Additionstheoreme leitet man her,
daßdie Funktionen cos und sin

”
periodisch“ sind mit der

”
Periode“ 2π , d.h. es gilt:

Satz 12.5. Für alle x ∈ R ist

cos(x + 2π) = cos(x), sin(x + 2π) = sin(x).

Über die Nullstellen von cos und sin gibt der folgende Satz Auskunft:

Satz 12.6. Es gilt

cos(x) = 0 ⇐⇒ x = π

2
+ kπ, k ∈ Z,

sin(x) = 0 ⇐⇒ x = kπ, k ∈ Z.



108 III. Stetigkeit und elementare Funktionen

Beweis. Die Implikationen⇐� sind in beiden Fällen klar. Es sei cos(x) = 0. Dann
gibt es ein k ∈ Z mit kπ � x < (k+1)π . Mit dem Additionstheorem für cos ergibt
sich

cos(x − kπ) = cos(x) cos(kπ)+ sin(x) sin(kπ) = 0,

da sin(kπ) = 0. Wir dürfen also annehmen, daß 0 � x < π gilt, und haben
x = π/2 nachzuweisen.

Es gilt auch cos(−x) = cos x = 0 und dann cos(−x+π) = 0. Eine der Zahlen
x oder −x + π liegt im Intervall [0, π/2]. In diesem Intervall hat cos aber nur die
Nullstelle π/2. Daraus folgt x = π/2, wie zu zeigen war.

Den noch ausstehenden Beweis für sin kann man analog führen, oder aber man
benutzt

cos
(

x + π

2

)
= − sin(x).

Die (stetigen) Funktionen Tangens und Cotangens werden durch

tan x = sin x

cos x
, x �= π

2
+ kπ, k ∈ Z,

cot x = cos x

sin x
, x �= kπ, k ∈ Z,

definiert.

1

tan x cot x

−1

π
2

π 3π
2−π

2

x

y

Abbildung 12.3: Die Graphen von tan x und cot x .
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Um
”
Umkehrfunktionen“ zu den trigonometrischen Funktionen definieren zu

können, muß man diese erst auf ein maximales Intervall, in dem die betreffende
Funktion streng monoton ist, beschränken:

Satz 12.7. Die Funktion cos bildet das Intervall [0, π] streng monoton fallend auf
[−1, 1] ab, und sin bildet [−π/2, π/2] streng monoton wachsend auf [−1, 1] ab.
Die Funktion tan bildet ]−π/2, π/2 [ streng monoton wachsend auf R ab, während
cot das Intervall ]0, π[ streng monoton fallend auf R abbildet.

Beweis. Die Funktion cos ist nach 12.3 auf dem Intervall [0, 2] streng monoton
fallend, erst recht also auf [0, π/2]. Wegen cos(x) = − cos(π − x) ist cos dann
auch auf [0, π] streng monoton fallend, und das ist ein maximales Intervall mit
dieser Eigenschaft (warum?). Aus cos(x + π/2) = − sin(x) folgt, daß sin auf
[−π/2, π/2] streng monoton wächst. Mit dem Additionstheorem für sin und 12.6
ergibt sich weiter, daß tan auf ]π/2, π/2[ injektiv ist. Wegen

lim
x↑π

2

sin(x)

cos(x)
= ∞, lim

x↓−π
2

sin(x)

cos(x)
= −∞

bildet tan das Intervall ]−π/2, π/2[ streng monoton wachsend auf R ab. Die Aus-
sage über cot beweist man völlig analog.

Üblicherweise setzt man fest

arccos : [−1, 1]→ [0, π], arccos = (cos
∣∣ [0, π]

)−1
,

arcsin : [−1, 1]→ [−π

2
,
π

2
], arcsin = (sin

∣∣ [−π

2
,
π

2
]
)−1

,

arctan : R → ]−π

2
,
π

2
[, arctan = (tan

∣∣ ]−π

2
,
π

2
[
)−1

,

arccot : R→ ]0, π [, arccot = (cot
∣∣ ]0, π [

)−1

und nennt diese Funktionen Arcus-Cosinus, Arcus-Sinus, Arcus-Tangens, und Ar-
cus-Cotangens. (Oft werden sie auch als Hauptwerte von arcsin, arccos, arctan,
arccot bezeichnet – man könnte diese Funktionen ja auch auf anderen Intervallen
definieren.) Die Arcus-Funktionen sind nach 10.8 stetig.

Aufgaben

12.1. Zeigen Sie, daß für alle x ∈ R gilt: | sin(x)| � |x |.
12.2. Bestimmen Sie

lim
x→0

x − sin x

x(1− cos x)
, lim

x→0

cosh x − 1

cos x − 1
.
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12.3. (a) Zeigen Sie, daßfür alle x, y ∈ R, für die tan x , tan y, tan(x+ y) definiert
sind, gilt:

tan(x + y) = tan x + tan y

1− tan x tan y
.

(b) Berechnen Sie die exakten Werte von sin und cos an den Stellen x = π

3
,
π

4
mit Hilfe der Additionstheoreme.

12.4. Finden Sie eine zu Aufgabe 11.6 analoge Abschätzung des Restglieds der
Sinus-Reihe, und ermitteln Sie, wieviele Glieder der Reihe zu berücksichtigen
sind, wenn man sin(1/2) mit einem Fehler von höchstens 10−12 bestimmen will.



Teil IV

Differential- und Integralrechnung





13 Differenzierbare Funktionen

Aufgabe der Differentialrechnung, in geometrischer Sprache formuliert, ist es, die
Steigung der Tangente des Graphen einer Funktion f in einem Punkte (a, f (a))

zu definieren und zu berechnen. Jeder verbindet mit dem Begriff Tangente eine
anschaulich-geometrische Vorstellung. Eine mathematisch präzise Definition er-
fordert die Verwendung von Grenzwerten. Leiten lassen wir uns von der Vorstel-
lung, daßsich die Tangente als

”
Grenzlage“ der Sekante im Punkt (a, f (a)) ergibt.

Tangente

Sekanten

(
x0, f (x0)

)

x0

y = f (x)
y

x

Abbildung 13.1: Sekanten und Tangenten einer Funktion

Es sei D ⊂ R. Um im folgenden eine kurze Sprechweise zu haben, nennen
wir einen Punkt a von D, für den a ∈ D \ {a} gilt, einen Häufungspunkt von D.
Ist beispielsweise D ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht, dann ist
jeder Punkt von D ein Häufungspunkt von D. Es sei nun f eine Funktion auf D
und x ∈ D, x �= a. Die Steigung der Geraden durch die Punkte (a, f (a)) und
(x, f (x)) des Graphen von f , der Sekante durch diese beiden Punkte, ist

f (x)− f (a)

x − a
.

”
Geht x gegen a“ , so geht die Sekante in die Tangente über, die Tangentensteigung

ergibt sich als Grenzwert der Sekantensteigung – vorausgesetzt dieser Grenzwert
existiert.

Definition 13.1. Es sei D ⊂ R, a ∈ D, a Häufungspunkt von D. Man nennt f
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a x

f (x)− f (a)

x − a

y

x

Abbildung 13.2: Die Steigung einer Sekante

differenzierbar in a, falls der Grenzwert

lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a

existiert und eine reelle Zahl ist. Dabei betrachten wir den Differenzenquotienten

f (x)− f (a)

x − a

als eine auf D \ {a} definierte Funktion. Wir nennen

lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a

die Ableitung von f im Punkt a und bezeichnen diese Zahl mit

f ′(a) oder
d f

dx
(a).

Die Funktion f heißt differenzierbar (auf D), wenn f in allen Punkten von D
differenzierbar ist.

Zwei wichtige

Bemerkungen 13.2. (1) Es gilt eine der Bemerkung 9.16 entsprechende Aussage:
Auch die Differenzierbarkeit ist eine lokale Eigenschaft.
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(2) Der in der Definition betrachtete Grenzwert existiert nach der Kettenregel 9.8
genau dann, wenn der Grenzwert

lim
h→0

f (a + h)− f (a)

h

existiert, und die Limiten stimmen dann überein: Setzt man nämlich

F(x) = f (x)− f (a)

x − a
und G(h) = f (a + h)− f (a)

h
,

so gilt
F(x) = G ◦ g1(x) und G(h) = F ◦ g2(h),

wobei g1(x) = x − a und g2(h) = a + h.

Beispiele 13.3. (1) Für eine konstante Funktion f : R→ R, f (x) = c, ist

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a
= 0

für alle a ∈ R.

(2) Für eine lineare Funktion f : R→ R, f (x) = cx , ist

f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a
= lim

x→a

c(x − a)

x − a
= c

für alle a ∈ R.

(3) Für die Funktion f : R→ R, f (x) = x2, ist

f ′(a) = lim
x→a

x2 − a2

x − a
= lim

x→a
(x + a) = 2a

für alle a ∈ R.

(4) Die Funktion f : R→ R, f (x) = |x |, ist in a = 0 nicht differenzierbar, denn

lim
x↓0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x↓0

x

x
= 1, lim

x↑0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x↑0

−x

x
= −1.

Die Nichtdifferenzierbarkeit in a = 0 äußert sich im
”
Knick“ des Graphen an der

Stelle a = 0.

Beispiel (4) zeigt, daß eine Funktion an einer Stelle, an der sie stetig ist, nicht
notwendig auch differenzierbar ist. Die Umkehrung gilt dagegen immer:



116 IV. Differential- und Integralrechnung

f (x) = x2

-1

1

1

1

-1 1

f (x) = |x |

xx

yy

Abbildung 13.3: Die Funktionen f (x) = x2 und f (x) = |x |.

Satz 13.4. Es sei D ⊂ R, f eine Funktion auf D und a ∈ D ein Häufungspunkt
von D. Genau dann ist f in a differenzierbar, wenn es eine in a stetige Funktion f̃
auf D gibt mit

f (x) = f (a)+ (x − a) f̃ (x)

für alle x ∈ D, und dann ist f ′(a) = f̃ (a). Insbesondere ist f in a stetig, wenn f
in a differenzierbar ist.

Beweis. Sei f differenzierbar in a. Wir setzen für x ∈ D

f̃ (x) =



f (x)− f (a)

x − a
für x �= a,

f ′(a) für x = a.

Dann ist f̃ stetig in a, und es gilt

f (x) = f (a)+ (x − a) f̃ (x)

für alle x ∈ D.
Gilt umgekehrt eine solche Gleichung mit einer in a stetigen Funktion f̃ auf

D, dann ist

lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a
= lim

x→a
f̃ (x) = f̃ (a).

f ist also in a differenzierbar.

In Analogie zu unserem Vorgehen bei den stetigen Funktionen wollen wir hier
auch Regeln für die Differenzierbarkeit von Funktionen herleiten, die durch arith-
metische Operationen, Komposition oder Invertieren aus anderen Funktionen ge-
bildet werden. Dabei lernen wir weitere Beispiele differenzierbarer Funktionen
kennen.
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Satz 13.5. Die Funktionen f und g seien in a ∈ D differenzierbar, c sei eine reelle
Zahl. Dann gilt:

(1) f ± g ist in a differenzierbar, und es gilt ( f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a).

(2) c f ist in a differenzierbar, und es gilt (c f )′(a) = c f ′(a).

(3) f g ist in a differenzierbar, und es gilt die Produktregel

( f g)′(a) = f (a)g′(a)+ f ′(a)g(a)

(4) Falls g(a) �= 0 ist, so ist f/g : D′ → R, D′ = {x ∈ D | g(x) �= 0}, in a
differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel(

f

g

)′
(a) = f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)

g2(a)
.

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus den Rechenregeln für Grenzwerte; bei
(1) hat man z. B.

lim
x→a

( f + g)(x)− ( f + g)(a)

x − a
= lim

x→a

f (x)− f (a)+ g(x)− g(a)

x − a

= lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a
+ lim

x→a

g(x)− g(a)

x − a
.

Bei (3) hat man

lim
x→a

( f g)(x)− ( f g)(a)

x − a
= lim

x→a

f (x)g(x)− f (a)g(a)

x − a

= lim
x→a

f (x)(g(x)− g(a))+ g(a)( f (x)− f (a))

x − a

= lim
x→a

f (x)
g(x)− g(a)

x − a
+ lim

x→a
g(a)

f (x)− f (a)

x − a
= f (a)g′(a)+ f ′(x)g(a).

Dabei haben wir ausgenutzt, daß f in a stetig ist.
Zu (4): Man überlegt sich sofort, daß a auch Häufungspunkt von D′ ist. Wir

betrachten dann zunächst den Spezialfall f = 1. Es ist

lim
x→a

1

g
(x)− 1

g
(a)

x − a
= lim

x→a

1

g(x)
− 1

g(a)

x − a

= lim
x→a

1

g(x)g(a)
· g(a)− g(x)

x − a
= 1

g(a)2
· (−g′(a)).
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Mittels (3) ergibt sich nun der allgemeine Fall. Es ist nämlich(
f

g

)′
(a) =

(
f · 1

g

)′
(a) = f (a) ·

(
1

g

)′
(a)+ f ′(a) ·

(
1

g

)
(a)

= f (a)
−g′(a)

g(a)2
+ f ′(a) · 1

g(a)

= f ′(a)g(a)− f (a)g′(a)

g(a)2
.

So wie die Rechenregeln für stetige Funktionen es uns erlauben, die Stetigkeit
der rationalen Funktionen zu beweisen, können wir nun die Differenzierbarkeit der
rationalen Funktionen zeigen und ihre Ableitungen berechnen:

Satz 13.6. (1) Die Funktionen fn, fn(x) = xn, n ∈ Z, sind auf ihrem Definiti-
onsbereich (R bei n � 0 und R \ {0} bei n < 0) differenzierbar, und es ist

f ′0(x) = 0, f ′n(x) = nxn−1 bei n �= 0.

(2) Jedes Polynom f, f (x) = anxn + · · · + a0, ist auf R differenzierbar, und es
gilt

f ′(x) = nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + · · · + a1.

(3) Jede rationale Funktion r = p/q (mit Polynomen p, q, q �= 0) ist auf ihrem
Definitionsbereich differenzierbar.

Beweis. (1) Für n � 0 beweisen wir die Behauptung durch Induktion. Die Fälle
n = 0, 1, also f (x) = 1 und f (x) = x für alle x ∈ R, haben wir bereits be-
trachtet. Es sei n > 1. Dann ist fn(x) = x fn−1(x), und mittels Produktregel und
Induktionsvoraussetzung ergibt sich

f ′n(x) = x f ′n−1(x)+ fn−1(x) = x(n − 1)xn−2 + xn−1 = nxn−1.

Für n < 0 schließen wir mit der Quotientenregel: Es ist

fn(x) = 1

f−n(x)
,

also

f ′n(x) = − f ′−n(x)

f−n(x)2
= −(−n)x−n−1

x−2n
= n · xn−1.

(2) Man setzt h(x) = anxn, g(x) = an−1xn−1 + · · · + a0 und schließt mittels (1)
und Induktion unter Verwendung von 13.5(1) und (2):

f ′(x) = h′(x)+ g′(x) = nanxn−1 + ((n − 1)an−1xn−2 + · · · + a1
)
.

(3) folgt aus (2) und Satz 13.5.
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Beispiel 13.7. Für

f (x) = 5x4 + x2 + 2x + 1

x4 + 2x2 + 1
ist

f ′(x) = (20x3 + 2x + 2)(x4 + 2x2 + 1)− (5x4 + x2 + 2x + 1)(4x3 + 4x)

(x4 + 2x2 + 1)2
.

Eine weitere, extrem nützliche und wichtige Rechenregel ist die Kettenregel der
Differentialrechnung:

Satz 13.8. Sei f eine Funktion auf D ⊂ R, g eine Funktion auf E ⊂ R. Es gelte
f (D) ⊂ E. f sei differenzierbar in a ∈ D und g differenzierbar in f (a). Dann ist
g ◦ f in a differenzierbar, und es gilt

(g ◦ f )′(a) = g′( f (a)) · f ′(a).

Beweis. Es sei b = f (a). Nach Satz 13.4 ist

f (x) = f (a)+ (x − a) f̃ (x)

g(y) = g(b)+ (y − b)g̃(y)

mit in a bzw. b stetigen Funktionen f̃ und g̃ auf D bzw. E . Damit ergibt sich

g( f (x)) = g(b)+ ( f (x)− b)g̃( f (x))

= g( f (a))+ ( f (a)+ (x − a) f̃ (x)− b)g̃( f (x))

= g( f (a))+ (x − a) f̃ (x)g̃( f (x)).

Da f̃ · (g̃ ◦ f ) in a stetig ist, sind wir wegen 13.4 fertig.

Bemerkung 13.9. Es ist üblich, g′( f (a)) als äußere Ableitung, f ′(a) als innere
Ableitung zu bezeichnen.

Beispiel 13.10. Es sei

f (x) =
(

x2 + 5x

x4 − 1

)8

.

Dann gilt f = h ◦ g mit

g(x) = x2 + 5x

x4 − 1
und h(y) = y8.

Gemäß 13.8 ist

f ′(x) = 8 ·
(

x2 + 5x

x4 − 1

)7

·
(

2x + 5(x4 − 1)− 20x4

(x4 − 1)2

)
.
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Als letzte Rechenregel der Differentialrechnung beweisen wir eine Aussage
über die Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen und zeigen, wie man deren
Ableitungen gegebenenfalls berechnet.

Satz 13.11. I ⊂ R sei ein Intervall, f eine stetige, streng monotone Funktion auf
I und g : f (I )→ R ihre Umkehrfunktion. Sei f in a ∈ I differenzierbar. Genau
dann ist auch g in b = f (a) differenzierbar, wenn f ′(a) �= 0 ist. In diesem Falle
gilt

g′(b) = 1

f ′(a)
= 1

f ′(g(b))
.

Beweis. Es ist g( f (x)) = x für alle x ∈ I . Ist g in b = f (a) differenzierbar, dann
gilt g′( f (a)) · f ′(a) = 1 nach der Kettenregel 13.8. Folglich ist f ′(a) �= 0 und
g′(b) = 1/ f ′(a).

Es sei umgekehrt f ′(a) �= 0. Es ist f (x) �= f (a) für alle x ∈ I \ {a}, die
Funktion

F(x) = x − a

f (x)− f (a)

ist also wohldefiniert auf I \ {a}. Nach den Rechenregeln für Limiten (9.6(3)) hat
F in a den Limes 1/ f ′(a). Die Funktion g ist stetig (Satz 10.8), hat in b folglich
den Limes g(b). Nach der Kettenregel 9.8 für Limiten hat F ◦ g in b ebenfalls den
Limes 1/ f ′(a), d. h. aber

lim
y→b

g(y)− g(b)

y − b
= 1

f ′(a)
.

(Man beachte, daß f (g(y)) = y gilt für alle y ∈ f (I ).) g ist also in b differenzier-
bar.

Mit Hilfe von Satz 13.11 können wir die Ableitungen der Wurzelfunktionen
bestimmen. Es sei n � 1 und

f : [0,∞[→ [0,∞[, f (x) = xn,

g : [0,∞[→ [0,∞[, g(y) = n
√

y.

Es gilt f ′(x) �= 0 für alle x �= 0. Folglich ist g an jeder Stelle y �= 0 differenzierbar
und

g′(y) = 1

f ′(g(y))
= 1

n
(

n
√

y
)n−1

= 1

n
y

1
n−1.

Bei n � 2 ist g wegen f ′(0) = 0 in 0 nicht differenzierbar.
Als weiteres Beispiel betrachten wir

h(x) = 3

√
(x2 + 1)4

x4 + 2
, x ∈ R.
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Es ergibt sich

h′(x) = 1

3

(
(x2 + 1)4

x4 + 2

)− 2
3 · 8(x4 + 2)x(x2 + 1)3 − 4x3(x2 + 1)4

(x4 + 2)2
.

Aus dem Katalog der uns vertrauten Funktionen fehlen noch Exponentialfunk-
tion, Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen.

Die Differenzierbarkeit von exp an der Stelle 0 sowie exp′(0) = 1 folgt unmit-
telbar aus Satz 11.5, wenn man dort n = 1 setzt:

lim
x→0

exp(x)− (1+ x)

x
= 0

impliziert

lim
x→0

exp(x)− 1

x
= lim

x→0

x

x
= 1.

Ähnlich wie bei der Stetigkeit transportieren wir die Differenzierbarkeit von exp
in 0 an eine beliebige Stelle a ∈ R: Es ist exp = exp(a) · (exp ◦ h), wobei h(x) =
x−a. Da h auf ganz R und exp – wie eben gezeigt – in h(a) = 0 differenzierbar ist,
erhält man mit Satz 13.8 die Differenzierbarkeit von exp in a und auch exp′(a) =
exp(a).

Damit wissen wir, daßexp überall differenzierbar ist und kennen die Ableitung:
Für alle x ∈ R ist

exp′(x) = exp(x).

Da exp in jedem Punkt von R differenzierbar ist und die Ableitung keine Nullstelle
besitzt, ist log in jedem Punkt von ] 0,∞ [ differenzierbar, und es gilt für alle y ∈
] 0,∞ [:

log′(y) = 1

exp(log(y))
= 1

y
.

Wir fassen zusammen:

Satz 13.12. (1) Die Funktion exp ist auf R differenzierbar; es gilt exp′(x) =
exp(x) für alle x ∈ R.

(2) Die Funktion log ist auf ]0,∞[ differenzierbar; es gilt log′(y) = 1/y für alle
y ∈ ]0,∞[.

Damit ist insbesondere noch einmal die Stetigkeit von exp und log gezeigt wor-
den (vgl. die Sätze 11.4 und 11.6), denn die Stetigkeit ist beim Beweis von Satz
13.12 nicht ausgenutzt worden. Die Berechnung der Ableitungen der Exponential-
funktionen und Logarithmen zur Basis a ( �= e) überlassen wir einer Übungsaufga-
be. Diskutieren wollen wir noch die Funktion f (x) = x x , x ∈ ]0,∞[. Wegen

f (x) = xx = ex log x
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ist die Funktion nach der Kettenregel in jedem Punkt von ]0,∞[ differenzierbar,
und es gilt

f ′(x) = ex log x(1+ log x) = (1+ log x) x x .

Nachdem wir auch die Ableitung der Logarithmusfunktion bestimmt haben,
können wir noch eine zweite wichtige Darstellung der Exponentialfunktion herlei-
ten:

Satz 13.13. Für alle a ∈ R ist

exp(a) = lim
x→∞

(
1+ a

x

)x = lim
n→∞

(
1+ a

n

)n
.

Beweis. Wir
”
logarithmieren“ : Es ist

log
(

1+ a

x

)x = x log
(

1+ a

x

)
,

also

lim
x→∞ log

(
1+ a

x

)x = lim
x→∞ x log

(
1+ a

x

)
= lim

x→∞
log(1+ a/x)

1/x

= lim
y↓0

log(1+ ay)

y
= a · lim

y↓0

log(1+ ay)

ay

= a · lim
z↓0

log(1+ z)

z
= a,

da (log)′(1) = 1.

Wir haben damit insbesondere noch einmal (und unabhängig von Satz 11.3)
bewiesen, daß

e = lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n

=
∞∑

k=0

1

k!
.

Über die Differenzierbarkeit der Winkelfunktionen gibt der folgende Satz Aus-
kunft.

Satz 13.14. (1) Die Funktionen cos und sin sind differenzierbar. Es gilt

cos′(x) = − sin x und sin′(x) = cos x

für alle x ∈ R.
(2) Die Funktionen tan und cot sind differenzierbar. Es gilt

tan′(x) = 1

cos2(x)
und cot′(x) = − 1

sin2(x)

für alle x aus dem jeweiligen Definitionsbereich.
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Beweis. (2) ergibt sich auf Grund der Definition von tan und cot mit Hilfe der Quo-
tientenregel aus (1). Die Differenzierbarkeit von sin und cos im Punkte 0 und auch
sin′(0) = 1, cos′(0) = 0 liefert wieder Satz 11.5: Man betrachte die sin und cos
definierenden Reihen und setze jeweils n = 1. (Wir haben dies bei der Exponen-
tialfunktion oben ausgeführt.) Differenzierbarkeit und Ableitung von cos in einem
beliebigen Punkt a ∈ R ergeben sich wieder mit Hilfe des Additionstheorems. Es
ist

cos(x) = cos(a + x − a) = cos(a) cos(x − a)− sin(a) sin(x − a),

für alle x ∈ R, d.h. es ist

cos = cos(a) · cos ◦ h − sin(a) · sin ◦ h,

wobei h(x) = x − a für alle x ∈ R. Da h auf ganz R und cos und sin in 0
differenzierbar sind, ist cos nach der Kettenregel in a differenzierbar, und es gilt
cos′(a) = − sin(a). Der entsprechende Beweis für sin verläuft völlig analog.

Wie im Fall von exp und log erhält man aus der Differenzierbarkeit der trigo-
nometrischen Funktionen auch deren Stetigkeit (vgl. Satz 12.3). Nach 13.11 sind
auch die Umkehrfunktionen der Funktionen sin, cos, tan und cot differenzierbar.
Genauer hat man

Satz 13.15. (1) arcsin und arccos sind auf ]−1, 1[ differenzierbar, und es ist

arcsin′(x) = 1√
1− x2

, arccos′(x) = −1√
1− x2

,

für alle x ∈ ]−1, 1[.
(2) arctan und arccot sind auf R differenzierbar, und es ist

arctan′(x) = 1

1+ x2
, arccot′(x) = −1

1+ x2

für alle x ∈ R.

Den Beweis dieser Aussage überlassen wir einer Übungsaufgabe.

Sofern eine Funktion f auf D ⊂ R in jedem Punkt von D differenzierbar
ist, können wir die Ableitung f ′ : D → R betrachten und von dieser, sollte sie
ebenfalls wieder differenzierbar sein, wieder die Ableitung bilden usw.:

Definition 13.16. Die Funktion f auf D ⊂ R heißt n-mal differenzierbar (auf D),
falls sie (n− 1)-mal differenzierbar ist und ihre (n− 1)-te Ableitung wieder diffe-
renzierbar ist. Die n-te Ableitung ist dann die Ableitung der (n− 1)-ten Ableitung:

f (n)(x) = ( f (n−1)
)′
(x), x ∈ D.
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(Unter der 0-ten Ableitung verstehen wir die Funktion selbst).
Eine Funktion heißt n-mal stetig differenzierbar, falls sie n-mal differenzierbar

ist und ihre n-te Ableitung stetig ist.

Beispiele 13.17. (1) Rationale Funktionen, Wurzelfunktionen, exp, log und die
trigonometrischen Funktionen samt ihren Umkehrfunktionen sind unendlich oft
differenzierbar, d. h. n-mal differenzierbar für jedes n ∈ N. (Bei den Wurzelfunk-
tionen und den Funktionen arcsin und arccos muß man natürlich den Definitions-
bereich auf ]0,∞[ bzw. ]−1, 1[ einschränken.)
(2) Die Funktion f : R → R, f (x) = x |x |, ist 1-mal stetig differenzierbar: Für
x < 0 ist f (x) = −x2, also (?) f ′(x) = −2x , für x > 0 ist f (x) = x2, also (?)
f ′(x) = 2x , für x = 0 ergibt sich

lim
x→0

x |x |
x
= 0.

Insgesamt: f ′(x) = 2|x |. Somit ist f ′ stetig, aber in 0 nicht differenzierbar.
Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen läßt sich überdies eine Funktion

angeben, die differenzierbar, deren Ableitung aber nicht stetig ist. Wir betrachten
die Funktion

f (x) =

x2 sin

1

x
für x �= 0

0 für x = 0.

In a �= 0 ist f sicherlich differenzierbar mit f ′(a) = 2a sin(1/a) − cos(1/a).
Ferner ist

lim
x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0
x sin

1

x
= 0.

Also ist f auch in 0 differenzierbar und f ′(0) = 0. Die Ableitung f ′ ist aber in 0
nicht stetig: Für xn = 1/(2πn) ergibt sich lim

n→∞ f ′(xn) = −1.

Ein noch
”
pathologischeres“ Beispiel: Die Ableitung von

g(x) =

x2 sin

1

x2
für x �= 0

0 für x = 0

ist bei 0 nicht einmal beschränkt, d. h. für jedes positive ε ist g′([0, ε]) eine unbe-
schränkte Teilmenge von R.

Aufgaben

13.1. Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
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(a) expa, loga;

(b) cosh, sinh, Arcosh, Arsinh;

(c) f (x) = x (xx ), g(x) = (x x)x , h(x) = 2 log(sin
x

2
)− x tan

x

2
.

13.2. Die Funktion g sei stetig in 0. Zeigen Sie: Die durch f (x) = xg(x) definierte
Funktion f ist differenzierbar in 0.

13.3. Beweisen Sie 13.15.

13.4. Es sei f in a ∈ R differenzierbar. Zeigen Sie, daß

lim
h→0

f (a + h)− f (a − h)

2h

existiert und mit f ′(a) übereinstimmt.

Folgt umgekehrt aus der Existenz des Grenzwertes schon die Differenzierbarkeit
von f in a?

13.5. Eine Funktion f : R→ R heißt gerade (ungerade), falls für alle x ∈ R gilt:
f (x) = f (−x)

(
bzw. f (−x) = − f (x)

)
.

Zeigen Sie: Ist f gerade (bzw. ungerade) und differenzierbar, so ist f ′ ungerade
(bzw. gerade). Ist f gerade und in 0 differenzierbar so ist f ′(0) = 0.

13.6. Es sei f : R → R eine periodische Funktion, d. h. es gebe eine reelle Zahl
p > 0, so daß f (x) = f (x + p) ist für alle x ∈ R.

Zeigen Sie: Ist f differenzierbar und periodisch, so ist f ′ ebenfalls periodisch. Gilt
die Umkehrung?

13.7. Ist die Funktion f : [0, 1]→ R,

f (x) =



0 für x = 0
1

n
für x ∈

]
1

n + 1
,

1

n

]
, n ∈ N, n � 1,

in 0 differenzierbar?

13.8. Die Funktionen f und g seien n-mal differenzierbar auf D ⊂ R. Beweisen
Sie die Leibniz-Regel : Auch das Produkt f · g ist n-mal differenzierbar, und es
gilt:

( f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) · g(n−k).
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In diesem Abschnitt diskutieren wir Anwendungen der Differentiation. Zunächst
wollen wir den Zusammenhang zwischen Eigenschaften der Ableitung und dem
Verlauf des Funktionsgraphen untersuchen. Besonders markante Stellen des Funk-
tionsgraphen sind die lokalen Extrema.

y

x

Abbildung 14.1: Beispiele für lokale Minima und Maxima

Definition 14.1. Die Funktion f auf dem offenen Intervall I hat in x ∈ I ein
lokales Maximum (Minimum), wenn es ein ε > 0 gibt, so daß

f (y) � f (x) ( f (y) � f (x))

für alle y ∈ I mit |y − x | < ε gilt. (x ist dann ein lokales Extremum von f .)

Satz 14.2. Die Funktion f auf dem offenen Intervall I sei differenzierbar in x ∈ I
und habe in x ein lokales Extremum. Dann ist f ′(x) = 0.

Beweis. Wir nehmen an, f besitze in x ein lokales Maximum; für lokale Minima
verläuft der Beweis analog.

Es sei ε > 0 wie in der vorangegangenen Definition und zunächst (xn) eine
Folge in I mit xn < x und lim xn = x . Dann ist |xn − x | < ε für alle n � N bei
geeignet gewähltem N ∈ N. Folglich hat man

f ′(x) = lim
n→∞

f (xn)− f (x)

xn − x
� 0,
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da f (xn) � f (x) ist für n � N , und außerdem xn < x gilt. Für eine von rechts
gegen x konvergierende Folge (xn) in I ergibt sich analog

f ′(x) = lim
n→∞

f (xn)− f (x)

xn − x
� 0.

Insgesamt: f ′(x) = 0.

1

-1
1

-1

f (x) = x3

x

y

Abbildung 14.2: Der Graph von f (x) = x3

Wie das Beispiel f (x) = x3, f ′(0) = 0, zeigt, gibt Satz 14.2 nur eine
notwendige, keineswegs aber hinreichende Bedingung für das Vorliegen eines lo-
kalen Extremums.

Wir wissen nach Satz 10.4, daß eine stetige Funktion f auf einem abgeschlos-
senen Intervall [a, b] sogar absolute Extremstellen, d. h. ein Maximum und ein
Minimum, besitzt. Zwar brauchen diese keine lokalen Extrema auf dem Intervall
]a, b[ zu sein, aber der ungünstige Fall, daß keine absolute Extremstelle in ]a, b[
liegt, kann nicht eintreten, falls f (a) = f (b) ist (vgl. die Argumentation im Be-
weis des folgenden Satzes).

Satz 14.3. (Satz von Rolle13) Es sei f : [a, b]→ R, a < b, eine stetige Funktion
mit f (a) = f (b). Auf ]a, b[ sei f differenzierbar. Dann existiert ein x ∈ ]a, b[ mit
f ′(x) = 0.

13nach dem Mathematiker Michel Rolle, 1652-1719
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Beweis. Falls f konstant ist, ist f ′(x) = 0 für alle x ∈ [a, b]. Andernfalls gibt es
ein y ∈]a, b[ mit f (y) < f (a) oder f (y) > f (a). In beiden dieser Fälle liegt eine
absolute Extremstelle (d. h. ein Maximum oder ein Minimum) x in ]a, b[, die dann
natürlich auch lokales Extremum ist. Nach 14.2 ist f ′(x) = 0.

Geometrisch besagt 14.3, daß zwischen zwei Punkten (a, f (a)) und (b, f (b))

des Graphen von f , durch die eine waagerechte Sekante geht, ein Punkt (x, f (x))

mit waagerechter Tangente liegen muß. Es ist nicht einzusehen, weshalb die waa-
gerechte Lage irgendwie ausgezeichnet sein soll, und dies ist natürlich auch nicht
der Fall:

Satz 14.4. (Mittelwertsatz) Es sei a < b und f eine auf [a, b] stetige, in ]a, b[
differenzierbare Funktion. Dann existiert ein x ∈ ]a, b[ mit

f ′(x) = f (b)− f (a)

b − a
.

-1 1

1

-1

(−1, 3)

(1, 1)

f (x) = (x − 1)3 + 3(x − 1)2 + x

1√
3

x

y

Abbildung 14.3: Der Mittelwertsatz

Beweis. Wir
”
drehen“ die Funktion f so, daß wir 14.3 anwenden können: Es sei

g(x) = f (x)− f (b)− f (a)

b − a
(x − a).

Nach den Rechenregeln für stetige und differenzierbare Funktionen erfüllt g die
Voraussetzungen von 14.3, und es ist

g′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

b − a
.
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Folglich existiert ein x ∈ ]a, b[ mit

g′(x) = f ′(x)− f (b)− f (a)

b − a
= 0.

Unsere erste Anwendung des Mittelwertsatzes ist der Schrankensatz:

Satz 14.5. f : [a, b] → R sei stetig und auf ]a, b[ differenzierbar. Für alle x ∈
]a, b[ gelte m � f ′(x) � M. Dann gilt für alle y, z ∈ [a, b], y � z :

m(z − y) � f (z)− f (y) � M(z − y).

Beweis. Wir dürfen y < z annehmen. Dann existiert ein x ∈ ]y, z[ mit

m � f ′(x) = f (z)− f (y)

z − y
� M.

Wir wenden 14.5 auf die Logarithmusfunktion an. Es sei 0 < a < b. Für
x ∈ ]a, b[ gilt

1

b
<

1

x
<

1

a
,

also
1

b
(b − a) < log b − log a <

1

a
(b − a).

Für n ∈ N, n � 1, ist speziell

1

n + 1
< log(n + 1)− log n <

1

n
.

Diese Aussage benutzen wir, um eine Abschätzung für das Wachstum der ja be-
kanntlich divergenten harmonischen Reihe zu geben. Es ist

n+1∑
k=1

1

k
=

n∑
k=1

1

k
+ 1

n + 1
<

n∑
k=1

1

k
+ log(n + 1)− log n,

also
n+1∑
k=1

1

k
− log(n + 1) <

n∑
k=1

1

k
− log n,

d. h. die Folge
(∑n

k=1 1/k − log n
)

ist (streng) monoton fallend. Andererseits sind
alle Folgenglieder positiv, denn

n∑
k=1

1

k
>

n∑
k=1

(log(k + 1)− log k) = log(n + 1) > log n.
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Die Folge
(∑n

k=1 1/k − log n
)

konvergiert also. Ihr Limes γ heißt Euler-Masche-
ronische14 Konstante (γ ≈ 0, 5772; es ist übrigens nicht bekannt, ob γ irrational
ist.) Dies zeigt, daß die Partialsummen der harmonischen Reihe etwa so wachsen
wie (log n). Wir haben diese Anwendung diskutiert, weil sie uns die Effizienz der
bisher entwickelten Methoden demonstriert.

Eine vielleicht unscheinbare und für selbstverständlich gehaltene Folgerung des
Mittelwertsatzes ist

Satz 14.6. Sei f : [a, b] → R, a < b, stetig und auf ]a, b[ differenzierbar. Wenn
f ′(x) = 0 für alle x ∈ ]a, b[ gilt, ist f konstant.

Beweis. Man wende 14.5 an mit m = M = 0.

Wir haben in Abschnitt 13 ausgerechnet, daß die Funktion exp mit ihrer Ablei-
tung übereinstimmt. Als Anwendung von 14.6 beweisen wir, daß exp im wesentli-
chen auch die einzige Funktion mit dieser Eigenschaft ist: Für die differenzierbare
Funktion f : R→ R gelte f = f ′. Wir setzen g(x) = f (x)e−x und erhalten

g′(x) = f ′(x)e−x − f (x)e−x = 0 für alle x ∈ R.

Also ist g konstant, g(x) = c für alle x ∈ R, und f (x) = cex .

Der Mittelwertsatz ermöglicht uns, mit Hilfe der Ableitung eine Aussage über
das Monotonieverhalten einer Funktion zu machen.

Satz 14.7. (1) Sei f : [a, b] → R, a < b, stetig und auf ]a, b[ differenzierbar.
Gilt für alle x ∈ ]a, b[

f ′(x) > 0 ( f ′(x) < 0, f ′(x) � 0, f ′(x) � 0),

so ist f streng monoton wachsend (streng monoton fallend, monoton wachsend,
monoton fallend) auf [a, b].
(2) Wenn die Funktion f : D → R monoton wächst (fällt), so ist f ′(x) � 0
( f ′(x) � 0) für alle x ∈ D, in denen f differenzierbar ist.

Beweis. (1) Falls f ′(x) > 0 ist für alle x ∈ ]a, b[, folgt mit dem Mittelwertsatz für
y, z ∈ [a, b], y < z und geeignetem x ∈ ]y, z[:

f (z)− f (y) = f ′(x)(z − y) > 0.

Analog erledigt man die anderen Fälle.
(2) Dies folgt wie Satz 14.2 durch direkte Betrachtung der Differenzenquotien-

ten: Sie sind alle � 0, falls f monoton wächst, und � 0, falls f monoton fällt.

14nach dem Mathematiker Lorenzo Mascheroni, 1750-1800
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Man kann 14.7 in Verbindung mit 14.2 benutzen, um zu entscheiden, ob an
einer Stelle ein lokales Extremum vorliegt. Im übrigen ergibt sich aus 14.7 wegen
exp′ = exp und exp(x) > 0 für alle x ∈ R noch einmal, daß exp streng monoton
wächst (vgl. Satz 11.4). Ebenso erhält man aus cos′ = − sin, daß cos auf dem
Intervall [0, 2] streng monoton fällt, da sin auf ] 0, 2] überall positiv ist (vgl. Satz
12.3).

Wir diskutieren jetzt mit Hilfe von 14.7 ein Phänomen, das jedem irgendwann
einmal schon aufgefallen ist, daß nämlich 24 = 42 ist. Niemand wird ein weite-
res Beispiel natürlicher Zahlen m �= n mit mn = nm nennen können. Wir wer-
den gleich sehen, daß es in der Tat auch kein weiteres Beispiel gibt. Allgemeiner
können wir fragen, wann x y = yx mit x, y > 0, x �= y gilt. Wir logarithmieren
die Gleichung x y = yx und erhalten y log x = x log y, also

log x

x
= log y

y
.

Jetzt setzen wir f (x) = log x

x
und untersuchen den Werteverlauf von f . Es gilt

f ′(x) = 1− log x

x2
,

also

f ′(x) > 0 für 0 < x < e, f ′(e) = 0, f ′(x) < 0 für e < x .

Mit 14.7 folgt: f ist streng monoton wachsend auf ]0, e] und streng monoton
fallend auf [e,∞[ und besitzt in e ein absolutes Maximum. Ferner gilt f (x) < 0
für x ∈ ]0, 1[, f (1) = 0 und f (x) > 0 für x > 1. Wir untersuchen noch das
Verhalten für x → 0 und x →∞: Es ist

lim
x→0

log x

x
= −∞, wie leicht zu sehen und

lim
x→∞

log x

x
= 0 nach 11.10(2).

Damit ist klar:
(1) Es gelte 0 < x � 1 oder x = e. Dann folgt aus x y = yx stets x = y.
(2) Falls 1 < x < e ist, so existiert genau ein y ∈ R, y �= x mit x y = yx . Es ist
dann y > e.
(3) Falls e < x ist, so existiert genau ein y ∈ R, y �= x mit x y = yx . Es ist dann
1 < y < e.

Da es nur eine natürliche Zahl n mit 1 < n < e gibt, nämlich n = 2, gibt es
außer n = 2 und m = 4 kein weiteres Paar (m, n) natürlicher Zahlen mit n < m
und nm = mn.



132 IV. Differential- und Integralrechnung

1
e

− 1
e

e

y

x

Abbildung 14.4: Der Graph von f (x) = log x
x

Mittels der Differentialrechnung lassen sich auch viele Grenzwerte bequem er-
mitteln. Am Anfang dieser Überlegungen steht folgende Beobachtung: Es seien
etwa f, g differenzierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b], a < b. Es gelte
f (a) = g(a) = 0, aber g(x) �= 0 für x ∈ ]a, b]. Wenn g′(a) �= 0 ist, so gilt

lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f (x)− f (a)

g(x)− g(a)
= lim

x→a

f (x)− f (a)

x − a
g(x)− g(a)

x − a

= f ′(a)

g′(a)
.

Es ist klar, daß sich diese Überlegung auch für den rechten Randpunkt b des Inter-
valls oder auch für Punkte in ]a, b[ durchführen läßt.

Beispiel 14.8. Es ist

lim
x→1

xm − 1

xn − 1
= m

n

(vgl. Aufgabe 9.1).

Die Beobachtung oben läßt sich weitgehend verallgemeinern. Ein wichtiges
Hilfsmittel hierzu ist der verallgemeinerte Mittelwertsatz.

Satz 14.9. Die Funktionen f und g seien auf [a, b], a < b, stetig und in ]a, b[
differenzierbar. Dann existiert ein x ∈ ]a, b[ mit(

f (a)− f (b)
)
g′(x) = (g(a)− g(b)

)
f ′(x).
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Ist g′(y) �= 0 für alle y ∈ ]a, b[, dann kann man diese Gleichung auch in der Form

f (a)− f (b)

g(a)− g(b)
= f ′(x)

g′(x)

schreiben.

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion h,

h(x) = ( f (a)− f (b)
)
g(x)− (g(a)− g(b)

)
f (x), x ∈ [a, b],

an. Es ist

h(a)= ( f (a)− f (b)
)
g(a)− (g(a)− g(b)

)
f (a)= f (a)g(b)− f (b)g(a),

h(b)= ( f (a)− f (b)
)
g(b)− (g(a)− g(b)

)
f (b)= f (a)g(b)− f (b)g(a).

Wenn g′(y) �= 0 ist für alle y ∈ ]a, b[, so ist nach dem Satz von Rolle auch g(a)−
g(b) �= 0 und daher die Umformung in die

”
Quotientenschreibweise“ zulässig.

Die Ermittlung von Grenzwerten der Form limx→a f (x)/g(x) mittels der Dif-
ferentialrechnung beschreibt jetzt der folgende Satz.

Satz 14.10. (Regel von de L’Hospital15) Die Funktionen f, g seien differenzierbar
auf dem offenen Intervall I . Ferner sei a ∈ Ī , und es gelte g(x) �= 0, g′(x) �= 0
für alle x ∈ I \ {a}. Dann gilt: Ist eine der Voraussetzungen

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = 0 (1)

lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = ∞ (oder = −∞) (2)

erfüllt, so ist

lim
x→a

f (x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

falls der rechtsstehende Grenzwert (im Sinne der allgemeinen Definition aus Ab-
schnitt 9) existiert.

Eine analoge Aussage gilt, falls I ein offenes Intervall und a ∈ I ist und f, g
differenzierbare Funktionen auf I \ {a} sind mit g(x) �= 0, g′(x) �= 0 für alle
x ∈ I \ {a}.
Beweis. Wir betrachten nur die einfachere Situation (1). Die Situation (2) ist zwar
interessanter, der Beweis aber etwas komplizierter (vgl. etwa [6], 14.A.19).

Es sei also limx→a f (x) = limx→a g(x) = 0. Wir nehmen zunächst an, daß
a ∈ R gilt. Dann besagt die Voraussetzung: f, g sind in a stetig ergänzbar mit dem

15nach dem Mathematiker Guillaume François Antoine Hôpital, Marquis de Sainte-Mesme, 1661-1704
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Wert 0. Wir dürfen also f (a) = g(a) = 0 schreiben. Es sei (an) eine Folge in
I \ {a} mit lim an = a. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert zu
jedem n ein xn ∈ I zwischen an und a mit

f (an)

g(an)
= f (an)− f (a)

g(an)− g(a)
= f ′(xn)

g′(xn)
.

Da natürlich lim xn = a, folgt

lim
f (an)

g(an)
= lim

f ′(xn)

g′(xn)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
,

wie zu beweisen war.
Beim Fall a = ∞ gibt es b > 0, so daß ]b,∞[⊂ I . Wir helfen uns mit

einem Trick: Es sei h(y) = 1/y und J = ]0, 1/b[. Dann ist h(J ) = ]b,∞[. Die
Funktionen f̃ = f ◦ (h|J ) und g̃ = g ◦ (h|J ) auf J sind differenzierbar, und es
ist g̃(y) �= 0, g̃′(y) �= 0 für alle y ∈ J . Sie erfüllen ferner Voraussetzung (1) mit
a = 0. Es ist folglich

lim
x→∞

f (x)

g(x)
= lim

y→0

f (1/y)

g(1/y)
= lim

y→0

f̃ (y)

g̃(y)
= lim

y→0

f̃ ′(y)

g̃′(y)

= lim
y→0

f ′(1/y)(−1/y2)

g′(1/y)(−1/y2)
= lim

y→0

f ′(1/y)

g′(1/y)
= lim

x→∞
f ′(x)

g′(x)
.

Analog erledigt man den Fall a = −∞.

Beispiel 14.11. Es ist

lim
x→∞

eax

x
= ∞ bei a > 0.

(Vergleiche 11.10(1).) Voraussetzung (2) von Satz 14.10 ist nämlich erfüllt, so daß

lim
x→∞

eax

x
= lim

x→∞
aeax

1
= ∞.

Einen bemerkenswerten Spezialfall von 14.10 wollen wir noch hervorheben.

Satz 14.12. I sei ein Intervall, f eine stetige Funktion auf I, a ∈ I . Wenn f auf
I \ {a} differenzierbar ist und limx→a f ′(x) existiert und eine reelle Zahl ist, dann
ist f auch in a differenzierbar, und es gilt f ′(a) = limx→a f ′(x).

Beweis. Wende 14.10(1) auf limx→a( f (x)− f (a))/(x − a) an.

Wie wir in 13.15(2) gesehen haben, kann f unter den Voraussetzungen von
14.12 sehr wohl auf ganz I differenzierbar sein, ohne daß limx→a f ′(x) existiert.
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Aufgaben

14.1. Beweisen Sie das folgende aus der Schule bekannte Kriterium für lokale
Extrema einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f auf einem Intervall I :
Wenn f ′(a) = 0 und f ′′(a) > 0 ( f ′′(a) < 0) gilt für a ∈ I , so besitzt f in a ein
lokales Minimum (Maximum).

Hinweis: Untersuchen Sie zunächst das Monotonieverhalten von f ′ nahe a.

14.2. Ein Polynom f , f (x) = xn + ax + b, hat höchstens drei Nullstellen, wenn
n ungerade ist, und höchstens zwei Nullstellen, wenn n gerade ist.

Hinweis: Satz von Rolle.

14.3. Es sei f eine differenzierbare Funktion auf [−1, 1]. Es gelte f (0) = 0 und
| f ′(x)| � 1 für alle x ∈ [−1, 1]. Zeigen Sie: Es ist | f (x)| � |x | für alle x ∈
[−1, 1].

14.4. Für jede der folgenden Funktionen bestimme man auf den angegebenen In-
tervallen absolute und lokale Extrema und skizziere den Graphen:

f (x) = x3 − x2 − 8x + 1 auf [−2, 2] (a)

f (x) = 3x4 − 8x3 + 6x2 auf [−1

2
,

1

2
] (b)

f (x) = x + 1

x2 + 1
auf [−1,

1

2
]. (c)

14.5. Beweisen Sie noch einmal Satz 11.10 unter Benutzung der Regel von de
L’Hospital.

14.6. Bestimmen Sie

lim
x→a

√
x −√a√
x − a

, lim
x→1

xx − x

1− x + log x
,

lim
x→1

(log x) · (log(x − 1)), lim
x→∞

ex − e−x

ex + e−x
.

14.7. Es sei f : ]a, b[ → R differenzierbar mit beschränkter Ableitung. Zeigen
Sie, daß f gleichmäßig stetig ist.

14.8. Beweisen Sie den Zwischenwertsatz für Ableitungen: f : I → R sei diffe-
renzierbar, I ein Intervall. Falls f ′(a) < c < f ′(b), so existiert ein x zwischen a
und b mit f ′(x) = c. Anleitung: Man betrachte zunächst den Spezialfall c = 0,
a < b. Unter den gegebenen Voraussetzungen mußdann eines der absoluten Extre-
ma von f auf [a, b] (welches?) im Intervall ]a, b[ liegen. Anschließend reduziere
man den allgemeinen Fall auf den Spezialfall.
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14.9. Es sei f : [a, b]→ R eine differenzierbare Funktion, für die gilt:

(a) f ([a, b ]) ⊂ [a, b ],

(b) f ′(x) �= 1 für alle x ∈ [a, b ].

Zeigen Sie: f besitzt genau einen Fixpunkt (d.h. es gibt genau ein c ∈ [a, b] mit
f (c) = c).

14.10. Zeigen Sie: Die durch f (x) = 3x5−20x3+60x+7 auf R definierte Funkti-
on ist injektiv; ihre Umkehrfunktion ist differenzierbar. Bestimmen Sie ( f −1)′(y0),
y0 = 7.

14.11. Eine zylindrische Konservendose mit gegebenem Volumen V soll so produ-
ziert werden, daß zu ihrer Herstellung möglichst wenig Blech verwendet werden
muß!

14.12. f sei eine zweimal differenzierbare Funktion auf R, die folgenden Bedin-
gungen genügt:

f ′′ + f = 0, f (0) = a, f ′(0) = b.

Zeigen Sie: Es gilt f (x) = a cos x + b sin x für alle x ∈ R. (Wie die Exponenti-
alfunktion sind also auch sin und cos durch ihre

”
Differentialgleichung“ (und die

”
Anfangswerte“ bei 0 eindeutig bestimmt.)

Anleitung: Betrachten Sie die Ableitung von ( f − g)2+ ( f ′ − g′)2, wobei g(x) =
a cos x + b sin x .

14.13. Formulieren und beweisen Sie eine Aufgabe 14.12 entsprechende Aussage
für die hyperbolischen Funktionen cosh und sinh.
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Wie in Abschnitt 13 lassen wir uns auch bei der Einführung des Integrals von
einem geometrischen Problem leiten, nämlich dem der Flächenberechnung. Wir
betrachten dabei spezielle Teilstücke der Ebene, die nach unten durch die x-Achse,
nach oben durch den Graphen einer Funktion f , links durch die Gerade x = a und
rechts durch die Gerade x = b (a � b)begrenzt sind.

y = f (x)

a b

y

x

Abbildung 15.1: Die Fläche unter dem Graphen von f (x)

Von einem naiven geometrischen Standpunkt aus wird man den Begriff
”
Flä-

cheninhalt“ , die Frage nach einer Definition und der Existenz des Flächeninhalts
solcher Figuren, nicht für diskutierenswert halten, sondern nur nach einer Methode
zu seiner Berechnung suchen. Indessen sollte etwa das Beispiel

f (x) =
{

0 für x ∈ Q,

1 für x /∈ Q,

Anlaßsein, darüber nachzudenken, ob man bei beliebig gegebener Funktion f der
Teilmenge {(x, y) | a � x � b, 0 � y � f (x)} von R2 einen Flächeninhalt
zuschreiben sollte. Dann aber ist eine präzise Definition von Flächeninhalt erfor-
derlich. Wir wollen definieren, was das Integral von f über das Intervall [a, b],
bezeichnet durch ∫ b

a
f (x) dx,
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bedeutet, und lassen uns dabei von der Vorstellung leiten, daß dieses Integral (in
der bisher diskutierten Situation) unseren geometrisch-anschaulichen Vorstellun-
gen von Flächeninhalt entspricht. Die Definition wird zugleich eine Methode zur
Berechnung des Integrals liefern.

Will man eine obere Abschätzung und eine untere Abschätzung für den Flä-
cheninhalt finden, so kann man die Fläche einmal von

”
oben“ annähern, ein-

mal von
”
unten“ , und zwar in folgender Weise: Wir wählen eine Zerlegung

Z = (t0, . . . , tn), a = t0 < t1 < · · · < tn = b, des Intervalls [a, b] und bil-
den die Obersumme

S(Z , f ) =
n∑

i=1

(ti − ti−1) M( f, [ti−1, ti ])

und die Untersumme

S(Z , f ) =
n∑

i=1

(ti − ti−1) m( f, [ti−1, ti ]),

wobei

M( f, [ti−1, ti ]) = sup{ f (x) | x ∈ [ti−1, ti ]},
m( f, [ti−1, ti ]) = inf{ f (x) | x ∈ [ti−1, ti ]}.

Damit dies sinnvoll ist, müssen wir natürlich voraussetzen, daß f beschränkt ist.
Trivialerweise gilt für jede Zerlegung Z von [a, b]

S(Z , f ) � S(Z , f ).

Für den zu berechnenden Flächeninhalt A sollte sicherlich gelten, daß

S(Z1, f ) � A � S(Z2, f )

ist für beliebige Zerlegungen Z1 und Z2 des Intervalls [a, b], speziell

S(Z1, f ) � S(Z2, f ).

Dies ist richtig:

Satz 15.1. f sei eine beschränkte Funktion auf [a, b].

(1) Für beliebige Zerlegungen Z1 und Z2 ist S(Z1, f ) � S(Z2, f ).

(2) Die Menge der Untersummen
{

S(Z , f ) | Z Zerlegung von [a, b]
}

von f ist
nach oben, die Menge der Obersummen

{
S(Z , f ) | Z Zerlegung von [a, b]

}
nach

unten beschränkt.
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x

y

y = f (x)
Obersumme

Untersumme

+

a = t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 = b

Abbildung 15.2: Die Ober- und Untersumme

Beweis. (2) folgt sofort aus (1): Jede Obersumme ist obere Schranke für alle Unter-
summen und umgekehrt jede Untersumme untere Schranke für alle Obersummen.

Der Trick beim Beweis von (1) besteht darin, beide Zerlegungen zu einer dritten
zu vereinigen: Aus Z1 = (t0, . . . , tn) und Z2 = (u0, . . . , u p) bildet man Z3 =
(v0, . . . , vm) mit {v0, . . . , vm} = {t0, . . . , tn) ∪ {u0, . . . , u p}. Dann zeigt man

S(Z1, f ) � S(Z3, f ) und S(Z3, f ) � S(Z2, f ),

und da S(Z3, f ) � S(Z3, f ) trivialerweise gilt, folgt die Behauptung.
Z3 entsteht aus Z1 durch Hinzunahme (endlich vieler) weiterer Teilpunkte:

Z1 = Z ′1 → · · · → Z ′j = Z3,

wobei beim Übergang von Z ′i zu Z ′i+1 jeweils ein Teilpunkt hinzukommt. Es
genügt also

S(Z , f ) � S(Z ′, f ) (∗)
zu zeigen, wobei

Z = (w0, . . . , wk), Z ′ = (w0, . . . , wl, w
′, wl+1, . . . , wk).

Dies ist sofort klar: S(Z ′, f ) entsteht aus S(Z , f ) dadurch, daß der Summand

(wl+1 − wl) m( f, [wl, wl+1])
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durch
(w′ − wl) m( f, [wl, w

′])+ (wl+1 − w′) m( f, [w′, wl+1])

ersetzt wird. Da

m( f, [wl, wl+1]) � m( f, [wl, w
′]) und m( f, [wl, wl+1]) � m( f, [w′, wl+1]),

gilt

(wl+1 − wl) m( f, [wl, wl+1])

= (w′ − wl) m( f, [wl, wl+1])+ (wl+1 − w′) m( f, [wl, wl+1])

� (w′ − wl) m( f, [wl, w
′])+ (wl+1 − w′) m( f, [w′, wl+1]),

also auch die behauptete Ungleichung (∗). Analog verfährt man bei den Obersum-

x

y

y = f (x)

wp wp+1w′

Abbildung 15.3: Das Einfügen eines Punktes in die Zerlegung

men.

Nach Satz 15.1 ist es naheliegend, sich zwei Zahlen näher anzusehen, nämlich
das Unterintegral∫ b

a
f = sup

{
S(Z , f ) | Z Zerlegung von [a, b]

}
und das Oberintegral∫ b

a
f = inf

{
S(Z , f ) : Z Zerlegung von [a, b]

}
.
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Aus 15.1 folgt sofort: ∫ b

a
f �

∫ b

a
f.

Für die Funktionen, deren Graphen wir gewöhnlich zeichnen, also stetige oder
wenigstens

”
stückweise“ stetige Funktionen, ist intuitiv klar, daß bei genügend

”
fein“ gewählter Zerlegung des Intervalls Unter- und Obersumme beliebig wenig

voneinander abweichen, Unter- und Oberintegral also übereinstimmen. Funktionen
mit dieser Eigenschaft nennen wir intergrierbar:

Definition 15.2. f sei eine beschränkte Funktion auf dem Intervall [a, b]. Dann
heißt f integrierbar auf [a, b]), falls gilt:∫ b

a
f =

∫ b

a
f.

Den gemeinsamen Wert von Ober- und Unterintegral nennen wir Integral von f
über [a, b] und bezeichnen ihn mit∫ b

a
f (x)dx .

Bevor wir weitere Aussagen über integrierbare Funktionen machen, wollen wir
ein an das Cauchysche Konvergenzkriterium erinnerndes Kriterium für Integrier-
barkeit beweisen, das insbesondere beim Beweis des nächsten Satzes von Nutzen
ist.

Satz 15.3. Die Funktion f auf [a, b] sei beschränkt. Sie ist genau dann inte-
grierbar, wenn zu jedem ε > 0 Zerlegungen Z1 und Z2 von [a, b] existieren mit
S(Z2, f )− S(Z1, f ) < ε.

Beweis. Es sei f integrierbar und ε > 0 gegeben. Dann existieren Zerlegungen Z1
und Z2 von [a, b] mit∫ b

a
f (x) dx − ε

2
< S(Z1, f ) �

∫ b

a
f (x) dx � S(Z2, f ) <

∫ b

a
f (x) dx + ε

2
,

sonst wäre ja
∫ b

a f (x)dx nicht das Supremum aller Untersummen oder nicht das
Infimum aller Obersummen. Aus der Ungleichungskette folgt

S(Z2, f )− S(Z1, f ) < ε.

Umgekehrt gebe es nun zu jedem ε > 0 Zerlegungen Z1 und Z2 von [a, b] mit
S(Z2, f )− S(Z1, f ) < ε. Dann gilt insbesondere

0 �
∫ b

a
f −

∫ b

a
f � S(Z2, f )− S(Z1, f ) < ε.
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Dies ist nur möglich, wenn
∫ b

a
f −

∫ b

a
f = 0.

Eine große Klasse integrierbarer Funktion liefert der folgende Satz.

Satz 15.4. f sei eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b]. Dann ist f inte-
grierbar.

Beweis. Wir dürfen a < b annehmen. Sodann stützen wir uns auf Satz 10.13,
der besagt, daß eine stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b]
sogar gleichmäßig stetig ist, daß also zu jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert mit
| f (x) − f (y)| < ε für alle x, y ∈ [a, b] mit |x − y| < δ. Wir verwenden ferner
Satz 15.3. Es sei also ε > 0 gegeben. Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von f
auf [a, b] existiert ein N ∈ N mit

| f (x)− f (y)| < ε

(b − a)
für alle x, y ∈ [a, b] mit |x − y| � b − a

N
.

Wir betrachten die äquidistante Zerlegung Z = (t0, . . . , tN ) mit

ti = a + i · b − a

N
.

Für x, y ∈ [ti , ti+1] gilt dann |x − y| � (b − a)/N , mithin

| f (x)− f (y)| < ε

(b − a)
.

Da f Minimum und Maximum auf [ti , ti+1] annimmt, ist

M( f, [ti , ti+1])− m( f, [ti , ti+1]) <
ε

(b − a)

und folglich

S(Z , f )− S(Z , f ) =
N−1∑
i=0

b − a

N

(
M( f, [ti , ti+1])− m( f, [ti , tt+1])

)

<
b − a

N
· N · ε

(b − a)
= ε.

Die Bestimmung von Integralen mittels Ober- und Untersummen ist ziemlich
mühsam, wie wir an einem Beispiel gleich erfahren werden:
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1

x

f (x) = x1

y

Abbildung 15.4: Das Integral
∫ 1

0 x dx

Beispiel 15.5. Es sei a = 0, b = 1, f (x) = x für alle x ∈ [0, 1]. Jeder weiß, wie
man den Flächeninhalt eines Dreiecks berechnet. Daher vermuten wir:∫ 1

0
x dx = 1

2
.

Zur äquidistanten Zerlegung (0, 1/n, 2/n, . . . , (n−1)/n, 1) bestimmen wir Ober-
und Untersumme. Es ist

On =
n∑

k=1

1

n
M( f, [

k − 1

n
,

k

n
]) =

n∑
k=1

1

n
· k

n
= 1

n2

n∑
k=1

k = 1

n2
· n(n + 1)

2

= 1

2
+ 1

2n
,

Un =
n∑

k=1

1

n
m( f, [

k − 1

n
,

k

n
]) =

n∑
k=1

1

n
· k − 1

n
= 1

n2

n−1∑
k=0

k = 1

n2

(n − 1)n

2

= 1

2
− 1

2n

Wir wissen

Un �
∫ 1

0
f �

∫ 1

0
f � On.

Da limn→∞(On −Un) = 0, folgt
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∫ 1

0
f =

∫ 1

0
f = lim

n→∞Un = 1

2
.

Nicht jede Funktion ist integrierbar: Die Funktion f : [0, 1]→ R,

f (x) =
{

1 für x /∈ Q,

0 für x ∈ Q,

ist nicht integrierbar. Denn sämtliche Obersummen sind gleich 1, sämtliche Unter-
summen gleich 0.

Bemerkungen 15.6. (1) Wir sind ausgegangen von der Idee, die Fläche zwischen
x-Achse und dem Graphen einer Funktion f mit f (x) � 0 zu bestimmen. Die
Einschränkung f (x) � 0 haben wir bei der Definition des Integrals nicht gemacht.
Wenn eine Funktion auch negative Werte annimmt, geht der Flächenanteil unter
der x-Achse mit negativem Vorzeichen in das Integral ein.

y

x

−

+

Abbildung 15.5: Vorzeichen der Flächen

(2) Es gibt verschiedene Wege, das Integral zu definieren. Wir haben das soge-
nannte (Riemann-)Darbouxsche16 Integral eingeführt.

Hinsichtlich der Verknüpfung von integrierbaren Funktionen durch Rechenope-
rationen beweisen wir

Satz 15.7. Die Funktionen f, f1, f2 auf [a, b] seien integrierbar, c sei eine reelle
Zahl. Dann gilt:

16nach den Mathematikern Bernhard Riemann, 1826-1866, und Jean Gaston Darboux, 1842-1916
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(1) f1 + f2 ist integrierbar, und es gilt∫ b

a
( f1 + f2)(x) dx =

∫ b

a
f1(x) dx +

∫ b

a
f2(x) dx .

(2) c f ist integrierbar, und es gilt
∫ b

a (c f )(x) dx = c
∫ b

a f (x) dx.

Beweis. Zum Beweis von (1) müssen wir eine Beziehung herstellen zwischen Un-
ter- und Obersummen von f1 und f2 und Unter- bzw. Obersummen von f1 + f2.
Es sei [u, v] ein Teilintervall von [a, b]. Es gelte:

y1 � f1(x) und y2 � f2(x) für alle x ∈ [u, v].

Dann ist

y1 + y2 � f1(x)+ f2(x) = ( f1 + f2)(x) für alle x ∈ [u, v].

Es folgt, wenn wir y1 = m( f1, [u, v]) und y2 = m( f2, [u, v]) setzen:

m( f1, [u, v])+ m( f2, [u, v]) � m( f1 + f2, [u, v]).

Analog erhält man

M( f1, [u, v])+ M( f2, [u, v]) � M( f1 + f2, [u, v]).

Wenn wir diese Ungleichungen für jedes Teilintervall einer Zerlegung Z ausnut-
zen, erhalten wir

S(Z , f1)+ S(Z , f2) � S(Z , f1 + f2)

� S(Z , f1 + f2) � S(Z , f1)+ S(Z , f2). (∗)
Es sei nun ε > 0 gegeben. Nach 15.3 existieren Zerlegungen Z 1

1, Z2
1, Z1

2, Z2
2 von

[a, b] mit

S(Z2
1, f1)− S(Z1

1, f1) <
ε

2
, S(Z2

2, f2)− S(Z1
2, f2) <

ε

2
.

Es bezeichne Z die Vereinigung der vier Zerlegungen Z1
1, Z2

1, Z1
2, Z2

2. Wie wir uns
im Beweis von Satz 15.1 überlegt haben, gilt

S(Z1
1, f1) � S(Z , f1) � S(Z , f1) � S(Z2

1, f1)

und
S(Z1

2, f2) � S(Z , f2) � S(Z , f2) � S(Z2
2, f2),
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also erst recht

S(Z , f1)− S(Z , f1) <
ε

2
und S(Z , f2)− S(Z , f2) <

ε

2
. (∗∗)

Wenn wir die Ungleichungen (∗) und (∗∗) zusammenfassen, ergibt sich

S(Z , f1 + f2)− S(Z , f1 + f2) � S(Z , f1)+ S(Z , f2)− S(Z , f1)− S(Z , f2)

= S(Z , f1)− S(Z , f1)+ S(Z , f2)− S(Z , f2)

<
ε

2
+ ε

2
= ε.

Damit wissen wir, daß f1 + f2 integrierbar ist.
Nach (∗) gilt

S(Z , f1)+ S(Z , f2) �
∫ b

a
( f1 + f2)(x) dx � S(Z , f1)+ S(Z , f2).

Natürlich gilt auch

S(Z , f1)+ S(Z , f2) �
∫ b

a
f1(x) dx +

∫ b

a
f2(x) dx � S(Z , f1)+ S(Z , f2).

Da sich linke und rechte Seite um weniger als ε unterscheiden, ergibt sich∣∣∣∣
∫ b

a
( f1 + f2)(x) dx − (∫ b

a
f1(x) dx +

∫ b

a
f2(x) dx

)∣∣∣∣ < ε.

Dies gilt für jedes ε > 0 und impliziert die behauptete Gleichung.
Der Beweis von (2) verläuft analog, ist aber viel einfacher, weil nur eine Funk-

tion beteiligt ist. Wir überlassen ihn einer Übungsaufgabe (Aufgabe 15.1).

Der Beweis von 15.7 zeigt, daßBeweise von Sätzen über integrierbare Funktio-
nen oft einen recht hohen technischen Aufwand erfordern. Deshalb unterlassen wir
es auch, Aussagen über die Integrierbarkeit von Produkt und Quotient integrierba-
rer Funktionen zu beweisen. Soweit wir uns im Bereich der stetigen Funktionen
bewegen, können wir natürlich immer mit 15.4 argumentieren.

Satz 15.8. Die Funktionen f und g auf [a, b] seien integrierbar. Dann gilt:
(1) Ist f (x) � g(x) für alle x ∈ [a, b], dann ist∫ b

a
f (x) dx �

∫ b

a
g(x) dx

(Monotonie des Integrals).
(2) | f | ist integrierbar auf [a, b], und es gilt∣∣∣∣

∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣ �
∫ b

a
| f (x)| dx .
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Beweis. (1) Für alle Teilintervalle [u, v] von [a, b] gilt

m( f, [u, v]) � m(g, [u, v]).

Daraus folgt für jede Zerlegung Z von [a, b]:

S(Z , f ) � S(Z , g) �
∫ b

a
g(x) dx

und daraus schon die Behauptung.
(2) Wir verzichten hier darauf zu beweisen, daß | f | integrierbar ist (siehe Auf-

gabe 15.7). Für den Fall, daß f stetig ist, ist dies wegen 15.4 ohnehin klar. Die
Ungleichung folgt sofort aus (1).

Direkt aus der Definition folgt der Schrankensatz für Integrale.

Satz 15.9. Die Funktion f auf [a, b] sei integrierbar. Es gelte m � f (x) � M für
alle x ∈ [a, b]. Dann ist

m(b − a) �
∫ b

a
f (x) dx � M(b − a).

Aus der Monotonie des Integrals erhält man leicht den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung:

Satz 15.10. Die Funktionen f und g auf [a, b] seien stetig, und es gelte g(x) � 0
für alle x ∈ [a, b] oder g(x) � 0 für alle x ∈ [a, b]. Dann gibt es ein c ∈ [a, b]
mit ∫ b

a
f (x)g(x) dx = f (c)

∫ b

a
g(x) dx .

Speziell ist (bei g(x) = 1 für x ∈ [a, b])∫ b

a
f (x) dx = f (c)(b − a)

für ein c ∈ [a, b].

Beweis. Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, in dem die Werte von g nicht-
negativ sind, denn der andere Fall erledigt sich dann durch Übergang zu −g. Nach
10.5 ist f ([a, b]) ein beschränktes abgeschlossenes Intervall [m, M]. Insbesondere
gilt mg(x) � f (x)g(x) � Mg(x) für alle x ∈ [a, b] nach Voraussetzung über g.
Daher folgt aus Satz 15.8, daß

m
∫ b

a
g(x) dx �

∫ b

a
f (x)g(x) dx � M

∫ b

a
g(x) dx .

Da jeder Punkt in [m, M] von f als Wert angenommen wird, gibt es auch ein
c ∈ [a, b] mit f (c)

∫ b
a g(x) dx = ∫ b

a f (x)g(x) dx .
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Den Namen Mittelwertsatz kann man so erklären:

1

b − a

∫ b

a
f (x) dx

ist der
”
Mittelwert“ von f über das Intervall [a, b], und der Mittelwertsatz sagt

speziell, daß der Mittelwert von f als Funktionswert angenommen wird. In der
allgemeinen Form, in der g vorkommt, kann man g als eine Gewichtsfunktion
betrachten.

Die Aussage des folgenden Satzes wird wieder durch die Anschauung nahege-
legt:

Satz 15.11. Es sei f eine beschränkte Funktion auf dem Intervall [a, b] und c ∈
[a, b]. Genau dann ist f auf [a, b] integrierbar, wenn die Beschränkungen von f
auf die Teilintervalle [a, c] und [c, b] integrierbar sind. Es gilt dann∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx .

y y = f (x)

xa c b

Abbildung 15.6: Zerlegung des Integrationsbereiches

Beweis. Es macht keine wesentliche Mühe etwas allgemeiner zu zeigen: Für jede
beschränkte Funktion f auf [a, b] ist∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f und

∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f. (∗)
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Aussage von 15.11: Es sei zunächst f auf
[a, b] integrierbar. Dann gilt

0 �
∫ c

a
f −

∫ c

a
f =

∫ b

a
f −

∫ b

a
f −

∫ b

c
f +

∫ b

c
f

= −
∫ b

c
f +

∫ b

c
f � 0,

also ∫ c

a
f =

∫ c

a
f und

∫ b

c
f =

∫ b

c
f.

Folglich ist f auf [a, c] und [c, b] integrierbar, und jede der beiden Gleichungen
(∗) impliziert die behauptete Gleichung. Die Umkehrung ist trivial.

Zu beweisen bleiben die Gleichungen (∗). Wir beweisen die Gleichung für die
Unterintegrale, die Gleichung für die Oberintegrale ergibt sich analog. Zunächst
seien Zerlegungen Z1 = (t0, . . . , tm) von [a, c] und Z2 = (u0, . . . , un) von [c, b]
gegeben. Wegen tm = u0 = c fügen diese sich zu einer Zerlegung

Z = (t0, . . . , tm, u1, . . . , un)

von [a, b] zusammen, und es gilt trivialerweise

S(Z1, f )+ S(Z2, f ) = S(Z , f ) �
∫ b

a
f.

Da dies für beliebige Zerlegungen Z1, Z2 von [a, c] bzw. [c, b] gilt, haben wir∫ c

a
f +

∫ b

c
f �

∫ b

a
f. (∗∗)

Zu jedem ε > 0 können wir ja Z1 und Z2 so wählen, daß
∫ c

a f < S(Z1, f )+ ε/2

und
∫ b

c f < S(Z2, f )+ ε/2. Daraus folgt
∫ c

a f + ∫ b
c f <

∫ b
a f + ε, was dann (∗∗)

impliziert.
Es sei umgekehrt Z eine Zerlegung von [a, b]. Wir ergänzen Z zunächst durch

den Teilpunkt c zu Z ′, falls dies überhaupt notwendig ist. Dann gilt bekanntlich

S(Z , f ) � S(Z ′, f ) �
∫ b

a
f.

Z ′ können wir aufspalten in Zerlegungen Z1 von [a, c] und Z2 von [c, b]:

Z ′ = (t0, . . . , tm, . . . , tk), tm = c,
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Z1 = (t0, . . . , tm) , Z2 = (u0, . . . , un),

mit n = k − m und ui = ti+m . Es folgt

S(Z , f ) � S(Z ′, f ) = S(Z1, f )+ S(Z2, f ) �
∫ c

a
f +

∫ b

c
f

also auch ∫ b

a
f �

∫ c

a
f +

∫ b

c
f.

Zusammen mit (∗∗) ergibt sich hieraus die behauptete Gleichung für die Unterinte-
grale.

Um unsere Notation flexibler zu machen setzen wir∫ b

a
f (x) dx = −

∫ a

b
f (x) dx falls b < a.

Als Folgerung aus 15.11 erhalten wir

Satz 15.12. Die Funktion f sei auf [a, b] integrierbar. Dann gilt:

(1) f ist auf jedem Teilintervall [c, d] von [a, b] integrierbar.

(2) Für Punkte c, d, e ∈ [a, b] gilt stets

∫ e

c
f (x) dx =

∫ d

c
f (x) dx +

∫ e

d
f (x) dx .

Beweis. (1) folgt durch zweimalige Anwendung von 15.11, und (2) ergibt sich
aus (1) und 15.11 unter Berücksichtigung der diesem Satz vorangehenden Verabre-
dung.

Aufgaben

15.1. Beweisen Sie Satz 15.7(2).

15.2. (a) Die Funktion f auf [a, b] sei monoton. Zeigen Sie: f ist integrierbar. Hin-
weis: Bestimmen Sie zu den äquidistanten Zerlegungen die Differenz von Ober-
und Untersumme.

(b) Geben Sie eine integrierbare Funktion auf [0, 1] an mit unendlich vielen Un-
stetigkeitsstellen.
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15.3. (a) Es sei f eine Funktion auf [a, b] und c ∈ [a, b]. Es gelte f (x) = 0 für
alle x ∈ [a, b], x �= c. Zeigen Sie: f ist integrierbar, und es gilt

∫ b
a f (x) dx = 0.

(b) Sei f eine Funktion auf [a, b] und c1, . . . , cn ∈ [a, b]. Es gelte f (x) = 0
für alle x ∈ [a, b], x /∈ {c1, . . . , cn}. Zeigen Sie: f ist integrierbar, und es gilt∫ b

a f (x) dx = 0.

(c) es seien f und g Funktionen auf [a, b] und c1, . . . , cn ∈ [a, b]. Es gelte f (x) =
g(x) für alle x ∈ [a, b], x /∈ {c1, . . . , cn}. Zeigen sie: f ist genau dann integrierbar,
wenn g integrierbar ist, und es gilt

∫ b
a f (x) dx = ∫ b

a g(x) dx .

15.4. Eine Funktion f auf [a, b] heißt stückweise stetig, wenn es eine Zerlegung
(t0, . . . , tn) von [a, b] gibt, so daß gilt: Für jedes i ∈ {0, . . . , n − 1} ist f auf
]ti , ti+1[ stetig, und limx↓ti f (x), sowie limx↑ti+1 f (x) existieren und sind reelle
Zahlen.

Zeigen Sie: Eine stückweise stetige Funktion ist integrierbar auf [a, b].

15.5. Sei a < b und f eine stetige Funktion auf [a, b] mit f (x) � 0 für alle x ∈
[a, b]. Es gebe ein c ∈ [a, b] mit f (c) > 0. Zeigen Sie: Dann ist

∫ b
a f (x) dx > 0.

15.6. f sei integrierbar auf [a, b]. Die Funktion g auf dem Intervall [a + c, b+ c]
sei gegeben durch g(x) = f (x−c). Zeigen Sie: g ist integrierbar auf [a+c, b+c];
es gilt

∫ b
a f (x) dx = ∫ b+c

a+c g(x) dx .

Hinweis: Jede Zerlegung des Intervalls [a, b] läßt sich zu einer Zerlegung des In-
tervalls [a + c, b + c]

”
verschieben“ .

15.7. Die Funktion f sei integrierbar auf [a, b]. Zeigen Sie, daßauch | f | auf [a, b]
integrierbar ist.

Hinweis: Es sei

f+(x) = max( f (x), 0), f−(x) = min( f (x), 0)

für alle x ∈ [a, b]. Es ist | f | = f+ − f−. Zeigen sie, daß f+ und f− integrierbar
sind.
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nung

Die Operationen Differentiation und Integration erlauben uns, aus gegebenen
Funktionen neue Funktionen zu konstruieren. Zu einer differenzierbaren Funk-
tion f können wir die Ableitung f ′ bilden und einer integrierbaren Funktion f auf
[a, b] können wir z. B. durch

F(x) =
∫ x

a
f (t) dt

eine neue Funktion zuordnen. Wir wollen untersuchen, welche Eigenschaften F
hat.

Satz 16.1. Die Funktion f auf dem Intervall [a, b] sei integrierbar. Dann ist für
jedes c ∈ [a, b] die durch

F(x) =
∫ x

c
f (t) dt, x ∈ [a, b],

gegebene Funktion F stetig auf [a, b].

Beweis. Es sei x0 ∈ [a, b]. Wir haben zu zeigen, daß limx→x0 F(x) = F(x0) ist
oder, was auf dasselbe hinausläuft, daß limx→x0 |F(x0)− F(x)| = 0 gilt. Es ist

F(x0)− F(x) =
∫ x0

c
f (t) dt −

∫ x

c
f (t) dt =

∫ x0

x
f (t) dt.

f ist auf [a, b] beschränkt, es existiert also ein M ∈ R mit

| f (y)| � M

für alle y ∈ [a, b]. Nach 15.9 gilt dann bei x � x0:

−M(x0 − x) �
∫ x0

x
f (t) dt � M(x0 − x),

also

0 �
∣∣∣∣
∫ x0

x
f (t) dt

∣∣∣∣ � M|x0 − x |.
Bei x � x0 ist dies wegen ∫ x

x0

f (t) dt = −
∫ x0

x
f (t) dt
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offenbar auch richtig. Es folgt

lim
x→x0

∣∣∣∣
∫ x0

x
f (t) dt

∣∣∣∣ = 0.

Dies war zu zeigen. (Mit unserem Beweis ergibt sich sogar direkt die gleichmäßige
Stetigkeit von F , die natürlich auch aus Satz 10.13 folgt.)

Wenn also f lediglich integrierbar ist, ist F bereits stetig. Was kann man über
F sagen, wenn man f als stetig voraussetzt? Es wird sich herausstellen, daß F
dann differenzierbar ist, und F ′ = f gilt. Diese Aussage ist der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

Satz 16.2. I sei ein Intervall und f eine stetige Funktion auf I . Es sei c ∈ I und

F(x) =
∫ x

c
f (t) dt.

Dann ist F differenzierbar auf I und es gilt F ′ = f .

Beweis. Es sei a ∈ I . Dann ist bei x �= a

F(x)− F(a)

x − a
= 1

x − a

(∫ x

c
f (t) dt −

∫ a

c
f (t) dt

)
= 1

x − a

∫ x

a
f (t) dt.

Es sei (xn) eine Folge in I \ {a}, die gegen a konvergiert. Nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung gibt es zu jedem n ein yn zwischen a und xn mit

f (yn) = 1

xn − a

∫ xn

a
f (t) dt.

Natürlich ist auch lim yn = a, und es folgt

lim
n→∞

F(xn)− F(a)

xn − a
= lim

n→∞ f (yn) = f (a).

Satz 16.2 löst das Stammfunktionenproblem für stetige Funktionen:

Definition 16.3. f sei eine Funktion auf D ⊂ R. Dann heißt die Funktion F auf
D eine Stammfunktion von f , falls F differenzierbar ist und F ′ = f gilt.
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Beispiele 16.4. Eine kleine Tabelle von Stammfunktionen:

D = f (x) = F(x) =
R xn, n ∈ N xn+1/(n + 1)

R \ {0} 1/xn, n �= 1 x1−n/(1− n)

R \ {0} 1/x log |x |
R exp exp
]0,∞[ xa, a �= −1 xa+1/(a + 1)

R sin − cos
R cos sin

Satz 16.2 sagt aus, daß jede auf einem Intervall I stetige Funktion f eine
Stammfunktion besitzt, und zeigt uns, wie wir eine Stammfunktion von f bestim-
men können. Eine Übersicht über die Menge der Stammfunktionen einer auf einem
Intervall definierten Funktion gibt

Satz 16.5. Es sei f eine Funktion auf dem Intervall I . Dann gilt:

(1) Falls F eine Stammfunktion von f ist, ist auch F + c für jedes c ∈ R eine
Stammfunktion von f .

(2) Sind F und G Stammfunktionen von f , so ist F − G auf I konstant.

Dies wissen wir natürlich schon, und ist hier nur zum Zwecke der Betonung
noch einmal aufgeführt: Teil (1) ist eine triviale Folgerung aus der Rechenregel für
die Differentiation, und Teil (2) folgt unmittelbar aus 15.8.

Bei den Beispielen oben konnten wir Stammfunktionen angeben, indem wir
einfach die Regeln für die Differentiation umkehrten. Dies führt uns auf die zweite
wesentliche Funktion von 16.2, die Berechnung von Integralen mit Hilfe bereits
bekannter Stammfunktionen des Integranden:

Satz 16.6. f sei eine stetige Funktion auf dem Intervall I und F eine Stammfunk-
tion von f . Dann gilt für alle a, b ∈ I :∫ b

a
f (x) dx = F(b)− F(a).

Beweis. Es sei G(x) = ∫ x
a f (t) dt und H(x) = F(x) − F(a). Dann sind G und

H Stammfunktionen von f , und für x = a gilt

0 =
∫ a

a
f (x) dx = G(a) = H(a).

Nach 16.5 folgt G(x) = H(x) für alle x ∈ I , speziell
∫ b

a f (x) dx = F(b) −
F(a).
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Bevor wir nun wirklich anfangen, Integrale auszurechnen, soll noch darauf
hingewiesen werden, daß bei Satz 16.2 (wenn auch nicht bei 16.6) die Stetig-
keit von f eine wesentliche Voraussetzung ist. Es gibt differenzierbare Funktio-
nen, deren Ableitung nicht integrierbar ist (vgl. das Beispiel am Ende von Ab-
schnitt 13), und leicht zu findende Beispiele integrierbarer Funktionen f , für die
F(x) = ∫ x

c f (t) dt nicht überall differenzierbar ist (vgl. Aufgabe 16.1).

Noch eine ganz zweckmäßige Schreibweise: F(x)

∣∣∣∣
b

a
:= F(b)− F(a).

Beispiele 16.7. ∫ 1

0
x dx = 1

2
x2
∣∣∣∣
1

0
= 1

2
. (1)

∫ 1

−1
(x2 − 3) dx =

(
1

3
x3 − 3x

) ∣∣∣∣
1

−1
= 1

3
− 3+ 1

3
− 3 = −16

3
. (2)

∫ 2

1
3ex dx = 3ex

∣∣∣∣
2

1
= 3(e2 − e). (3)

∫ a

1

1

x
dx = log x

∣∣∣∣
a

1
= log a, für a > 0. (4)

Dabei haben wir stets den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und die
Differentiationsregeln für f + g und c · f , c konstant, ausgenutzt, die wir natürlich
auch als Regeln für Stammfunktionen interpretieren können. Die Produktregel der
Differentialrechnung lautet

( f · g)′ = f ′g + f g′

und aufgelöst nach f g′:
f g′ = ( f · g)′ − f ′g.

Ist also G eine Stammfunktion von f ′g, so ist

( f · g − G)′ = f g′,

also f · g − G eine Stammfunktion von f g′. Dies hilft uns, Stammfunktionen von
Produkten zu finden; allerdings haben wir dabei einen der Faktoren als Ableitung
zu lesen. Die entsprechende Regel heißt partielle Integration:

Satz 16.8. I sei ein Intervall, f und g seien stetig differenzierbare Funktionen auf
I, und a, b ∈ I . Dann gilt:∫ b

a
f (x) · g′(x) dx = f (x)g(x)

∣∣∣∣
b

a
−
∫ b

a
f ′(x)g(x) dx .
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Weitere Beispiele:∫ 1

0
xex dx = xex

∣∣∣∣
1

0
−
∫ 1

0
ex dx = e − e + 1 = 1. (5)

Hier haben wir x als f und ex als g′ gedeutet. Wenn wir es andersherum versuchen,
ergibt sich ∫ 1

0
xex dx = 1

2
x2ex

∣∣∣∣
1

0
−
∫ 1

0

1

2
x2ex dx,

und dies hilft uns nicht weiter!
Wir wollen noch folgende zweckmäßige Schreibweise einführen:∫

f (x) dx = F(x)

bedeutet: F ist eine Stammfunktion von f . Dies ist eigentlich ein Mißbrauch des
Gleichheitszeichens, denn aus∫

f (x) dx = F1(x) und
∫

f (x) dx = F2(x)

darf man nicht F1(x) = F2(x) folgern. Daher ist im Umgang mit dieser Notation
einige Vorsicht geboten. Die Regel für die partielle Integration kann man dann auch
so schreiben: ∫

f (x)g′(x) dx = f (x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x) dx,

und dies ist so zu lesen, wie wir es oben bereits aufgeschrieben haben: Die Diffe-
renz von f g und einer Stammfunktion von f ′g ist eine Stammfunktion von f g′.

Im Zusammenhang mit der partiellen Integration ist folgender Trick bemer-
kenswert:∫

log x dx =
∫

(log x) · 1 dx = (log x) · x −
∫

1

x
· x dx = x · log x − x . (6)

Die zweite wichtige Regel für die Ermittlung von Stammfunktionen ist die Sub-
stitutionsregel. Sie ist die Integral-Formulierung der Kettenregel:

Satz 16.9. I sei ein Intervall und f eine stetige Funktion auf I ; ϕ sei eine stetig
differenzierbare Funktion auf dem Intervall [a, b] und es gelte ϕ([a, b]) ⊂ I . Dann
ist ∫ b

a
f (ϕ(t)) ϕ′(t) dt =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f (x) dx .
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Beweis. Es sei F eine Stammfunktion von f (die f ja nach dem Hauptsatz besitzt).
Dann ist gemäß der Kettenregel

(F ◦ ϕ)′ = (F ′ ◦ ϕ) · ϕ′ = ( f ◦ ϕ) · ϕ′.
Also ist F ◦ ϕ eine Stammfunktion von ( f ◦ ϕ) · ϕ′. Wir erhalten einerseits

∫ b

a
f (ϕ(t)) ϕ′(t)dt = F(ϕ(t))

∣∣∣∣
b

a
= F(ϕ(b))− F(ϕ(a))

und andererseits∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f (x) dx = F(x)

∣∣∣∣
ϕ(b)

ϕ(a)

= F(ϕ(b))− F(ϕ(a))

Bemerkung 16.10. Im Beweis von 16.9 wurde insbesondere die folgende Substi-
tutionsregel für Stammfunktionen gezeigt:∫

f (ϕ(t))ϕ′(t) dt =
(∫

f (x) dx

)
◦ ϕ.

Der Gebrauch der Substitutionsregel erfordert manchmal einiges Geschick, und
es kommt oft darauf an, sie in der richtigen Richtung zu lesen: Man kann das links
stehende Integral mit Hilfe des rechts stehenden berechnen, aber auch umgekehrt
das rechte mit Hilfe des linken Integrals. Wir setzen unsere Beispielsammlung fort:∫ b

a
xex2

dx . (7)

Abgesehen von einem fehlenden Faktor 2 hat der Ausdruck xex2
genau die Struktur

des Integranden auf der linken Seite in 16.9: 2xex2 = f (ϕ(x)) · ϕ′(x) mit ϕ(x) =
x2 und f = exp. Also

∫ b

a
xex2

dx = 1

2

∫ b

a
2xex2

dx = 1

2

∫ b2

a2
exdx = 1

2
(eb2 − ea2

).

Ein weiteres Beispiel: ∫ 3

2

1+ ex

1− ex
dx . (8)

Hier versuchen wir, die Substitutionsregel von rechts nach links anzuwenden. Die
Idee dabei ist, durch eine geeignete

”
Substitution x = ϕ(t)“ den Integranden zu
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vereinfachen, d. h. durch Übergang von f (x) zu (dem formal komplizierteren Aus-
druck) f (ϕ(t)) ϕ′(t) eine leichter lösbare Aufgabe zu erreichen. Im Falle (8) bietet
sich an:

ϕ(t) = log t,

2 = ϕ(a), also a = e2,

3 = ϕ(b), also b = e3.

Wir erhalten∫ 3

2

1+ ex

1− ex
dx =

∫ e3

e2

1+ elog t

1− elogt
· 1

t
dt =

∫ e3

e2

1+ t

1− t
· 1

t
dt.

Wegen
1+ t

1− t
· 1

t
= 2

1− t
+ 1

t
(diesen Trick nennt man Partialbruchzerlegung – wir kommen darauf noch zurück)
ergibt sich weiter

∫ e3

e2

1+ t

1− t
· 1

t
dt =

∫ e3

e2

(
2

1− t
+ 1

t

)
dt = −2 log |1− t | + log |t |

∣∣∣∣
e3

e2

=− 2 log(e3 − 1)+ 2 log(e2 − 1)+ 1.

Bei dieser Anwendung der Substitutionsregel brauchen wir zur Ermittlung des
Integrationsintervalls des auf der linken Seite der Substitutionsregel stehenden In-
tegrals i. a. eine Umkehrfunktion von ϕ. In der Stammfunktionen-Schreibweise
lautet diese Anwendung der Substitutionsregel:∫

f (x) dx =
(∫

f (ϕ(t)) ϕ′(t) dt

)
◦ ϕ−1.

Dies kann man sich nur schwer merken. Einprägsamer ist die folgende Beschrei-
bung:

Substituiere ϕ(t) für x und ϕ′(t) dt für dx

und mache am Schluß der Rechnung die Substitution rückgängig.

Beim folgenden Beispiel verfahren wir nach dieser Beschreibung; wir suchen∫
1√√
x + 1

dx (x � 0). (9)
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Um die Wurzeln loszuwerden, versuchen wir die Substitution

x = ϕ(t) = (t2 − 1)2 (t � 1).

Es ist ϕ′(t) = 4t (t2 − 1). Wir erhalten∫
1√√
x + 1

dx =
∫

4t (t2 − 1)√√
(t2 − 1)2 + 1

dt =
∫

4t (t2 − 1)

t
dt

=
∫

4(t2 − 1) dt = 4

3
t3 − 4t = 4

3

(√√
x + 1

)3

− 4
√√

x + 1.

Bei der Integration einer rationalen Funktion f/g mit Polynomen f und g,
g �= 0, verwendet man das Verfahren der Partialbruchzerlegung. Mittels der Poly-
nomdivision aus Satz 4.12 erhält man eine Darstellung

f

g
= q + r

g

mit Polynomen q, r , grad r < grad g, so daß man sich auf den Fall grad f <

grad g beschränken kann. Im übrigen wollen wir das Verfahren nur am einfachsten
Spezialfall studieren, dem einer rationalen Funktion

r(x) = a0 + a1x

(x − b1)(x − b2)
, b1 �= b2.

Man macht den Ansatz

r(x) = c1

x − b1
+ c2

x − b2
,

bringt die Brüche rechts auf den Hauptnenner (x − b1)(x − b2) und erhält durch
Vergleich der Zähler nach Einsetzen von b1 und b2

c1 = a0 + a1b1

b1 − b2
, c2 = a0 + a1b2

b2 − b1
.

Bei vielen Integrationsaufgaben kann man Substitution mit trigonometrischen
Funktionen verwenden. Wir diskutieren ein Beispiel: Es gelte −1 � a � b < 1.
Dann erhält man∫ b

a

√
1− x2 dx =

∫ v

u

√
1− sin2 t cos t dt =

∫ v

u
cos2 t dt

mittels der Substitution x = sin t , wobei u = arcsin a, v = arcsin b. Um cos2 t zu
integrieren, bedient man sich eines Additionstheorems:

cos 2t = cos2 t − sin2 t = cos2 t − (1− cos2 t),
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also

cos2 t = 1

2
(cos 2t + 1).

Folglich ist ∫
cos2 t dt =

∫
1

2
(cos 2t + 1) dt = 1

4
sin 2t + 1

2
t.

Insgesamt: ∫ b

a

√
1− x2 dx = 1

4
sin 2t

∣∣∣v
u
+ 1

2
t
∣∣∣v
u
.

Mit

sin 2t = 2 sin t cos t = 2 sin t
√

1− sin2 t

ergibt sich ∫ b

a

√
1− x2 dx = 1

2
sin t

√
1− sin2 t

∣∣∣∣
arcsin b

arcsin a
+ 1

2
t

∣∣∣∣
arcsin b

arcsin a

= 1

2

(
x
√

1− x2 + arcsin x
) ∣∣∣∣

b

a
.

Dabei hat man zu beachten daß−π/2 � u, v � π/2.

Bemerkung 16.11. Wir hatten schon zu Beginn von Abschnitt 15 auf das Pro-
blem einer präzisen Definition des Begriffs Flächeninhalt aufmerksam gemacht,
zu dessen Berechnung das Integral schließlich dienen sollte. Wir wollen hier keine
befriedigende Definition angeben. Andererseits hatten wir uns bei der Definition
des Integrals von unserer geometrisch-anschaulichen Vorstellung von Flächenin-
halt leiten lassen, so daß wir (umgekehrt) mit Hilfe des Integrals einen Inhalt für
gewisse Teilmengen von R2 definieren können.

Es seien f, g integrierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b] mit f (x) � g(x)

für alle x ∈ [a, b]. Wir betrachten die Teilmenge

M( f, g) = {(x, y) ∈ R2 | a � x � b, f (x) � y � g(x)
}

von R2 und definieren die reelle Zahl

I
(
M( f, g)

) = ∫ b

a
(g − f )(x) dx

als den Inhalt von M( f, g).
Ein achsenparalleles Rechteck

R = {(x, y) ∈ R2 | a � x � b, c � y � d}



16. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 161

beispielsweise können wir schreiben als M( f, g) mit f (x) = c, g(x) = d für alle
x ∈ [a, b], so daß I (R) = ∫ b

a (d−c) dx = (d−c)(b−a) entsprechend unserer Er-
wartung. Der Einheitskreis E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 � 1} kann dargestellt wer-
den als M( f, g) mit f, g : [−1, 1] → R, f (x) = −√1− x2, g(x) = √1− x2

für alle x ∈ [−1, 1]. Es ist also

I (E) =
∫ 1

−1
2
√

1− x2 dx = π.

y

xx

(x,
√

1− x2)f (x) = √1− x2

y

xx

(x,
√

1− x2)
f (x) = √1− x2

Abbildung 16.1: Die Fläche von Sektoren des Einheitskreises

Bemerkung 16.12. In Abschnitt 12 hatten wir die trigonometrischen Funktionen
cos und sin mittels Reihen eingeführt. An dieser Stelle soll kurz auf den Zusam-
menhang mit dem eingegangen werden, was man üblicherweise darüber in der
Schule lernt, insbesondere soll die Wahl der Begriffe arcus (Bogen) und area
(Fläche) bei den Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen und der Hy-
perbelfunktionen erklärt werden.

In der Elementargeometrie lernt man, daß der Sektor des Einheitskreises mit
der Bogenlänge l den Flächeninhalt l/2 hat. Wir betrachten nun die obere Hälfte
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des Einheitskreises als Graph der Funktion f (x) = √1− x2, x ∈ [−1, 1]: Ob
0 � x � 1 oder −1 � x � 0, stets ist der Inhalt des zum Punkt (x,

√
1− x2)

gehörenden Sektors gleich

A(x) = x
√

1− x2

2
+
∫ 1

x

√
1− t2 dt.

Gemäß unseren Vorüberlegungen definieren wir den zum Punkt (x,
√

1− x2) ge-
hörenden Winkel oder Bogen durch

W (x) = 2A(x) = x
√

1− x2 + 2
∫ 1

x

√
1− t2 dt.

In der Tat ist W (x) = arccos x : Die Ableitungen beider Funktionen stimmen übe-
rein, und es gilt W (1) = 0 = arccos 1. Um an unsere Bemerkung in Abschnitt 12
anzuknüpfen, erwähnen wir noch, daß man umgekehrt mit dieser Winkel-Defini-
tion die trigonometrischen Funktionen einführen kann: Man setzt π = W (−1). Die
Funktion W ist auf [−1, 1] streng monoton fallend (warum?) also umkehrbar. Jetzt
definiert man cos(x) für 0 � x � π als die eindeutig bestimmte Zahl in [−1, 1],
für die W (cos(x)) = x gilt und sin(x) := √1− (cos(x))2. Die Fortsetzung dieser
Funktionen auf ganz R macht keine Schwierigkeiten.

Betrachten wir jetzt den rechten Teil der Einheitshyperbel {(x, y) ∈ R | x2 −
y2 = 1}. Wir ordnen x ∈ [1,∞[ die Fläche F(x) zu, die von den durch die Punkte
(x,
√

x2 − 1) und (x,−√x2 − 1) laufenden Nullpunktsgeraden und die Hyperbel
eingeschlossen wird. Ihr Inhalt ist

F(x) = x
√

x2 − 1− 2
∫ x

1

√
x2 − 1 dx .

Wie leicht zu sehen, ist F(x) = Arcosh x für alle x ∈ [1,∞[ (vgl. Aufgabe 11.2).

Zum Schluß wollen wir kurz diskutieren, wie man mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung eine andere, von einem gewissen Stand-
punkt aus einfachere Behandlung von Exponential- und Logarithmusfunktion ge-
ben kann. Man definiert eine Funktion F durch

F(x) =
∫ x

1

1

t
dt für x > 0.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist F differenzierbar,
F ′(x) = 1/x und F streng monoton wachsend (da 1/x > 0 für alle x > 0). Es sei
nun y > 0 fest gewählt. Wir betrachten die durch

G(x) = F(x · y)
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definierte Funktion G. Nach der Kettenregel ist auch G differenzierbar, und es ist

G ′(x) = y · F ′(xy) = y · 1

xy
= 1

x
.

Also gibt es eine Konstante C mit G(x) = F(xy) = F(x) + C für alle x . Insbe-
sondere gilt

C = G(x)− F(x) = G(1)− F(1) = F(y)− F(1) = F(y).

Damit haben wir gezeigt:

F(xy) = F(x)+ F(y)

für alle x, y > 0. Jetzt nennt man F die Logarithmusfunktion und ihre Umkehr-
funktion die Exponentialfunktion. Man erhält unmittelbar das Additionstheorem
11.1. Die Differenzierbarkeit von exp und auch exp′ = exp ergibt sich aus der von
log mit Hilfe von 13.11. Die übrigen Aussagen des Abschnitts 11 sind entweder
sofort klar oder man kann sie wie dort beweisen.

Aufgaben

16.1. Zeigen Sie: Die Funktion f : [−1, 1]→ R,

f (x) =
{

1 für x � 0,

−1 für x < 0,

ist integrierbar, besitzt jedoch keine Stammfunktion.

16.2. Bestimmen Sie Stammfunktionen:

(a)
∫

1√
x − 1+√x + 1

dx (b)

∫
8x2 + 6x + 4

x + 1
dx

(c)
∫

e
√

x

√
x

dx (x > 0) (d)

∫
xe−x2+2 dx

(e)
∫

x2 log x dx (x > 0) (f)
∫

x3ex2
dx

(g)

∫
log(log x)

x
dx (x > 1) (h)

∫
e
√

x dx (x > 0)

(i)
∫

x2 sin x dx (j)
∫

cos(log x) dx (x > 0)

(k)
√

1+ x2 dx (l)
∫ √

x2 − 1 dx
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16.3. Berechnen Sie folgende Integrale:

(a)
∫ √π

0
x sin(x2)dx (b)

∫ π

0
x sin x dx (c)

∫ π/4

0

cos x − sin x

cos x + sin x
dx

16.4. Es sei f eine auf R stetige Funktion.

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von F(x) = ∫ x
0 x f (t)dt .

Hinweis: Die Antwort F ′(x) = x f (x) ist falsch!

(b) Zeigen Sie:∫ x

0
f (u)(x − u)du =

∫ x

0

(∫ u

0
f (t)dt

)
du für alle x ∈ R.

16.5. Bestimmen Sie den Flächeninhalt des zwischen den Graphen der Funktionen
f (x) = −(x − 3)2 + 4, g(x) = 2x − 5, h(x) = −6x + 15 eingeschlossenen
Flächenstücks.

16.6. Es sei f : [a, b] → R streng monoton und stetig differenzierbar, g sei die
Umkehrfunktion von f . Zeigen Sie: g ist integrierbar (sogar stetig), und es gilt∫ f (b)

f (a)

g(t) dt +
∫ b

a
f (x) dx = b f (b)− a f (a).
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Bei vielen inner- wie außermathematischen Anwendungen der Integralrechnung
ist es wichtig, auch in den Fällen über einen vernünftigen Integralbegriff verfügen
zu können, in denen das Integrationsintevall nicht beschränkt ist oder die zu inte-
grierende Funktion nicht beschränkt ist oder sogar mehrere solcher Anomalitäten
auftreten.

Beispiel 17.1. Mit welcher Geschwindigkeit mußeine Kanonenkugel von der Erd-
oberfläche abgefeuert werden, damit sie nicht wieder zur Erde zurückkommt? Ist
dies überhaupt möglich?

Wir sehen vom Luftwiderstand u. ä. ab und berücksichtigen nur die vom Gra-
vitationsfeld der Erde auf die Kugel einwirkende Kraft. Die kinetische Energie der
Kugel mußmindestens so großsein wie die Arbeit, die man benötigt, um die Kugel
von der Erdoberfläche gegen die Schwerkraft ins

”
Unendliche“ zu bringen. Auf die

r

Kanonenkugel

Erde
F

Abbildung 17.1: Die Gravitationskraft

Kugel wirkt die Kraft

F(r) = γ · Mm

r2
.

Dabei ist γ die Gravitationskonstante, M die Erdmasse, m die Kugelmasse und r
der Abstand zum Erdmittelpunkt. Um die Kugel von der Erdoberfläche mit Ab-
stand R0 vom Erdmittelpunkt auf den Abstand R � R0 zu bringen, muß man die
Arbeit

AR =
∫ R

R0

F(r) dr =
∫ R

R0

γ · Mm

r2
dr = −γ · Mm

r

∣∣∣∣
R

R0

= γ Mm

(
1

R0
− 1

R

)

aufbringen. Um die Kugel ins
”
Unendliche“ zu bringen, benötigt man die Arbeit

A∞ = lim
R→∞

∫ R

R0

F(r) dr = γ Mm

R0
.
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Diese Arbeit können wir als den Flächeninhalt zwischen r -Achse und dem Gra-
phen von F rechts von R0 ansehen. Mit

r

F(r)

R0

Abbildung 17.2: Die benötigte Arbeit

γ = 6, 67 · 10−11 m3 kg−1 sec−2

M = 5, 95 · 1024 kg

R0 = 6, 36 · 106 m.

ergibt sich
A∞ = 6, 24 · 107 · m kg m2 sec−2 .

Beim Start mit der Geschwindigkeit v0 besitzt die Kanonenkugel die kinetische
Energie

E = 1

2
mv2

0.

Damit der Schuß ins Unendliche gelingt, muß E � A∞, also

v0 � 11170 m sec−1

sein. (Sicherheitshalber wählen wir v0 = 11, 2 km sec−1.)
Es ist naheliegend,∫ ∞

R0

F(r) dr für lim
R→R0

∫ r

R0

F(r) dr

zu schreiben.
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Definition 17.2. Die Funktion f sei auf dem Intervall [a,∞] definiert und über
jedem Intervall [a, b], b � a, integrierbar. Wir sagen, das uneigentliche Integral∫ ∞

a
f (x)dx

konvergiert, falls

lim
b→∞

∫ b

a
f (x) dx

existiert und eine reelle Zahl ist. Im Fall der Konvergenz setzt man∫ ∞
a

f (x) dx = lim
b→∞

∫ b

a
f (x) dx .

Beispiele 17.3. (1) Allgemeiner als im Beispiel oben gilt: Das Integral∫ ∞
a

1

xs
dx

konvergiert für s > 1. Es ist nämlich

lim
b→∞

∫ b

a

1

xs
dx = lim

b→∞

∫ b

a
x−s dx = lim

b→∞
1

−s + 1
x−s+1

∣∣b
a

= lim
b→∞

1

1− s
(b1−s − a1−s) = 1

s − 1
a1−s,

da limb→∞ b1−s = 0.

(2) Für s = 1 hingegen konvergiert das Integral nicht:

lim
b→∞

∫ b

a

1

x
dx = lim

b→∞ log b − log a = ∞.

(Für s < 1 konvergiert es natürlich erst recht nicht.)

(3)
∫∞

0 e−xdx = lim
b→∞(−e−b + 1) = 1.

Beispiel (2) zeigt, daßman keine Kanonenkugel ins Unendliche schießen könn-
te, falls die Gravitationskraft etwa durch γ Mmr−1 gegeben wäre.

Uneigentliche Integrale haben viel mit unendlichen Reihen zu tun. Man kann
Kriterien analog dem Cauchy-Kriterium, dem für absolute Konvergenz und dem
Majorantenkriterium angeben. Außerdem übertragen sich natürlich auch gewis-
se Aussagen über eigentliche auf uneigentliche Integrale. Einen direkten Zusam-
menhang zwischen unendlichen Reihen und uneigentlichen Integralen liefert das
Integral-Vergleichskriterium für unendliche Reihen:
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Satz 17.4. Es sei n0 ∈ N und f eine auf [n0,∞[ definierte, monoton fallende
Funktion mit f (x) � 0 für alle x ∈ [n0,∞[. Dann sind äquivalent:

(1) Die Reihe
∑∞

n=n0
f (n) konvergiert

(2) Das Integral
∫∞

n0
f (x) dx konvergiert.

f (x)

x

y

Abbildung 17.3: Der Vergleich von Ober- und Untersumme

Beweis. Für alle n � n0 ist

f (n) �
∫ n+1

n
f (x) dx � f (n + 1).

Durch Aufsummieren der Ungleichungen ergibt sich

N∑
n=n0

f (n) �
∫ N+1

n0

f (x) dx �
N+1∑

n=n0+1

f (n).

Daher ist die Reihe genau dann beschränkt, wenn das Integral beschränkt ist, und
dies ist in beiden Fällen hinreichend für die Konvergenz.

Beispiel (2) oben zeigt uns noch einmal, daßdie harmonische Reihe nicht kon-
vergiert. Beispiel (1) hingegen zeigt, daß für jedes s > 1 die Reihe

∑∞
n=1 1/ns

konvergiert. Ein weiteres Beispiel: Konvergiert

∞∑
n=2

1

n log n
?
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Nein, denn

lim
b→∞

∫ b

2

1

x log x
dx = lim

b→∞ log(log b)− log(log 2) = ∞.

Hingegen konvergiert
∞∑

n=2

1

n(log n)2
,

denn

lim
b→∞

∫ b

2

1

x(log x)2
dx = lim

b→∞

(
− 1

log b
+ 1

log 2

)
= 1

log 2
.

Eine andere Art uneigentliches Integral tritt auf, wenn die zu integrierende Funkti-
on in einem Randpunkt des Integrationsintervalls nicht definiert ist.

f (x)

x

y

Abbildung 17.4: Welchen Flächeninhalt besitzt das schraffierte Stück ?

Definition 17.5. Die Funktion f sei auf dem Intervall ] a, b] definiert und auf je-
dem der Intervalle [c, b] mit a < c � b integrierbar. Wir sagen, das (uneigentliche)
Integral ∫ b

a
f (x) dx

konvergiert, falls

lim
c↓a

∫ b

c
f (x) dx
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existiert und eine reelle Zahl ist. Im Falle der Konvergenz setzen wir∫ b

a
f (x) dx = lim

c↓a

∫ b

c
f (x) dx .

Beispiele 17.6. (1)
∫ 1

0 x−s dx konvergiert für s < 1: Es ist

lim
c→0

∫ 1

c

1

xs
dx = lim

c→0

1

1− s
(11−s − c1−s) = 1

1− s

(2)
∫ 1

0 x−1 dx konvergiert nicht, erst recht nicht
∫ 1

0 x−s dx für s > 1.

In vielen Fällen ist das Integral auch an mehreren Stellen uneigentlich. Man teilt
dann das Intervall so in Teilintervalle auf, daß in jedem Teilintervall nur jeweils
eine

”
Uneigentlichkeit“ auftritt.

Beispiele 17.7. ∫ ∞
−∞

xe−x2
dx .

Man untersucht ∫ ∞
0

xe−x2
dx und

∫ 0

−∞
xe−x2

dx .

Da xe−x2
eine ungerade Funktion ist, gilt für alle a ∈ R∫ a

0
xe−x2

dx = −
∫ 0

−a
xe−x2

dx,

so daß das zu berechnende Integral verschwindet, wenn
∫∞

0 xe−x2
dx konvergiert.

Es ist ∫ ∞
0

xe−x2
dx = lim

b→∞

∫ b

0
xe−x2

dx = lim
b→∞−

1

2
e−x2∣∣b

0=
1

2
,

also ∫ ∞
−∞

xe−x2
dx = 0.

Ein weiteres Beispiel: ∫ 1

−1

1√|x | dx .

Man untersucht ∫ 0

−1

1√|x | dx und
∫ 1

0

1√|x | dx
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und erhält ∫ 1

−1

1√|x | dx = 4.

Abschließend wollen wir noch ein besonderes wichtiges Beispiel diskutieren:
Für x > 0 setzen wir

	(x) =
∫ ∞

0
t x−1e−t dt.

Das Integral ist bei 0 und bei∞
”
uneigentlich“ . Das Integral∫ 1

0
t x−1e−t dt

konvergiert, weil t x−1e−t < 1
t1−x bei 0 < t und∫ 1

0

1

t1−x
dt

für x > 0 konvergiert. Das Integral∫ ∞
1

t x−1e−t dt

konvergiert auch. Um dies einzusehen, vergleichen wir mit t−2: Es ist

lim
t→∞ t2 · t x−1e−t = lim

t→∞ t x+1e−t = 0.

Das impliziert: Es existiert ein t0 mit t x−1e−t � t−2 für alle t � t0. Da
∫∞

1
1
t2 dt

konvergiert, konvergiert auch ∫ ∞
1

t x−1e−t dt.

Die oben definierte Funktion heißt Gamma-Funktion. Die Gammafunktion besitzt
viele bemerkenswerte Eigenschaften. Wir zeigen:

	(x + 1) = x	(x)

für alle x > 0: ∫ b

a
t xe−t dt = −t xe−t

∣∣b
a +

∫ b

a
xt x−1e−t dt

= −t xe−t
∣∣b
a + x

∫ b

a
t x−1e−t dt

Wenn a ↓ 0 und b → ∞, ergibt sich die behauptete Gleichung. Wegen 	(1) = 1
erhalten wir hieraus per Induktion: 	(n + 1) = n!.
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y

1

1 x

	(x)

Abbildung 17.5: Die Gammafunktion

Aufgaben

17.1. Für welche α ∈ R existiert
∫ ∞

2

dx

x(log x)α
?

17.2. Untersuchen Sie
∫ 1

0

log x

(1− x)
√

x
dx .

17.3. Konvergiert die Reihe
∞∑

k=1

log k

k2
?



Teil V

Funktionenfolgen und -reihen





18 Funktionenfolgen und -reihen. Potenzreihen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Prozeß zur Erzeugung von Funktionen un-
tersuchen, den wir zwar schon benutzt, dem wir aber keine besondere Aufmerk-
samkeit geschenkt haben, der Definition von Funktionen als Grenzfunktion von
Funktionenfolgen oder -reihen.

Beispiel 18.1. f = exp. Es ist exp(x) = ∑∞k=0 xk/k! für alle x ∈ R. Wenn wir
fk(x) = xk/k! setzen, so erhalten wir

exp(x) =
∞∑

k=0

fk(x).

Die Exponentialfunktion ist also Grenzfunktion der Funktionenreihe
∑∞

k=0 fk im
Sinne der folgenden Definition:

Definition 18.2. Es sei D ⊂ R. Zu jedem k ∈ N sei eine Funktion fk auf D
gegeben. Die Funktionenfolge ( fk) heißt punktweise konvergent auf D, wenn für
jedes x ∈ D die Zahlenfolge ( fk(x)) konvergiert. Die dann durch

f (x) = lim
k→∞ fk(x), x ∈ D,

definierte Funktion heißt Grenzfunktion der Funktionenfolge ( fk), und man sagt,
( fk) konvergiert punktweise gegen f . Unter der Funktionenreihe

∑∞
k=0 fk versteht

man die Folge (ihrer Partialsummen) (
∑n

k=0 fk)n�0. Falls diese punktweise kon-
vergiert, schreibt man auch ihren Limes als

∑∞
k=0 fk .

Wie bei allen Prozessen zur Erzeugung von Funktionen, die wir bisher kennen-
gelernt haben, fragen wir uns auch hier, welche Eigenschaften der Funktionen fk

sich auf die Grenzfunktion f übertragen.
(a) Wenn die fk stetig sind: Ist f = lim fk auch stetig?
(b) Wenn die fk differenzierbar sind: Ist f auch differenzierbar und gilt f ′ =
lim f ′k?
(c) Wenn die fk integrierbar sind: Ist f auch integrierbar und gilt

∫ b

a
f (x) dx = lim

k→∞

∫ b

a
fk(x) dx?

Es wird sich zeigen, daß alle drei Fragen nicht ohne weiteres mit
”
ja“ beant-

wortet werden können.
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1

1 x

y

x16

x2

x4

x8

Abbildung 18.1: Einige Glieder der Funktionenfolge fk(x) = xk .

Beispiel 18.3. Es sei D = [0, 1], fk(x) = xk für k ∈ N. Dann gilt

lim
k→∞ fk(x) =

{
0 für x < 1,

1 für x = 1.

Obwohl alle Funktionen fk stetig sind, ist die Grenzfunktion nicht stetig.

Die Schlüsselidee für jeglichen Fortschritt in diesem Problemkreis ist ein ver-
feinerter Konvergenzbegriff.

Definition 18.4. Unter den generellen Voraussetzungen der vorangegangenen De-
finition heißt die Folge ( fk) gleichmäßig konvergent gegen f , wenn zu jedem ε > 0
ein N ∈ N existiert mit

| fk(x)− f (x)| < ε für alle x ∈ D und alle k � N .

Die Gleichmäßigkeit der Konvergenz besteht darin, daß das zu ε > 0 existie-
rende N ∈ N gleichmäßig für alle x ∈ D gewählt werden kann. Eine gleichmäßig
konvergente Funktionenfolge konvergiert insbesondere punktweise. Es ist nahelie-
gend, daß es für die gleichmäßige Konvergenz auch ein Cauchy-Kriterium (vgl.
die Sätze 6.7 und 7.7) gibt.

Satz 18.5. Die Folge ( fk) von Funktionen auf der Teilmenge D von R konvergiert
genau dann gleichmäßig, wenn es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N gibt mit

| fm(x)− fn(x)| < ε für alle x ∈ D und alle m, n � N .
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Entsprechend konvergiert die Reihe
∑∞

k=0 fk genau dann gleichmäßig, wenn es zu
jedem ε > 0 ein N ∈ N gibt mit

|
n∑

k=m

fk(x)| < ε für alle x ∈ D und alle m, n � N .

Den einfachen Beweis überlassen wir einer Übungsaufgabe. Die Funktionen-
folge des vorangegangenen Beispiels ist nicht gleichmäßig konvergent: Es ist
fk(

k
√

1/2) = 1/2, also existiert zu ε = 1/2 kein N ∈ N mit | fk(x) − f (x)| < ε

für alle x ∈ [0, 1] und alle k � N . Dies folgt im übrigen auch aus

Satz 18.6. Es sei D ⊂ R und ( fk) eine Folge von auf D stetigen Funktionen. Wenn
die Folge ( fk) gleichmäßig gegen die Grenzfunktion f konvergiert, so ist auch f
stetig.

Beweis. Es sei a ∈ D und ε > 0 gegeben. Abzuschätzen ist | f (x)− f (a)|. Mittels
der Dreiecksungleichung ergibt sich

| f (x)− f (a)| � | f (x)− fk(x)| + | fk(x)− fk(a)| + | fk(a)− f (a)|.
Wir wählen also zunächst N so, daß

| f (x)− fN (x)| < ε

3
für alle x ∈ D,

dann δ > 0 mit

| fN (x)− fN (a)| < ε

3
für alle x ∈ D mit |x − a| < δ.

Es folgt

| f (x)− f (a)| < ε für alle x ∈ D mit |x − a| < δ.

Bemerkung 18.7. Die Aussage von Satz 18.6 läßt sich auch so formulieren: Für
alle a ∈ D gilt

lim
x→a

(
lim

k→∞ fk(x)

)
= lim

k→∞

(
lim
x→a

fk(x)

)
.

Man kann also die Grenzprozesse limx→a und limk→∞ unter den Voraussetzungen
von 18.6 vertauschen.

Auch bei der Übertragung von Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit auf die
Grenzfunktion spielt die gleichmäßige Konvergenz eine Schlüsselrolle. Wir be-
trachten zunächst die Integration.
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Satz 18.8. Die Funktionen fk seien stetig auf dem Intervall I = [a, b]. Wenn die
Folge ( fk) gleichmäßig gegen die Funktion f konvergiert, so ist f integrierbar,
und es gilt ∫ b

a
f (x) dx = lim

k→∞

∫ b

a
fk(x) dx .

Beweis. Aus 18.6 folgt, daß f stetig, also integrierbar ist. Wir dürfen ferner a < b
annehmen. Es sei dann ε > 0 gegeben und N so gewählt, daß | f (x) − fk(x)| <
ε/(b − a) für alle x ∈ [a, b] und alle k � N . Dann ist∣∣∣∣
∫ b

a
f (x) dx −

∫ b

a
fk(x) dx

∣∣∣∣ �
∫ b

a
| f (x)− fk(x)| dx < (b − a) · ε

b − a
= ε

für alle k � N .

Bemerkungen 18.9. Satz 18.8 bleibt gültig, wenn man von lediglich integrierbaren
Funktionen fk ausgeht. Schreibt man in 18.8 statt f (x) auf der linken Seite der
Gleichung limk→∞ fk(x), so sieht man, daßes wie in 18.6 um die Vertauschbarkeit
zweier Grenzprozesse geht.

Bevor wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden, betrachten wir wieder ein

Beispiel 18.10. Es sei D = [0, 1], fk(x) = 1
k · exp(−kx), k � 1. Dann gilt für alle

x ∈ D und k � 1:

0 < fk(x) �
1

k
,

also konvergiert ( fk) gleichmäßig gegen die Nullfunktion, die Folge der Ablei-
tungen ( f ′k) mit f ′k(x) = − exp(−kx) konvergiert jedoch punktweise gegen die
Funktion g,

g(x) =
{
−1 für x = 0,

0 sonst.

Die Ableitung der Grenzfunktion ist also keineswegs die Grenzfunktion der
Folge der Ableitungen. Es ist auch nicht allzu schwer, eine gleichmäßig konver-
gente Folge differenzierbarer Funktionen zu finden, deren Grenzfunktion nicht
differenzierbar ist. (Der Approximationssatz von Weierstraßbesagt sogar, daßjede
stetige Funktion auf dem Intervall [a, b] Grenzfunktion einer gleichmäßig konver-
genten Folge von Polynomen ist. Siehe zum Beispiel [6].)

Entscheidend ist, daß die Folge der Ableitungen gleichmäßig konvergiert:

Satz 18.11. Es sei ( fk) eine Folge von differenzierbaren Funktionen auf dem In-
tervall I . Es gelte:

(1) Die Folge ( fk) konvergiert punktweise auf I .
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(2) Die Folge ( f ′k) der Ableitungen konvergiert gleichmäßig auf I .

Dann ist die Grenzfunktion f = limk→∞ fk differenzierbar und f ′ = limk→∞ f ′k.

Beweis. Es sei a ∈ I und

qk(x) =



fk(x)− fk(a)

x − a
falls x �= a,

f ′k(a) falls x = a.

für alle k ∈ N. Die Funktionen qk sind stetig auf I . Wir zeigen, daß die Folge (qk)

auf I gleichmäßig konvergiert.
Da die fk differenzierbar sind, gibt es bei x �= a (nach dem Mittelwertsatz) zu

jedem Paar m, n natürlicher Zahlen ein cmn zwischen x und a mit

qm(x)− qn(x) = ( fm − fn)(x)− ( fm − fn)(a)

x − a
= ( f ′m − f ′n)(cmn).

Es sei jetzt ε > 0 vorgegeben. Da die Folge ( f ′k) auf I gleichmäßig konvergiert,
existiert nach Satz 18.5 ein N ∈ N mit

| f ′m(x)− f ′n(x)| < ε für alle x ∈ I und alle m, n � N .

Es folgt

|qm(x)− qn(x)| < ε für alle x ∈ I und alle m, n � N .

Erneute Anwendung von Satz 18.5 ergibt, daß die Folge (qk) auf I gleichmäßig
konvergiert. Die Grenzfunktion q = lim qk ist nach Satz 18.6 stetig. Da die Folge
( fk) auf I punktweise konvergiert, ist

q(x) = lim
k→∞ qk(x) = lim

k→∞
fk(x)− fk(a)

x − a
= f (x)− f (a)

x − a

für alle x ∈ I \ {a}. Damit folgt

lim
x→a

f (x)− f (a)

x − a
= lim

x→a
q(x) = q(a) = lim

k→∞ qk(a) = lim
k→∞ f ′k(a).

Das bedeutet: f ist in a differenzierbar, und es gilt f ′(a) = limk→∞ f ′k(a).

Bemerkungen 18.12. Man kann die Voraussetzungen von 18.11 noch etwas ab-
schwächen. Wir verweisen auf die Literatur (z.B. [6], Abschnitt 14.E). Auch im
Fall dieses Satzes handelt es sich um die Vertauschbarkeit zweier Grenzprozesse:
Die Aussage des Satzes bedeutet gerade

lim
x→a

lim
k→∞

fk(x)− fk(a)

x − a
= lim

k→∞ lim
x→a

fk(x)− fk(a)

x − a

für alle a ∈ I .
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Die Sätze 18.6 bis 18.11 lassen sich selbstverständlich auf Funktionenreihen
übertragen. Für Funktionenreihen lautet 18.6 etwa: Die Funktionen fk seien stetig
auf D; wenn die Funktionenreihe

∑∞
k=0 fk gleichmäßig auf D konvergiert, so ist

die Grenzfunktion stetig auf D.
Anwenden wollen wir die Sätze 18.6 bis 18.11 auf Potenzreihen, die wichtig-

sten Funktionenreihen der Analysis. Zuvor benötigen wir noch ein Konvergenzkri-
terium. Um es bequem formulieren zu können, verabreden wir eine Schreib- und
Sprechweise:

Definition 18.13. Es sei D ⊂ R und f eine beschränkte Funktion auf D. Dann
heißt

‖ f ‖D = sup
{| f (x)| ∣∣ x ∈ D

}
die Supremumsnorm von f (auf D).

Mit Hilfe der Supremumsnorm kann man die gleichmäßige Konvergenz ei-
ner Funktionenfolge ( fk) auf D gegen die Funktion f sehr einfach beschreiben,
nämlich durch

lim
k→∞‖ f − fk‖D = 0.

Dies ergibt sich sich direkt aus der Definition der gleichmäßigen Konvergenz:
| f (x)− fk(x)| � ε für alle x ∈ D ist äquivalent zu ‖ f − fk‖D � ε. Für Funktio-
nenreihen ist das folgende Kriterium besonders nützlich.

Satz 18.14. (Weierstraßsches Konvergenzkriterium) Es sei D ⊂ R.
∑∞

k=0 fk sei
eine Reihe beschränkter Funktionen auf D. Wenn

∞∑
k=0

‖ fk‖D

konvergiert, dann konvergiert
∑∞

k=0 fk gleichmäßig auf D.

Beweis. Jede der Reihen
∑∞

k=0 fk(x), x ∈ D, konvergiert nach dem Majoranten-
kriterium absolut. Die Reihe

∑
fk ist also punktweise konvergent. Es sei f (x) =∑∞

k=0 fk(x) und C = ∑∞k=0 ‖ fk‖D. Ferner sei ε > 0 gegeben. Dann existiert ein
N ∈ N mit

C −
n∑

k=0

‖ fk‖D =
∞∑

k=n+1

‖ fk‖D < ε für alle n � N .

Es folgt∣∣∣∣∣ f (x)−
n∑

k=0

fk(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣∣ �
∞∑

k=n+1

| fk(x)| �
∞∑

k=n+1

‖ fk‖D < ε

für alle n � N und alle x ∈ D.
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Wir wenden uns nun den Potenzreihen zu.

Definition 18.15. Es sei x0 ∈ R und (ak) eine Folge reeller Zahlen. Dann heißt die
Funktionenreihe

∑∞
k=0 ak(x − x0)

k eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt
x0.

Beispiele von Potenzreihen haben wir bereits kennengelernt, etwa
∞∑

k=0

xk : x0 = 0, Grenzfunktion ist
1

1− x
auf ]−1, 1[,

∞∑
k=0

xk

k!
: x0 = 0, Grenzfunktion ist exp auf ganz R,

∞∑
k=0

√
k (x − 1)k : x0 = 1, die Reihe konvergiert für |x − 1| < 1,

∞∑
k=0

1

2k · √k
(x − 2)k : x0 = 2, die Reihe konvergiert für |x − 2| < 2.

(Vgl. hierzu Aufgabe 7.4.) Nähere Aufschlüsse über das Konvergenzverhalten von
Potenzreihen liefert

Satz 18.16. Die Potenzreihe
∑∞

k=0 ak(x − x0)
k konvergiere in a ∈ R, a �= x0.

(1) Dann konvergiert sie auf jedem abgeschlossenen Intervall [x0 − r, x0 + r ] mit
0 � r < |a − x0| gleichmäßig.

(2) Gleiches gilt für die Reihen
∞∑

k=0

1

k + 1
ak (x − x0)

k+1 und
∞∑

k=1

k ak (x − x0)
k−1.

Beweis. Wir setzen

gk(x) = 1

k + 1
ak (x−x0)

k+1, fk(x) = ak(x−x0)
k, hk(x) = k ak (x−x0)

k−1.

Für alle x ∈ I = [x0− r, x0+ r ] und alle k ∈ N gilt dann |gk(x)| � | fk(x)| · r und
folglich ‖gk‖I � ‖ fk‖I ·r . Offenbar ist auch | fk(x)| � |hk(x)||x−x0| � |hk(x)| ·r
für alle x ∈ I und alle k � 1, also ‖ fk‖I � ‖hk‖I · r . Wegen Satz 18.14 genügt es
jetzt zu zeigen, daß die Reihe

∑∞
k=1 ‖hk‖I konvergiert.

Da
∑∞

k=0 ak(a − x0)
k konvergiert, sind die Glieder dieser Zahlenreihe sicher

beschränkt, etwa |ak(a − x0)
k| � M für alle k ∈ N. Für alle x ∈ I und alle k � 1

ist

|hk(x)| = k|ak||a − x0|k
∣∣∣∣x − x0

a − x0

∣∣∣∣
k−1 1

|a − x0| �
M

|a − x0| · k qk−1,
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wobei q = r/|a − x0|. Die Reihe
∑∞

k=1 k qk−1 konvergiert nach dem Quotienten-
kriterium. Folglich konvergiert auch

∑∞
k=1 ‖hk‖I .

Wir haben die Aussage (2) von Satz 18.16 natürlich deshalb bewiesen, weil die
Funktionen gk bzw. hk gerade Stammfunktionen bzw. die Ableitungen der Funk-
tionen fk sind.

Satz 18.16 legt folgende Definition nahe:

Definition 18.17. Falls die Menge{
x
∣∣∣∑∞

k=0
ak(x − x0)

k konvergiert
}

unbeschränkt ist, sagen wir, die Potenzreihe
∑∞

k=0 aa(x − x0)
k hat den Konver-

genzradius∞, andernfalls bezeichnen wir

sup
{
|x − x0|

∣∣∣∑∞
k=0

ak(x − x0)
k konvergiert

}
als Konvergenzradius.

Die Potenzreihen des Beispiels oben haben der Reihe nach die Konvergenzra-
dien 1, ∞, 1 und 2. Die Potenzreihe

∑∞
k=0 kk · xk hat den Konvergenzradius 0.

Es sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe
∑∞

k=0 ak(x − x0)
k . Dann folgt

mit 18.16 sofort:
(1) Für jedes x mit |x − x0| < R konvergiert die Reihe und
(2) für jedes x mit |x − x0| > R divergiert sie.
Über die Konvergenz in x0 − R und x0 + R kann man keine allgemeine Aussage
machen.

Wenn wir die Aussage in 18.16 über die gleichmäßige Konvergenz heranziehen
und mit 18.6 und 18.11 verbinden, ergibt sich

Satz 18.18. Die Potenzreihe
∑∞

k=0 ak(x−x0)
k habe den Konvergenzradius R > 0.

Es sei f die Grenzfunktion der Reihe (die ja zumindest auf ]x0 − R, x0 + R [
konvergiert). Dann gilt: f ist auf ]x0 − R, x0 + R [ unendlich oft differenzierbar;
es ist

f ′(x) =
∞∑

k=1

k ak (x − x0)
k−1 für alle x ∈ ]x0 − R, x0 + R [ (∗)

und f (k)(x0) = k! ak für alle k ∈ N. Die Funktion

g(x) =
∞∑

k=0

1

k + 1
ak (x − x0)

k+1, x ∈ ]x0 − R, x0 + R [,

ist eine Stammfunktion von f .
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Beweis. Es sei a ∈ ]x0 − R, x0 + R [. Wir wählen r und x1 so, daß

|a − x0| < r < |x1 − x0| < R.

Die Potenzreihe konvergiert in x1, also konvergiert nach 18.16 die Reihe der Ablei-
tungen der Glieder der Potenzreihe gleichmäßig auf [x0 − r, x0 + r ]. Die Ein-
schränkung der Grenzfunktion f auf [x0 − r, x0 + r ] ist also nach 18.11 in a
differenzierbar, damit aber auch f selbst. (∗) ergibt sich ebenfalls aus Satz 18.11.

Alle weiteren die Differenzierbarkeit betreffenden Behauptungen folgen nun
leicht durch Induktion. Die letzte Aussage folgt wegen 18.16 unmittelbar aus der
ersten (oder auch aus 18.8).

Satz 18.18 ist ein sehr wirkungsvolles Instrument zur Untersuchung von Funk-
tionen. Hätten wir ihn zu einem früheren Zeitpunkt bewiesen (was durchaus mög-
lich gewesen wäre), so hätten wir mit seiner Hilfe alle Eigenschaften der elemen-
taren Funktionen ableiten können. Wir wollen dies etwas näher ausführen.

Es ergibt sich unmittelbar und auf natürliche Weise die Differenzierbarkeit der
Exponentialfunktion und der trigonometrischen Funktionen und auch exp′ = exp
sowie cos′ = − sin, sin′ = cos. Das Additionstheorem für die Exponentialfunktion
(Satz 11.1) bekommen wir so: Wir betrachten für festes y ∈ R die Funktion f (x) =
exp(x + y), x ∈ R. Es ist f ′ = f . In Abschnitt 14 wurde gezeigt (unmittelbar im
Anschlußan Satz 14.6), daßhieraus bereits f = c · exp folgt mit einer Konstanten
c, also exp(x + y) = c · exp(x) für alle x ∈ R. Wegen exp(0) = 1 erhält man
exp(y) = c, insgesamt also exp(x + y) = exp(x) exp(y). Ähnlich können wir bei
den trigonometrischen Funktionen argumentieren: Für festes y ∈ R sei g(x) =
cos(x + y) für alle x ∈ R. Dann gilt g′′ + g = 0. Aus Aufgabe 14.12 folgt g(x) =
g(0) cos x + g′(0) sin x . Das ist aber gerade das Additionstheorem für cos.

Beispiel 18.19. Wir betrachten die Funktion f (x) = 1/(1 + x2), die auf ganz R
definiert ist. Für x ∈ ]−1, 1[ gilt

f (x) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k,

was man durch Einsetzen in die geometrische Reihe erhält. Außerdem ist arctan
eine Stammfunktion von f . Eine weitere Stammfunktion, nämlich

∞∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
,

gewinnt man mit Satz 18.18. Da beide Funktionen in 0 übereinstimmen, sind sie
schon gleich, also

arctan x =
∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1
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für x ∈ ]−1, 1[. (Die Potenzreihendarstellung von arctan geht auf Gregory zurück.)
Wir behaupten, daß diese Gleichung auch noch für x = ±1 gilt. Zunächst einmal
ist klar, daßdie Reihe auf der rechten Seite in ±1 konvergiert, denn sie ergibt nach
Einsetzen von x = ±1 bis aufs Vorzeichen gerade die alternierende Reihe über die
Kehrwerte der ungeraden positiven Zahlen. Diese konvergiert nach dem Leibniz-
Kriterium 7.8. Wir können daher

g(x) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1

für alle x ∈ [−1, 1] setzen. Dafür daß g(x) = arctan x für alle x ∈ [−1, 1] gilt,
genügt es, die Stetigkeit von g zu beweisen. Da nämlich auch arctan stetig ist und
g(x) = arctan x für alle x ∈ ]−1, 1[ gilt, ergibt sich g(x) = arctan x auch für
x = ±1.

Nach Satz 18.6 ist g sicherlich dann stetig, wenn die Reihe
∑∞

k=0(−1)k x2k+1

2k+1
auf [−1, 1] gleichmäßig konvergiert. Da die Reihe für jedes x ∈ [−1, 1] eine al-
ternierende Reihe zur monotonen Nullfolge (x2k+1/(2k + 1)) ist, gilt nach den
Bemerkungen 7.9

∣∣∣∣∣g(x)−
n∑

k=0

(−1)k x2k+1

2k + 1

∣∣∣∣∣ �

∣∣∣∣∣ x2n+3

2n + 3

∣∣∣∣∣ �
1

2n + 3

für alle x ∈ [−1, 1] und alle n ∈ N. Dies beweist bereits die gleichmäßige Konver-
genz.

Für x = 1 erhält man speziell

π

4
=
∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
.

Dies ist die berühmte Leibnizsche Reihendarstellung für π/4. Für die numerische
Berechnung von π ist diese Darstellung wegen ihrer schlechten Konvergenz un-
brauchbar. Dennoch läßt sich die arctan-Reihe für die Berechnung von π nut-
zen; siehe dazu Aufgabe 18.6 oder W. Bruns, Über π und seine Berechnung,
http://www.math.uos.de/staff/phpages/brunsw/course.htm.

Statt der Abschätzung der Differenz zwischen g(x) und der Partialsumme in
x kann man auch den Abelschen Grenzwertsatz17 benutzen, um die Leibnizsche
Formel zu beweisen; siehe Storch-Wiebe [6].

17Niels Henrik Abel, Mathematiker, 1802-1829
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Aufgaben

18.1. Zeigen Sie, daß die Folge ( fk) von Funktionen auf dem Intervall I punkt-
weise gegen die Funktion f konvergiert, und zwar für

(a) fk(x) = kx2

1+ kx
, f (x) = x, I = [0, 1],

(b) fk(x) = sin kx

2kx
, f (x) = 0, I = ] 0,∞[.

Konvergieren die Folgen gleichmäßig?

18.2. Die Folgen ( fk) und (gk) von Funktionen auf der Teilmenge D von R mögen
gleichmäßig gegen die Funktion f bzw. g konvergieren. Zeigen Sie: Die Folge
( fk + gk) konvergiert gleichmäßig gegen f + g.

18.3. Es sei (ak) eine Zahlenfolge, derart daßdie Reihe
∑∞

k=1 kak absolut konver-
giert. Zeigen Sie: Die Reihen

∞∑
k=1

ak sin kx und
∞∑

k=1

kak cos kx

konvergieren auf R gleichmäßig. Für die Grenzfunktionen f bzw. g gilt: g = f ′.
18.4. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Reihen:

(a)
∞∑

k=1

k(x − 1)k (b)
∞∑

k=1

xk

(k + 1) log(k + 1)
.

18.5. Beweisen Sie die Formel von Cauchy-Hadamard18: Es sei x0 ∈ R. Für den
Konvergenzradius R der Potenzreihe

∑∞
k=0 ak(x − x0)

k gilt dann

R = 1

lim sup k
√|ak| .

Hinweis: Verwenden Sie das Wurzelkriterium aus Aufgabe 7.5.

18.6. Beweisen Sie die Machinsche Formel19

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239

und bestimmen Sie dann π mit Hilfe der arctan-Reihe auf 5 Stellen genau. Wer
will, kann sich die ersten 30 Ziffern von π leicht mit Hilfe der folgenden französi-
schen Verse merken:

18Jaques Hadamard, Mathematiker, 1865-1963
19John Machin, Mathematiker, 1685-1751
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Que j‘aime à faire apprendre un nombre utile aux sages!
Immortel Archimède, artiste ingénieur,
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moi, ton problème eut de pareils avantages.

Ersetzt man hier jedes Wort durch die Anzahl seiner Buchstaben, so erhält man

π = 3, 1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 79 . . . .

Die beiden nächsten Ziffern sind übrigens 50, und durch die 0 wird der dichte-
rischen Übung eine natürliche Grenze gesetzt. (Aus Alexander Ostrowski, Vorle-
sungen über Differential- und Integralrechnung I, Verlag Birkhäuser, Basel 1952,
p. 342)

18.7. In Analogie zu Beispiel 18.19 untersuche man die Stammfunktion log(1+x)

zu f (x) = 1/(1+ x) und beweise die Leibnizsche Darstellung

log 2 =
∞∑

k=0

(−1)k

k + 1
.
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Der letzte Abschnitt dieses Grundkurses ist in einem gewissen Sinne komple-
mentär zu dem zweiten Teil des vorangegangenen. Wir beschäftigen uns jetzt näm-
lich mit dem Problem, eine gegebene Funktion f als Potenzreihe darzustellen.
Natürlich wird man sehr einschränkende Voraussetzungen über f machen müssen:
Im Hinblick auf 18.18 ist mindestens unendlich häufige Differenzierbarkeit not-
wendig.

Wir beginnen mit etwas allgemeineren Überlegungen zur angenäherten Berech-
nung von Funktionen durch Polynome. Intuitiv könnte man sich der Lösung dieses
Problems folgendermaßen nähern: Es sei f eine im Punkte x0 ”

genügend glatte“
Funktion. Dann wähle man ein Polynom p so, daß es sich möglichst gut an f im
Punkte x0 ”

anschmiegt“ . Wenn sich p an f gut anschmiegt, so sollte sich p′ gut an
f ′ in x0 anschmiegen usw. Eine gute Bedingung für die Wahl von

p(x) = a0 + a1(x − x0)+ · · · + an(x − x0)
n

ist also: p(i)(x0) = f (i)(x0) für i = 0, . . . , n. (Da p(n+1) = 0, können wir mehr
nicht verlangen). Es gilt

p(i)(x0) = i! ai ,

und daher sollte man

ai = f (i)(x0)

i!

wählen. Bei dieser Wahl der ai gilt p(i)(x0) = f (i)(x0) für i = 0, . . . , n.

Definition 19.1. I ⊂ R sei ein Intervall, f eine n-mal differenzierbare Funktion
auf I und x0 ∈ I . Dann heißt

p(x) = f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)+ f ′′(x0)

2
(x − x0)

2 + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

das n-te Taylor20-Polynom von f in x0.

Beispiele 19.2. (1) Wird die Funktion f auf dem Intervall ]x0− R, x0+ R[ durch
eine konvergente Potenzreihe dargestellt, d. h. gilt dort

f (x) =
∞∑

k=0

ak (x − x0)
k,

20nach dem Mathematiker Brook Taylor, 1685-1731
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dann ist das n-te Taylor-Polynom von f in x0 nach 18.18 gerade die Partialsumme
n∑

k=0

ak (x − x0)
k .

Insbesondere stimmt das m-te Taylor-Polynom eines Polynoms p vom Grad m in
0 mit p überein.
(2) Es sei f (x) = 5x4 − x3 + 2x2 + 1 und x0 = 1. Dann gilt

f ′(x) = 20x3 − 3x2 + 4x : f ′(1) = 21

f ′′(x) = 60x2 − 6x + 4 : f ′′(1) = 58

f ′′′(x) = 120x − 6 : f ′′′(1) = 114

f (4)(x) = 120 : f (4)(1) = 120

f (5)(x) = 0 : f (5)(1) = 0.

Das 4-te Taylor-Polynom von f in x0 = 1 lautet also

p(x) = 7+ 21(x − 1)+ 29(x − 1)2 + 19(x − 1)3 + 5(x − 1)4.

Wenn man p ausmultipliziert und mit f vergleicht, stellt man fest: p = f . Dies
ist natürlich zu erwarten, und wird sich allgemein als Spezialfall von Satz 19.4
erweisen.

Der folgende Satz zeigt, daßdie Taylor-Polynome die Funktion f im Entwick-
lungspunkt besonders gut annähern:

Satz 19.3. Sei n ∈ N, n � 1. Die Funktion f sei (n − 1)-mal differenzierbar auf
dem Intervall I und ihre (n−1)-te Ableitung sei differenzierbar in x0. Für das n-te
Taylor-Polynom p(x) von f in x0 gilt dann

lim
x→x0

f (x)− p(x)

(x − x0)n
= 0.

Beweis. Wir setzen g(x) = f (x)− p(x). Auch g ist (n−1)-mal differenzierbar auf
I und g(n−1) differenzierbar in x0. Zusätzlich gilt g(k)(x0) = 0 für k = 0, . . . , n.
Insbesondere ist also

lim
x→x0

g(n−1)(x)

x − x0
= 0.

Da Zähler und Nenner in 0 stetig sind und verschwinden, können wir die Regel
von de L’Hospital anwenden und erhalten

lim
x→x0

g(n−2)(x)

(x − x0)2
= 1

2
lim

x→x0

g(n−1)(x)

x − x0
= 0.
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Iteriert man diesen Schritt, so ergibt sich endlich

lim
x→x0

g(x)

(x − x0)n
= 1

n!
lim

x→x0

g(n−1)(x)

x − x0
= 0.

Die im vorangegangenen Satz 19.3 festgestellte Eigenschaft drückt man kurz
so aus: p approximiert f in x0 von der Ordnung n. Sie legt nahe, daß man Werte
der Funktion f zumindest nahe bei x0 mit hoher Genauigkeit durch Auswerten
eines Taylor-Polynoms ausrechnen kann. Dennoch ist Satz 19.3 für diesen Zweck
noch nicht brauchbar, denn er sagt zwar, daßder Fehler für x → x0 ”

schneller“ als
(x − x0)

n gegen 0 geht, läßt aber für festes x keinen Schluß über die Größe des
Fehlers zu. Dies nun ermöglicht der folgende Satz.

Satz 19.4. I sei ein Intervall, f eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion
auf I , x0 ∈ I . Dann gilt: Für alle x ∈ I ist

f (x) =
n∑

i=0

f (i)(x0)

i!
(x − x0)

i + Rn+1(x)

mit

Rn+1(x) = 1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x − t)n dt.

Beweis. Der Beweis ist überraschend einfach. Wir führen eine Induktion über n.
Es sei n = 0. Dann ist

f (x) = f (x0)+
∫ x

x0

f ′(t) dt

gerade die Aussage von Satz 16.6.
Beim Schluß von n auf n + 1 erhält man durch partielle Integration

Rn+1(x) = 1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x − t)n dt

= 1

n!
f (n+1)(t)

(x − t)n+1

n + 1
(−1)

∣∣∣∣
x

x0

− 1

n!

∫ x

x0

f (n+2)(t)
(x − t)n+1

n + 1
(−1) dt

= 1

(n + 1)!
f (n+1)(x0)(x − x0)

n+1 + 1

(n + 1)!

∫ x

x0

f (n+2)(t)(x − t)n+1 dt.

Also

f (x) = pn(x)+ Rn+1(x) = pn(x)+ f (n+1)(x0)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1 + Rn+2(x)

= pn+1(x)+ Rn+2(x).
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Die in 19.4 angegebene Form des Restgliedes Rn+1(x) heißt Integralform. Sie
ist für viele Probleme gut verwendbar. Der folgende Satz gibt zwei weitere Formen
des Restglieds an.

Satz 19.5. Unter den Voraussetzungen des Satzes 19.4 gilt

Rn+1(x) = f (n+1)(ξ)

n!
(x − ξ)n · (x − x0), (Cauchysches Restglied)

wobei ξ eine von (x abhängige) Zahl zwischen x und x0 ist, und ebenso

Rn+1(x) = f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1, (Lagrangesches Restglied)21

wobei wiederum ξ zwischen x und x0 liegt.

Beweis. Beide Formen des Restglieds ergeben sich durch Anwendung des Mittel-
wertsatzes der Integralrechnung (Satz 15.10) auf die Integralform. Für das Cauchy-
sche Restglied wählt man im Mittelwertsatz g(x) = 1 und für die Lagrangesche
Form g(x) = (x − t)n.

Für die Formen des Restgliedes in Satz 19.5 genügt die (n + 1)-malige Diffe-
renzierbarkeit von f ; siehe dazu Aufgabe 19.4.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 19.4 oder Satz 19.5 ergibt sich:

Satz 19.6. (1) I sei ein Intervall, f eine (n+1)-mal differenzierbare Funktion auf
I . Falls f (n+1)(x) = 0 gilt für alle x ∈ I , ist f gleich 0 oder ein Polynom eines
Grades kleiner oder gleich n.

(2) f sei ein Polynom des Grades n und x0 ∈ R. Dann ist

f (x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k .

Natürlich läßt sich die erste Aussage dieses Satzes auch leicht mit Satz 14.6 be-
weisen. Satz 19.6 (2) zeigt, wie man Polynome effektiv nach Potenzen von (x−x0)

entwickelt. (Auch diese Aussage erhält man durch Induktion über n leicht mittels
Satz 4.11(1) und der Leibniz-Regel aus Aufgabe 13.8.)

21nach dem Mathematiker Joseph Louis Lagrange, 1737-1813
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Beispiele 19.7. (1)

e = exp 1 =
n∑

k=0

1

k!
+ Rn+1(1) (1)

=
n∑

k=0

1

k!
+ 1

n!

∫ 1

0
exp(t)(1− t)n dt.

Das Integral können wir leicht abschätzen: Es ist

∫ 1

0
exp(t)(1− t)n dt � e

∫ 1

0
(1− t)n dt = e

n + 1
.

Man hat also

Rn+1(1) �
1

(n + 1)!
· e.

(Dies ergibt sich auch sofort aus dem Lagrangeschen Restglied). Da wir schon
wissen, daß e < 3 ist, erhalten wir

e =
n∑

k=0

1

k!
+ rn+1 mit 0 < rn+1 <

3

(n + 1)!
.

Um etwa e mit einem Fehler < 10−6 zu bestimmen, muß man n so wählen, daß

(n + 1)! � 3 · 106

ist. Dies ist für n � 9 der Fall.
Andererseits ist in diesem Fall der Fehler sicher größer als das erste nicht mehr

berücksichtigte Reihenglied 1/(n+1)!. Daher genügt n = 8 nicht. Man vergleiche
die soeben erhaltene Restgliedabschätzung auch mit Aufgabe 11.6.

(2) Wir betrachten f (x) = √x und x0 = 1. Mit dem zweiten Taylor-Polynom
ergibt sich

√
x = 1+ 1

2
(x − 1)− 1

8
(x − 1)2 + R3(x),

R3(x) = 1

2

∫ x

1

3

8
t−

5
2 (x − t)2 dt,

also

0 � R3(x) �
3

16
(x − 1)3
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für x � 1. Wenn wir diese Formel direkt zur Berechnung von
√

2 anwenden,
erhalten wir √

2 = 1
3

8
+ R3(2) mit 0 � R3(2) �

3

16
,

und dieser Näherungswert ist wirklich schlecht! Ein Trick hilft weiter:√
50

49
= 5

7

√
2

und √
50

49
= 1+ 1

2 · 49
− 1

8 · 492
+ R3(

50

49
) = 19403

19208
+ R3(

50

49
)

mit

0 � R3(
50

49
) �

3

16 · 493
< 0, 0000017.

Es ergibt sich

0 �
√

2− 7 · 19403

5 · 19198
<

7

5
· 0, 0000017,

0 �
√

2− 1, 4142128 < 0, 0000024.

Nach Satz 19.3 gilt limx→x0 Rn+1(x)/(x− x0)
n = 0. Dabei beobachten wir das

Restglied Rn+1 für festes n und lassen x → x0 gehen. Es ist genauso naheliegend
zu fragen, wie sich bei festem x die Restglieder Rn+1(x) für n → ∞ verhalten.
Dies setzt natürlich voraus, daß die Funktion f unendlich oft differenzierbar ist.

Definition 19.8. I sei ein Intervall, f eine unendlich oft differenzierbare Funktion
auf I . Dann heißt die unendliche Reihe

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k

Taylor-Reihe von f in x0.

Bei festem x ∈ I ist die Konvergenz dieser Reihe gegen f (x) gleichbedeutend
mit limn→∞ Rn+1(x) = 0.

Man kann Beispiele von unendlich oft differenzierbaren Funktionen f angeben,
deren Taylor-Reihe in x0 außer in x = x0 nicht konvergiert, und auch Beispiele
konstruieren, bei denen die Taylor-Reihe in x0 zwar überall konvergiert, aber außer
in x = x0 nirgends gegen f (x). Zumindest für diesen zweiten Fall wollen wir ein
Beispiel geben. Sei

f (x) =
{

exp(−1/x2) für x �= 0,

0 für x = 0.
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Durch Induktion über n rechnet man leicht nach, daß es Polynome qn gibt mit

f (n)(x) =
{

qn(1/x) exp(−1/x2) für x �= 0,

0 für x = 0.

Dabei folgt die Aussage für x = 0 aus der für alle Polynome p gültigen Beziehung

lim
x→0

p(1/x) exp(−1/x2) = lim
y→∞ p(y) exp(−y2) = 0;

vgl. Satz 11.10. Somit verschwinden alle Ableitungen von f im Nullpunkt, die
Taylor-Reihe konvergiert überall gegen die Nullfunktion, aber nur im Nullpunkt
gegen f . Dieses und viele andere Phänomene, die bei der Taylor-Entwicklung im
Reellen auftreten, kann man erst in der Analysis über den komplexen Zahlen wirk-
lich verstehen.

Bei den Funktionen, für die wir bereits eine Potenzreihendarstellung kennen,
stimmt die Taylor-Reihe nach Satz 18.18 mit der jeweiligen Potenzreihe überein.

Als ein etwas schwierigeres und neues Beispiel betrachten wir die Funktion
f (x) = (1 + x)α wobei α eine beliebige reelle Zahl ist und |x | < 1. Falls α ∈ N,
ergibt sich die Taylor-Entwicklung von f im Entwicklungspunkt 0 aus der bino-
mischen Formel:

f (x) =
α∑

k=0

(
α

k

)
xk .

(In diesem Fall ist (1 + x)α für alle x ∈ R definiert.) Um die Taylor-Reihe für
beliebiges α �= 0 zu erhalten, differenzieren wir. Mit Induktion sieht man

f (k)(x) = α(α − 1) · · · (α − k + 1)(1+ x)α−k .

Man verallgemeinert nun die Definition des Binomialkoeffizienten mittels(
α

0

)
= 1,

(
α

k

)
= α(α − 1) · · · (α − k + 1)

k!
für k ∈ N, k > 0.

Falls α /∈ N, sind alle diese Binomialkoeffizienten von 0 verschieden.
In Verallgemeinerung der binomischen Formel erhalten wir die Binomialreihe

zum Exponenten α als Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt 0:

Satz 19.9. Für alle x ∈ ]−1, 1[ und alle α ∈ R gilt

(1+ x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
xk .

Bei α /∈ N hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, daß die Reihe konvergiert. Damit ist die behaupte-
te Gleichung noch keineswegs bewiesen, aber bei der dann folgenden Restglie-
dabschätzung treten Terme vom Typ der Reihenglieder auf, so daßman die Aussa-
ge über die Konvergenz gut verwerten kann. (Man kann die Gleichung aber auch
mit einem anderen Argument aus der Konvergenz der Reihe folgern; siehe Aufgabe
19.5.)

Im Fall α ∈ N ist die Behauptung klar, weil die Reihe nur endlich viele Glieder
�= 0 hat, wie wir oben schon festgestellt haben. In allen anderen Fällen sind alle
Reihenglieder von 0 verschieden. Wir verwenden das Quotientenkriterium:

∣∣∣
(

α
k+1

)
xk+1(

α
k

)
xk

∣∣∣ = ∣∣∣(α − k + 1)x

k + 1

∣∣∣ = ∣∣∣1− α

k + 1

∣∣∣|x | (1)

konvergiert gegen |x | für k → ∞, so daß die Konvergenz der Reihe aus der Vor-
aussetzung |x | < 1 folgt. Speziell gilt

lim
k→∞

(
α

k

)
xk = 0.

Im Fall |x | > 1 folgt aus der Abschätzung (1), daßdie Reihenglieder für genügend
großes k dem Betrage nach wachsen, so daß die Reihe divergiert.

Für 0 � x < 1 verwendet man zweckmäßig die Lagrangesche Form des Rest-
glieds. Es gilt

Rn+1(x) =
(

α

n + 1

)
(1+ ξ)α−(n+1)xn+1,

wobei 0 � ξ � x . Für n + 1 > α ist (1 + ξ)α−(n+1) � 1 und, wie wir gerade
gesehen haben, gilt limn→∞

(
α

n+1

)
xn+1 = 0.

Für den schwierigeren Fall −1 < x � 0 erweist sich die Cauchysche Form des
Restglieds als günstig:

Rn+1(x) = α(α − 1) · · · (α − n)

n!
(1+ ξ)α−(n+1)(x − ξ)nx

= α

(
α − 1

n

)
x (1+ ξ)α−1

(x − ξ

1+ ξ

)n
.

Zunächst prüft man leicht, daß

|(1+ ξ)α−1| � M, M = max(1, (1+ x)α−1),

wobei im Fall α � 1 die obere Schranke 1 zum Zuge kommt und andernfalls
(1+ x)α−1 – schließlich ist 0 < 1+ x � 1+ ξ � 1. Des weiteren ist∣∣∣x − ξ

1+ ξ

∣∣∣ = |x |1− ξ/x

1− |ξ | � |x |,
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denn |ξ | � ξ/x � 1. Einsetzen dieser Abschätzungen führt zu

|Rn+1(x)| � |α|
∣∣∣∣
(

α − 1

n

)∣∣∣∣ |x |M |x |n,
und wegen

(
α−1

n

)
xn → 0 ergibt sich wieder, daß das Restglied mit wachsendem n

gegen 0 geht.

Für alle α ∈ R ist (1 + x)α auch bei x = 1 definiert und im Falle α � 0
existiert limx→−1(1+x)α. Man kann daher ähnlich wie bei der Leibnizschen Reihe
oder der arctan-Reihe nach der Konvergenz in den Randpunkten x = 1 oder sogar
x = ±1 fragen. Ohne Beweis erwähnen wir, daß die Binomialreihe im Fall α � 0
gleichmäßig und absolut auf [−1, 1] gegen (1 + x)α konvergiert; im Fall −1 <

α < 0 konvergiert sie noch in 1, aber für α � −1 weder in −1 noch in 1.
Wir diskutieren zur Binomialreihe noch einige

Beispiele 19.10. (1) Auch der Fall α = −1 ist uns gut bekannt. Die Substitution
von −x für x in der geometrischen Reihe ergibt

1

1+ x
=
∞∑

k=0

(−1)k xk, x ∈ ]−1, 1[

was nun auch aus Satz 19.9 folgt, denn
(−1

k

) = (−1)k .

(2) Es gilt arcsin′(x) = 1/
√

1− x2 für alle x ∈ ]−1, 1[. Daher kann man mit
α = −1/2 und der Substitution von−x2 für x die Taylor-Reihe von arcsin′ aus der
Binomialreihe gewinnen:

arcsin′(x) =
∞∑

k=0

(−1/2

k

)
x2k =

∞∑
k=0

(−1)k 1 · 3 · · · (2k − 1)

2kk!
x2k .

Gliedweise Integration ergibt (mit arcsin(0) = 0)

arcsin(x) =
∞∑

k=0

(−1)k 1 · 3 · · · (2k − 1)

2 · 4 · · · 2k

x2k+1

2k + 1
.

Newton22 der zwar noch nicht die Taylor-Entwicklung, wohl aber die Binomial-
reihe kannte, hat diese Betrachtung angestellt, um durch anschließenden Übergang
zur Umkehrfunktion die Potenzreihenentwicklung des Sinus zu gewinnen!

22Isaac Newton, einer der bedeutendsten Mathematiker, Naturforscher und Physiker, 1643-1727
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(3) Für −1 < x < 1 gilt

|x | =
√

x2 =
√

1+ (x2 − 1) =
∞∑

k=0

(
1/2

k

)
(x2 − 1)k .

Diese Reihe ist zwar keine Potenzreihe, aber ihre Glieder und Partialsummen sind
Polynome. Wenn man nun berücksichtigt, daßdie Binomialreihe im Fall α � 0 auf
[0, 1] gleichmäßig konvergiert (was wir freilich nicht bewiesen haben), ergibt sich
eine gleichmäßige Approximation der Betragsfunktion auf dem Intervall [−1, 1]
durch Polynome. Dies ist ein Spezialfall des Weierstraßschen Approximationssat-
zes, den wir schon im letzten Abschnitt erwähnt haben.

Aufgaben

19.1. Entwickeln Sie das Polynom f (x) = 2+ 3x + 5x3 − x4 nach Potenzen von
x + 1.

19.2. Das wievielte Taylor-Polynom von exp in x0 = 0 muß man verwenden,
um exp(1

4) so genau zu bestimmen, daß sich daraus e mittels der Beziehung e =
(exp(1

4))4 bis auf einen Fehler von 10−50 bestimmen läßt?

19.3. Bestimmen Sie mittels der geometrischen Reihe das Restglied des n-ten
Taylor-Polynoms von f (x) = 1/(1 + x) in x0 = 0 und daraus das entsprechende
Restglied für g(x) = log(1+ x). Zeigen Sie dann

log 2 =
∞∑

k=0

(−1)k · 1

k + 1
.

19.4. In dieser Aufgabe sollen die Cauchysche und die Lagrangesche Form des
Restgliedes unter der Voraussetzung hergeleitet werden, daß f (n + 1)-mal dif-
ferenzierbar ist. Dazu betrachte man bei festem x für t zwischen x und x0 die
Funktion

S(t) = f (x)−
n∑

k=0

f (k)(t)

k!
(x − t)k .

Dann ist offensichtlich S(x0) = Rn+1(x) und S(x) = 0.

(a) Zeigen Sie: Für alle t zwischen x und x0 ist

S′(t) = − f (n+1)(t)

n!
(x − t)n,
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(b) Wenden Sie nun den (verallgemeinerten) Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung auf (S(x)− S(x0))/(x − x0) und (S(x)− S(x0)/(g(x)− g(x0)) mit g(t) =
(x − t)n an.

Durch eine andere Wahl von g kann man weitere Formen des Restglieds gewinnen.

19.5. Für α ∈ R und x ∈ ]−1, 1[ sei f (x) = (1 + x)α und g(x) = ∑∞k=0

(
α
k

)
xk .

Zeigen Sie:

(a) g ist differenzierbar und es gilt g′(x) = αg(x)/(1+ x) für alle x ∈ ]−1, 1[.

(b) Wenn h eine differenzierbare Funktion auf ]−1, 1[ ist, die dort der Gleichung
h′(x) = αh(x)/(1+ x) genügt, so gibt es ein c ∈ R mit h = c f .

(c) Es gilt g = f .
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