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1 DaslInduktionsprinzip
Wir bezeichnen mit

N die Menge der ndirlichen Zahlen (einschlief3lich 0)
7 die Menge der ganzen Zahlen

Q die Menge der rationalen Zahlen

R die Menge der reellen Zahlen.

Wir gehen davon aus, dal? der Leser auf der Schule gelernt hat, in diesen Zahlberei-
chen zu rechnen, und dal} er die Zeiche(,kleiner), < (,kleiner oder gleich®),

> (,groRer’), > (,groRer oder gleich*) kennt. Ebenso setzen wir voraus, dal3 der
Leser mit dem Begriff Menge“ vertraut ist. Mengentheoretische Symbole werden
immer dann erkirt, wenn wir sie das erste Mal benutzen. In

NCZcCQcCR bedeutetc ,Teilmenge von“, in
NG ZS QSR bedeutet;: ,echte Teilmenge von®, in
7Z ¢ N bedeutetz ,nicht Teilmenge von“, in
3 €7 bedeutek ,Elementvon® und in
—5¢ N bedeutet ,nicht Element von®.

Die leere Menge bezeichnen wir mi¢f. Haufig werden wir MengeM dadurch
definieren, dal3 wir alle Elemente einer gegebenen Menge, die eine gewisse Ei-
genschaft besitzen, iM zusammenfassen. Dabei ist der Definitionsdoppelpunkt
nutzlich: Etwa

M :={ze Z | zgeradé.

{...} ist das Mengenklammernpaar, und wir definieren, tdadlie Menge aller
geraden ganzen Zahlen bezeichiet, ..., ay} steht fir die Menge, die aus den
Elementeray, ..., a, besteht.

Besonders wichtig ist das SummenzeichenProvisorisch kann man es etwa
SO definierenZ{‘zoai ‘= ap + - - - + an. Provisorisch ist dies, wejl- - -“ wenig
prazise ist. Besser ist die folgendakursive Definition

'MO
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o

g = ao,

1
ai +a, bein>1
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8 |. Die reellen Zahlen

Analog fuhrt man das Produktzeichéip ein. Die folgende zu#zliche Verein-
barung ist manchmalinizlich: Bein < 0O sei
n n
Za; =0 und Ha, = 1.
i=0 i=0
Eng verkriipft mit rekursiven Definitionen sind die Beweise dufebllstandi-
ge) Induktion, die nach folgendermduktionsschema (auchl nduktionsprinzp) ver-
laufen:
A sei eine Aussagéber nafirliche Zahlen.
(1) Induktionsbeginn: (Man zeigt:)A gilt fur die natirliche Zahlng.
(2) Induktionsannahme: (Man nimmt an:)A gilt fir eine naiirliche Zahin > ng.
(3) Induktionsschritt: (Man zeigt:) Aus der Induktionsannahme folgt, da@uch
furn+ 1 gilt.
(4) Induktionsschluf3: Daher gilt A fur alle natirlichen Zahlern= n.
Stattlnduktionsannahme wird haufig auch der Terminusduktionsvoraussetzung
verwendet.

n
Beispiel 11 Firallen ¢ Ngitt 3 k= " F 2

2
k=0
Wir beweisen dies durch Induktion:
(1) Die Aussage ist richtiglir die natirliche Zahing = 0; denn es isEﬁzo k=0
nach Definition des Summenzeichens.
(2) Die Aussage geltaif die natirliche Zahin > 0.

(3) Esist
n+1 n
Y k=) k+(+1)= n(n2+1)+n+1
k=0 k=0
_nn+1H+2n+1)  (+DH(n+2)
N 2 N 2 '

Hier haben wir in der zweiten Gleichung die Induktionsannahme benutzt.
(4) Die Aussage qiltiir alle natirlichen Zahlem.

Das Induktionsschema beschreibt efnedamentale Eigenschaft der natirli-
chen Zahlen, die man letztlich nicht aus einfacheren Eigenschaften derateagn
Zahlen herleiten kann. Es gisiert das,und so weiter‘-Argument. Das Schema
kann hinsichtlich der Bezeichnungen variiert werden.

Weiteres Beispiel einer rekursiven Definition sind die Potenzen einer reellen
Zahla mit Exponentem € N:

a%:=1, a:
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Um das Induktionsprinzip zuben, beweisen wir die folgendétzliche Aussage:
Es seia eine reelle Zahl. Dann gilt

1-a)) a“=1-a"" (%)
k=0

fur allen € N. Die Aussage istin der Tat richtigif ng = 0. Sie gelteiir einn > O.
Dann ist sie auchiir n + 1 richtig:

n+1

n n
(1—a) Za" —(1— a)(Zak+a“+1) —(1— a)Zak+ (1—a) a1l
k=0 k=0 k=0

—1— an+1_|_ (1_ a) an+1 -1— aI’H-Z.

Die Aussage gilt somitifr alle natirlichen Zahlen. Wir verwenden siéfig in

der Form

> -1

wobei wir dann nairlich a # 1 voraussetzen ussen.

Wir geben eine naheliegende Verallgemeinerung des Summenzeicheris an: F
m,neZ, m<n, sei

n n—m
D A=) am.
k=m k=0

(Mit dieser Definition &3t sich die Summation beliebig verschieben.) Die folgen-
den, leicht beweisbaren, Rechenregeln werden @ndigy verwenden:

n n n n n
D Akt ) =) @ctbo.  c) A=) ca
k=m k=m k=m k=m k=m

Es seiM einen-elementige Menge (etwid, ..., n}). Dann definieren win!
als die Anzahl der Mglichkeiten, die Elemente volM anzuordnen; dabei setzen
wir 0! := 1. (n! wird ,,n Fakul&t* gesprochen.) Zum Beispiel sind

1,23 132 2,13 2,31 312 321

die moglichen Anordnungeriir die Elemente voM = {1, 2, 3}, also 3!= 6. Mit
der folgenden Aussagalbt sichn! einfach berechnen. In ihrem Beweis benutzen
wir das Symbol,\". Fur beliebige Mengem, N ist

M\N:={xeM]|x¢N}

Man nenntM \ N (gesprochenM ohneN*) dasKomplement von N in M.
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Satz 1.2. Fir jedeganze Zahl n > 1ist
n
n=]]i =1-2.3.-n).
i=1

Beweis. Wir beweisen die Gleichung durch Indukti@émern. Fir n = 1 ist sie
offenbar richtig. Sen > 1, M eine(n+1)-elementige Menge ural, ap, ..., an+1
eine Anordnung der Elemente vdh. Fir a,,1 gibt esn+1 Moglichkeiten, und ist
an.-1 fixiert, so hat mam! M oglichkeiten, die Elemente darelementigen Menge
M \ {an+1} davor zu setzen. Insgesamt gibt es also(n + 1) Moglichkeiten, die
Elemente vorM anzuordnen. Nach Induktionsvoraussetzung ist

n n+1
n!-(n+1)=<1_[i>-(n—|—1)=l_[i. O
i=1

i=1

Eng mitn! verwandt sind diéBinomialkoeffizienten: Fur allen, k € N sei

n

Kk
die Anzahl dek-elementigen Teilmengen einerelementigen Menge. Das Sym-
bol (i) wird ,n Uberk* gesprochen. Es isfg) = 1 fiir allen € N: Jede Menge
enthalt genau eine Teilmenge mit 0 Elementearmich die leere Menge.

Fur das Rechnen mit Binomialkoeffizienten werdeéwfig die folgenden Aus-
sagen herangezogen.

Satz 1.3. (1) Fur allek,n e Nist

(kra) = (o) + ()

(2) Fur allek,n e Nmitk < ngilt

ny n!
(k)  kl(n=Kk)!

Beweis. (1) Es sen > 0 undM eine 1+ 1)-elementige Menge. Ferner see M
und N = M \ {a}. Eine (k 4+ 1)-elementige Teilmenge voM ist entweder Teil-
menge vonN, oder sie entsteht aus einerelementigen Teilmenge voN durch
Hinzufugen vona. Dementsprechend gilt die behauptete Formel.

(2) Wir beweisen die Formel durch Induktid@rbern. Sie ist offenbar richtig,
wennn = 0 ist. Beim Induktionsschrittidffen wir annehmen, daR9 k < n+1
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gilt, da fur k = 0 oderk = n + 1 nichts zu beweisen ist. Mit Hilfe von (1) und der
Induktionsvoraussetzung &lbman dann

n+1 n n
( K ):<k>+<k—1)
n! n!
“KO—K! k=D —k+ D)
ntin—k+1) +nlk
T KM+ 1-K!
(n+1)!
S kKIn+1-k)!°

Die Binomialkoeffizienten haben ihren Namen wegen
Satz 1.4. Fur allea,b € Rund allen € N gilt die,, binomische Formel* :

n
@+b"=>%" <E) a"kpK.

k=0
Beweis. Wir verwenden das Induktionsprinzip. Offenbar ist nur beim Induktions-
schritt etwas zu beweisen. Es ist

n
@+b"™ =@+b@+b"=@+b) ) (E)a”"‘b"
k=0
N /n N /n
_ n+1—kk n—kpk+1
_Z<k)a b +Z<k>a b
k=0 k=0
n n n—-1 n
+1 1Kk —Kpk+1 41
a" +Z<k)a” b +Z(k>a” b1 + p"
_oantl 1Kk F1-kpk 41
—a" +Z )” b+z<k 1)” bX 4 p"

<
A
5

n+1 ) n+l kbk+bn+l

+1
_ nz (n + 1) g i—kpk
k

k=0
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Dabei haben wir den Summationsindex verschoben und 1.3 benutzt. ]

Die Binomialkoeffizienten lassen sich dank 1.3 besonders einfach mit Hilfe des
Pascal schen!Dreiecks ermitteln:

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

Die n-te Zeile des Schemas & 0, 1, 2, ...) enthalt der Reihe nach die Binomi-
alkoeff|2|enten( ) (k=0,...,n). Beil< k < n—1 erhalt man sie ger@ai 1.3
durch Addition der beiden unmittelbar sélgrdaiiber stehenden.

Dal3 die Binomialkoeffizienten in der binomischen Formel auftauchen, kann
nicht iberraschen: Man betrachtelopfe, die jeweils dig Kugeln® a undb ent-
halten. Jeder Summand, den man beim Ausmultiplizieren@enb)" erhalt, ent-
spricht dem Entnehmen je einer Kugel aus défopfen. Insbesondere &thman
a"pk dadurch, dass man genkumal die Kugeb entnimmt. Folglich ist die An-
zahl der Faktorea"—KbK gleich der Anzahl der Mglichkeiten, aus den Topfen
k auszuv@ahlen.

Aufgaben

1.1. Zeigen Sie: br allen € N ist

> D -yttt ZkS
=0

n2(n + 1)2

her.

1.2. Leiten Sie einengeschlossenen” Ausdrucls'[rfz
= k(k+1)

Dazu ist es zweckafig, die Summeilir n = 1, 2, 3,... auszuwerten, bis man
eine begiindete Vermutungiir den gesuchten Ausdruck gefunden hat.

1.3. Zeigen Sie: Es gilt® 1 < k! fur allek € N. Beweisen Sie damit

n n
1 1\k-1 "
§:H<1+§ (5) <3 fur alleneN.

Inach dem Philosophen, Mathematiker und Physiker Blaise Pascal, 1623-1662
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1.4. Es seiera, b reelle Zahlen. Zeigen Sieiifallen € N ist
n
aI’H—l . bn+l = (a— b) Z an_kbk.
k=0

Losungshinweistfr die, die nicht rechnen wolleniiFa # 0 laf3t sich die Formel
unmittelbar aus der Formet) oben herleiten.

1.5. Beweisen Sie mit Hilfe der vollahdigen Induktion, dafif allek, n € N,

k < n, gilt:
n+1 " /m
(ki) =2 (&)

=k

1.6. Zeigen Sie mittels vollsindiger Induktion, daliif allen > 2 gilt:

1ﬂ[k3—1_2 a1
k:2k3+1_3 nn+1)/°




2 Dieredlen Zahlen: Arithmetik und Anordnung

In diesem Abschnitt sollen zéechst die fir das Rechnen mit reellen Zahlen grund-
legenden Regeln formuliert werden. Diese arithmetischen Regeln sind dem Leser
von der Schule her vertraut, d. h. er kann mit Addition + , SubtraktioMulti-
plikation - und Division / umgehen. Die die Addition allein betreffenden Regeln
lassen sich so zusammenfassen:

(R1) Esgilta+ (b+c) =(a+b)+cfurallea,b,ceR.

(R2) Esgibtein ElementOiR mita+ 0= afirallea € R.

(R3) Zujedenn € R gibt es ein Elementa € R mita+ (—a) = 0.
(R4) Esgilta+b=b+afurallea,beR.

Die Regel (R1) heil3Assoz ativgesetz, die Regel (R4 Kommutativgesetz (der
Addition). Aus ihnen folgt, daf3 man endliche Summen in beliebiger Klammerung
und beliebiger Reihenfolge der Summanden ausrechnen kann. Aus den Regeln
(R1) bis (R3) kann man herleiten, dal3 es nur giffeund zu jedema € R nur
ein ,—a“ gibt. All dies erscheint selbstvegstdlich, ist aber nicht allig trivial.
(Versuchen Sie einen Beweis!) Die Subtraktion wird bekanntlich so dihgef

a—b:=a+ (—b) furallea,beR.
Fur die Multiplikation, isoliert betrachtet, gelten vier analoge Regeln:

(R5) Esgilta(bc) = (ab)cfur allea, b, c € R.

(R6) Esgibtein Element& R, 1# 0, mita-1=afirallea € R.
(R7) Zujedenm € R, a # 0, gibt es ein Elemera—! mitaa=! = 1.
(R8) Esgiltab = bafurallea, b € R.

Man benennt die Regeln (R5) und (R8) entsprechend den Regeln (R1) bzw.
(R4), und man kann analoge Schluf3folgerungen wie aus (R1) — (R4) ziehen. Die
Division fuhrt man so ein: &ra,b e R, b # 0, ist

a/b:=ab™ 1.
Setzt manira € R,a # 0, undn € N
a "= (a—l)n,
dann lassen sich aus (R5) — (R8) die bekannten Regebtas Rechnen mit Poten-
zen zu ganzzahligen Exponenten herleiten:
Satz 2.1. Esist
aman — am+n’ (am)n — amn, ambm — (ab)m’

wobei a, b von Null verschiedene reelle Zahlen und m, n beliebige ganze Zahlen
sind.
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Bisher stehen Addition und Multiplikation verbindungslos nebeneinander. Eine
Vertraglichkeitsbedingung beschreibt daistributivgesetz:

(R9) Esista(b+c) =ab+ acfirallea, b, c e R.

Hier machen wir Gebrauch von déblichen Vereinbarung, daf? die Multiplika-
tion starker binden soll als die Addition, lassen also die Klammern auf der rechten
Seite weg. Aus den Regeln (R1) — (R9) lassen sich bereits viele weitere Rechenre-
geln herleiten. Wir tun dies exemplarisdlr tie folgenden zwei Regeln: Es ist

Oa=a0=0 foralleae Rund (1)
—(ab) = (—a)b =a(—b) furallea,beR. (2)

Aus a = (0 + 0)a = Oa + Oa ergibt sich 0= 0a — 0a = (0a + Oa) — Oa =
Oa-+(0a—0a) = Oa. Damitist (1) im Hinblick auf (R4) bewiesen. Vor dem Beweis
von (2) erinnern wir daran, da(ab) das eindeutig bestimmte Element viRiist,
fur dasab + (—ab) = 0 gilt. Es ist aber

ab+ (—a)b=(@+ (—a)b=0b =0

wegen (1), so daa)b = —(ab) gelten mul3. Ebenso zeigt mat-b) = —(ab).

Wir sind andererseits noch weit davon entfernt, alle Eigenschaften der reellen
Zahlen erfal3t zu haben. Zum Beispiel ist es nicbgtich, aus (R1) — (R9) herzu-
leiten, dal3 aua = —a, stetsa = 0 folgt. Wir demonstrieren dies mit folgendem
Beispiel: Es seK eine aus zwei verschiedenen Elemeraeb bestehende Menge.

Die folgenden Tafeln
+lab - lab
alab alaa
b|ba blab

definieren in sofort verahdlicher Weise eine Addition und eine Multiplikation
auf K. Es ist sehr einfach zu zeigen, dal3 Addition und MultiplikatiorKirden
Regeln (R1) — (R9) gaigen, wobea die Funktion von 0 und b die Funktion von
1 ibernimmt. Offenbar ist abér+ b = a, alsob = —b. Andererseits ish # a.

Es erscheint sinnvoll, an dieser Stelle eideraus wichtigen mathematischen
Begriff einzufihren.

Definition 2.2. Es seiK eine Menge, versehen mit einer Addition und einer Multi-
plikation, derart daf3 (mutatis mutandis) die Regeln (R1) — (R9) gelten. Dann heif3t
K ein Korper.
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Neben den reellen Zahléghund dem oben angegebeneirider mit zwei Ele-
menten bilden nétlich auch die rationalen Zahle@ einen Korper. Dies ist ein
weiteres Argument déf, dal3 unsere Beschreibung vidmoch nicht vollsdndig
sein kann: Schon in der Schule wird gezeigt, daR die reelle Z&hticht rational
Ist.

Wir sind gewohnt, uns die reellen Zahlen geometrisch als die Punkte einer Ge-
raden, der Zahlengeraden, vorzustellen. Diese Veranschaulichngg éng damit
zusammen, daf3 wir reelle Zahlen deidGe nach vergleicherbknen:

(R10) FHirallea, b € R gilt entwedera < b odera = b oderb < a.
(R11) FRirallea,b,ce Rgilt: Ausa < bundb < cfolgta < c.

Bei Regel (R11) spricht man von d@éransitivitat des Gbl3envergleichs<.
Einen GobRenvergleich< in einer MengeM, der den Regeln (R10) und (R11)
geriigt, nennt man einBneare Ordnung in M. Die lineare Ordnung ifR ist mit
den arithmetischen Operationen vagtich:

(R12) FHirallea,b,ce Rgilt: Ausa < bfolgta+c < b+c.
(R13) Hirallea,b,ce Rgilt: Ausa < bundc > 0 folgtac < bc.

Die Regeln (R10) — (R13) bilden die Grundladge tlas Rechnen mit Unglei-
chungen. Das gilt nicht nur in dem von uns betrachteten Spezialfall dgzeks
R, sonderniir jeden Korper, in dem es eine lineare Ordnung gibt, die den Regeln
(R12) und (R13) geiigt.

Definition 2.3. Es seiK ein Korper mit einer linearen Ordnung, die die Regeln
(R10) — (R13) eriflllt. Dann heil3tK ein angeordneter Korper.

Aus den Regeln (R10) — (R13Mt sich eine Vielzahl weiterer Regelir fden
Umgang mit Ungleichungen herleiten. Wir geben einige, i. f. immer wieder be-
nutzte, an.

Satz 2.4. Esseien a, b, c reelle Zahlen.

(1) Ausa < bfolgt —b < —a.

(2) Ausa < bundc < Ofolgt bc < ac.

(3) Esist stetsa? > 0; insbesondereist 1 > 0.

(4) AusO <a <bfolgt0 < bt <a™L.

(5) Ausa <b < Ofolgtbh~t <a! <.

(6) Ausa > 1lundm < nfir m,n € Nfolgta™ < a".

(7) AusO <a < lundm < nfirm,n e Nfolgta" < a™.
(8) AusO<a <bundm > Ofir me Nfolgta™ < b™.

Beweis. (1) ergibt sich durch Anwendung von (R12) niit= —a — b. Beia <
bundc < 0 ist zurachst—c > 0 nach (1), also-ac < —bc wegen (R13);
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nochmaliges Anwenden von (1) ergibt (2). &t> 0, dann erhlt man Regel (3)
sofort durch Anwendung von (R13) mit= a; beia < 0ist 0 < aa = a2 nach
(2).

Ista > 0 (a < 0), dannistauca! > 0 (@1 < 0); beia™l < 0@ > 0)
ware 1= a—1a < 0 nach (R13) im Widerspruch zu (3). In (4) und (5) sind also die
reellen Zahlera—1, b~ jeweils beide giRer oder beide kleiner als 0. Ihr Produkt
ist dann nach (R13) bzw. (2) in jedem Falle&8er als 0, und man e (4) und
(5) mit (R13) durch Multiplikation min—tb~1.

Mit den Voraussetzungen von (6) @thman durch iterierte Anwendung von
(R13) offenbaa" > a"! > ... > a > 1, woraus insbesondes® > a™ folgt.
Bei (7) ist nach (4) zuichsta~! > 1, nach (6) als@a™™ < a—"; Multiplikation
mit a™" ergibt die Behauptung. Regel (8) beweist man durch Indukiioger m
mit Hilfe von (R13): Rir m = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei also > 1. Nach
Induktionsvoraussetzung hat mafi < b™. Durch Multiplikation vona < b mit
(der nicht negativen ZahB™ erhialt mana™! < a™b. Ausa™ < b™ ergibt sich
durch Multiplikation mitb weitera™b < b™1, Insgesamt hat maai™! < b™1,
was zu zeigen war. H

Der Betrag einer reellen Zahl ist anschaulich ihr Abstand vom Nullpunkt:
Definition 2.5. Es seia € R. Dann heil3t die reelle Zahl

a fura>0,

|a] = )
—a fura <0,

Betrag vona. Fura, b € R nennt marjb — a| denAbstand vona undb.
Es folgen die wichtigsten Regeliifdas Rechnen mit Betgen:

Satz 2.6. Fur allea, b € R gilt:

(1) |al = 0,und |a] = 0 genau dann, wenna = 0;
(2) lal=|-al;

(3) ab| = |a||b], und |ab~1| = |a||b|~3, fallsb # O;
(4) |la+bl<|al+|b] (Dreiecksungleichung).

Bewels. Die ersten beiden Regeln ergeben sich unmittelbar aus der Definition. Den
ersten Teil von Regel (3) beweist man leicht mittels einer Fallunterscheidung, der
zweite ist eine Folgerung aus dem ersten:

la| = |ab™!b| = |ab~?||b).
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Beim Beweis der Dreiecksungleichung (4) beachte man]aaf3b| = +(a + b),
+a < |al und+b < |b] nach Definition des Betrages. Es folgt

la+bl=+@+b) <|al+|b|. O

Nach Hinzufigen der Regeln (R10) — (R13) zu (R1) — (R9) sind wir der voll-
standigen Beschreibung var erheblich her geiickt. Wir kdnnen jetzt z. B.
zeigen, dal aus = —a stetsa = 0 folgt: Beia > 0 (a < 0) ist nach (R12) auch
a+a> 0(@a+ a < 0). Insbesonderaal3t sich der oben angegebené@rper mit
zwei Elementen nicht zu einem angeordnetérgér machen. Dald andererseits
die Beschreibung voR immer noch nicht vollsindig ist, ergibt sich schon daraus,
dafl3 wir in den Regeln (R1) — (R18perallR durchQ ersetzen drfen: AuchQ@ ist
ein angeordneter &per. AuRerdemal3t sich die selbstvegstdlich erscheinende
Eigenschaft,Zu jedema € R gibt es einn € N mit a < n* nicht schon aus
(R1) — (R13) herleiten. Die vollahdige Beschreibung vaR enthalt der rachste
Abschnitt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigeiitalichen Bezeichnungeriif ge-
wisse Teilmengen voR. Dabei seiera, b € R, a < b.

Definition 2.7. Die Teilmengen

[a,b]:={xeRla<x<b}, Jab:={xeR|a<Xx < b},
[a,b[:={xeRjla<x<b}, ]Jab:={xeRja<x<b}

von R heil3enintervalle mit den Endpunkten a und b. Zur genaueren Unterschei-
dung nennt man sie der Reihe natigeschlossen, offen, (nachrechts bzw. links)
halboffen. Die Teilmengen

[a,0[:={XeR|la< X}, ]-o00,a]:={xeR|x<<a},
lJa,o[:={XxeR|la<Xx}, ]-oo,a[:={xeR|X < a}

heiRenuneigentliche Intervalle mita alslinkem bzw. rechtem Endpunkt.Ahnlich
wie oben nennt man die ersten beiddageschlossen, die beiden andereoffen.

a b c

] — o0, a] [b, c[ IR>

Abbildung 2.1: Intervalle auf der Zahlengeraden

Es ist sinnvoll, auch gang = ]—o0, oo[ als Intervall zu betrachten.



2. Die reellen Zahlen: Arithmetik und Anordnung

Aufgaben

2.1. Zeigen Sie: br allen e N, n > 1, ist

nN\N" L1

1+-) <Y =

( + n) k!
k=0

Losungshinweis: & allen € N, n > 1 und allek € N gilt

(n) L < 1 (Beweis?)

k) nk ki
2.2. Beweisen Sie diBernoullische 2Ungleichung: Fur allem € N und allea € R,
a>-1,gilt: 1+a">1+m-a.
2.3. Zeigen Sie:
(@) Riurallea,b e Rist|a+ b| > |a|] — |[b|und|a+ b| > ||a] — |b|].
(b) Firalleay,...,am € Rist

2.4. Man bestimme all € R mit

@ Ix+2—[x—=2]>2,

(b) [Ix+1 -2/ <1

und skizziere die Ergebnisse auf der Zahlengeraden.

2nach dem Mathematiker Jakob Bernoulli, 1654-1705



3 Dieredlen Zahlen: Vollstandigkeit

Schon im Mathematikunterricht der Schule kommt man an verschiedenen Stellen
mit den rationalen Zahlen nicht aus, so bei dem Versuch quadratische Gleichungen
zu losen oder auch bei der Kurven- unédéthenberechnung. Wir beséhken uns

hier auf ein einfaches

Beispiel 3.1. Die Lange der Diagonalen im Quadrat mit der Kan&mgje 1 ist nicht
rational, d. h. es gibt keine rationale Zahiit a2 = 2.

Angenommen, esape solch eira. Wir kbnnena in der Formr /s schreiben,
wobeir, s (s # 0) ganze Zahlen sind, die nicht beide durch 2 teilbar sind. Aus
a® = 2 ergibt sichr? = 2s? und hieraus, daR gerade ist. Die linke Seite der
letzten Gleichung ist also durch 4 teilbar. Folglich mul3 asgerade sein. Das
steht im Widerspruch zur Wahl vanunds.

Auf der Schule wird zumindest plausibel gemacht, dal3 diekenlosigkeit der
Zahlengeraden die Existenz eimeellen Zahl a garantiert, ir diea® = 2 ist.
Geometrisch stellt man sich diesé@dkenlosigkeit so vor: Versucht man, die Zah-
lengerade in zwei 8tke zu zerschneiden, so befindet sich an der Schnittstelle eine
Zahl. Rir das linke Sick M und das rechte 8tk N gilt offenbar:

x<y furalle xe M, yeN.

AuBRerdem hat maM # ¢, N # @. Dal3 sich an der Schnittstelle eine Zahl be-
findet, B3t sich so ausdcken: Es gibteim € Rmitx < a < yfurallex e M,
y € N.

Wir nehmen daher zu den Regeln (R1) — (R13) noch die folgende, das soge-
nannte\Vollstandigkeitsaxiom hinzu:

(R14) EsseiemM, N nichtleere Teilmengen vaR, derart dalk < y gilt fur alle
x € M, y € N. Dann existiert eim € R mit

x<axgy furalle xe M, yeN.

|
M a N

Abbildung 3.1: Das Vollsindigkeitsaxiom
Das \ollstindigkeitsaxiom heil3t in der hier angegebenen Formulierung auch

Axiom vom Dedekindschen? Schnitt. Als Folgerung aus (R14) zeigen wir, da man
in R in der gewohnten Weise Wurzeln ziehen kann.

3nach dem Mathematiker Richard Dedekind, 1831-1916
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Satz 3.2. Essein € N, n > 0. Dann gilt:
(1) Zujedemb e R,b > 0, gibtesgenaueina € R,a > 0, mita" = b.
(2) Ist nungerade, so gibt eszu jedemb € R genaueina €e R mita" = b.

Definition 3.3. Unter den Voraussetzungen von 3.2 heifslie n-te Wurzel ausb,
kurz:a = v/b.

Bemerkungen 3.4. Die positive ndirliche Zahln sei gerade.

(1) Istb < 0, so existiert keim € R mita" = b.

(2) Istb > 0 unda™ = b, so ist auch(—a)" = b. Unsere Definition stellt aber
sicher, daf?/b > 0.

Beweis zu 3.2 Wir Uiberlegen uns ziathst, dal’ die reelle Zahlin (1) und in (2)
eindeutig bestimmt ist. Es séb > 0. Beia > Oundad € R mit 0 < & < a qilt
a" < b nach Regel (8) in Satz 2.4; faliss> aist, gilta" > b. Also ista im Falle
b > 0 eindeutig bestimmt. Bdd < 0 (und ungeradem) betrachte man-b und
wende das bisher Bewiesene an.
Nun zurExistenz von a.

(1) Die Ralleb = 0 undb = 1 sind klar. Wir betrachten dann den Falklb und
setzen

M={xeR|X>0undx"

> b},
N={xeR|x>0undx">b

}.

M und N erfullen die Voraussetzungen von (R14): Wegen 2.4(8)>gik y fur
allex € M,y € N; auRerdem hat man® M undb € N, letzeres wegen 2.4(6).
Also existierteina €e Rmit x < a < yfurallex € M,y € N. Wegen 1e M

ist insbesondere X a. Wir behauptera" = b. Dies ergibt sich sofort aus dem
folgenden Hilfssatz.

VoA

Satz 3.5. Esseienn e N,n > 0,unda, b € R. Gilta" > b > 0, dann existiert ein
AcRmtO<a<aunda” > b. Ebenso gibt esbei 0 < a" < beina € R mit
a<aundd” <b.

Wir fuhren zuidchst den Beweis von 3.2 zu Ende. B&i > b gabe es nach
35eind e Rmit0 < & < aunda" > b. Dannista € N, aberd < a. Das
widerspricht der Wahl voa. Warea" < b, so ¢abe es (da auch @ a") aus dem
gleichen Grund ei@ € R mita < aunda" < b, ebenfalls im Widerspruch zur
Wabhl vona.

Damit ist der Fall 1< b erledigt. Bei O< b < 1 setzt marb = 1/b. Nach dem
bisher Bewiesenen gibt es érmit &" = b. Mit a = 1/4 gilt offenbara” = b.

(2) Es ist nur noch der Fah < 0 zu behandeln. Hier setzt mén= —b. Dann
gibt es geraR (1) eird € R, mit 8" = b. Mit a = —4 gilt danna" = b. O
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Beweiszu 3.5. Im Fallea” > b setzen wir

r:l<1—£).
n an

Offenbar ist O0< r < 1. Wir wahlena = a(1 —r). Dannist 0< a < a. Mit der
Bernoullischen Ungleichung (Aufgabe 2.2) ergibt sich

a"=a"@a-n"=>a"d-nr)=h.

Im Falle 0< a" < b setzen wir

1 a"

. . a .
WiederistO<r < 1,undfira = [ gilta < aunda" < b. ]

Wir notieren die @ngigen RechenregeliirfWurzeln:

Satz 3.6. Esseiena, b € R, a, b > 0. Dann gilt:
(1) Vab= Yavb firale n>0,

(2 v¥a= "Y/a fiuralle m,n=>0,
(3) vam = (Ja)™ fiuralle n>0,m>0.

Beweis. Bei (1) ist zu zeigen(<v/av/b)" = ab. Dies folgt sofort aus den Rechen-
regeln fir Potenzen mit ganzzahligen Exponenten. Analog beweist man (2) und
(3). H

Wir kdnnen nun auch Potenzen mit rationalen Exponenteiil@iah. Bea > 0
setzen wir

m n
n

an = +/am fur mneZz, n>0.

Dies ist nur sinnvoll, wenn die rechte Seite der Gleichung nicht von der Bruchdar-
stellung der rationalen Zahl= m/n abhangt: Es sem/n = p/q mit p,q € Z,

g > 0. Dann ist
(”/am)q — Jamd — J/ahp — aP,
alsov/am = J/aP, wie gefordert.

Fur das Rechnen mit Potenzen zu rationalen Exponenten hat man die gleichen
Regeln wie bei ganzzahligen Eponenten:

Satz 3.7. Esseiena, b € R, a, b > 0. Dann gilt fur aller,s € Q:

(1) aa®>=a"ts, (2) @)s=a'"s, (3) a'b’ = (@b .
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Bewels. (1) Es seiemr = p/gq,s = u/v mit p,q,u,v € %, q,v > 0. Dann ist
r = (pv)/(qQu), s = (qu)/(quv). Nach Wechsel der Bruchdarstellungrten wir
also annehmem: = p/q, s = u/g. Dann gilt

a'aS = aP/9gu/a — YgpYau — Igpal = gp+u — q(PTW/A _ gr+s,

Die Beweise fir (2) und (3) verlaufen®lig analog. ]

Fur viele Beweise ist eine andere Formulierung des \Mafidigkeitsaxioms
praktikabler als (R14). Dazu bétigen wir folgende Begriffe:

Definition 3.8. Die TeilmengeM von R heif3tnach oben beschrankt (nach unten
beschrankt), wenn es eine reelle Zahlgibt mitx < a (a < x) fur allex € M; die
Zahla heil3t dann einebere (untere) Schrankevon M. Eine nach oben und unten
beschéankte Teilmenge vomk heil3tbeschrankt.

Eine obere Schrankevon M heil3tkleinste obere Schrankevon M, fallsa < b
gilt fur jede obere Schranke von M; analog definiert man den Begridjrol3te
untere Schranke .

Bemerkung 3.9. Besitzt die TeilmengeéM von R eine kleinste obere Schranke
(grol3te untere Schranke), so ist diese offenbar eindeutig bestimmt. Wir nennen sie
dasSupremum (Infimum) von M, kurz supM (inf M).

Der folgende Satz endt die fur uns wesentliche Implikation der oben ange-
kiindigten Umformulierung des Volihdigkeitsaxioms.

Satz 3.10. Essai M eine nichtleere Teilmenge von R. Ist M nach oben beschrankt,
dann besitzt M eine kleinste obere Schranke.

Beweis. Wir setzenN = {y € R| y obere Schranke vol }. Dann istN # ¢, und
esgiltx < yfurallex e M, y € N. Nach (R14) existiert eia € R mit

x<axgy furalle xe M, yeN.
Offensichtlich ista kleinste obere Schranke va. ]

Bemerkungen 3.11. Fur nach unten bescankte Teilmengen voR gilt natiirlich
eine analoge Aussage. Es ist ferner nicht schwierig zu zeigen, dal3 die Aussage von
Satz 3.10 sogaiquivalent zum Vollsindigkeitsaxiom (R14) ist (Aufgabe 3.3).

Wir kdnnen jetzt eine bereits am Ende von Abschnitt 2 formulierte Eigenschaft
von R beweisen, dasrchimedische® Axiom.

4nach Archimedes, ca. 287-212 v. Chr., dem wohl bedeutendsten Mathematiker der Antike
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Satz 3.12. (1) Zujedema € R gibteseinn € Nmita < n.
(2) Zujedema e R,a > 0,gibteseinn e Nmit1/n < a.

Beweis. (1) Wir nehmen an, da& > n fur allen € N. Dann ista obere Schranke
vonN. Nach 3.10 hal dann eine kleinste obere Schrarké&Vegenb > n+ 1 fur
allen e Nist folglich auchb — 1 eine obere Schranke voh Widerspruch!

(2) Man wende (1) auf die reelle Zah/d an. O]

Ein angeordneter &rper, fir den (mutatis mutandis) die Aussage von Satz 3.12
gilt, heil3tarchimedisch angeordneter Korper. In einem solchen BrperK bilden
die natirlichen Zahlen, genauer: die Vielfachan 1k, n € N, des Einselemen-
tes kk von K, eine nicht besclinkte Teilmenge. NebeR ist natirlich auchQ
archimedisch angeordnet.

Aufgaben

3.1. Zeigen Sie:
(1) Firallea € Rist|a] = va2.

(2) Firallea,beR,a,b>0,istyvab < %(a + b) (Ungleichung vom geometri-
schen und arithmetischen Mittel).

3.2. Bestimmen Sie Infimum und Supremum der folgenden TeilmengenRvon
(sofern vorhanden):

(1){%|neN,n>1}, (2){%|neZ,n;ﬁO}, (3){xe@|o<x<ﬁ}.

3.3. Zeigen Sie, dal3 man an Stelle des Axioms (R14) auch die Aussage von 3.10,
dasSupremumsaxiom

(R14") Jede nichtleere, nach oben besciite Teilmenge vorR besitzt eine
kleinste obere Schranke.

als Wolls&éndigkeitsaxiom zu den Regeln (R1) bis (R13) hinzunehmen kann. Hin-
weis: Zu zeigen ist lediglich noch, dal3 aus (R1) — (R14’) das Axiom (R14) folgt.
Man zeige hierifir der Reihe nach: Jede nichtleere, nach unten béskte Teil-
menge besitzt eine gRte untere Schranke; siMd, N wie in (R14), dann isM

nach oben undN nach unten beschlnkt, besitzen also wegen (R14’) eine kleinste
obere bzw. gifdte untere Schranke; es ist dp< inf N.

3.4. Zeigen Sie: Eine Teilmengé von R ist genau dann ein Intervall, wenn mit
X, y € J auch alle Zahlen zwischenundy zu J gehbren.



4  Abbildungen und Funktionen

Dieser Abschnitt entlt einige sprachliche Vereinbarungen, ohne die wir im fol-
genden nicht auskommen. Dabei nehmen wir an, dal3 dem Leser die Begriffe Ab-
bildung und Funktion nicht®lig neu sind. Wir pézisieren sie hier so:

Definition 4.1. M, N seien Mengen. Einédbbildung f von M in odernach N
ist eine Vorschrift oder Regel, die jedem Elemenvon M genau ein Element
y von N zuordnet.M heil3t Definitions- oder Argumentbereich, N Wertebereich
(der Abbildungf). Funktionen sind Abbildungen, bei denen der Wertebereich eine
Teilmenge vorR ist.

Kurzschreibweiseniir die Abbildungf von M nachN:

f:M—> N oder M—f>N.

Derx € M zugeordnete Werg € N heil3tBild von x unter f und wird mit f (x)
bezeichnet, kurz

f
y=f(x) oder X .
Gilt y = f(x), so heil3x einUrbild von y unter f.

Bemerkungen 4.2. (1) Die Begriffe Vorschrift und Regel in dieser Definition sind

in einem sehr abstrakten Sinn zu verstehen. Wir wollen nicht weitezigeren,

wie man eine Vorschrift oder Regel angibt, genausowenig, wie \&ipiert haben,

wie man Teilmengen einer Menge beschreibt.

(2) Abbildungen in unserem Sinn simgemals mehrdeutig, d. h. zu jedenx e M

gibt esnur einen Wert f (x) € N. Es ist aber durchaus zugelassen, dal? ein Element
y € N mehrere Urbilder besitzt. Beispielsweise hat bei der FunktioR — R,

f (x) = x2, jede positive reelle Zahl genau zwei Urbilder.

M N
Dies ist eine Abbildung .. ... und dies nlcht.

e o o o Z

i

Wir erganzen die Definition mit zweiiitzlichen AbkKirzungen: Er A C M,
B C N sei

f(A):={f(xX)|xe A} und
f~1(B):={x e M| f(x) € B].
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Man nenntf (A) dasBild von A und f ~1(B) dasUrbild von B bzgl. f. Fur die
Funktionf : R — R, f(x) = |Xx|, ist zum Beispielf (]—o0, 0]) = [0, oo und
f~1(]—o0,0]) = 0.

Definition 4.3. Unter demGraph der Abbildungf : M — N verstehen wir die
Teilmenge
[t ={X,y) e Mx NJy=f(x)}

von M x N. Dabei istM x N daskartesische® Produkt von M und N, d. h. die
Menge aller geordneten Padre y) mitx € M,y € N.

L F(X)

-1

Abbildung 4.1: Der Graph der Funktiof(x) = x2

Bemerkungen 4.4. (1) ,Geordnet‘ bedeutet hier, daf’ es sehr wohl auf die Reihen-
folge der Elementa& undy ankommt, auch dann, werivi = N ist. Beispielsweise
ist(1,2) #(2,1) inN x N.

(2) ' ist offensichtlich eine Teilmenge vo x N mit folgender Eigenschaft:
Zu jedemx € M existiert genau eiy € N mit (x, y) € I'+. Wir hatten umgekehrt
eine Abbildung vonM in N als Teilmenge vorM x N mit dieser Eigenschatft
definieren bnnen.

Unter gewissen Voraussetzungen kann man Abbildurfgend g hintereinan-
derschalten, dannamlich, wenndas Bild von f im Definitionsbereich von g ent-
haltenist: Es seienf : M — N, g: P — Q Abbildungen mitf (M) c P. Dann

Snach dem Philosophen und Mathematiker &Bescartes, lat. Cartesius, 1596-1650
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heil3t die Abbildung

gof: M — Q, (go f)x) = g(fX),

die Komposition von f und g. (Wie der aufmerksame Leser bereits festgestellt hat,

handelt es sich bei der Komposition von Abbildungen um eine Verallgemeinerung

des ihm von der Schule her bekannten Einsetzens einer Funktion in eine andere.)
Die Komposition von Abbildungen istssoziativ, d. h.: Sindf, g, h Abbildun-

gen, derart dafd méamo (go f) und(ho g) o f bilden kann, dann gilt

ho(go f)=(hogQg)o f.

Zum Beweis dieser Aussage bemerken wir Aaamst, dal’ beide Abbildungen den
gleichen Definitionsbereich &mlich den vonf) und den gleichen Wertebereich
(namlich den vorh) haben. Auch ihre Zuordnungsvorschriften stimnidaerein,
denn es ist

(ho(go f))(x)=h((go f)(x)) =h(g(f(x))) und

((hog)o F)x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x))
fur allex aus dem Definitionsbereich van
Beispiel 4.5. Es seif : R — R, f(x) = x%,undg: R — R, g(x) = X + 1. Dann
ist (f 0 g)(x) = (x + 1)%. Andererseits gil{g o f)(x) = x* + 1. Man beachte
also: Auch dann, went o g undg o f wohldefiniert sind, isti.af og #go f.
(Siehe Abbildung 4.2.)

Die wichtigsten Eigenschaften von Abbildungen (in diesem abstrakten Zusam-
menhang) benennt die folgende

Definition 4.6. Die Abbildung f : M — N heil3tinjektiv, falls verschiedene
Elemente vorM verschiedene Bilder iiN besitzen, wenn also gilt:

X, X' e M, x #X — f(x) # f(x).

Sie heil3tsurjektiv, falls jedes Element voiN als Bild eines Elementes vol
vorkommt, wenn also gilt:

Zujedem ye N gibtesein xe M mit y= f(x).

Schlief3lich heil3t eine sowohl injektive als auch surjektive Abbildbifektiv.
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fogx)=(x+132,/

go f(x)=x2+1

Abbildung 4.2:(f o g)(x) = (x + D)2 und(go f)(x) = x*+1

Bemerkung 4.7. Die gerade definierten Begriffe bereiten amdlich taufig Ver-
standnisschwierigkeiten. Mit den folgenden Beschreibungen versuchen wir eine
Stilitze zu geben. Dabei sei wie in der Definitibreine Abbildung vorM in N.

f ist injektiv = Zu jedemy € N gibt eshochstens

eine Losung der Gleichund (x) =y.
f istsurjektiv. <=  Zujedemy € N gibt esmindestens

eine Losung der Gleichund (x) = y.
f ist bijektiv <  Zujedemy e N gibt esgenau

eine Losung der Gleichund (x) = y.

Beispiele 4.8. (1) Die Abbildungf : R — R, f(x) = x?, ist nicht injektiv (und
auch nicht surjektiv). Hingegen igt : [0, oo[ > R, g(X) = X2, injektiv und

h : [0, 0o[ = [0, o0[, h(x) = X2, sogar bijektiv wie auch di&\urzelfunktion

h : [0, oo[ — [0, oo[, h(x) = VX.

(2) Ein sehr einfaches aber wichtiges Beispiel einer bijektiven Abbildung ist die
Identitat idy einer nichtleeren Mengk!:

idy : M — M, idy(X) =x fuaralle x e M.

Zu jeder bijektiven Abbildungf : M — N gibt es genau eine Abbildung
g: N —> M mit
go f =idm und fog=lidyn
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Zum Beweis ordnen wir dem Element € N dasjenige Element € M alsg(y)
zu, fur dasf (x) = y gilt, also

gy)=x <= fx)=y (%)

Es ist dann

(fog)ly)=f(g(y))=f(x)=y und
(9o F)) =g(f () =9(y) =x.

Die Abbildung g heit Umkehrabbildung von f; sie wird mit f =1 bezeichnet.
Offenbar istf ~1 selbst wieder bijektiv, und es giftf _1)_1 = f. Wie () zeigt,
ist die Existenz vonf ~1 aquivalent zur eindeutigen Aébarkeit der Gleichung
f (X) = y nachx.

Beispiel 4.9. Die (bijektive) Abbildungf : [0, co[ — [0, oo, f(x) = X2, hat die
Wurzelfunktiong : [0, oo[ — [0, oo, g(X) = /X, als Umkehrabbildung.

Es seif eine Abbildung vorM in N und T eine nichtleere Teilmenge vavi.
Die Einschrankung (auchBeschrankung) f|T von f auf T ist eine Abbildung von
T in N, die sich vonf lediglich durch den eventuell kleineren Definitionsbereich
T unterscheidet; insbesondere hat sie die gleiche Zuordnungsvorschrift.

Im letzten Teil dieses Abschnitts stellen wir einige Beispiele von Funktionen
zusammen, die uns in den folgenden Kapiteln immer wieder begegnen werden.
Die folgenden Funktioneri sind uns bereits vertraut:

(1) die Identiait vonR, f(x) = x fur allex € R;
(2) die konstanten Funktionen,f (x) = c fur allex € R — dabei istc eine feste
reelle Zahl;
(3) dieBetragsfunktion f (x) = |x| fur allex € R;
(4) dieQuadratfunktion f(x) = x? furr allex € R und ihre Umkehrfunktion,
(5) dieWurzelfunktion f (x) = \/x fur allex e R, > 0.
Die folgende Funktion spielt in Abschnitt 8 eine wichtige Rolle:
(6) dieEntier-Funktion, f (x) = [x] fur allex € R, wobei

[X] =supn e Z | n < X}.

Weitere Beispiele von Funktionen éhman dadurch, da? man die Rechen-
operationen der reellen Zahlen auf Funktiotikertagt.

Definition 4.10. Es seiD C R, f, g seien Funktionen aud undc € R. Dann sind
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f(x) =[x f(x) =[x]

Abbildung 4.3: Die Funktionen f(x) = 1, f(X) = x, f(X) = |x| und f (X) = [X]

die Funktionen f 4+ g, f - g, cf auf D definiert durch

(f +9x) = f(X)+9gXx)
(f-gXx) = f(x)-gx) furalex € D.
(cf)(x) = cf(x)

Auf D' = {x € D | g(x) # 0} ist die Funktion f /g definiert durch

(1) (X) = T furale xe D
g g(x)
Die folgenden Funktionen erhalt man damit aus den Beispielen (1) und (2).

(7) Esseienay, ..., anreelle Zahlen. Die Funktion f : R — R,

m

fO0 =) axf=ap+ax+- - +anx™,
k=0
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heif3 ein(e) Polynom(funktion). Mit der Definition oben ist
m
f=) aid.
k=0

Polynome sind z. B. f(x) = x + x3, f(X) = 14 x + x? — x%®. Auch die
Nullfunktion f (x) = 0 ist eine Polynom.

Polynome werden schon in der Schule eingehend untersucht. Wir wollen hier
einige bekannte Eigenschaften festhalten. Unter einer Nullstelle des Polynoms
(oder allgemeiner der Funktion) f verstehen wir eine reelle Zahl x (des Definiti-
onsbereichsvon f) mit f(x) = 0.

Satz 4.11.
(1) Essei f ein Polynomund a € R eine Nullstelle von f. Dann gibt es ein
Polynom g mit f (x) = g(x)(x — a) fur allex € R.
(2) Es sden ag, ..., ap reelle Zahlen, wobei a;, # 0. Dann hat das Polynom
f:R— R,

f(x) =ag+ax+---+amx™,

hochstens m ver schiedene Nullstellen.
() Esseienap,...,am, bo, ..., by reelle Zahlen, und esgelteag + ajx + - - - +
amXM =bg+bix+-- - +byxMfir allex € R. Dannistay = bj furi =0, ..., m.

Beweis. Zu (1) und (2): Gilt f(a) = Ofur eina € R, dann hat man fir alle x € R:

f(x) =ao+ax+--+amx" — (@ +a&a+-- +ama™
= ay(x — @) + a(x* — a%) - +am(x" —a™
= (g +ax+a)+- - +anx™ T +ax™ 2+ ™) (x - a)
= (bo+ ...+ bm-1xX™ H(x - a),

wobei b € R, by—1 = am. (Wir haben dabel die Formel aus Aufgabe 1.4 benutzt.)
Setzenwir g(x) = bp+. .. +bm_1xM™ L firalex e R, danngilt f (x) = g(X)(x—
a). Zum Beweis von (2) argumentieren wir mittels Induktion tber m. Bei m = 0
ist die Aussage trividlerweise richtig. ESsal alsom > 1. Hat f tUberhaupt keine
Nullstelle, so sind wir bereits fertig. Andernfalls sei a eine Nullstelle von f. Es
gilt nach dem bisher Gezeigten f (x) = g(x)(x — a), wobei das Polynom g wegen
bm—1 # 0 nach Induktionsvoraussetzung hochstens m — 1 Nullstellen hat. Jede
Nullstelle b von f ist aber wegen f(b) = g(b)(b — a) = 0 gleich a oder eine
Nullstelle von g. Die Aussage von (2) ist damit bewiesen.

Zu (3): Wir setzen f(x) = (ag — bp) + (a1 — b)Xx + -+ + (@m — bm)x™
fur x € R. Nach Voraussetzung ist f die Nullfunktion. Wenn aber a; # by fir
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mindestenseini, dannist f nicht die Nullfunktion: Ist namlich k der grofte Index,
fur den ax # by, dann hat f nach (2) hochstens k verschiedene Nullstellen und
kann nicht auf ganz R verschwinden. O

Gilt f(x) = ag+---+amxM furallex € Rundist am # 0, dann heif3t die nach
Satz 4.11(3) eindeutig bestimmte Zahl m der Grad von f; wir bezeichnen ihn mit
grad f. (Das eindeutig bestimmte a,, ist der Leitkoeffizient von f.)

Aus den Polynomen lassen sich weitere Bei spiel e interessanter Funktionen kon-
struieren: Es seien p und q Polynome, q # 0 (d.h. g sei nicht die Nullfunktion),
und D = {x € R | q(X) # 0}. Dann unterscheidet sich D von R um hochstens
gradq verschiedene Punkte, und die Funktion p/q auf D heif3 eine rationale
Funktion. (Zum Beispiel istr : R\ {0} —> R, r(x) = 1/x furalex € R, x # 0,
eine rationale Funktion.)

Y

Fx) = 5%

x ¥

. . . 2_ _
Abbildung 4.4: Die Funktion f (x) = 5=7 = (Xi(l’;(xlll)

Wir besprechen schliefdlich noch das (ebenfalls in der Schule bereits behandel-
te) Verfahren der Polynom-Division mit Rest.

Satz 4.12. Esselen f, g Polynome, g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Poly-
nome g und r mit folgenden Eigenschaften:

f=qg+r wobe r=0 oder gradr <gradg.

Wir verzichten auf den Beweis dieses Satzes, fuhren aber eine solche Division
einmal aus. Essei f =x*+2x24+3x +5,g=x — 2
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(x4 +2x2  43x 45 : (x—2) = x3+2x%2+6x + 15,
—(x* —2x3) Rest 35
2x3  42x2
—(2x3 —4x?)
6x2  +3x
—(6x2 —12x)
I5x 4+ 5
—(15x —30)
35

Dieses Schema der schriftlichen Division kann man zu einem Beweis des Satzes
durch Induktion Uber grad f formalisieren.

Wir konnen 4.12 auch so umformulieren: Esseien f, g Polynome, g # 0. Dann
besitzt die rationale Funktion h = f/g genau eine Darstellung

.
h=q+ —
g

mit Polynomen g, r, wobei r = O oder gradr < grad g gilt.

Wenn wir zu Satz 4.11 zurtickblicken, bemerken wir, dal3 dessen Teil (1) nur
ein Spezialfall von Satz 4.12 ist. Um aber 4.12 (bequem) formulieren zu konnen,
muf3ten wir zunachst den Begriff des Grades gewinnen.

Aufgaben

4.1. Die Abbildungen f : R — Rund g : R — R seien fir ale x € R gegeben
durch

f(x):=x>-2 und  g(X) = X—-+
Bestimmen Sie (f o g)(X) und (go f)(x) furx =-2,-1,0,1, 2.

4.2. Beweisen Siefur Abbildungen f : M — Nundg: N — P:

(1) Sind f und g injektiv, soist auch g o f injektiv.

(2) Sind f und g surjektiv, soist auch g o f surjektiv.

©)) lSind 1f und g bijektiv, so ist auch g o f bijektiv und es gilt (go f)~1 =
f~tog .

4.3. Es seien m, n positive ganze Zahlen, M, N Mengen mit m bzw. n Elementen
und f eine Abbildung von M in N. Zeigen Sie:
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(1) Ist f injektiv, dann gilt m < n.

(2) Ist f surjektiv, dann gilt m > n.

(3 Bei m = n gilt die folgende Aussage: f ist injektiv <= f ist surjektiv
<= f ist bijektiv.

4.4. a, b, c,d seien redle Zahlen, und mindestens eine der Zahlen ¢, d sei # 0.
Ferner sei f(x) = (ax + b)/(cx + d). Zeigen Sie: Die Funktion f ist auf ihrem
Definitionsbereich konstant, wenn ad — bc = 0, und injektiv, wenn ad — bc #£ 0.
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Konvergenz






5 Folgenreeller Zahlen

Der fundamentale Unterschied zwischen Analysis und Algebra besteht darin, dal3
in der Analysis neue Objekte aus bereits vorhandenen durch Grenziibergang, durch
Limes-Bildung, gewonnen werden, wahrend sich in der Algebra die Konstruktion
neuer Objekte in der Regel in endlich vielen Schritten vollzieht. Limesbildung ist
z. B. erforderlich bei
(1) der Losung geometrischer Probleme: Konstruktion von Tangenten an Kurven,
Berechnung des Flacheninhalts krummlinig begrenzter Flachen,
(2) der Losung physikalischer Probleme: Viele Funktionen, diein der Physik vor-
kommen (wie Exponential- und Winkelfunktionen), lassen sich nicht mittels end-
lich vieler Rechenoperationen definieren.

Analysis ist daher im wesentlichen die Theorie des Grenziibergangs, den wir
zuerst an Folgen reeller Zahlen studieren wollen.

Definition 5.1. Eine Folge (reeller Zahlen) ist eine reellwertige Funktion auf N,
also eine Abbildung von N in R.

Die Definition lal3 nicht unmittelbar erkennen, warum man Abbildungen von
N in R Folgen nennt. Die Begriffswahl riihrt her von der Vorstellung, dal3 man die
Bilder a(n) einer Folgea : N — R aufeinanderfolgend hinschreiben kann:

a0y, a1, ac?,...

Esist dabei Ublich, statt a(n) einfach a, zu schreiben, die (Bilder der) Folge also
in der Form

aOa al’ a2’ A

zu notieren. Neben dieser Schreibweise fur die Folge a verwendet man folgende
Schreibwei sen:

(aO, al’ 3-2, s )’ (an)neN’ (an)

Man nennt a, das n-te Glied (oder Glied mit dem Index n) der Folge (an)nen. Fol-
gen durfen auch mit einem beliebigen Index ng > 0 beginnen: (an,, any+1, - - - ),
d. h. ihr Definitionsbereich kann allgemeiner eine Teilmenge der Gestalt {n €
N|n > ng} der natiirlichen Zahlen sein. Wir schreiben entsprechend (an)n>n, oder
wieder einfach (an), wenn klar ist, mit welchem Glied die Folge beginnt.

Beispiele 5.2. In den Beispielen (1) bis (5) wird jeweils das n-te Folgenglied an-
gegeben, dahinter stehen explizit die Anfangsglieder der Folge. Folgen wie unter
(2) heif3en auch konstante Folgen. Die Folge in Beispiel (6) wird rekursiv definiert
(vgl. Abschnitt 1).
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1 111
= — 1, - =, —, ... 1
o= (,2,34 ) )
apn=afurdleneN (a,a,a,...) 2
an = (_l)n (19 _1’ 17 _1’ .. ) (3)
n 1131
= — = =, =y =y e 4
o= (03587 ) @
apn=n (0,1,23,...) ®)
1 2 3 17 577
_ _ = =) i 2, — —, —, ... 6
a9 =2, any1 2<an+an> furalen e N <,2,12,408, ) (6)

Wir prazisieren nun, was es bedeutet, dal3 eine Folge (an) gegen eine Zahl a
»Strebt”

Definition 5.3. Die Folge (an) heif}t konvergent 6 (oder konvergiert) gegen a € R,
kurz limnh_, o 8y = a oder auch einfach limay, = a, falsgilt:

Zujedeme > Ogibtesein N € N, sodal3 |a, —a| < e istfuralen > N.

Falls (an) gegen a konvergiert, nennen wir a Limes oder Grenzwert von (ay,). Statt
lima, = a schreibt man auch

n—o0

a —— a oder an — a.
Eine nicht konvergente Folge heif3t divergent .

Bemerkungen 5.4. (1) Die natiirliche Zahl N in der Definition hangt (selbstver-
standlich) von ¢ ab: Je kleiner ¢ ist, desto groRer hat mani. a N zu wahlen.” Es
ist in diesem Zusammenhang niitzlich sich zu vergegenwartigen, dal3 |a, — a| < ¢
aquivalent ist zu ap, € ]a—¢,a+ ¢[, weshalb man haufig die Bedingung der
Definition (anschaulicher) auch so formuliert: a, liegt fur alen > N in der -
Umgebung U;(a) = ]a — ¢,a + ¢[ von a. Damit wird auch unmittelbar klar,
dal3 man eine konvergente Folge in endlich vielen Gliedern abandern darf, ohne an
Konvergenz und Limes etwas zu andern.

(2) In den folgenden Beweisen verwenden wir haufig, dal3 die Bedingung in der
Definition sicherlich erfilllt ist, wenn man zeigen kann: Es gibt ein C > 0 derart,
dalzujedemeé > Oein N € N existiert mit |a, —al] < C - ¢ fur dlen € N mit
n > N. Ist namlich ¢ > 0 vorgegeben, dann setzemané¢ = ¢/C.

Wir untersuchen die Beispiele auf Konvergenz:
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Abbildung 5.1: Die Folge ()nen

(1) Die Veranschaulichung auf der Zahlengeraden legt nahe, dal3 die Folge (1/n)
gegen 0 konvergiert, was auch zutrifft: Essel ¢ > 0 vorgegeben. Dann wahlen wir
ein N € Nsogro3, da3 1/N < ¢ ist (vgl. 3.12(2)). Offenbar gilt dann fir alle
neN,n>N,

1
-0
n

1 1
= —-< —
n N
(2) FurdieFolge (ay) mita, = afuralen e Nist natirlich lim,_. oo ay, = a: Zu
¢ > 0wahltman N = Ound erhdlt fir allen > N,

< €.

la,—al=]la—a]|=0<e.

(3) DieVeranschaulichung auf der Zahlengeraden konnte zu dem Schlul3 verleiten,
dai? die Folge ((—1)") zwei Grenzwerte hat, namlich —1 und 1. Das ist aber von
vornherein ausgeschl ossen:

Satz 5.5. Jede Folge besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beweis. Wir haben zu zeigen: Gilt lima, = a und lima, = b fur die Folge (an),
soista=Dh.

Wir beweisen, dal3 |a — b| kleiner ist als jede vorgegebene positive reelle Zahl.
Essa ¢ > 0. Wegen lima,, = agibtesein N € N mit |a, — a| < ¢/2 fur
adlen > N, und wegen lima, = b gibt esein N’ € N mit |a, — b| < ¢/2
fur dlen > N’. Dann mu fir m = max(N, N’) gelten: |a,, — a] < ¢/2 und
|am — b] < &/2. Mithin hat man

la—b| < |a—am|+|am— bl =|am—al+ lam—b| < ¢
nach der Dreiecksungleichung. O

Wir haben noch das im Beweis vorkommende (an sich sofort verstandliche)
Symbol max zu erklaren. Flr beliebigereelle Zahlenr, s heifdt

fdls r > s,

r
max(r, s) := {s fdls r <s,

6Der Begriff , konvergent* geht zuriick auf den Mathematiker James Gregory, 1638-1675
"Die Verwendung des Buchstabens ¢ hat ausschliefdlich historische Griinde.
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das Maximum von r, s. Entsprechend definiert man das Minimum min(r, s) von
r, s. Allgemeiner versteht man unter einem grofdten (kleinsten) Element der Tell-
menge M von R ein Element x € M derart, da3y < x (y > x) giltfur alley € M.
Besitzt M ein grofdtes (kleinstes) Element, dann ist diesgleich sup M (inf M), ins-
besondere al so eindeutig bestimmt; eswird mit max M (min M) bezeichnet. Durch
Induktion Uber die Anzahl der Elemente |al3t sich sofort zeigen, dal3 jede nicht lee-
re endliche Teilmenge von R ein grofes und ein kleinstes Element besitzt. Ist
M = {rq,...,rg}, soschreiben wir max(rq, ..., rx) undmin(rq, ..., rg).

Zuruick zu Beispid (3). Nach Satz 5.5 bleibt uns nur noch die Vermutung, dal3
die Folge (an), a, = (—1)", divergiert. Essel a € R. Die Folge (ay) konvergiert
sicherlich nicht gegen a, wenn esein ¢ > 0 gibt derart, dal? a, fur unendlich viele
n € N nicht in der e-Umgebung von a liegt. Wir zeigen, dal3diesfir ¢ = 1 zutrifft.
Ist namlicha < 0, soliegtin]a — 1, a + 1[ kein a, mit geradem n, da dann

lan—al=[(-)"-a=l-a=1-a>1
Ista > 0, dannliegtin]a — 1, a + 1[ kein a, mit ungeradem n, dain diesem Fall
lan—al=|(-D)"—aj=|—-1—al=1+a> 1

Damit ist gezeigt, da3 ((—1)") divergiert.

(4) Ein Vergleich von 2" und n fiir z. B. n = 100 oder n = 1000 zeigt, dai3 2"
,Vviel schneller wachst* alsn. Daher liegt es nahe zu vermuten, dal3 (n/2") gegen 0
konvergiert. Wie missen wir zu gegebenem ¢ > 0 die Zahl N wahlen? Wir wollen
erreichen:

n ..
__O‘=?<8 furadle n> N.

Man kann die Ungleichung n/2" < ¢ nicht einfach nach n aufldsen, und daher
versucht man zunachst, n/2" durch einen einfacheren Ausdruck nach oben ab-
zuschatzen. Dabei ist natlirlich eine Abschatzung wie ,n/2" < 2 fur ale n* un-
brauchbar, hingegen ,n/2" < 1/n fir alen > ...“ ungemein nitzlich, wie die
folgende Aussage zeigt:

Satz 5.6. Die Folgen (a,) und (c,) mbgen gegen den gleichen Grenzwert a kon-
vergieren. (b,) sei eine weitere Folge. Esgebe einng € N mit ap, < by < ¢, fur
allen > ng. Dann konvergiert auch (b,) gegen a.

Bewels. Nach Voraussetzung gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 natrliche Zahlen
N, N’, so dai}

a—c¢<ap<a+e furadle

a—e<cC<a+e furale !

n>N und
n>N
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Daferner
an <bh<c, furdle n>ng,

erhalt man insgesamt:

a—e<by<a+e furale n>=max(N, N, ng). O

Wir wenden 5.6 auf Beispiel (4) an. In der Tat gilt n® < 2", alson/2" < 1/n,
fur dlen > 4: Fiurn = 4 ist das klar, und bei n > 4 erhalten wir mittels der
I nduktionsannahme

M+1%=n+2n+1<2"+2n+1< 2"+ 2" =21

da2n + 1 < 2" gilt fur ale natirlichen Zahlen n > 3, wie eine weitere einfache
Induktion zeigt. Da die konstante Folge (0, 0, 0, ...) und auch die Folge (1/n)
gegen 0 konvergieren, konvergiert nach 5.6 auch (n/2") gegen O.

(5) Esist anschaulich sofort klar, dal3 die Folge (n) nicht konvergieren kann. Die
Folgeist nicht einmal ,,beschrankt” :

Definition 5.7. Die Folge (an) heil3t beschrankt, falls die Teilmenge {a, | n € N}
von R beschrankt ist.

Satz 5.8. Konvergente Folgen sind beschrankt.

Beweis. Die Folge (a,) konvergiere gegen a. Dann gibt es eine natirliche Zahl N
mit |a — ap| < 1furalen > N, und daher ist

min(ag, ..., an—1,a—1) < a, < max(ag, ..., an—1,a+ 1)
fur alle nattirlichen Zahlen n. ]

Demnach kann die Folge (n) nicht konvergieren. Beispiel (6) behandeln wir im
nachsten Abschnitt.

Die folgende Aussage zeigt, dal3 die Limes-Bildung mit den arithmetischen
Operationen vertraglich ist. Gleichzeitig ermoglicht sie es, die Konvergenz von
Folgen auf die Konvergenz bereits bekannter Folgen zu reduzieren.

Satz 5.9. Die Folgen (an) und (bp) seien konvergent und c eine reelle Zahl. Dann
gilt:

(1) (an £ bp) ist konvergent, und esist lim(a, + bp) = lima, = limby,.

(2) (an - bp) ist konvergent, und esist lim(a, - bp) = (limay) - (limby).

(2’) (c-ay) ist konvergent, und esist lim(c-an) = c-limay.
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(3) Fallslimb, £ 0ist, dann gibt esein ng € N mit b, # O fur allen > ng. Die
Folge (an/bn)n>n, konvergiert, und esist

. an limay
lim— = )
"M by ~ Timbn
Beweis. Aussage (2') lart sich sofort auf Aussage (2) zuruckfuhren, indem man
dort fur (bn) die konstante Folge (c, c, c, ...) einsetzt. Aus (2') wiederum folgt,
dai3 die Folge ((—1)bn), also (—bn), konvergiert und dal3 lim(—bp) = — limby, ist.
Damit ist Aussage (1) klar fur (a, — by), sofern man sie fur (a, + bp) bewiesen
hat.

FUr den weiteren Bewel's setzen wir zur Abkiirzung a = limap, b = limby,.
(1) Wir mussen nur noch den Fall (an + by) behandeln. Essel ¢ > 0 gegeben. Wir
haben zu zeigen: Esgibt ein N € N mit

l(ah+bn) —(@+b) <e furale n>N.
Nun gilt
|(@n +bn) — @+ Db)| =@ —a) + (bh — b)| < an —al + [bn — b].

Wenn wir N so wahlen konnen, dal3 fir allen > N sowohl |a, — a] < ¢ dsauch
|lbn — b| < e igt, sind wir fertig. Well (a,) und (by) konvergieren, wissen wir: Es
existieren nattrliche Zahlen N1, N> € N mit |a, — a|] < ¢ fur alen > N1, und
|lbn — b| < ¢ fur allen > Ny. Damit konnen wir N = max(N1, N2) wahlen.

(2) Diese Aussage ist etwas schwieriger zu beweisen as (1). Dabei ist es sinnvoll
zu versuchen (ahnlich wie beim Beweisvon (1)), |anbn, — ab| mittels |a, — a| und
|bn — b] nach oben abzuschatzen. Es gilt

|anbn — ab| = |an(bn — b) + (an — @)b| < |an||bn — b| + |an — a||bl.

Nach 5.6 ist die Folge (a,) beschrankt, es gibt also ein C’ € R mit |a,| < C’ fir
allen € N. Wir setzen C = max(C’, |b|) und erhalten

lanbn — ab| < C(jan — al + |by — b)).

Zu gegebenem ¢ > 0 wahlen wir dann N so, da3fur allen > N sowohl |a, —a| <
g dsauch |b,h — b| < ¢ ist.

(3) DadieFolge (bn) gegen b konvergiert, gibt esein ng € N mit |b, — b| < |b|/2
for alen > ng, aso

b
ool = b+ (b — b)] > Ib] — by — b] >
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fur alen > ng. Damitist b, # O fur allen > no.

Wegen a, /b, = an - 1/by, ergeben sich die Uibrigen Aussagen unter (3) mit Hilfe
von (2), vorausgesetzt, wir konnen zeigen, daf3 (1/bn)n>n, gegen 1/b konvergiert.
Furalen > ngist

1

1 1 b — by
———| = = b—Db
br b‘ ‘ b |~ Tblibal
aso 1 1 2
———|<—lb—D
bn b < |b|2| n|
nach der Abschatzung von |by| oben. Man wahle nun zu gegebenem ¢ > O die
natirliche Zahl N so, dal3 N > ngund |b — b,| < ¢ furallen > N gilt. O

Wir erproben die Ntzlichkeit von Satz 5.9 an einem

Beispiel 5.10. Wir betrachten die Folge

n2+5
2n2—1]°

Esist 5
n?+5 1+5
2n2—1_2_i2

n

furdlen > 1. Da
1 1 1 5 1
Iim—=={lim=)}-{lim=)=0 und Ilim— =5-lim— =0,
n2 n n n2 n2
erhalten wir

) 5 ) i 1 1
I|m(1+—2):1+llm—2:1 und I|m(2——2):2—llm—2:2.
n n n n

Insgesamt ergibt sich:
n+5 1
n2 -1 2
Bel der Diskussion von Folgen ist haufig eine gewisse Abschwachung des Be-
griffs Grenzwert von Nutzen:

l[im

Definition 5.11. Diereelle Zahl a heil3t Haufungspunkt der Folge (a,), wenn eszu
jedem ¢ > O unendlich vielen € N gibt mit a, € U.(a).
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Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist sicherlich ein Haufungspunkt die-
ser Folge, und zwar der einzige: Ist b ein vom Limes a der Folge verschiedener
Punkt und ¢ = |a — b|/2, dann liegen in U, (b) hochstens endlich viele Glieder der
Folge.

Beispiele 5.12. Die Folge ((—1)") hat die Haufungspunkte 1 und —1. Die Folge
(an) mit
1 bei gerademn
=11
o - bei ungeradem n
hat die Haufungspunkte O und 1.

In beiden Beispielen konvergieren offensichtlich , Teilfolgen® der betrachteten
Folgen gegen die jeweiligen Haufungspunkte (im ersten etwa ((—1)2") gegen 1,
((=1?"*1) gegen —1).

Definition 5.13. Es sai (nk)ken €ine Folge natirlicher Zahlen mit ng < ngyq fur
dlek € N. Dann heif}t (an, )ken €ine Teilfolge der Folge (an).

Zur Vermeidung von Mil3verstandnissen erklaren wir: (an, )ken ist digjenige
Folge reeller Zahlen, deren k-tes Glied ap, ist. Trivialerweise gilt:

Satz 5.14. Jede Teilfolge einer gegen a € R konvergenten Folge konvergiert eben-
falls gegen a.

Die Beobachtung, die wir an den Beispielen gemacht haben, ist allgemein rich-
tig:

Satz 5.15. Dieredlle Zahl a ist genau dann Haufungspunkt der Folge (a,), wenn
es eine Teilfolge (an,) von (an) gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis. Konvergiert eine Teilfolge von (a,) gegen a, dann ist a nattrlich Hau-
fungspunkt von (ap).

Umgekehrt sei a Haufungspunkt von (an). Wir konstruieren rekursiv eine Folge
(N k=1 naturlicher Zahlen, derart dal?

1
Nk+1 > Nk und |ap, —al < K furale k> 1.
Die Folge (an,) konvergiert dann gegen a, dalim1/k = 0.
Weil a Haufungspunkt von (ap) ist, gibt esein n; € N mit |ay, — a] < 1. Die
natirlichen Zahlen nq, ..., nk, k > 1, mdgen den oben genannten Bedingungen
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gentigen. Da a auch Haufungspunkt der Folge (an)n-n, ist, gibt eseinng;q € N
mit N1 > Nk, So dal3
1
By — 8 < (77
Damit haben wir eine Folge (nk) mit den gewiinschten Eigenschaften konstruiert.
O]

Bei den divergenten Folgen wollen wir unterscheiden zwischen ,wirklich* di-
vergenten wie z. B. ((—1)") und solchen, deren Verhalten dem konvergenter Fol-
gen sehr dhnlich ist wie etwa (n) oder (—n): Diese Folgen streben gegen unendlich
bzw. minus unendlich im Sinne der folgenden

Definition 5.16. Die Folge (an) heif3t bestimmt divergent oder divergiert bestimmt
gegen oo, kurz limay, = oo, falsgilt:

Zujedem C e R gibtesein N € N, sodal3a, > Cistfuralen > N.
Analog definiert man bestimmte Divergenz gegen —oc.

Mit dem anschlief3enden Kriterium wird die bestimmte Divergenz auf die Kon-
vergenz zuruckgefihrt.

Satz 5.17. Die Folge (a,) divergiert genau dann bestimmt gegen oo (—o0), wenn
gilt: Esgibt einng € N mitay > 0 bzw. a3 < O fur allen > ng, und die Folge
(1/an)n=n, konvergiert gegen O.

Den (sehr) einfachen Beweis Uiberlassen wir einer Ubungsaufgabe.

In gewissen Fallen kann man die Regeln 5.9 fur das Rechnen mit Limiten auf
bestimmt divergente Folgen ausdehnen. Hierzu hat man natiirlich zu erklaren, was
z. B. 1+ oo oder auch oo+ oo ist. Wir fiigen zunachst die Zeichen oo (,,unendlich*)
und —oo (,,minus unendlich®) zu R hinzu und setzen R = R U {oo, —oo}. Sodann
erweitern wir die lineare Ordnung in R auf R, indem wir

—oo<a<oo furdle aeR

vereinbaren (und erhalten damit eine lineare Ordnung in R). Schlieflich erweitern
wir auch die arithmetischen Operationen auf R. Wir setzen

at+oo=00+a=00 furdleaeR,a # —oo,
a—00=—-00+4+a=—00 furalea e R, a # oo,
a(+oo) = (foo)a = (Fo0) furaleaeR,a > 0,
a(+oo) = (£oo)a = (Foo) furalea e R,a < 0,

a a

—=—=0 fur adlea € R.
0 —
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Damit |&l3 sich (unter Benutzung von 5.17) Satz 5.9 leicht auf Folgen (a,), (bp)
erweitern, die konvergent oder bestimmt divergent sind, wobei man an den dafiir in
Frage kommenden Stellen ,, konvergent‘ durch ,, bestimmt divergent‘ ersetzen mulf3.
Man beachte jedoch, dal3 gewisse Kombinationen verboten sind. Esist jaz. B. (aus
gutem Grund, s. Aufgabe 5.7) nicht erklart, was co — co oder 0 - oo ist.

Aufgaben

5.1. Untersuchen Sie die Folgen
4

1 n
S R L G )

n! n _Kk
(7)) ((&)r) e
auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.

5.2. Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (an) gegen a € R, so konvergiert die Folge
(lan|) gegen |a|. Gilt auch die Umkehrung?

5.3. Es seien (ay) und (b,) konvergente Folgen reeller Zahlen. Zeigen Sie: Ist
an < b, furalen e N, soistlima, < limby,. Darf man in dieser Aussage tberall
»<' durch, <" ersetzen?

5.4. Zeigen Sie: Ist (ax) eine konvergente Folge mit Grenzwert a, so ist die Folge
(bn) mit

konvergent, und es gilt nIim b, = a.
—00

5.5. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Folgen

n—5 n%—2 n%—2
nt+6/’ nyn+2]’ an2+2)

5.6. Beweisen Sie Satz 5.17.

5.7. Geben Sie Beispiele von Folgen (an) und (bp) anmit lima, = oo, limb, =0
und

@ limanby = o0, (b) limapb, = —o0, (€) limayby, =0, (d) limapb, = 1.
5.8. Essai b eine positive reelle Zahl. Zeigen Sier lim. Jb=1.
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Die in diesem Abschnitt bewiesenen Satze tiber die Konvergenz von Folgen beru-
hen wesentlich auf der Vollstandigkeit von R.

Oft mul3 man entscheiden, ob eine Folge konvergiert, ohne dal3 man tber ihren
potentiellen Limes etwas weil3. Dieser Fall tritt insbesondere dann auf, wenn man
mittel s dieses Limes eine bisher nicht bekanntereelle Zahl einfihrt. Beispielsweise
kann man die dem Leser von der Schule her bekannte Eulersche? Zahl e durch

1 n
e:lim(1+—>
n

definieren. Diese Definition ist sinnvoll, sobald nachgewiesen ist, dafi3 ((1 + %)”)
konvergiert. (Ein anderes Problem ist dann, e ,moglichst genau‘ zu berechnen.)

In dem betrachteten Zusammenhang lassen sich monotone Folgen besonders
gut behandeln:

Definition 6.1. Eine Folge (a,) heil3t

monoton wachsend, falls a, < apy1 fiuradle
streng monoton wachsend, falls an < apyy  fir ale
monoton fallend, falls a, > any1 firale

streng monoton fallend, falls a, > a1 furale

5 3 5 5

Eine (streng) monotone Folge ist eine Folge, die (streng) monoton wachsend oder
(streng) monoton fallend ist.

Satz 6.2. Eine beschrankte monotone Folge (a,) reeller Zahlen konvergiert. Eine
nicht beschrankte monoton wachsende (fallende) Folge divergiert bestimmt gegen
o0 bzw. —oo.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung zunachst fir monoton wachsende Folgen.
Die Menge {a,| h € N} ist nach Voraussetzung beschrankt, hat also nach Satz 3.10
eine kleinste obere Schranke. Es sel

a = sup{an| n € NJ.

Wir zeigen: a = limay.
Essel ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N € N mit

a—e<an<a.

8nach dem Mathematiker Leonhard Euler, 1707-1783
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Andernfalls ware auch noch a — ¢ eine obere Schranke von {a,|n € N} im Wider-
spruch zu a = sup{an| n € N}. Da (a,) monoton wachsend ist, ergibt sich

a—¢<an<ay<a furdle n>N

und damit |a, — a| < e furalen > N.

Bei einer monoton fallenden Folge (a,) ersetzt man im vorangegangenen Be-
wels Uberall < durch >, < durch > und sup durch inf. Man kann auch die Folge
(—an) betrachten. Diese ist monoton wachsend, konvergiert nach dem Vorange-
gangenen, und folglich konvergiert nach 5.9 auch (a,) = (—(—an)). O

Beispiele 6.3. (1) Die eingangs angegebene Folge

(1+5)

ist beschrankt. Wer die Aufgaben der Abschnitte 1 und 2 gerechnet hat, sieht sofort,
dal? das direkt aus Aufgabe 2.1 in Verbindung mit Aufgabe 1.3 folgt. Wir wollen
es dennoch hier zeigen. Mit der binomischen Formel erhat man

(1+%>n=1+i<ﬂ>-n—1,

k=1
und fur allek > 1 gilt

ny 1 1 n(n—l)...(n—k+1)_£
k) nk Kk nk k!

Fernerist 1/k! < 1/2% 1 fir allek > 1, so da?
1\" L1 N1 1— (1/2)"
1+=2) <Y =<1 =14 3
(+n) kZ:(:)k! +k§2k—1 T

fur ale n. Die Folge ist aulRerdem monoton wachsend: Esist

an _ (n+1\" n—l”_l_ n2-1\" n _ (1 1\" n
an_1 n n N n2 n—1 n2 n—1

und (bei n > 1)
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und damit a, > a,—1. Die betrachtete Folge ist also konvergent.

(2) Wir behandeln jetzt Beispiel (6) aus Abschnitt 5. Wer mit dem Taschenrech-
ner einige Glieder dieser Folge ausrechnet, gewinnt den Eindruck, dai die Folge
ziemlich schnell gegen +/2 konvergiert. In der Tat liefert sie ein sehr effektives Ver-
fahren der (approximativen) Quadratwurzelberechnung. Es sei allgemeiner a eine
beliebige positive reelle Zahl. Wir setzen

1 a y
ap=a, an+1=—<an+a> furale neN

2
und beweisen, dal3 die Folge (an) gegen +/a konvergiert.
Mit Hilfe von 6.2 zeigen wir zunachst, dal3 (a,) konvergiert. Sicherlich sind
alle Folgenglieder positiv. Ferner hat man

a 1 a
= — = J— —
Va= |a o \2(a”+an) an+1
fur allen > 0. Dabei haben wir die Ungleichung vom arithmetischen und geome-
trischen Mittel benutzt (vgl. Aufgabe 3.1(b)). Aus \/a < a,, folgt weiter a/a, < an
und hieraus

YO
ant1=5(a+ ) <an

fur dlen > 1. Die Folge (an)n>1 ist somit beschrankt und monoton fallend, nach
6.2 also konvergent.

Essel b = limp_  an. Aus dem Vorangegangenen folgt, da3 b > ,/a gelten
muf3. Daauch limp_, o an+1 = b ist, erhalten wir mit Hilfe von 5.9:

b=limang = lim= (an+ 2 ) = L (lima, + 2 —1(b+a)
= IMan+1 = 1M { & an) 2 al lima,/ 2 b/"

Esist aso b? = a, und wegen b > /a folgt hierausb = ,/a.
Der gerade durchgefihrte Schluf3illustriert recht gut, wie man den Limes einer
rekursiv definierten (konvergenten) Folge bestimmen kann.

(3) Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Folge (x") fur x € R. Zunachst
uberlegen wir, welche reellen Zahlen tberhaupt als Grenzwert in Frage kommen:
Gilt b = limx", soist notwendig

1 — |limxx" = xlimx" = xb,

b=Ilimx

und hieraus ergibt sichb = 0 oder x = 1.
Fur x = 1 konvergiert die Folge trivialerweise gegen 1. Bei 0 < X < 1 hat man
0< x"L < x" < 1firalen e N, (x") ist aso beschrankt und fallt monoton: Die
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Folge konvergiert gegen 0. Bei —1 < x < 0 konvergiert nach dem eben Gezeigten
die Folge (|]x|™) = (|x"|) gegen 0 und damit auch (x"). Ist schlie@lich x = —1
oder |x| > 1, dann gilt |x"| > 1 fir alen € N: Die Folge kann nicht gegen 0
konvergieren, sie konvergiert also tberhaupt nicht.

Der Beweis von Satz 6.2 &l sich in zwei Teile aufspalten: (1) sup{an| n €
N} ist Haufungspunkt von (an), und (2) die Folge (an) konvergiert gegen diesen
Haufungspunkt. Im allgemeinen ist sup{an| n € N} kein Haufungspunkt der
Folge (a,). Mit einem verfeinerten Ansatz kann man sich bei beschrankten Folgen
durch sup- bzw. inf-Bildung dennoch einen Haufungspunkt verschaffen:

Zu einer nach unten beschrankten Folge (a,) betrachtet man fir allek € N

bk = inf{an| n > k}.
Analog kann man fur nach oben beschrankte Folgen (a,) und allek € N
Ck = sup{an| n > Kk}

definieren. Die Folge (bx)ken ist stets monoton wachsend, die Folge (Ck)ken
stets monoton fallend. Folglich konvergieren diese Folgen, oder sie divergieren
bestimmt gegen +oco bzw. —oo.

Definition 6.4. Essei (a,) eine nach unten (oben) beschrankte Folge. Dann heif3t
o - . o
lengo inf{an| n > k} (klggo sup{an| n > k})
Limesinferior (Limes superior) von (an), kurz liminf a, (limsupap).

Satz 6.5. (ay) sei eine beschrankte Folge. Dann sind liminfa, und limsupay,
Haufungspunkte von (an).

Beweis. Essei a = liminfa, und wie oben by = inf{a,| n > k} fur allek € N.
Ferner sei ¢ > 0 gegeben. Da (bx) gegen a konvergiert, gibt esein N € N mit

la—bk| <& furale k> N.
Nach Definition der by gibt es zu jedem k ein ng > k mit
bk — an | < e.
Die Teilmenge {nk| k > N} von N ist unbeschrankt, also auch unendlich. Da
|a —an | =la—bk+bk—anl <la—bil+ bk —an] < 2¢

fur alek > N, liegenin]a — 2¢, a + 2¢ [ unendlich viele Glieder von (ap).
Anaog zeigt man, dal3 limsupa, Haufungspunkt von (a,) ist. O
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Als Folgerung erhalten wir den wichtigen

Satz 6.6. (Bolzano-Weierstrald °) Eine beschrankte Folge reeller Zahlen hat min-
destens einen Haufungspunkt und somit eine konvergente Tellfolge.

Aus dem Satz von Bolzano-Weierstral3 konnen wir wiederum das Cauchysche
Konvergenzkriterium!© folgern, mit dessen Hilfe man (wie mit Satz 6.2) die Kon-
vergenz einer Folge ohne vorherige Kenntnis des Grenzwerts entscheiden kann:

Satz 6.7. Die Folge (a,) konvergiert genau dann, wenn sie die ,, Cauchy-Bedin-
gung‘ erfullt, d. h. wenn zu jedeme > 0 ein N € N existiert, so daf3 fur alle
m,n > N gilt: |am — an| < &.

Bewels. Die Folge (a,) sal konvergent mit dem Limesa. Dann gibt es zu vorgege-
beneme > 0ein N € Nmit |a, — a| < e furalen > N. Folglich gilt
|am —an| =lam—a+a—an/ <lam—al+|a—an| < 2¢

furadlem,n > N.

Umgekehrt erfille (a,) die Cauchy-Bedingung. Dann beschaffen wir uns mit-
tels 6.6 zunachst einen Haufungspunkt von (an). Eine Folge, die die Cauchy-
Bedingung erfillt, ist namlich notwendig beschrankt: Zu ¢ = 1 etwa existiert ein
N € Nmit |a, —an| < 1furalen > N undfolglichist

fur dlen € N. Es sa jetzt a Haufungspunkt von (a,) und ¢ > O gegeben. Auf
Grund der Cauchy-Bedingung gibt esein N € N mit |a, —amn| < e furalen,m >
N. Daa Haufungspunkt von (ay) ist, gibt esferner einng > N mit |a,, — a| < «.
Folglich gilt fur allen > N:

lan —al = |an — @ny + 8ny — al < |an — ang| + |an, — al < 2e. O

Aufgaben

6.1. Untersuchen Sie die Folge
(\n/ﬁ)n>1

auf Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

nach dem Mathematiker, Philosophen und Theologen Bernard Bolzano, 1781-1848, und dem Mathe-
matiker Karl Weierstral3, 1815-1897
1Onach dem Mathematiker Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857
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6.2. Bestimmen Sie\/1+ \/1+ v1+ /14 ..., d h. zeigen Sie, dal3 die rekur-
siv definierte Folge (an), ap = 1, any1 = /1+ a, fir n > 0, konvergiert, und
bestimmen Sie ihren Limes.

6.3. Die Menge M C R sel nach oben beschrankt und a = sup M. Zeigen Sie:
Es gibt eine monoton wachsende Folge (a,) mit a, € M fur alen € N und
a=lima.

6.4. Es sei (a,) eine beschrankte Folge reeller Zahlen und H die Menge ihrer
Haufungspunkte. Zeigen Sie:

liminfa, =infH, limsupa, = supH.

6.5. Bestimmen Sie samtliche Haufungspunkte, Limes superior und Limesinferior
der Folge (an) mit

1+ 3" furn =3k
an=12+"0 firn=3k+1,  keN.
2 firn =3k + 2,
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In diesem Abschnitt ordnen wir gewissen Folgen (a,) mit Hilfe des Grenzwertbe-
griffsfur Folgen eine ,, Summe*

0
> a
k=0
ZU.

Definition 7.1. Es sai (ax)k>0 eine Folge reeller Zahlen. Unter der (unendlichen)
Reihe Uber (ak) verstehen wir die Folge (&) ihrer Partialsummen

S=) a
k=0

Esist Uiblich, die Folge dieser Partialsummen mit Y2 ; ax zu bezeichnen. Fallsdie
Reihe Uber (ax) konvergiert, schreibt man auch ihren Limesals > 2 ;ax. Dasn-te
Glied der Reihe Y "2 a ist a, (und nicht, wie man eigentlich erwarten sollte, S,).

Allgemeiner werden wir Reihen Zﬁiko ak, ko € N, betrachten. Esist unmittel-
bar klar, wie man die gerade gemachten Definitionen zu verandern hat.

> 1
Beispiele 7.2. (1) >
k=1k(k+1)
Bekannt ist
zn: 1 _ n
kzlk(k+1) n+1
Esgiltaso
* 1 n 1
> = lim »° =1
—kk+1)  nooo i~ k(k+1)
=1
@ 2 o
k=0

Die Folge der Partialsummen dieser Reihe ist monoton wachsend, weil alle Rei-
henglieder positiv sind, und nach Aufgabe 1.3 beschranki:
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Die Reihe konvergiert also nach Satz 6.2. Die Ungleichungen in Beispiel 6.3 zei-
gen, dald der Grenzwert > eist. Wiein Satz 11.3 bewiesen wird, gilt sogar

S
— k!
Ein besonderswichtigesBeispiel ist diejedem x € R zugeordnete geometrische

Reihe "2 o xX.

Satz 7.3. DieReihe Y .2, xK konvergiert genau dann, wenn |x| < 1 gilt. In diesem
Falleist
1

(0,]
k _
gx C1-—x

(0,@]
k=

Beweis. Fir x = 1 divergiert >_p> o x¥ trivialerweise. Es sei also x # 1. Wir

wissen, daf3

X' =—
1-—Xx

NE

;\—
Il

0

giltfur allex # 1, dso
xn+1

n

1
Zxkzl 1 :
=0 — X — X

Folglichist Y 2, xK genau dann konvergent, wenn die Folge (x"*1) konvergiert.
Diesist genau dann der Fall, wenn |x| < 1 gilt (vgl. Abschnitt 6). Dabel |x| < 1
limn_ oo X" 1 = 0 gilt, folgt

ad 1
Zxkzl— fur  |x| < L. 0
k=0 - X

Die geometrische Reihe ist deshalb so wichtig, weil man sie beim Konvergenz-
beweis fur Reihen haufig als Vergleichsreihe benutzt. Wir kommen darauf noch
zuriick.

Einige Rechenregeln fur Folgen lassen sich unmittelbar auf Reihen Ubertragen:

Satz 7.4. Esseien Y o gak und Y 2 o bk konvergente Reihen. Dann gilt:

(l)OODie Reihe Y 2 o(ak £ bx) konvergiert, und esist > 2 g(ax+bx) = > 2 pak+
k=0 bk-

(2) Fur jedesc € R konvergiert > 2 cak, und €sist Y o yCak = C- Y e ak-
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Beweis. (1) Essai S = Yk ok Tn = D pobk und Vi = > 10_o(a % by).
Wegen V,, = §, & T, gilt nach 5.9: (V,)) konvergiert, und esist imV, =lim§, &+
limT,.

(2 MitS, = p_gaxund Wy = >"p_,ca ist Wy = ¢S,. Die Behauptung folgt
jetzt wieder aus 5.9. H

Wir wollen nun einige Konvergenzkriterien fur Reihen beweisen. Zum Teil sind
diese Kriterien nur eine Umformulierung der uns fir Folgen bekannten Konver-
genzkriterien.

Dal eine Reihe wie Y 2,
bar. Allgemein gilt:

k
1 nicht konvergieren kann, sieht man unmittel-
Satz 7.5. Die Reihe Zﬁioak sal konvergent. Dannist limp_. o an = 0.

Beweis. Essal §, = Zﬂzoak. Danmnista, = S, — S1—1. Dadie Folgen (S,) und
($-1) nach Voraussetzung konvergieren, konvergiert nach 5.9 auch (a,), und es
ist
lima,= Iim & — |lim S§_-1=0. O
n—oo n—o0 n—oo

Die Umkehrung von 7.5 gilt nicht: lima, = 0 impliziert keineswegs die Kon-
vergenz von Y - ak ! Das berlihmteste Gegenbeispiel hierzu ist die harmonische

Reihe
>
k=1 K

Wir kdnnen namlich zeigen, dal3 diese Reihe nicht beschrankt ist (eine Reihe heifit
natirlich beschrankt, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrankt ist):

Shoarki (e (ki)
—~k T2 \3 4 5 6 7 8

- L o2
141 2n

1 1 1 1

14 -242.-124. -4 ...400-1 —

> +2—|— 4—|— 8—|— + on
_q.0
= >

Die harmonische Reihe besitzt nur positive Glieder. Solche Reihen sind kon-
vergent, sobald sie beschrankt sind:
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Satz 7.6. Fur allek € N sei a > 0. Dann konvergiert die Reihe ) _}2 ; ax genau
dann, wenn sie beschrankt ist.

Beweis. Die Folge (ZEZO ak)neN 1St monoton wachsend. Aus 5.8 und 6.2 folgt,
dal? sie genau dann konvergiert, wenn sie beschrankt ist. H

Satz 7.6 |83 sich in Verbindung mit 7.4 naturlich auch auf Reihen ) ax mit
ax < Ofir alek anwenden. Als nachstes Konvergenzkriterium tbertragen wir das
Cauchy-Kriterium auf Reihen:

Satz 7.7. DieReihe Y ;2 ; ax konvergiert genau dann, wenn es zu jedeme > O ein

N € N gibt mit
n
> a

k=m

< ¢ furalem,n > N.

Beweis. Wieder sei (S,) die Folge der Partialsummen von )~ ax. Danniist

D a=S— S

k=m

und es ist sofort klar, dal3 die in der Aussage genannte Bedingung genau dann
erfullt ist, falls (S,) der Bedingung des Cauchy-Kriteriums fur Folgen (Satz 6.7)
genugt. ]

Satz 7.7 zeigt, dal? das Abandern endlich vieler Glieder einer unendlichen Rei-
he keinen Einflul3 auf die Konvergenz hat (wenn es auch i. a. den Grenzwert
verandert).

Das Cauchy-Kriterium dient uns vor allem beim Beweis der noch folgenden
Kriterien. Beim nachsten, einem Kriterium fUr Rethen mit alternierenden Gliedern,
verwenden wir aber ein anderes Argument.

Satz 7.8. (Leibniz!l-Kriterium) Es sei (ax) eine monoton fallende Folge reeller
Zahlen mit ax > O fur alle k. Dann gilt: Die Reihe Zﬁio(—l)kak konvergiert
genau dann, wenn limy_, ., ax = O'ist.

Beweis. Aus der Konvergenz der Reihe folgt mit Satz 7.5, dald limy_, o (—1)Kay
= 0 und dann natrlich auch limg_, o, ax = 0.

Fur die Umkehrung beobachten wir zunachst, dal3 die Partialsummen zu gera-
den Indizes eine monoton fallende Folge bilden: es gilt

Sin+1) = Sn — (@n+1 — A2n+1) < Sn

M hach dem Philosophen, Mathematiker und Naturforscher Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716




7. Unendliche Reihen 57

well aym+1) < agn41 Nach Voraussetzung. Analog sieht man, dald die Partial sum-
men zu den ungeraden Indizes eine monoton wachsende Folge bilden. Da ferner
Snt1 < Spist, giltfuradlen > 0:

%252n>&n+1>&-

Also sind die Folgen (Sp) und (Snh41) beide konvergent: Sie sind monoton und
beschrankt. Daferner

lim (Sn — Snt1) = lim agnyp1 =0
n—o0 n—o0

ist, haben beide Folgen den gleichen Grenzwert. Dies ist aguivalent zur Konver-
genz der Folge aller Partialsummen. H

Bemerkungen 7.9. (1) Ausdem Bewels ergibt sich im Falle der Konvergenz un-
mittelbar die Abschatzung

Smi1 < Y (—Dfa < Sn
k

00
=0

fir alem, n € N. Insbesondereist Smi1 < Y poo(—D¥ak < Smi2 < Sm, dso

< ant1

(D - &
k=0

fur alen € N. Wir werden dies spater verwenden. Man beachte noch, dal3 es
fur das Leibnizkriterium ausreicht, wenn die Folge (ax) ab einem Index ko mo-
noton fallt. FUr die angegebenen Abschatzungen gelten dann entsprechende Ein-
schrankungen.

(2) Satz 7.9 gilt offenbar auch fur jede monoton wachsende Folge (ax) mitax < 0
fur dlek.

o0
1
Beispiel 7.10. Die alternierende harmonische Reihe Z(_l)k_1R konvergiert.
k=1

Achtung: Man gerat leicht in Versuchung, die Voraussetzung ,, monoton fallend
in 7.8 zu vergessen. Die Reihe in Aufgabe 7.2 zeigt jedoch, dal’ diese Vorausset-
zung nicht ohne weiteres weggel assen werden kann.

Die folgenden Kriterien sind Vergleichskriterien: Um die Konvergenz einer
Reihe zu beweisen, vergleicht man sie mit einer Reihe, deren Konvergenz bereits
bekannt ist. Zuerst vergleichen wir Y2 g ax mit > 2 g |a.
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Definition 7.11. Die Reihe Y 2 jax heif}t absolut konvergent, wenn > |ak|
konvergiert.
Satz 7.12. Jede absolut konvergente unendliche Reihe ist konvergent.

Beweis. Wir verwenden das Cauchy-Kriterium 7.7. Essei ¢ > 0. Dann gibt esein
N € N mit

n
Y lal < efuralem,n> N,

k=m

daja y - lak| nach Voraussetzung konvergiert. Es folgt
n

> a

k=m

mithin die Konvergenz von "2 ; ax (vgl. Aufgabe 2.3). ]

n
<) la <efuralem.n> N,

k=m

Die Beispiele von harmonischer Reihe und aternierender harmonischer Rei-
he zeigen, dal3 die Umkehrung von 7.12 keineswegs richtig ist. Der Vorteil von
Y koo lak] gegenuber Y 2 & ist, dald |ax| > O fur ale k. Damit braucht man
dann ,,nur noch zu zeigen, dal3 "2 |ax| beschrankt ist.

Die Idee des Vergleichs zweier Reithen wird besonders deutlich beim Majoran-
ten-Kriterium:

Satz 7.13. Esseien (ax) und (by) Folgen, derart dal3 gilt: |ax| < bk fur alle k und
Y o bk konvergiert. Dann konvergiert > .= ; ax absolut.

Beweis. Hier kann man wieder das Cauchy-Kriterium benutzen oder auf 7.6 zu-
rickgehen: Da ) _ by konvergiert, existiert nach 7.6 ein C € R mit

n
Y by <CfiraleneN.

k=0
Esfolgt
n n
Y lakl <) by CfirdleneN
k=0 k=0
und erneute Anwendung von 7.6 liefert die absolute Konvergenz von >~ ay. ]

Beispiel 7.14. Wir betrachten die Reihe >_p° ; 1/k2. Firk > 2ist

1 1
_— < —
k2 “kk—-1)’
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und esbietet sich Y "2, 1/k(k — 1) a's Vergleichsreihe an. Nun gilt

ad 1 ad 1
kg;k(k—l) _gk(k+1)’

und diese Reihe ist, wie wir oben festgestellt haben, konvergent. Also konvergiert
>, 1/k? und damit natiirlich auch >°p2; 1/k?. (Ubrigens ist > po; 1/k? =
72/6; vgl. [6], 12.A.13))

Fur viele Anwendungen kann man das Quotientenkriterium verwenden, mit
dem wir die (endliche) Reihe der Konvergenzkriterien beschlief3en wollen.

Satz 7.15. (1) Essal (ak) eineFolgeredller Zahlenmitax # Ofir allek > kg € N.
Fallseseing e R, 0 < q < 1, gibt mit

‘ Ak+1
ax

< q fur allek > ko,

dannist ) 2y ak absolut konvergent.
(2) Dieunter (1) genannte Bedingung ist erfullt, falls

lim < 1.

k— 00

‘ak+l
Ak

Beweis. (1) Da wir endlich viele Glieder einer Reihe abandern dirfen, ohne an
Konvergenz oder absoluter Konvergenz etwas zu andern, durfen wir annehmen,
dai gilt:
l@
ak

<q furalek > 0.
Dann ergibt sich sukzessiv

2
las] < qlaol, a2l < Qqlaol, ...,

also per Induktion

la] < g¥lag| furalek e N.
DieReihe > 2, lag|gK konvergiert wegen |g| < 1 und ist eine konvergente Majo-
rante zu ) ay.
(2) Essal p=lim|aky1/ak|. Wirwahlenq = (1+ p)/2und setzene = q— p. ES
giltg < 1unde > 0. Dalak+1/ax| gegen p konvergiert, existiert eine natirliche
Zahl ko derart, dal3 fur alle k > kg gilt:

Ak+1
a p
und daraus folgt sofort |ax1/ak| < q fur alek > ko. O

<
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Beispiele 7.16. (1) DieReihe > 2, k3/2% konvergiert, weil

1 (k+1)°
“2\ k

(k+1)3 2K
ok+1 k3

' Ak+1
ak

andlim L (K1) _ 2
2\ k 2

(2) Furwelchex e R konvergiert > .2 ; xK/k2 ?Bei x # 0gilt

k2
"kt 12

Fals0 < |x| < 1ist, giltlim]aky1/ak| = |X| < 1, die Reihe konvergiert also
nach 7.15(2).

ImFall |x| > Llistlim|aky1/ak| = |X| > 1, esgibtalsoeinko mit |axy1| > |ak|
fur allek > ko. Dannist (x¥/k?) keine Nullfolge, janicht einmal beschranki!

ImFall |x| = 1 hilft unsweiter, daR wir die Konvergenz von 32 ; 1/k? bereits
bewiesen haben: Die Reihe konvergiert also im Fall x = 1; und weil absolute
Konvergenz die Konvergenz impliziert, konvergiert sieauch fir x = —1. Insgesamt
erhalten wir:

‘@ = Ix|
ak

0k
X .

> 7 konvergiert genau dann, wenn || < 1.

k=1

Zu Satz 7.15ist zweierlei anzumerken:
(1) Esgenugt nicht, |ax+1/ak| < 1fur alek > ko vorauszusetzen: Obwonhl

1

1/(n+1) n
‘ 1/n ‘ T+l
furalen > 1, divergiert die harmonische Reihe Zﬁ‘;l 1/n.
(2) Satz 7.15 (1) nennt eine hinreichende Bedingung. Eine konvergente Reihe
braucht diese Bedingung keineswegs zu erfullen: > 22, 1/ k? konvergiert, ande-
rerseitsist limk?/(k + 1)2 = 1 und daher die Bedingung offenbar verletzt.
Seine wesentliche Bedeutung gewinnt der Begriff der absoluten Konvergenz

aus der Tatsache, dal3 man absolut konvergente unendliche Reihen beliebig um-
ordnen kann, ohne an ihrer Konvergenz oder ihrem Grenzwert etwas zu andern.

Definition 7.17. Essei T : N — N eine bijektive Abbildung. Dann heif3t die Reihe
Y ke ar (k) €ine Umordnung von ) 2 a.
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Wir wollen uns zunachst an einem Beispiel ansehen, dal3 man eine (zwar kon-
vergente, aber) nicht absolut konvergente Reihe nicht ohne Veranderung des Kon-
vergenzverhaltens beliebig umordnen kann.

Beispiel 7.18. Die aternierende harmonische Reihe

Ey—nhi——1—3+}— +
T 23

NP
gl =

konvergiert bekanntlich. Wir betrachten die Umordnung

1 1+1 1+ 1+1 1+ 1+1+1+1 l+
5 7 6 9 11 13 15 8

+ ! - 1 +-- 4 ! ! -
2k+1  2k4+3 2k+1 1 2k+1)

Wegen

1 1 1 1 . 1 1
(2k+1+2k+3+"'+2k+1—1>_2(k+1) 22 I T 2kt D)
1 1
T4 2k+1)

gilt bei n > 1 fir die (2" + n)-te Partialsumme der Umordnung

1 & 1 1 1 1
n =1—-— _
S 2+;%<Q%+1+2K+3+ +2k+-1—1> ak+b)

>1+n Z 1 >1+n 1 1+(n—1)
2 4 2k+1) "2 4 2\2 3
n

k=1

_ 1 -1 n—1_1+n—1
S 2 4 6 2 12

Also konvergiert die Umordnung sicherlich nicht. (Zur Ubung gebe man das zu-

gehorige  an!)

Satz 7.19. Die Reihe Y2 ; ax sei absolut konvergent. Dann konvergiert auch jede
Umordnung Y ", o ar (k) dieser Reihe absolut, und es gilt

o0 (0, ¢]
Z A = Z Az (k)-
k=0 k=0
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Beweis. Essei @a = ) - yak und e > 0. Dann gibt esein ng € N mit

n
> a-a

k=0

n
<e und > |l <efuradlen > no.

k=ng

Essei N = max(r~1(0), ..., t71(ng)). Dann gilt t=10, ..., ng} c {0, ..., N}
oder aquivalent {0, ...,ng} C {0, ..., N}. Insbesondere hat man aus Anzahl-
grinden N > ng. Bezeichnen wir mit m, das Maximum von 7 (0), ..., 7(n), dann
giltfaralen > N:

n
D — 2
k=0

Folglich konvergiert > "2 a; k) gegen a. Zum Beweis der absoluten Konvergenz
dieser Reihe wende man das Bewiesene auf "2 , |ak| an. O

Mp
< + Z lak| < 2e.

k=ng+1

No
> ac-a
k=0

In Aufgabe 7.7(b) wird gezeigt, dal’ auch die Umkehrung von 7.19 gilt, d. h.
eine Reihe, deren Umordnungen samtlich konvergieren, ist absolut konvergent.
Fur Polynome >"p_o akxX, S"k_ bixK ergibt sich

u v
k=0 k=0
agbg + (aghy + a1b0)X + (aghy + a1by + axb)X? + - - - + ayb,xU+?.

Der Koeffizient von xX im Produkt ist

k
Z ambk—m,
m=0

zumindest, wennk < uundk < v.
Angewandt auf unendliche Reihen Y\ _oak, Y y_q bk fhrt dieses Multiplikar
tionschema auf die Reihe

o0 k
Z ck mit ¢ = Z ambk—m,
k=0 m=0

und im Falle der absoluten Konvergenz beider Ausgangsreihen ist dieses Cauchy-
Produkt die richtige Darstellung des Produkts:



7. Unendliche Reihen

63

Satz 7.20. > 2 pak und Y2 by seien absolut konvergente Reihen. Es sei

k
Ck= Y ambk_m
m=0
fur allek € N. Dann konvergiert Y 2 ; ¢k absolut und es gilt:
(0. ¢] (©.¢] (0,@]
Fan ()G
k=0 k=0 k=0
Bewels. Esistfir jedesn e N

n n n
Sa-Ya-y b < Y lalbs =R,
k=0 r=0 s=0 0<r<n

0<s<n

r+s>n

und

n

n
Ri< Y. |ar|-Z|bs|+Zo|ar|- Y b
r=

J<r<n s=0 J<s<n
o0 0
< larl- Y bl + Y lacl- >l
S<r s=0 r=0 5<s

Folglichist lim Ry, = O und ) ¢« konvergent mit dem Limes ) ax > bx. Damit

ist die Gleichung bewiesen.

Zum Beweis der absoluten Konvergenz wende man jetzt das gleiche Argument

auf > lak|, D |bk| an und berticksichtige

k
ekl < ) laml[bk—ml.

m=0

Aufgaben

o0
7.1. () Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe ) .
=] k(k 4+ 3)

1 _a+ b
kk+3 k k+3

Anleitung:
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mit geeigneten a, b € R.
(b) Untersuchen Sie auf Konvergenz:

’ _ k7 ) .
— 5k + 3 k:2k+( 1) = k! —

;‘

7.2. Zeigen Sie: Die Reihe

> /1 1

Yoo+ (—1)“—)

ist alternierend (d.h. ihre Glieder sind abwechselnd < 0 und > 0) und die Folge
ihrer Glieder eine Nullfolge. Sieist aber nicht konvergent.

7.3. A, B seienreelle Zahlen. Die Folge (a,) wird rekursiv definiert durch ag = A,
a; = Bunday,i2 = %(an+1 + an). Zeigen Sie, dal3 die Folge (a) konvergiert und
bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Hinweis. Weshalb befindet sich diese Aufgabe mitten unter den Aufgaben Uber
unendliche Reihen? Es konnte auch niitzlich sein, einige Glieder der Folge auszu-
rechnen, vielleicht fur A=0, B = 1.

7.4. Fur welche x € R konvergieren die folgenden Reihen (absolut)?

i\/_ K i 1 (X )k i xK

@ k(x —1) (b) — 51 (© —.

k=0 k=1 vk 2 k=0 k!

7.5. Beweisen Sie das Wurzelkriterium fur unendliche Reihen:

Essal (ak) eine Folge reeller Zahlen. Wenneing mit0 < g < lundeinky € N
existieren mit /Jax| < q fur alek > ko, so konvergiert > ; ax absolut.

7.6. DieReihe Y2 ; ax sei absolut konvergent, und die Folge (bk) sei beschrankt.
Zeigen Sie: Auch die Reihe )2, axbk konvergiert absolut.

7.7. () Essa (ax) eine Folge reeller Zahlen und

o ak + [ay] C_ak—|ak|

-T2 0 T2

fur allek € N. Zeigen Sie: Genau dann konvergiert Y ; ax absolut, wenn sowohl
> reo bk asauch Y2 ck konvergieren.

(b) Beweisen Siemit Hilfevon (a) die folgende Umkehrung von 7.12: Eine Reihe,
deren Umordnungen samtlich konvergieren, ist absolut konvergent.

by
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7.8. Beweisen Sie: Fur g € R mit |q] < 1 gilt:

(e.¢]

= k+Dk+2) 1
k+1)g<= b . —
@ §)< A= qgz ® g 5 =T gs

Hinwels; Satz 7.20 (Wie kann man die Aussagen (a),(b) verallgemeinern?)



8 Dieg-al-Darstellungreeller Zahlen

Wir sind es gewohnt, reelle Zahlen als Dezimalzahlen mit potentiell unendlicher
Ziffernfolge zu notieren, und diese Schreibweise ist fir das praktische Rechnen
wie Uberhaupt alle Anwendungen unentbehrlich. Ohne sie konnten wir uns Zahlen
nicht vorstellen. (Der Mathematiker kommt am ehesten ohne die Dezimaldarstel -
lung aus.) Eine reelle Zahl a schreibt sich dann

a=4a npdnt1...a80,a1a2a3...
1 Dezimakomma

Dabel ist ax, k > —n, eine Ziffer zwischen 0 und 9. (Die Zahlung der Ziffern
haben wir so vorgenommen, wie es fur das Folgende am zweckmaldigsten ist.)

Zunachst einmal konnen wir jetzt prazise sagen, was die Gleichung oben ei-
gentlich bedeutet:

(0,@]
a=+ Z a - 107K,
k=—n
d. h. die Reihe Uber (a - 10_")@_n konvergiert, und ihr Limesist +-a. Zur Recht-
fertigung der Dezimal schreibweise miissen wir also zeigen, dal3 es zu jeder reel-
len Zahl ein n € Z und eine Folge (ax)k>—n Mit ax € {0, ..., 9} gibt, so dal}
a=+>p ,aloXist. Wir werden ferner zeigen, dal3 unter einer stets erfill-
baren Nebenbedingung die Ziffernfolge (ax) eindeutig ist. Wir gehen dabei gleich
allgemeiner vor, indem wir die Zahl 10 durch eine beliebige natiirliche Zahl grofier
als 1 ersetzen. Zunachst beweisen wir eine jedem Schiller vertraute Tatsache:

Satz 8.1. Essei g € N, g > 1 und n eine beliebige natirliche Zahl. Dann gibt es
eine elndeutig bestimmte Folge (ck) mit
(1) c«kef0,....,9-1},
(2) cx = Ofir grofek (d. h. esgibt ein kg, so daf3 cx = O fur allek > ko),
(3) n= Yo ckgk.
Bewels. Wir erhalten durch sukzessive Division mit Rest die folgenden Gleichun-
gen:
N = qog + Co mitgoe N, ¢coe {0,...,g9—1},
0o =19 + C1 mitgr € N, ¢1 € {0,...,9—1},

Ok = Ok+19 + Ck+1  Mitgky1 €N, Ck1 € {0,...,9—1},
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Wegeng > 1giltqo > g1 > .... Esgibtasoenkymitgx = 0fir k > ko und
dann natiirlich auch cx = 0 bel k > kg + 1. Durch Einsetzen bekommt man

o0
n=>" kg,
k=0

Der Eindeutigkeitsheweis ist ebenso einfach: Es gelte

wobei (ck) und (&) Folgen natirlicher Zahle sind, die (1) und (2) erfillen. Dann
ist cg — Cp durch g teilbar, also cg = €. Folglich gilt

0 0
> gt =) &gk,
k=1 k=1
und man erhalt wie eben ¢; = €1 usw. ]

Definition 8.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.1 heif3t > 2, cgk die g-
al-Darstellung von n mit den Ziffern ck. Istcy # Ound ¢k = O bei k > N, dann
nennt man co, .. ., cy die wesentlichen Ziffern der g-al-Darstellung von n, kurz

Nn=(CN...Cog.

((0)g bezeichne die g-al-Darstellung von 0.) Im Falle g = 2 spricht man von der
Dualdarstellung von n, im Falle g = 3 von der Trialdarstellung und im Falle
g = 10 (wie gewohnt) von der Dezimaldarstellung.

Esfolgt der Hauptsatz dieses Abschnitts.

Satz83. Esseige N,g > 1,unda € R, 0 < a < 1. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Folge (ak)k>1 mit

(1) a<€{0,...,9—1},

(2 a=> 2 &g

() ax # g — 1fur unendlich viele k.

Bewels. Mit den Gleichungen

X1=a, Xe=X0g-[xg], ... Xk=Xk-10— [Xk-10]

definieren wir zunachst sukzessive eine Folge (Xi)k>1 reeller Zahlen. Wir setzen
a = [Xkd].
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Wegen 0 < x¢ < 1, gilt ax < g, also erfillt die Folge (ax) die Bedingung (1).
Weiter haben wir

X X2 @ X
a:Xl:[lg]Jr_z:_l 2

g g g g
_ﬂ_i_[ng] X3 &  a X3

—t+ 5=—+ 5+
g 9 9> g g° ¢

a a X
g g9 g g
n
X
_ %k_*_ n:l
i 9 g

furdlen > 1. Da «
. n+1
Jm @

gilt auch (2). Zum Beweis von (3) nehmen wir an, esgabeein ko mitax = g — 1
for alek > kg. Esist

) =4,

>, g-1 g-11 1
Z kK 1Z_k:_
G 9 ghotl =gk glo

(vgl. Beispiel 6.3(3)). Wegen

g go g
und 0 < Xky+1 < 1ist aber

Xko—l—l < i

gko gko

Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage betrachten wir eine Folge (by)k>1, die
ebenfalls die Bedingungen (1) — (3) erfullt und nehmen an, es gabe ein k mit ax #
bk. Es sei ko das kleinste solche k und etwa ay, < by,. Dann gilt

ko—1 00
a= ) g +beg ™+ Y b
k=1 k=Ko+1

ko—1
> Y b ™ + (@ + DG
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Wie wir oben gesehen haben, ist aber

a 1
a— >y ag < - N
k=1 9

Definition 84. Esseige N,g > 1,unda € R, a > 0. Dann heil die Folge

(CN""’C()?al’az"")’

wobel
[a] = (cn...Cog und a—[a] =) ag ™ gemaB83,
k=1

die g-al-Darstellung (auch g-al-Bruchentwicklung) von a. Bei g = 2, g = 3,
g = 10 spricht man wie in der Definition nach 8.1 der Reihe nach von Dual-,
Trial-, Dezimaldarstellung.

Bemerkung 8.5. Ist umgekehrt (cy, ..., Co, a1, az, ...) ene Folge von natirli-
chen Zahlen < g, derart dal3cy # O beil N # Ound ax # g — 1 fur unendlich

vidlek, dannist
N o)
Y g+ ag
k=0 k=1

einereelle Zahl mit der g-al-Darstellung (cn, ..., Co, a1, a2, ..., ).

Beweis. Die Reihe Y 2, axg X konvergiert wegen g > 1und 0 < ax < g nach
dem Majorantenkriterium 7.13, und esist mit ng = inf{k | ax # g — 1}:

o0 No o0
Yoag =) ag ™+ ) ag
k=1 k=1 k=no+1
No o0
<Y @-Dg ™+ > (@-Dg "
k=1 k=no+1
—1

Folglich hat "p° ; g~ nach 8.3 die g-al-Darstellung (0, ay, ay, . . . ). Alles iibri-
ge ergibt sich aus 8.1. ]

Eine Folgerung aus 8.3:
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Satz 8.6. Zu jeder reellen Zahl a gibt es Folgen (r) rationaler Zahlen und (s,)
irrationaler Zahlen mit
a=Ilimry=Ilims,.

Bewels. Wir wahlen diery, als Partialsummen etwa der Dezimaldarstellung von a
1
und setzen sy = rp + ﬁ\/Z O

Man sagt auch: Q und R \ Q liegen dicht in R. Dabei heifd eine Tellmenge M
von R dicht in R, wenn jedes Element von R Grenzwert einer Folge von Elementen
in M ist.

Obwohl Q und R\ Q beidedicht inR liegen, ist die Menge R \ Q viel ,,grofier.
Wir nennen eine Menge M bekanntlich endlich, wenn sie endlich viele Elemente
hat, wenn man also M = {x1, ..., X,} schreiben kann. Nicht endliche Mengen
nennen wir unendlich. Schon N ist unendlich, deshalb sind Q@ und erst recht R auch
unendlich. Obwohl N eine echte Teilmenge von Q ist, besitzt Q in einem gewissen
Sinne nicht mehr Elemente als N: Wir konnen eine bijektive Abbildung N — Q
konstruieren! Dies geht, in dem wir die rationalen Zahlen in ein rechteckiges Sche-
ma bringen und diagonal enwei se abzahlen.

1 -1 2 -2 3 -3
0 - - — = = — — —

1 1 1 1 1 1

e 4 /

1 -1 2 —2

2 2 2 2

v /

1 -1 2 -2

3 3 3 3

VS

1 -1

4

Die Pfeile geben die Zahlrichtung an; Zahlenwie 2/2, die bereits gekiirzt vorge-
kommen sind, Uberspringen wir beim Zahlen. Esist offensichtlich, dald man so eine
Folge

dp, 41, ay, ...

erhalt, in der jede rationale Zahl genau eéinmal vorkommt.

Definition 8.7. Eine Menge M heifdt abzahlbar, wenn M endlich ist oder es eine
bijektive Abbildung N — M gibt.
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Wir konnen unsere obige Entdeckung jetzt so formulieren:
Satz 8.8. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzahlbar.

Hingegen stellt sich heraus, dal3 R (und auch R \ Q) nicht abzahlbar ist! Diesist
eine der groRen Entdeckungen des M athematikers Georg Cantor 12, dem Begriinder
der Mengenlehre.

Satz 8.9. R und R \ Q sind nicht abzahlbar.

Beweis. Wir nehmen an, R sai abzahlbar. Wenn R abzahlbar ist, ist es offenbar
auch jede Teilmenge; man I3t einfach in der Abzahlung die nicht der Teilmenge
angehorenden Elemente weg. Es sei

M ={0,a1ay... | ax = 4 oder ayx = 5};

M ist also die Menge der Zahlen zwischen O und 1, in deren Dezimaldarstellung al's
Ziffern nur 4 oder 5 vorkommen (vgl. 8.3). Nach Annahmeist M abzahlbar, d. h. es
gibt eine bijektive Abbildung ¢ : N — M. Wir verwenden nun den ,,Cantorschen
Diagonaltrick”, indem wir die Zahl

X = 0, b1b2 R
durch folgende Vorschrift definieren:

|4, wenn (k) an der k-ten Stelle in der Dezimaldarstellung eine 5 hat

by =
X 5, wenn ¢ (k) an der k-ten Stelle in der Dezimaldarstellung eine 4 hat.

Dasich x an der k-ten Stelle von ¢ (k) unterscheidet, gilt ¢ (k) # x fur allek € N.
Andererseitsist x € M und ¢ bijektiv. Widerspruch! O]

Da@Q abzahlbar ist, R aber nicht, kann auch R \ Q nicht abzahlbar sein. Die Ver-
einigung zweier abzahlbarer Mengen ist namlich abzahlbar, wie folgendes Zahl-
schema demonstriert:

X0 X1 X2 ...
VoA S
Yo Y1 y2 ...

12Georg Cantor, 1845-1918
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Aufgaben

8.1. Bestimmen Sie gemal3 der nachfolgenden Tabelle fur die Zahlen r die g-al-
Darstellung:

r|24,32(17/7|0,26|2/3|3,29|9/25|7,99|8/26 | 4/5 |
gl 9 [4[ 7 [5[3]8[]2]6]9]

8.2. (1) Bestimmen Siedie g-al-Darstellungvon1/(g — 1) und 1/(g + 1).
(2) Zeigen Sie, daRbei g > 2 die g-al-Darstellung von 1/(g — 1)2 die Form

0,0,1,2,...,9-3,0—-1
hat, wobei sich die Folge der Uberquerten Ziffern periodisch wiederholt.

83. Esseige N, g > 1 Dieg-a-Darstellung (cn, ..., Cp,a1,a2,...) vOna e
R, a > 0, heil3 periodisch, wenn es eine Zahl p € N gibt, so dal’ ax;p = ax
gilt fur alle geniuigend grofien k. Das minimale p mit dieser Eigenschaft heil3t die
Periode (auch Periodenlange) von a. (Z. B. hat 1/(g — 1)? bei g > 2 die Periode
g — 1, vgl. Aufgabe 8.2(1).)

Zeigen Sie: Die g-a-Darstellung von a ist genau dann periodisch wenn a rational
ist.

Hinwels: Ist die g-al-Darstellung (cn, . . ., Cg, @1, @2, ...) von a periodisch mit der
Periode p, also a4 p = ax fur k > ko, dann genligt es zum Beweis der Rationalitét
von a zu zeigen, dal3 Zﬁiko akg~K € Q. Zum Beweis der Umkehrung betrachte
mana =r/smitr,s € N, 0 < a < 1, schreibe die Gleichungen im Beweis zu
Satz 8.3 in der Form

g - XkS = a+1S + Xk+1S, k=12...

und zeige, dal3 sich die (ganzen) ,Reste’ xS von einem gewissen kg ab periodisch
wiederholen missen.
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9 Grenzwerteund Stetigkeit

Vergleicht man etwa die Graphen der Betragsfunktion und der Entierfunktion,
so fallt einem sofort ein wesentlicher Unterschied auf: die Entier-Funktion hat
Sprungstellen, die Betragsfunktion nicht, sie andert sich ,stetig’. Um dieses un-
terschiedliche Verhalten von Funktionen prazise analysieren zu konnen, bendtigen
wir den Grenzwertbegriff fir Funktionen. Bel seiner Definition ist die folgende
Schreib- und Sprechweise niitzlich:

Definition 9.1. Essei D eine Teilmenge von R. Dann heil3t
D = {x € R | Esgibt eine Folge (xn) in D mit limx, = x}

die abgeschlossene Hilllevon D (inR). (Dabei ist R = RU{—o00, oo} wieam Ende
von Abschnitt 5, und unter einer Folge (xp) in D verstehen wir eine Folge (x,) mit
Xn € D fur alen.)

Esgilt offenbar D c D, und bei beschranktem D ist
D = {x € R | Injeder e-Umgebung von x liegt wenigstens ein Element von D} .

Wichtiges Beispiel: Ist | ein (beschranktes) Intervall mit den Endpunkten a und
b, dann ist I = [a, b]. Ist D nach oben (unten) unbeschrankt, so gilt co € D
(—oo € D).

Definition 9.2. Essei f eine Funktionauf D C R, a € D und ¢ € R. Wir sagen,
f hat in a den Grenzwert oder Limes c, kurz

lim f(x) =c,
X—a
fallsfur jede Folge (Xn) in D mit limp_ o0 Xn = a gilt:
lim f(xy) =c.
n—oo

Satz 9.3. (1) Grenzwerte von Funktionen sind eindeutig bestimmt.

(2) Bel a,c € Rist die Bedingung in der Definition &quivalent zu der folgenden:
Zujedeme > 0 gibteseins > 0, so daf?

|[f(X) —c| <¢ furalex e D mit|x—al <.

(3) Beia e D, a # oo, hat f ina genau dann einen Limesin R, wenn gilt: Zu
jedeme > Ogibteseiné > 0, sodaf}

[f(X) — f(y)]<e furallex,yeDmit|x—a|] <$§, |y—al <.
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A

winn

f(y) ]

f(x) 7

y

X y X

Abbildung 9.1: Die Grenzwertkriterien fur f ina

Beweis. (1) ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dal3 Grenzwerte von Folgen
eindeutig bestimmt sind.

Wenn die Bedingung unter (2) nicht erfillt ist, existiert eine > 0O, derart dal3 es
zujedem s > O mindestenseinx € D gibt mit [x —al] < dund |f(X) —c| > e.
Insbesondere gibt es dann zu jedem positivenn € N ein x, € D mit |x; — al < %
und | f (Xp) — ¢| > e. Offenbar ist limp— oo Xn = a, (f(Xn)) konvergiert aber
sicherlich nicht gegen c.

Umgekehrt sei die Bedingung unter (2) erfullt und (x,) eine Folge in D mit
limnh— o Xn = a. Ist dann & > 0 vorgegeben und § > 0 so gewahlt, dal3 | f (x) —
cl <efirdlex e Dmit|x —a| < §,danngibtesein N € N mit |[x, —a| < é bel
n > N. Folglichist | f (xn) — c| < ¢ furalen > N.

Eine der Implikationen von (3) ist sofort klar: Hat f in a einen Limesin R,
dann ist die Bedingung unter (3) erfullt. Es sei dies umgekehrt der Fall und (x;)
eineFolgein D mitlimx, = a. Ferner sei ¢ > 0vorgegebenund§ > 0 so gewahit,
dal3 die Bedingung unter (3) gilt. Dann gibt esein N € N mit |[x, — a] < & be
n > N. Folglichist | f (Xxm) — f(Xn)| < e fur dlem,n > N. Die Folge (f (Xn))
erfullt also die Cauchy-Bedingung von 6.7, konvergiert somit gegen ein ¢ € R.
Insbesondere gibt esein Ng > N mit | f(x,) — c| < e bei n > Np. Ist (yn) €ne
welitere Folgein D mit limy, = a, dann existiert eine natirliche Zahl N1 > N,
sodal3 |y, —a| < é fur alen > Ni. Esfolgt

[ f(yn) —cl < [f(yn) — F(Xn)| +[f(Xn) —C] < 2¢

fur allen > N1 und damit lim f (y,) = c. H

Beispiele9.4. (1) Furalea e Rist )!in;|x| = |a|; vgl. Aufgabe 5.2.
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(2) Die Entier-Funktion hat in O keinen Grenzwert, denn
lim [E] =0 aber Ilim [—1] = -1
n—oo | N n—o00 n

(3) Esistlimy_ o 1/x = 0. Ist namlich (x,) eine Folge mit x, # Ound limx, =
0o, dannist limy_ oo 1/Xn = 0. Genauso ergibt sich limy_, _ 1/x = 0.
Dagegen hat 1/x in O keinen Limes: Esist

. 1 . 1
IiIm — =00, aber I|im = —00
n— 0o 1/n n— 0o —1/n

(4) Wir betrachten eine ,,pathologische’ Funktion auf R: Es sel

0 fiurxeQq,

FeO=1, fir x ¢ Q.

Dann hat f an keiner Stellea € R einen Limes! Denn a ist ja sowohl Limes einer
Folge (xn) rationaler Zahlen als auch einer Folge irrationaler Zahlen (yn), und es
ist

lim f(xn) =0£1= lim f(yp).

n—o0 n—o0
Jeglicher Versuch, den Graphen dieser Funktion zu skizzieren, erweist sich asver-
geblich.

Verglichen mit der im letzten Beispiel untersuchten Funktion ist die Entier-
Funktion noch sehr gutartig. Fir a ¢ Z existiert limy_, a[X] — dies werden wir
noch begrinden — und fur a € Z existieren wenigstens links- und rechtsseitige
Grenzwerte:

Definition 9.5. Wir sagen, f hat in a € R den linksseitigen Grenzwert ¢ € R,
wenn die Einschrankung f|(D N {x € R | X < a}) in a den Grenzwert ¢ hat; kurz
limysa f(X) = c. Analog ist der rechtsseitige Grenzwert limy o f (X) erklart.

Offenbar hat f ina € R den linksseitigen Grenzwert ¢, wenn es wenigstens
eine Folge (xn) in D gibt mit X, < a und limp_. o Xy = &, und fur alle solche
Folgen gilt: limp— ~ f (Xn) = c. Entsprechendes gilt fUr rechtsseitige Grenzwerte.

Zum Beispiel gilt limy4o[X] = —1, limy o[X] = 0. Dagegen besitzt diein Bei-
spiel 9.4(4) betrachtete Funktion nirgends einen links- oder rechtsseitigen Grenz-
wert.

Wir haben die ,einsatigen Grenzwerte eingefuhrt, weil sie manchmal ein
nutzliches Hilfsmittel zum Beschreiben des Verhaltens einer Funktion sind.
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Wie bel den Folgen sind auch bel der Bestimmung von Grenzwerten von Funk-
tionen die folgenden Rechenregeln sehr nitzlich; wir kdnnen sie sehr schnell aus
den entsprechenden Rechenregeln fur Grenzwerte von Folgen herleiten.

Satz_9.6. f und g seien Funktionen auf D C R, r eine reelle Zahl. Ferner sel
a € D. f besitzein a den Grenzwert b € R, g den Grenzwert ¢ € R. Dann gilt fur
die auf D definierten Funktionen f +¢g, f - g, rf:

(1) f £ghatinadenGrenzwert b + c;
(2) f-ghatinadenGrenzwertb - c;
(2’) rf hatina den Grenzwert rb;

() Esseic#A0und D’ ={x e D | g(x) # 0}. Danngilt D’ # Punda € D’.
Die auf D’ definierte Funktion f/g besitzt in a den Grenawert b/c.

Beweis. Wir beweisen (3), weil hier gegeniiber (1), (2) und (2') noch eine D’ be-
treffende Zusatziiberlegung notwendigist; (1), (2) und (2') folgen dann wie (3) aus
den entsprechenden Rechenregeln fiir Folgen.

Die Zusatzilberlegung: Es sel (Xn) ene Folge in D mit limx, = a. Dann ist
limg(xn) = ¢ # 0, und deshalb existiert ein N € N mit g(xn) # Ofur alen > N.
Diesbedeutet x, € D’ firn > N (und daher macht es Uiberhaupt Sinn, die Existenz
eines Grenzwertsvon f/gina zu diskutieren.) Nach Satz 5.9 (bzw. der am Schluf3
von Abschnitt 5 diskutierten verallgemeinerten Version davon) gilt weiter

f (Xn) lim f (Xn) b

. f :
Ilma(xn):“mg(xn) o limg(xa) c -

Beispiele9.7. (1) Essa D =R, f(x) =1+ x+5x3 furalex e R. Wenn wir
g(X) = 1und h(x) = x setzen fir adle x € R, dann gilt

f =g+ h+5h3

Fira e Rgiltlimy_ag(X) = 1 undlimy_ 5 h(Xx) = a. Unter mehrfacher Ver-
wendung von 9.6 ergibt sich

)!imaf(x)=1+a+5a3= f(a).

(2) Essea f(x) = bg+ --- + byx" ein beliebiges Polynom. Induktiv schlief3end
erhalten wir mit 9.6(2) und (2),

limbexX = bak fur k=0,....n,
X—a
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und mit 9.6 (1) — wiederum induktiv schlief3end —

n n
lim f(x) = Z)!in;bkx" — Zbkak = f(a).
k=0 k=0

Fur allex e Rgiltaso: limy_,.5 f(xX) = f(a).
Wir bestimmen noch die Grenzwerte fur a = +o00. Dabei beschranken wir uns
auf den Fall by, > 0. Wir behaupten, dal3bei n > 1

fallsn gerade

im f0=co,  lim foo=1
X— —00 —oo fallsn ungerade.

X—> 00

Esist

b b b
f(x>=x“<x—ﬂ ot +bn).

fur x #£ 0. Setzenwir g(x) = bg/x"+- - - +bpn_1/x + b, fir diese x, dann erhalten
wir mittels 9.6 und dem bekannten Resultat limy_, oo 1/X = O:

lim g(x) = by, l[im g(x) = bn.
X—> 00 X—>—00

Dalimy_, o X = oo, erhdt man mit der am Ende von Abschnitt 5 beschriebenen
Erweiterung von 5.9

lim x" = 0o
X— 0

und weiter
lim f(x) = o0.

X—> 00

Analog beweist man die Behauptung fur limy_, _~  (X).

Ist r einerationale Funktion und a ein Punkt im Definitionsbereich vonr, dann
erhalten wir mit dem Vorangegangenen und 9.6(3) sofort: limy_. 41 (X) =r (a).

Aus gegebenen Funktionen kdnnen wir neue Funktionen nicht nur durch die
arithmetischen Rechenoperationen, sondern auch durch Komposition, durch ,,Ver-
kettung* bilden. Dementsprechend heif3t der folgende Satz auch Kettenregel.

Satz 9.8. Es seien D und E Teilmengen von R, f und g Funktionen auf D bzw.
E.Esgelte f (D) Cc E.Ferner seia € Dundlimy_.5 f(X) = b.Dannistb € E
(sogar in f(D)). Giltlimy_,, g(y) = ¢, dann gilt auch limy_,a(g o f)(X) =c.

Bewels. Essal (Xp) eineFolgein D mitlimx, = a. Dann gilt nach Vorraussetzung
b = lim f (xn) (insbesondere also b € E). Da g in b den Grenzwert ¢ hat, gilt
weiter

lim(go f)(xn) =limg(f(xn) =c. O
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Wir kommen jetzt zum Begriff der stetigen Funktionen, das sind — anschaulich
— Funktionen, deren Graph keine Sprungstellen besitzt:

Definition 9.9. Essal f eine Funktionauf D ¢ Runda € D. f heil stetig im
Punkte a, falls
)!ima f(x)= f(

gilt. T heifl}t stetig auf D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Die Grenzwertberechnungen, die wir oben durchgefiihrt haben, liefern uns so-
fort zahlreiche Beispiele fur stetige und unstetige Funktionen.

Satz 9.10. (1) Jede Polynomfunktion ist auf R stetig.
(2) Jederationale Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig.

Beweis. Vgl. die Beispiele (2) und (3) unter 9.7. O]

Weitere Beispiele: (1) Die Betragsfunktion ist auf R stetig, vgl. 9.4(1).
(2) DieEntier-Funktionistin O nicht stetig, vgl. 9.4(2).
(3) DieFunktion f auf R,

f(x):{o f?r X € Q,
1 fir x¢Q,

ist in keinem Punkt x € R stetig, vgl. 9.4(4).

Die Rechenregeln fur Grenzwerte von Funktionen implizieren sofort Rechen-
regeln fr stetige Funktionen:

Satz 9.11. Die Funktionen f und g auf D C R seienina € D stetig; ¢ s&l eine
reelle Zahl. Dann gilt:

(1) f+g, cf, fgsindimPunkt a stetig.

(2) Fallsg(@) # 0, istdieauf D’ = {x € D | g(x) # 0} definierte Funktion
f/gina stetig.

Aus Satz 9.8 ergibt sich unmittelbar die folgende Kettenregel fur stetige Funk-
tionen.

Satz 9.12. f sal eine Funktion auf D C R, g eine Funktion auf E C R. Es gelte
f(D) Cc E.Fernersei finae Dundginb = f(a) stetig. Dannistgo f ina
stetig. Wenn f auf D und g auf E stetigist, ist g o f auf D stetig.

Beispiel 9.13. Die Funktion f, f(x) = |x% — 1] ist auf R stetig, denn es gilt
f =hogmitg(x) = x2 — 1und h(x) = |x| fur alle x € R. Von g und h kennen
wir die Stetigkeit schon.
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In vielen (vielleicht den meisten) Lehrbiichern wird Stetigkeit anders definiert,
als wir es getan haben: Man verwendet die ¢-5-Definition (wahrend man unse-
re Definition etwa die Folgendefinition nennen konnte). Die e-5-Definition ist zu
unserer Definiton aquivalent:

Satz 9.14. f sei eine Funktion auf D C R, a € D. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1) f iststetigimPunkt a.
(2) Zujedeme > Oexistiert einé > O, derart da3 gilt:

Issx e Dund |[x —a| <4, soist|f(x) — f(a)| < .
Bewels. Der Bewels ergibt sich direkt aus 9.3. ]

A !
e e f(a)+e¢

f(x)

a—-46 a a+sd
I
)

-_—— -1 -

\j

X

Abbildung 9.2: Das Stetigkeitskriterium

Veranschaulichen kann man sich die Eigenschaft (2) in Satz 9.14 auf folgende
Weise: Zu jedem e > Oexistiert ein§ > O derart, dal3der Graphvon f fira—4§ <
X <a+dimStreifen f(a) — e <y < f(a) + ¢ verlauft.

Es wird sich zeigen, dal3 an manchen Stellen die ¢-6-Beschreibung der Stetig-
keit praktikabler ist as die durch unsere Definition gegebene Beschreibung. Ein
typisches Beispiel ist

Satz 9.15. Die Funktion f auf D C R sa stetigina € D. Fur diereelle Zahl b
gelte f (@) < b. Dannexistiertein§ > Oderart, dal3fir allex e D mit [x—a| < §
gilt: f(X) < b. Eineanaloge Aussage gilt bei f(a) > b.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fir ,,<*, der Beweis fur ,>“ verlauft ana-

log.
Essel ¢ = b — f(a). Nach9.14 (2) existiert ein § > 0 mit

|[f(x) — f(@)| <e furale x mit |x—a| <3d.
Dannist f(x) < f(a) + ¢ =bfuralex mit |x —a| < §. O
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Esist anschaulich klar, dal3 die Stetigkeit von f im Punkt a nur vom Verhalten
dieser Funktion in der Nahe von a abhangt, mit anderen Worten, dal3 von zwei
Funktionen f und g auf D die hinreichend nahe bei a Ubereinstimmen entweder
beide oder keine von beiden stetig sind. Wenn wir z. B. die Entier-Funktion bei
a = 4/3 betrachten, so stimmt sie nahe bei 4/3 mit der Konstanten 1 Gberein, und
esist anschaulich vollig klar, dal3 auch die Entier-Funktion bei 4/3 stetig ist.

Satz 9.16. f und g seien Funktionenauf D C R, a € D. Esgebeeinr > 0 mit
f(X) = g(x) fur allex e Dmit [x —a| < r.Dannist f genau dann stetig in a,
wenn g stetigin a ist.

Bewels. Die Voraussetzungen sind symmetrisch in f und g, daher brauchen wir
nur zu zeigen, dald die Stetigkeit von f in a die Stetigkeit von g in a impliziert.
Essa ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein §' > 0 mit

[f(x)— f(@)] <e furalle xe D, mit |[x—al<¥§.
Wir setzen § = min(r, §’) und erhalten fir allex € D mit |[x — a|] < §:

9(xX) —g@| =[f(x) - f(@)| (wel|x—al<r)
<e (weil |[x —al| < §). O]

Man beschreibt die Aussage von Satz 9.16 kurz so: Stetigkeit ist eine lokale
Eigenschaft. Satz 9.16 hilft uns nun, Uber die Stetigkeits- und Unstetigkeitsstel-
len der Entier-Funktion eine vollstandige Ubersicht zu geben: Die Funktion f,
f(x) =[x] furale x eR, istunstetigbei allenn e Z, dalimyyn f(X) =n —
1, limy,n f(X) =n.Seiststetigbei allena € R\Z, dafurn <a < n+1, n € Z,
undr = min(jn—al, |In+1—aJ) gilt: f(x) =nfuaradlexmit|x —al <r.

Die Voraussetzung von Satz 9.16 ist insbesondere dann erfillt, wenn es ein
offenes Intervall ] ag, a1[ gibt mit a € ]Japg, a7[ und f(x) = g(x) fur ale x €
lao, ail.

Aufgaben

9.1. Bestimmen Sie:

2 m
Xc—X—6 xM" -1
a lim ——— b [im mneN, n>1),
C x—l>—2x2+x—2 (b) x|—>1 x"—1 (M nen, )
VX+3-2

C [im
() X—1 X—1
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9.2. Essai f eine Funktion auf D, und a € D. Zeigen Sie: Genau dann existiert
limg_a f(X), wenn fur alle monotonen Folgen (a,) in D mit limp_, o, @, = a die
Grenzwerte limp_ » f (an) existieren und Ubereinstimmen.

9.3. Essal f eine Funktionauf D, unda € D. f besitzein a einen rechtsseitigen
und einen linksseitigen Grenzwert, die beide mit f (a) Ubereinstimmen. Zeigen
Sie: f ist stetigin a.

9.4. Bestimmen Sie zu jedema € D und jedem e > 0 end > O, derart dal3

[f(x) — f(@)] < efuralex € D mit |[x —al] < §,und zwar (a) fur D = R,
f(x) =x2furalex e R, (b) D =10, oo, f(x) =1/x furalex €]0, oo.

9.5. Ist die Funktion f : Q — R,

0 firx <2

f —
*) 1 furx > /2,

stetig auf Q7?

9.6. Esseien f,g : D — R Funktionen und a € D. Prifen Sie, ob folgende
Aussagen richtig sind:

(@) Wenn || stetigina ist, so ist auch f stetigin a. Hierbei ist |[f| : D — R
definiert durch | f |(x) := | f (X)| fUr X € D.

(b) Wenn f und g stetig in a sind, so ist auch max(f, g) stetig in a. Dabel ist
max(f, g) : D — R definiert durch max(f, g)(x) := max(f (x), g(x)) fur x € D.
(Entsprechend wird min( f, g) definiert.)

9.7. Beweisen Sie den Satz Uber die stetige Erganzung: Essel D C R, a €
DNR,a ¢ D. f sei eine Funktion auf D, c eine reelle Zahl. Genau dann gilt
limy_.a f(X) = C, wennesenein a stetige Funktion g auf D U {a} gibt mit

f(x) furxeD,
g = | * T
C fir x = a.



10 Stetige Funktionen auf Intervallen

Wahrend wir im vorangegangenen Abschnitt die Eigenschaft ,, f ist stetig im Punkt
a“ diskutiert haben, betrachten wir nun Funktionen, die auf einem Intervall stetig
sind.

Esseiena,b € R,a < b, und f elne auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetige Funktion mit f (a) < Ound f (b) > O: Esist intuitiv Klar, dal3 der Graph ei-
ner solchen Funktion die x-Achse nicht einfach Uberspringen kann, dal3 f also eine
Nullstelle zwischen a und b besitzt. Dies ist in der Tat richtig und eine wichtige

A

Abbildung 10.1: Der Zwischenwertsatz

Konsequenz der Vollstandigkeit von R. Es sei
M= {xelab]| f(x) <0}

Dannist M nicht leer, daa € M, und durch b nach oben beschrankt. M besitzt also
ein Supremum, daswir mit y bezeichnen. Wir zeigen, dal3 f (y) = 0ist, indem wir
nachweisen, dal3 die Falle f (y) < Ound f (y) > 0 ausgeschlossen sind.

Annahme: f(y) < 0. Dannist y < b. Nach 9.15 existiert ein § > 0 mit
f(X) < Ofuralex € [a, b], |x —y| < é. Naturlich kann man § so klein wahlen,
da3y + 4 € ]a, b[. Wir setzen

)

Z=Y+ >

Danmnisty <z<bund|z—vy| < §,ds0 f(z) < 0,undz € M im Widerspruch
Zuy = sup M.

Annahme: f(y) > 0. Dannista < y. Fur dlle x € [a,b] mit x > y gilt
sicherlich f (x) > 0. Wiederum nach 9.15 existiert ein§ > Omit f(x) > Ofiur alle
Xxmity—§ < x < y.Insgesamt erhdt man f (x) > Ofuralex € [a, b], X > y—3.
Auch dies steht im Widerspruch zu y = sup M.

Wir verallgemeinern die soeben bewiesene Aussage geringfugig zu
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Satz 10.1. (Zwischenwertsatz) Esseien | ein Intervall, f eineauf | stetige Funk-
tion,a,b eI, a < b. Firc e R gelte

f(a) <c< f(b) oder f(b) <c< f(a).

Dann existiert ein x € [a, b] mit f (x) = c.
Kurz ausgedriickt: Zu jedem Wert ¢ zwischen f (a) und f (b) gibt es ein Argu-
ment X zwischen a und b mit f (x) = c.

Beweis. Fallsc = f(a) oder c = f (b) ist, kdnnen wir X = a bzw. X = b wahlen.
Essal nun zunachst f(a) < ¢ < f(b). Wir betrachten f : | — R,

fx)=f(x)—c

fir allex e |. Offensichtlichist f(a) < Ound f(b) > 0. Wie f istauch f stetig.
Nach unserer Uberlegung oben gibt esein x € [a, b] mit f(x) =0, dso

fx)=f(x)+c=c.

Esseinun f(b) < c < f(a). Wirgeheniberzug: I — R, g(X) = —f(x). Es
gilt g(a) < —c < g(b). Nach dem, was wir gerade eben bewiesen haben, existiert
einx € | mit g(x) = —c; folglichist f(x) = c. ]

Wir konnen Satz 10.1 in aquivalenter Form auch so formulieren:

Satz 10.2. | sel einlntervall, f eineauf | stetige Funktion. Dannist f (1) ebenfalls
en Intervall.

Beweis. Intervalle J sind gekennzeichnet durch folgende Eigenschaft (s. Aufgabe
3.4):
x,yelJ = zelJfirdlezeRmitx<z<y.

Esseienu,v € f(l),adsou = f(a), v= f(b), mta, b e |. Nach eventuellem
Wechsel der Bezeichnungen konnen wir a < b annehmen. Nach Satz 10.1 existiert
zujedemw mitu < w <venx el mit f(X) = w.

(Wie man umgekehrt Satz 10.1 aus 10.2 herleitet, brauchen wir nun wohl nicht
mehr auszufihren.) O

Intuitiv ebenso einleuchtend wie Satz 10.1 ist die Aussage, dal3 eine auf einem
beschrankten abgeschlossenen Intervall [a, b], a, b € R, stetige Funktion auf die-
sem Intervall eéin Minimum und ein Maximum annimmt, insbesondere beschrankt
ist:
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Definition 10.3. Essal f eineFunktionauf D C R. f hell3 beschrankt, falls f (D)
beschrankt ist. f besitzt inu € D ein Minimum (in v € D ein Maximum), falls
f(u) (f(v)) einkleinstes (grofdtes) Element von f (D) ist im Sinne der Definition
aus Abschnitt 5 igt, fallsalso

fwy<fx) (fx)< f(v)) faradlexe D
gilt.

Satz 10.4. f sai eine auf dem Intervall [a, b], a, b € R stetige Funktion. Dann
existierenu, v € [a, b] mit

f(uy<fx < fv) fuarallex e[a,b],

insbesondereist f beschrankt.

A :

Abbildung 10.2: Satz vom Maximum und Minimum

Beweis. Wahrend wir beim Beweis von 10.1 die Vollstandigkeit von R in Gestalt
von Satz 3.10 ausgenutzt haben, wollen wir hier den Satz von Bolzano-Weierstral}
(Satz 6.6) verwenden. Wir zeigen zunachst: f ([a, b]) ist nach oben beschrankt.
Angenommen, diessel nicht der Fall. Dann existiert zujedemn € Neinx, € [a, b]
mit f(xn) > n. Die Folge (x,) besitzt nach 6.6 eine konvergente Teilfolge (Xn, ).
Wir setzen z = limx,,. Daa < Xy < bfiuralen € N, ist auch z € [a, b].
Einerseits konvergiert die unbeschrankte Folge (f (xnk)) nicht, andererseits muf3
aber lim f (xn,) = f(2) sein, dadie Funktion f stetig auf [a, b] ist. Widerspruch!
f ([a, b]) ist also nach oben beschrankt.

Essei d := sup f([a, b]). Nach 10.2 ist f ([a, b]) ein Intervall, d also rechter
Endpunkt von f ([a, b]). Daher gibt es eine Folge (yn) in f([a, b]), die gegen
d konvergiert. Es sl x, € [a, b] mit f(x,) = yn. Die Folge (x,) besitzt eine
konvergente Teilfolge (Xn, ). ESsel v = limXx,,. Dannist f (v) = lim f(x,,) = d
und daher f (v) > f(x) fur adlex € [a, b].

Analog (oder durch Anwendung dieser Uberlegungen auf — f) beweist man,
da3einu € [a, b] mit f(u) < f(x) fur alex e [a, b] existiert. O]
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Zusammen mit 10.1 (oder 10.2) ergibt 10.4

Satz 10.5. f sai eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b], a, b € R. Dannist
auch f ([a, b]) ein abgeschlossenes beschranktes Intervall.

Unser Repertoire an Funktionen ist bisher sehr klein. Wir haben als Verfahren
zur Konstruktion neuer Funktionen nur die arithmetischen Operationen und die
Komposition kennengelernt. Diese Operationen fiihren aus dem Bereich der ratio-
nalen Funktionen nicht heraus. Auch die Aussagen uUber Stetigkeit decken genau
diese Operationen ab. Andererseits wurde schon in der Schule zumindest plausibel
gemacht, dal3 auch die Umkehrfunktionen zu den Potenzfunktionen, namlich die
Wurzelfunktionen (vgl. Abschnitt 3), stetig sind.

Wir wollen daher nun das Problem der Stetigkeit von Umkehrfunktionen dis-
kutieren. Essal | ein Intervall und f stetig auf 1. Dann bildet f das Intervall |
surjektiv auf das Intervall J = f (1) ab. Notwendig und hinreichend fur die Exi-
stenz einer zu f inversen Funktiong : J — |, aso einer Funktiong : J — |
mit

fog=idy und gof =id,
ist die Injektivitat von f. Dies wissen wir bereits. Was wir hier zeigen wollen, ist,
dal3 g ebenfalls stetig ist. Dabel hilft uns, dal3 man die Injektivitat einer auf einem
Intervall stetigen Funktion leicht an ihrem Monotonieverhaten prifen kann.

Definition 10.6. Essei D C R. Eine Funktion f auf D heif} (streng) monoton
wachsend, wenn fur alle x, y € D gilt:

Aus x <y folgt f(x) < f(y) (fx) < f(y)

Falls
aus x<y sets fx)=fy)  (fx)> fy)

folgt, heild f (streng) monoton fallend.

Esist klar, dal3 streng monotone Funktionen injektiv sind, fur stetige Funktio-
nen auf Intervallen gilt aber auch die Umkehrung:

Satz 10.7. | sei einlintervall, f eine stetige Funktion auf 1. Die Funktion f ist ge-
nau dann injektiv, wenn sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend
ist.

Beweis. Zum Beweis der nicht trivialen Implikation seiena, b € I, a < b. Dann
gilt wegen der Injektivitat von f entweder f(a) < f(b) oder f(a) > f(b). Wir

zeigen, dal3 f im ersten Fall streng monoton wachsend ist. Die Betrachtung von
— f an Stellevon f macht dann klar, dal3 f im zweiten Fall streng monoton fallt.
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Nach 10.4 hat man u, v € [a, b] mit f(u) < f(X) < f(v) furalex € [a, b].
Wegen f(u) < f(a) < f(b) gibt es nach dem Zwischenwertsatz 10.1 einy €
[u, b] mit f(y) = f(a). Da f injektiv ist, folgt y = aund wegena < u <y
welter a = u. Analog zeigt man v = b.

Esseienjetzt x,y € | mita < X <y < b. Be f(y) < f(x) gabe eswegen
f(a) < f(y) < f(x), wiederum nach dem Zwischenwertsatz, ein ¢ € [a, x] mit
f(c) = f(y). Daswiderspricht der Injektivitat von f. Esgiltalso f(x) < f(y).
Die Einschrankung von f auf [a, b] ist somit streng monoton wachsend.

Sind jetzt X, y € | beliebig mit x < y, dann gibt es sicherlich ein beschranktes
abgeschlossenes Intervall J € | mit x, y, a, b € J. Die Einschrankung von f auf
J ist nach dem vorangegangenen Absatz streng monoton, wegen [a, b] Cc J also
streng monoton wachsend. Esfolgt f (x) < f(y). O

Satz 10.8. | sal ein Intervall, f eine streng monoton wachsende oder streng mo-
noton fallende Funktion auf | . Dann ist die Umkehrfunktion von f streng monoton
wachsend bzw. fallend und stetig.

Beweis. Wir wissen, dal3 f eine Umkehrfunktiong : J = f(l) — | hat. Sewest
das gleiche Monotonieverhalten wie f auf: Ist etwa f streng monoton wachsend
undsindu,v € J,u= f@@), v= f(b), u< v, dannista = g(u), b = g(v),
und fallsa > b ware, mufdte auch f(a) > f(b) san.

|

| B

Abbildung 10.3: Die Stetigkeit der Umkehrfunktion

Die Stetigkeit der Umkehrfunktion ist leicht einzusehen. Wir betrachten den
Fall, dal3 f streng monoton wachsend ist. Essel u € J, u = f(a), dsoa = g(u),
und e > 0 gegeben. Wir haben zu zeigen, dal3ein § > Oexistiert mit |g(y)—a| < ¢
furadley € J mit |y — u| < 8. Zunéachst sei a kein Randpunkt von | . Dann diurfen
wira—ea+e¢ € | aanehmen.Esseiv = f(a—¢), w = f(a+ ¢) und
S =min(w —u,u—v).Danngiltfuraley e Imit|ly —u| <d:v <y < w und
somit

a—e=01) <9(y) <gw) =a+e.



10. Stetige Funktionen auf Intervallen 89

Fur den Fall, dal3 a linker oder rechter Randpunkt von | ist, ist auch u linker bzw.
rechter Randpunkt von J, und man kann sich auf die Betrachtung von [a, a + ¢
bzw. ] a — ¢, a] beschranken. O

Bemerkung 10.9. Wir haben im Beweis von 10.8 nicht benttigt, dal3 f selbst
stetig ist. Einzig wichtig war, dal3 | ein Intervall ist.

Ein Ausgangspunkt unserer Uberlegung zur Stetigkeit der Umkehrfunktion war
das Problem, die Stetigkeit der Wurzelfunktion nachzuweisen. Essein e N, n >
1. Wir betrachten die Funktion

f 1[0, oo[ — [0, oo, f(x) =x".

Sieist streng monoton wachsend, wie wir schon in Abschnitt 2 festgestellt haben.
Mit 10.8 erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 10.10. Essei n € N, n > 1. Die Funktion

g:[0,00[ = [0,00[,  g(y) =Y,
Ist (streng monoton wachsend und) stetig.

Es bleibt noch eine Eigenschaft stetiger Funktionen auf abgeschlossenen be-
schrankten Intervallen zu diskutieren, die sich fur die Integrationstheorie als wich-
tig herausstellen wird.

Definition 10.11. Essel D c R. Eine Funktion f auf D heif3 gleichmafdig stetig,
wennzujedeme > 0eind > Oexidtiert, derart dal3fur allex, y € D mit [x —y| <
sgilt: | f(x) — f(y)| <e.

Der entscheidende Unterschied zur Definition der blof3en Stetigkeit besteht dar-
in, dal3 Stetigkeit zunachst nur in einem Punkt a definiert ist und bei einer auf D
lediglich stetigen Funktion das zu gegebenem ¢ > 0 existierende § von dem je-
weils betrachteten Punkt a abhangen darf und i. a. nicht unabhangig von a gewahit
werden kann.

Wir betrachten zunachst ein Beispiel, das uns zeigt, dal3 gleichmaliige Stetigkeit
auf D wirklich eine Verscharfung gegentiber Stetigkeit auf D ist.

Beispiel 10.12. Essei D = ] 0, oo, f(x) = 1/x. Wir behaupten, dal3 f auf D
nicht gleichmaldig stetig ist, und zeigen, dal3 zu ¢ = 1 (etwa) kein § existiert, das
der in der Definition erhobenen Forderung geniigt. Zu zeigen ist also: Zu jedem
5 > O existieren Punkte X,y € D mit |[x — y| < §, aber |[1/x — 1/y| > 1. Ein
Blick auf den Graphen der Funktion macht plausibel, dal3 wir dabei sogar y = x/2
erreichen konnen.
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Wir versuchen zu gegebenem § > 0, ein X > 0 so zu finden, daf
1 1 ‘ 1

=
X

X X/2

ist. Wir brauchen also x nur so zu wahlen, daR X < 25 und x < 1, dso X <
min(1, 25) ist.

X X
X——=|==<§, aber
x=5l=3<

Abbildung 10.4: Der Graphvon f (x) = &

Der Definitionsbereich dieses Beispiels ist kein beschranktes abgeschlossenes
Intervall. Auf einem solchen ist namlich jede stetige Funktion automatisch gleich-
maldig stetig:

Satz 10.13. Es sai f eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b]. Dann ist f
gleichmaldig stetig auf [a, b].

Beweis. Wir nehmen an, f sal nicht gleichmaldig stetig. Dann gibt esein ¢ > 0,
derart dal? zu jedem ganzen n > 1 Punkte x,, yn € [a@, b] mit [xqn — yn| < 1/n,
aber | f(Xp) — T(yn)| > € existieren. Wieder wenden wir den Satz von Bolzano-
Weierstral3 an: Die Folge (xn) besitzt eine konvergente Teilfolge (xn, ). Essel z =
lim X, . Dann ist notwendig auch z = lim y,, . Also gilt

lim f (Xn,) =1im f(yn,) = f(2) undsomit lim|f(Xn)— f(yn )l =0.
Dasist ein Widerspruch zu | f (Xp) — f(yn)| > ¢ > Ofiralen e N. ]



10. Stetige Funktionen auf Intervallen 91

Aufgaben

10.1. Zeigen Sie: Jedes Polynom ungeraden Grades hat eine Nullstellein R.

10.2. a, b seienredle Zahlen, a < b.

(@) f und g seien stetige Funktionen auf [a, b]. Es gelte f (a) < g(a) und f (b) >
g(b). Zeigen Sie: Esexistiert ein x € [a, b] mit f (x) = g(x).

(b) f sa eine stetige Funktion auf [a, b] mit f([a, b]) C [a, b]. Zeigen Sie: Es
existiert ein x € [a, b] mit f(x) = X

10.3. () Bestimmen Sie eine stetige bijektive Funktion f : ]0, 1] — [0, oo[.

(b) Zeigen Sie: Es gibt keine stetige bijektive Funktion f : R —]0, 1].



11 Exponentialfunktion und L ogarithmus

Zwel der wichtigsten Funktionen, insbesondere auch fur die Anwendungen der
Mathematik, sind die Exponentialfunktion und ihre Umkehrfunktion, die wir Lo-
garithmus nennen. Die Exponentialfunktion wird uns ermoglichen, Potenzen

X

a” fur aeR, a>0, und xeR Dbeiebig

Zu definieren.

Eine erste Moglichkeit, die Exponentialfunktion einzufiihren, ergibt sich aus
folgender Idee: Zu x € R wahle man eine Folge (rp) rationaler Zahlen mit x =
limn— oo 'n und versuche die Definition

X . H r
= lim a'n.
n—oo

a

Es mul3freilich gezeigt werden, dald dieser Versuch erfolgreich ist, dal3 namlich die
Folge (a™) wirklich konvergiert und ihr Grenzwert nur von x, nicht aber von der
gewahlten Folge (rp) mitry € Q und X = limry abhangt.

Wir beschreiten einen anderen Weg. Fur x € R setzen wir

exp(x) ==Y R
k=0

Durch diese Festsetzung wird in der Tat eine Funktion exp auf R definiert, wie wir
in Aufgabe 7.4 gesehen haben. Wir nennen sie die Exponentialfunktion .

Eine fundamentale Eigenschaft der Exponentialfunktion ist ihre Funktional-
gleichung:

Satz11.1. Fur allex,y e Rist
eXp(X +y) = exp(X) - exp(y).
Beweis. Behauptet wird

i(xt!y)k:(ki ) (ZH

k=0

Wir benutzen zunachst die binomische Formel:
K K

(X + y)* 1 K\ m k-m _ 1 k! my,k—m
K _k!mg(m YT Zml(k 1~ Y

k
1 m,,k—m
:E —— Xy,
m=0m!(k—m)!
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I nsgesamt:
i x+y* _ i(i XM oykem )
= K! =\ m! (k — m)!
Die Aussage des Satzes folgt jetzt unmittelbar aus 7.20. H

Bemerkung 11.2. Einen weiteren, in gewissem Sinne einfacheren, Beweisdes Ad-
ditionstheorems bringen wir in Abschnitt 18.

Aus Satz 11.1 konnen wir eine Reihe weiterer Eigenschaften der Exponential-
funktion herleiten. In (4) ist e die Eulersche Zahl; vgl. Abschnitt 6.

Satz 11.3. Esist

(1) exp(0) = 1und exp(x) > 1fur allex e R, x > 0;
(2) exp(x) > Ofur allex € R;

(3) exp(—x) = (exp(x)) "L fur allex € R;

(4) exp(l) = eundexp(r) = € fur aller € Q.

Bewels. (1) folgt unmittelbar aus der Definition. (2) erhalt man wegen
exp(x) = ex 1x+1x = eX 1x ex 1x >0
pP(X) = exp 5 X )= Y > p SX ) 2

exp(x) - exp(—x) = exp(0) = 1,

aso exp(x) # 0. Die letzte Gleichung beweist auch (3).

Nach Definitionist e = limp. (1 + 1/n)". Da(1+ 1/n)" < ZE:O 1/k! fur
adlen > 0 (wiein Beispiel 6.3(1) gezeigt), folgt e < exp(l).

FUr die umgekehrte Ungleichung setzen wir

m
1 1 2 k—1

und

k=0
Dann gilt
1\" oy 1
1+-) =1 - —
(*n) +Z<k> K
k=1
"1 nn-1 n—-(k=1
=1+ — . — .. = Ton = Trn
kI n n n
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fur dlen > m. DaliMsoo Tin = Y ko l/K!, ergibt siche = limTy, >
> ko 1/k!, worause > exp(l) folgt.
Durch vollstandige Induktion zeigt man nun unter Benutzung von 11.1, daf3

exp(n) = e" furale neN.
Mittels (3) folgt weiter
exp(m) = e™ furalle me Z.

Essei schliefdlichr = p/q, p,q € Z, q > 0. Danngilt (exp(r))9 = exp(q - r),
wie durch iterierte Anwendung von 11.1 folgt. Nunist exp(q - r) = exp(p) = eP
und folglich

exp(r) = veP = eP/q,
Damit ist auch (4) bewiesen. O
Satz 11.4. Die Funktion exp besitzt folgende Eigenschaften:

(1) Seist streng monoton wachsend und stetig.
(2) Sebildet R bijektiv auf ]0, oo ab.

Beweis. FUr x > y gilt

exp(x) = exp((x — y) +Y) = exp(x — y) exp(y) > exp(y),

weil X —y > 0und nach 11.3(1) exp(x — y) > 1. Die Funktion exp ist also streng
monoton wachsend.

Zur ihrer Stetigkeit: Wir zeigen zunachst, dald exp in O stetig ist. Dawir einen
ahnlichen Schlul? spater noch einmal brauchen, zeigen wir etwas allgemeiner:

Satz 11.5. Essai (ak) eine Folge mit |ax| < 1 fur allek. Danniist
o0
> ot
k=0
(absolut) konvergent fiir alle x mit |x| < 1 und fur diedurch f(x) = Y 2, axk

auf ]—1, 1] gegebene Funktion f gilt

L3 gk
jim 100 = ko @ _

x—0 xn

0

fur allen € N. Insbesondereist f stetigin 0.
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Beweis. Die erste Aussageist klar, dadie geometrische Reihe Y _¢°  |x|X eine Ma-
jorantevon Y2 laxK| ist. Esist ferner

f(X) — Y pog Xk
Xn

o0
— Z akXk—n

X]
k—n
< X = —
< E |X] 1 Ix|
k=n+1

k=n+1

fur allex # O mit |x| < 1. Das beweist die zweite Aussage. Setzt man hier n = 0,
so erhdt manlimy_.o f (X) = f(0). O

Wir haben Satz 11.5 der Einfachheit halber viel spezieller formuliert als notig.
In Satz 18.18 werden wir die allgemeine Fassung kennenlernen.

Aus Satz 11.5 ergibt sich (mit n = 0) unmittelbar, dal3 exp in O stetig ist. Satz
11.1 hilft uns jetzt, die Stetigkeit von exp in 0 an jede Stellea € R zu transportie-
ren: Esist

eXp(x) = exp(a) - exp(x — a).

Wennwir asoh : R — R durch h(x) = x — a erklaren, gilt
exp = exp(a) - (exp o h).

hist auf ganz R stetig, exp — wie soeben gezeigt — an der Stelleh(a) = 0. Alsoist
exp(a) - (expo h) nach der Kettenregel fur stetige Funktionen an der Stelle a stetig.
(2) ist damit vollstandig bewiesen.

Die Funktion exp ist injektiv, da streng monoton. Zum Beweis von (2) hat man
also noch zu zeigen, dal3 exp R surjektiv auf ] 0, oo[ abbildet. Es sel zunachst y >
1. Dann folgt aus der Definition von exp sofort

exp(0) <y < exp(y).

Nach dem Zwischenwertsatz existiert lsoeinx € R, 0 < x < y mit y = exp(x).
Ist0 < y < 1, dann gibt esein x € R mit exp(x) = 1/y. Daraus folgt y =
exp(—x). []

Gemal} Satz 11.4 besitzt exp : R —]0, oo[ eine Umkehrfunktion. Wir nennen
sie den Logarithmus und bezeichnen sie mit log:

log: ]0, oo[ — R, log(x) =y <<= x=-exp(y).

Diese Funktion wird haufig auch natirlicher Logarithmus genannt und mit In be-
zeichnet. Unmittelbar aus Satz 10.8 und den bisher bewiesenen Aussagen Uber exp
folgt:
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10 +

f(x) = exp(x)

¥ x

-3 -2 -1 1 2 3

Abbildung 11.1: Der Graph von exp X.

Satz 11.6. (1) DieFunktionlog bildet ]0, oo[ streng monoton wachsend und stetig
auf R ab.

(2) Furallex,y e ]0, oo ist

log(x - y) = logx + logy.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen war die Frage nach der Definition von
Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten. Wir haben oben gesehen, dal3 € =
exp(r) giltfur aler € Q. Deshalbist es gerechtfertigt, fur dlex e R

e = exp(x)

zu setzen. Zu beachten ist dabei, dal3 € fur x ¢ Q hierdurch definiert wird,
wahrend €* fir x € Q schon vor der Einfilhrung der Exponentiafunktion eine
wohldefinierte Bedeutung hatte.

Esseinuna € R, a > 0. Dann setzen wir fir x € R

eXp,(X) = exp(xloga).

Die so definierte Funktion auf R heif3t Exponentialfunktion zur Basis a. Offenbar
ISt expe = exp.

Satz11.7. Esseiae R, a > 0.
(1) Die Exponentialfunktion zur Basis a ist stetig.
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AY

f (x) = log(x)

10

¥

Abbildung 11.2: Der Graph von log x.

(2 ImFalla > 1 (0 < a < 1) bhildet se R streng monoton wachsend (fallend)
auf das Intervall ]0, oo[ ab.

(3) Fur allex,y e Ristexpy(X +Y) = expa(X) - exp,(y).
(4) Furr e Qistexp,(r) =a".

Beweis. Esgilt exp, = expo f mit f = (loga) - idr. Die Aussagen (1) und (2)
folgen nun umittelbar aus den fur die Komposition gultigen Regeln hinsichtlich
Stetigkeit, Monotonie und Bijektivitat.
Zu (3): Esist
exp,(X +y) = exp((x + y) loga) = exp(x loga + yloga)
= exp(x loga) - exp(yloga)
= expa(x) : eXpa(y)-
(4) folgt nun genauso wie im Speziafall a = e aus (3). H
Nun konnen wir fura € R, a > 0, und x € R allgemein
a* = exp,(X)
setzen. Fur diese Potenzen gelten die folgenden Rechenregeln:
Satz11.8. Essdena,b e R, a,b > 0. Danngilt fur allex,y € R

1
aXtY=a%.a¥, @)yY=avy a*= = (ab)* = a*b*.
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Bewels. Die erste Regel ist Satz 11.7(3) mit anderen Bezeichnungen, die dritte
folgt aus der ersten mit a® = 1.
Die Gleichung a* = exp(xloga) bedeutet loga* = xloga. Alsoist

@)Y = exp(y - loga*) = exp(y - x - loga) = a*V.
Schlieldich hat man

(ab)* = exp(x log(ab)) = exp(x(loga + logb) = exp(x loga) - exp(x logb)
= a*b*. O

Bemerkung 11.9. Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion zur Basis a folgt
ubrigens, dal3 die zu Beginn dieses Abschnitts beschriebene Definition von Poten-
zen mit beliebigen reellen Exponenten sinnvoll gewesen ware.

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basisa, a # 1, heil3t Loga-

rithmus zur Basis a:
log,x =y <+ x=a.

Von besonderer Bedeutung war bis zur Einfiihrung elektronischer Rechenmaschi-
nen der Logarithmus zur Basis 10. Auf seiner Verwendung beruht das logarithmi-
sche Rechnen, d. h. die Ruckfhrung von Multiplikation und Division mittels einer
Logarithmentafel auf Addition und Subtraktion. Auch der Rechenschieber beruht
auf diesem Prinzip.

Formulierung und Beweis der Rechenregeln firr Logarithmen zur Basis a tiber-
lassen wir einer Ubungsaufgabe.

Abschlief3end bestimmen wir noch einige Grenzwerte, die Aufschluld geben
Uber das Wachstum von exp und log:

Satz 11.10. Esgilt;

. € .

lim — = oo, lim x?¢ * =0 firallea>0; (1)
X—00 X& X—> 00

. lo :

lim gX:O, lim x®logx =0 fur allea > 0. (2
Xx—o00 X& x—0

Beweis. Essal n € N mita < n. Dann gilt:
e &

X2 xn
Deshalb geniigt es, die erste Behauptung fir a = n zu beweisen. Esist

e~ 1 /< xK X 1/ & xK X
xn ﬁ(gﬁ>+(n+1)!+ﬁ(kz H) ~ 1!

=n+2

fir x> 1.
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fur dlex > 0. Da

lim =
x—o0o (N + 1)!

9

folgt

lim — = oo.
Xx—o00 XN

Den zweiten Grenzwert konnen wir nun einfach ausrechnen. Esist

Xa
lim x?e¢* = lim — =0,
X—> 00 X—> 00
welil
[im — = oco.
X—00 Xa&

Die Bestimmung der unter (2) genannten Grenzwerte a3t sich mittels der Ketten-
regel 9.8 auf (1) zurtckfuhren. Wir setzen

log x
f(x) = a

und versuchen, f moglichst geschickt in der Form f = g o h darzustellen und
dann die Kettenregel anzuwenden. Esist f (x) = g(h(x)) mit

_ Y
h(x) =logx und g(y) = -
Dalog unbeschrankt (streng) monoton wachst, ist limy_, oo logx = oco. Nach (1)
gilt
im 2= im 2 L gim & Ly 2
y—o00 ey y—o00 g ey a y—oo ey az—oo ez
Beim vorletzten Gleichheitszeichen haben wir wieder von der Kettenregel Ge-
brauch gemacht: Esist

Y gy mit gy =ay und @)=
eay_9192y g2(y) = ay O1 =
Die entsprechende Gleichung gilt dann wegen

yIi)m g2(y) = o0 und ZIim 01(z) = 0.

Insgesamt erhdt man

I
lim 29X _ jim L =
Xx—o00 X& y—o0 ey
Im allgemeinen ist es natiirlich nicht dblich, jede Anwendung der Kettenre-
gel so ausfuhrlich zu begriinden. Beim Beweis der zweiten Gleichung unter (2)

0.
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machen wir den Gebrauch der Kettenregel jedesmal durch einen Wechsel der Va-
riablen deutlich:

limx®logx = lim e¥logey = Ilim &¥.y
x—0 y——00 y——00
: 1 .
= lime (-2 =—-= lim e Yw =0.
Z— 00 a w—oo
(Dabei haben wir limy_,glogx = —oo ausgenutzt.) O]

Bemerkung 11.11. Am Ende von Abschnitt 14 werden wir eine Aussage (Satz
14.10) beweisen, mit deren Hilfe sich die Grenzwerte aus 11.10 einfacher ermitteln
lassen.

Aufgaben

11.1. Die Funktionen cosh (Cosinus hyperbolicus) und sinh (Snus hyperbolicus)
sind fir alle x € R gegeben durch

cosh(X) = %(ex +e*) und sinh(x) = %(eX —e %),

Zeigen Sie:
(@) cosh und sinh sind stetig auf R.
(b) Furalex,y e Rqgilt:

cosh(x + y) = cosh(x) - cosh(y) + sinh(x) - sinh(y)

sinh(x + y) = cosh(x) - sinh(y) + sinh(x) - cosh(y)

(cosh(x))? — (sinh(x))? = 1.

11.2. Zeigen Sie: sinh bildet R streng monoton wachsend und bijektiv auf R ab,

cosh bildet [0, oo[ streng monoton wachsend und bijektiv auf [1, oo ab. Die Um-
kehrfunktionen Arsinh (Area sinus hyperbolici) und Arcosh sind gegeben durch

Arsinh(x) = Iog(x + VX2 + 1), Arcosh(x) = Iog(x + VX2 — 1).

11.3. Bestimmen Sie limy_, o x* und limy_, o X/,

11.4. Man sagt, eine zeitabhangige Grof3e x wachst exponentiell, wenn es positive
Konstanten xo und a gibt, derart daid fir jeden Zeitpunkt t gilt: x(t) = Xg - €.

Eine Bakterienpopul ation bestehe anfanglich aus 10000 Bakterien und wachse ex-
ponentiell. Nach 10 Tagen bestehe sie aus 25000 Bakterien.

(8) Auswieviel Bakterien besteht sie nach 30 Tagen?
(b) Nach wieviel Tagen hat sie sich vertausendfacht?
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11.5. Formulieren und beweisen Sie die Satz 11.8 entsprechenden Rechenregeln
fur Logarithmen zur Basisa,a > 0,a # 1.

11.6. Sei Ry+1(x) der Relthenrest der n-ten Partialsumme der Exponentialreihe in

X, aso
k

n
Ri+1(0) = & — Y 3o
k=0

(8 ZeigenSie FirO < x < n+ 2igt

nrn S R < T 1-x/(n+2)

Formulieren Sie eine analoge Aussage fur x < 0.
(b) Wieviele Glieder der Exponentialreihe mufl3 man aufaddieren, um e mit einer
Genauigkeit von 10~12 zu ermitteln?

11.7. Essal f : R — R einevon 0 verschiedene stetige Funktion mit
fx+y) = f(x)f(y) furalex,yeR.

Zeigen Sie: Esgibt eina > 0, sodal? f (x) = a* fir ale x € R. (Die Exponential-
funktionen a* sind also die einzigen von 0 verschiedenen stetigen Funktionen auf
R, die dem Additionstheorem 11.7(3) geniigen.) Hinwels. Orientieren Sie sich an
dem Beweis zu Satz 11.3.



12 Dietrigonometrischen Funktionen

In der Schule werden die trigonometrischen Funktionen Sinus, Cosinus, Tangens
und Cotangens am rechtwinkligen Dreieck eingefiihrt: Bel einem solchen Dreieck,
dessen Hypotenuse die Lange ¢ und dessen Katheten ky und ky die Lange a bzw.
b haben, gilt fur den Winkel «, der ki gegenuiberliegt,

) o g

b

Abbildung 12.1: Die Konstruktion von Sinus und Cosinus

SN = —, COSu =

9

= —, Cota =
COSu

tana = - .
SN«

a b

o C

a Shno b cosa
b a
Diese Definitionen sind wegen der Ahnlichkeitssitze sinnvoll, und sine, cosa
konnen folgendermalen realisiert werden: Betrachte die Nullpunktsgerade g, die
mit der positiven Richtung der x-Achse den Winkel « einschlief3t. Der im ersten
Quadranten liegende Schnittpunkt von g mit dem Einheitskreis hat die Abszisse
cosa und die Ordinate sinc.

Uns fehlt an dieser Stelle eine befriedigende Definition des Begriffs ,Win-
kel“. Andererseits handelt es sich bel den trigonometrischen Funktionen wie bel
Exponentiafunktion und Logarithmus um interessante und fir die Anwendungen
aulerordentlich wichtige Funktionen. Wir fuhren siein Analogie zur Exponential-
funktion mittels unendlicher Reihen ein.
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Ein Vergleich der Reihen
% 2k 0 2k+1

——  und SN
£ (2K)! (2K + 1)

mit der Exponentialreihe zeigt, dal? auch

o (=D o — =D a1
PR T I G S
s (2k)! = (2k + 1)!
absolut konvergieren.
Definition 12.1. Die durch
o (DR : — (DX s
COSX = X<, sinx = — X
> G > e o

auf R definierten Funktionen cos und sin heifRen Cosinus (-Funktion) und Snus
(-Funktion).

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich, dal3 cos eine gerade und sin eine
ungerade Funktionist, d.h. es gilt

COS(—X) = COSX, Sin(—X) = —sinX

fur alle x € R. Ahnlich wie bel der Exponentialfunktion (vgl. 11.1) sind die Addi-
tionstheoreme fundamental fur die Eigenschaften von cos und sin.

Satz 12.2. Esseien x, y reelle Zahlen. Dann ist

SiN(X + Yy) = SINXCOSY + cosxsiny,
COS(X + Y) = COSX COSYy — SinxsSiny.

Ferner ist Sin®x + cos?x = 1, inshesondere |sinx| < 1, |cosx| < 1 fur alle
X € R.

Bewels. Die letzte Aussage ergibt sich aus dem Additionstheorem fiir cos und den
Gleichungen cos(—x) = cosx und sin(—x) = — sinXx:

1 = cos0 = cos(X + (—X)) = COSX COS(—X) — SinX SiN(—X)
= cO? X + sin’x = 1.

(Wie schon im Satz haben wir die traditionelle Schreitbweise sin?x fur (sinx)?
benutzt.)
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sinx

-1

Abbildung 12.2: Die Graphen von sin x und cosX.

Wir beweisen nun das Additionstheorem fur sin; der Bewels fiir cos verlauft
vollkommen analog. Esselen x, y € R. Zu beweisen ist

o (D okl
S (x+ y) =
—(2k+ 1!

o0

(—D* v (=DK (—DK Y21 (— 1)k
§(2k+1)! X k; 20! y* + Z(2|<+1)I Z 21 X

Da alle vorkommenden Reihen absolut konvergieren, hat man nach 7.20 lediglich
Zu zeigen, dal3

(—1)¥ kil _ <[ " amir D™ om)
ko XY= 2;)[(2m+1)! k= my Y

LD ami1 (DT XZ(k—m)]

2m + 1)! 2k —m))! '
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Nun ist offenbar

k41
) 1 (%k+1 xly2ti=i _
2 2k+ DI\
j=0
K
3 1 (2Zk+1 X2+ Ly 2kt 1= (@m+)
—~ (kDI \2m+1
1 2kK+1\ om okti-2m
+Z <2k+1>'( )X Y
und

k
Z ;(Zk + 1) X2m+1y2k+1—(2m+1)
m

~ (2k+DI\2m+1
k
— Z 1 X2m+1y2(k—m)
howrd Cm+DI2k+1— (2m+1))! ’
k
Z 1 (Zk + 1> x2My2K+1-2m
= (2k+ DI\ 2m
k
-y 1 (2%k+1 2=y, 2m41
= y
= (2k+ D! \2m+ 1
a 1
_ x2k=m)y 2m-1. 0
o @2m+ D2k — m))!

Der folgende Satz hélt einige wichtige Eigenschaften von cos und und sin fest;
sein Beweis beruht in wesentlichen Teilen auf den Additionstheoremen 12.2.

Satz 12.3. (1) cosund sin sind stetig.

(2) Esist sin(x) > O fur allex € ]0, 2]; cosist auf dem Intervall [0, 2] streng
monoton fallend und hat dort genau eine Nullstelle (d.h. es gibt genau ein a €
[0, 2] mit cos(a) = 0).

(3) Die Funktionen cosund sin bilden R auf das Intervall [—1, 1] ab.

Bewels. Beim Beweis von (1) gehen wir so vor wie beim Beweis der Stetigkeit
von exp. Aus Satz 11.5 folgt unmittelbar, dal3 cos und sin in O stetig sind. Die
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Stetigkeit von cos in einem beliebigen Punkt a € R ergibt sich wieder mit Hilfe
des Additionstheorems: Fur ale x € R gilt

coS(X) = cos(a + X — a) = cos(a) cos(X — a) — sin(a) sin(x — a),

d.h. esist
CcoS = cos(a) - coso h —sin(a) - sino h,

wobel h(x) = x —afuralex € R. Dah auf ganz R und cos und sin in O stetig
sind, ist cos nach der Kettenregel in a stetig. Die Stetigkeit von sin im Punkte a
kann man genau so bewei sen.

Der Beweisvon (2) benutzt zunachst die Bemerkung 7.9: Die sin x definierende
Reiheerfiillt mit ax = x%+1/(2k + 1)! bei x € [0, 2] die Voraussetzungen von 7.8,
und daher ist die Partialsumme S; der alternierenden Reihe eine untere Schranke

fur den Grenzwert: . ,

. X X
smx>x—§:x(1—€)>0

bei x € ]0, 2]. Damit ist die erste Aussage unter (2) bewiesen.
Zum Bewelis der zweiten seien X, y € [0, 2], x < y. Mit dem Additionstheo-
rem fUr cos ergibt sich

COSX—COSy=COS(y;X— y—lz—x)_cos(y;x_'_y-;x)
=COSy;XcosyJ2rX+siny;XsinyJ2rx
—cosy;XcosszrX—ksiny;Xsinszrx
:25iny;XsinyJ2rx.

Da(y+x)/2, (y—x)/2 €]0, 2], ist dasletzte Produkt positiv, also cosx > cosy.
Beim Beweis der dritten Aussage unter (2) verwenden wir wieder 7.9. Esist

o0

(—DK 5
COS2 = E 2",
— (2k)!

Die Folge der Absolutwerte der Glieder dieser aternierenden Reiheist zwar nicht
monoton fallend, dies gilt aber ab k = 1. Folglich ist die Partialsumme S eine
obere Schranke fur den Grenzwert:

2 24

cosZgl—E+E<0
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Nach dem Zwischenwertsatz gibt eswegen cosO = 1 eina € [0, 2] mit cos(a) =
0. aist die einzige Nullstelle von cos in [0, 2], da cos auf diesem Intervall streng
monoton ist.

Aussage (3) folgt jetzt leicht: Aus cosa = O und sina + cos?a = 1 folgt
sina = +1, und wegen (2) ist sina = 1. Daweiter sin(—a) = —lund|sinx| < 1
fur ale x € R, erhdt man mit Hilfe des Zwischenwertsatzes sin(R) = [—1, 1].
Aus cosO = 1 und cos(2a) = cos?(a) — sin(a) = —1 ergibt sich analog auch
cos(R) = [—1, 1]. ]

Bemerkung 12.4. Wie bel der Exponentialfunktion konnen wir die Stetigkeit von
cos und sin aus der ,Differenzierbarkeit’ dieser Funktionen herleiten; vgl. Ab-
schnitt 13. (Auch die strenge Monotonie von cos auf [0, 2] a3t sich einfacher be-
weisen; vgl. Abschnitt 14.)

Es sai a die eindeutig bestimmte Nullstelle der Cosinus-Funktion im Intervall
[0, 2]. Wir setzen
= 2a.

In Abschnitt 16 werden wir den Zusammenhang mit dem von der Schule her Ver-
trauten herstellen: = miRt den Flacheninhalt des Einheitskreises {(x, y) € R? | x2+
y2 < 1} in der (x, y)-Ebene.

Die fehlenden Werte der folgenden Tabelle ergeben sich sofort mit Hilfe der
Additionstheoreme:

3
cosO =1, cos% =0, cosm = -1, cosg =0, cos2r =1,

3
sin0 =0, sin%:l, sint =0, sin%:—l, sn2r = 0.

Mit diesen Werten und erneuter Anwendung der Additionstheoreme leitet man her,
dal3 die Funktionen cosund sin ,periodisch* sind mit der ,,Periode’ 2, d.h. esgilt:

Satz 12.5. Fur allex € Rist
COS(X + 27) = cos(X), sSin(X + 2r) = sin(x).
Uber die Nullstellen von cos und sin gibt der folgende Satz Auskunft:
Satz 12.6. Esgilt

cos(X) =0 <+ x:%+kn, k eZ,

snx)=0 <« x=km, keZ.
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Beweis. Dielmplikationen < sind in beiden Fallen klar. Essel cos(x) = 0. Dann
gibteseink € Z mitknr < X < (k+1)7. Mit dem Additionstheorem fur cos ergibt
sich

cos(X — ki) = cos(x) cos(kr) + sin(x) sin(kz) = 0,
da sintkwr) = 0. Wir durfen also annehmen, dal3 0 < x < = gilt, und haben
X = /2 nachzuweisen.

Esgilt auch cos(—x) = cosx = 0 und dann cos(—x + ) = 0. Eine der Zahlen
x oder —x + & liegt im Intervall [0, 7/2]. In diesem Intervall hat cos aber nur die
Nullstelle 7 /2. Darausfolgt X = /2, wie zu zeigen war.

Den noch ausstehenden Bewels fur sin kann man analog fuhren, oder aber man
benutzt

cos(x + %) = —sin(x). O

Die (stetigen) Funktionen Tangens und Cotangens werden durch

definiert.

y A

! tanx

|
’\)I 7/

7
N

Abbildung 12.3: Die Graphen von tan x und cot x.
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Um ,,Umkehrfunktionen® zu den trigonometrischen Funktionen definieren zu
konnen, mufld man diese erst auf ein maximales Intervall, in dem die betreffende
Funktion streng monoton ist, beschranken:

Satz 12.7. Die Funktion cos bildet das Intervall [0, 7] streng monoton fallend auf
[—1, 1] ab, und sin bildet [—7/2, /2] streng monoton wachsend auf [—1, 1] ab.
Die Funktion tan bildet |— /2, /2 [ streng monoton wachsend auf R ab, wahrend
cot das Intervall 10, [ streng monoton fallend auf R abbildet.

Beweis. Die Funktion cos ist nach 12.3 auf dem Intervall [0, 2] streng monoton

fallend, erst recht also auf [0, 77 /2]. Wegen cos(X) = — cos(r — X) ist cos dann
auch auf [0, ] streng monoton fallend, und das ist ein maximales Intervall mit
dieser Eigenschaft (warum?). Aus cos(x + 7/2) = —sin(x) folgt, dald sin auf

[—m/2, /2] streng monoton wachst. Mit dem Additionstheorem fur sin und 12.6
ergibt sich weiter, dal3 tan auf | /2, 7w /2[ injektiv ist. Wegen

sin(x) . sin(x)
= OO, =
x1Z COS(X) x| —% COS(X)

bildet tan das Intervall |—m /2, 7 /2[ streng monoton wachsend auf R ab. Die Aus-
sage Uber cot beweist man vollig anal og. O

Ublicherweise setzt man fest

arccos: [—1,1] — [0, 7], arccos = (cos| [0, 7]) ",
T _rr TIn?t
arcsin: [—1,1] — [ 2,2], arcsin = (sin| [— 2,2) :
actan : R — ]—=, 2 arctan = (tan| ]-=, Z[) ™
202V 2’ 2 ’
arccot: R — 10, [,  arccot = (cot|]0, [) "

und nennt diese Funktionen Arcus-Cosinus, Arcus-Snus, Arcus-Tangens, und Ar-
cus-Cotangens. (Oft werden sie auch als Hauptwerte von arcsin, arccos, arctan,
arccot bezeichnet — man konnte diese Funktionen ja auch auf anderen Intervallen
definieren.) Die Arcus-Funktionen sind nach 10.8 stetig.

Aufgaben

12.1. Zeigen Sie, dal3 fur dle x € R gilt: | sin(x)| < |X].

12.2. Bestimmen Sie
. X —sinx . coshx —1
lim ——, im——.
x—0 X(1 — cosX) x—0 COSX — 1
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12.3. (4) Zeigen Sie, dal3fur allex, y € R, fur dietan x, tany, tan(x + y) definiert
sind, gilt:

tanx +tany
tan(x +vy) = .
1—-tanxtany
(b) Berechnen Sie die exakten Werte von sin und cos an den Stellen x = % %

mit Hilfe der Additionstheoreme.

12.4. Finden Sie eine zu Aufgabe 11.6 analoge Abschéatzung des Restglieds der
Sinus-Reihe, und ermitteln Sie, wieviele Glieder der Reihe zu beriicksichtigen
sind, wenn man sin(1/2) mit einem Fehler von hochstens 10~12 bestimmen will.



Tel IV

Differential- und Integralrechnung






13 Differenzierbare Funktionen

Aufgabe der Differentialrechnung, in geometrischer Sprache formuliert, ist es, die
Steigung der Tangente des Graphen einer Funktion f in einem Punkte (a, f (a))
zu definieren und zu berechnen. Jeder verbindet mit dem Begriff Tangente eine
anschaulich-geometrische Vorstellung. Eine mathematisch prazise Definition er-
fordert die Verwendung von Grenzwerten. Leiten lassen wir uns von der Vorstel-
lung, dal3 sich die Tangente as,,Grenzlage' der Sekanteim Punkt (a, f (a)) ergibt.

Abbildung 13.1: Sekanten und Tangenten einer Funktion

Esse D ¢ R. Um im folgenden eine kurze Sprechweise zu haben, nennen
wir einen Punkt a von D, fur dena € D \ {a} gilt, einen Haufungspunkt von D.
Ist beispielsweise D ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht, dann ist
jeder Punkt von D ein Haufungspunkt von D. Es sei nun f eine Funktion auf D
und X € D, x # a. Die Steigung der Geraden durch die Punkte (a, f(a)) und
(X, T(x)) des Graphen von f, der Sekante durch diese beiden Punkte, ist

f(x)— f(a)
X—a

»Geht X gegen a“, so geht die Sekante in die Tangente Uber, die Tangentensteigung
ergibt sich as Grenzwert der Sekantensteigung — vorausgesetzt dieser Grenzwert
exigtiert.

Definition 13.1. Essei D C R, a € D, a Haufungspunkt von D. Man nennt f
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|
|
|
|
:
L fx) — f(@
|
|
|
|
|
|
|

yx

a X

Abbildung 13.2: Die Steigung einer Sekante

differenzierbar in a, fals der Grenzwert

lim f(x) — f(a)

X—a X —a
exigtiert und eine reelle Zahl ist. Dabei betrachten wir den Differenzenguotienten
f(x)— f(@)
X—a
aseineauf D \ {a} definierte Funktion. Wir nennen

lim f(x) — f(a)

X—a X —a

die Ableitung von f im Punkt a und bezeichnen diese Zahl mit
df
f'(a) oder —(a).
dx

Die Funktion f heil3 differenzierbar (auf D), wenn f in alen Punkten von D
differenzierbar ist.

Zwel wichtige

Bemerkungen 13.2. (1) Esgilt eineder Bemerkung 9.16 entsprechende A ussage:
Auch die Differenzierbarkeit ist eine |okale Eigenschaft.
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(2) Der inder Definition betrachtete Grenzwert existiert nach der Kettenregel 9.8
genau dann, wenn der Grenzwert

lim f(a+h)— f(a
h—0 h

existiert, und die Limiten stimmen dann Uberein: Setzt man namlich

F () = f(x;:;(a) und  G(h) = f(a+hr:—f(a)’

so gilt
F(X) =Gogi(x) und G(h) =F oga(h),

wobe g1(x) = x —aundge(h) =a+ h.

Beispiele 13.3. (1) Fur eine konstante Funktion f : R — R, f(Xx) =c,ist

f’(a) = lim M —

X—a X —a

0

fur allea € R.
(2) Fureinelineare Funktion f : R — R, f(X) =cx,ist

f — f —
fa) = lim -0 = T@ _ ex=a) _
X—a X —a X—a X —a
fur dlea € R.
(3) Fir dieFunktion f : R — R, f(x) = x?, ist

2 2

/ T B
f(a)_)ll_rg X —a

= lim(x+a) =2a
X—a

furallea € R.
(4) DieFunktion f : R — R, f(x) = |x|,istina = 0 nicht differenzierbar, denn
f(x) — f(0) X . f—-fO . —X

lim—————— —|lim= =1, lim————— — |im— = —1.
x40 Xx—0 x40 X x10 Xx—0 x10 X

Die Nichtdifferenzierbarkeit in a = 0 aul3ert sich im ,,Knick® des Graphen an der
Stellea = 0.

Beispiel (4) zeigt, dal? eine Funktion an einer Stelle, an der sie stetig ist, nicht
notwendig auch differenzierbar ist. Die Umkehrung gilt dagegen immer:
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y A
f(x) = [x]

Y«

-1 1 -1 1

Abbildung 13.3: Die Funktionen f (x) = x2 und f (x) = |x|.

Satz 13.4. Essei D C R, f eine Funktion auf D und a € D ein Haufungspunkt
von D. Genau dannist f ina differenzierbar, wenn eseinein a stetige Funktion f
auf D gibt mit 3

f(x)=f@+x—a)fx)

fur allex € D,und dannist f'(a) = f (). Inshesondereist f in a stetig, wenn f
in a differenzierbar ist.

Beweis. Sal f differenzierbar in a. Wir setzen fur x € D

fox)—f@ .
fo=1"x—a fur x # a,
f'(a) fr x=a.

Dannist f stetigina, und es gilt
f(x)= f@ + (x—a)f(x)

furalex € D. 5
Gilt umgekehrt eine solche Gleichung mit einer in a stetigen Funktion f auf
D, dannist f00 — f@
. xX)— f(a o~ -
)!|_r)rlIT :)!Lr)ré f(x) = f(a).
f istalsoin a differenzierbar. ]

In Analogie zu unserem Vorgehen bei den stetigen Funktionen wollen wir hier
auch Regeln fur die Differenzierbarkeit von Funktionen herleiten, die durch arith-
metische Operationen, Komposition oder Invertieren aus anderen Funktionen ge-
bildet werden. Dabei lernen wir weitere Beispiele differenzierbarer Funktionen
kennen.
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Satz 13.5. DieFunktionen f und g seienina € D differenzierbar, c sei einereelle
Zahl. Dann gilt:

(1) f £gigtinadifferenzierbar, und esgilt (f = g)'(a) = f'(@) £ d'(a).
(2) cf istina differenzierbar, und es gilt (cf)’(a) = cf’(a).
(3) fgistina differenzierbar, und es gilt die Produktregel

(fg)'(@ = f(@g'(@ + f'(@g@)

(4) Fallsg(@) # 0ist,soist f/g: D' > R, D' ={x e D|g(xX) #0},ina
differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel

(i)’(a) _ f’(a)g(a)z— f@g@
9 9<(a)

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus den Rechenregeln fur Grenzwerte; bei
(1) hat man z. B.

Iim(f+9)(X)—(f+g)(<’:1) im fx) - f@+9x) —g@

X—a X —a X—a X —a
— lim f(x)— f(@ + lim g(x) —g(a).
X—a X —a X—a X —a
Bei (3) hat man

lim (fo(x) — (fog)(a) _ lim f(x)gx) — f(@g(@)

X—a X —a X—a X —a
_ lim f(x)(g(x) —g@) +g@(f(x) - f(@)
T x—a X — a

: gx)—g@ . fx)— f@

= lim f(X)—X — +leg(a>—x —

= f@gd'(@ + f'(xg@.

Dabei haben wir ausgenutzt, dal3 f ina stetig ist.
Zu (4): Man Uberlegt sich sofort, dal3 a auch Haufungspunkt von D’ ist. Wir
betrachten dann zunachst den Spezialfall f = 1. Esist

1 1
a U
9 90 9@

X—a X —a X—a X—a
im 9@ -9
x~a g(x)g(@) X—a 9(

1 (3
2 (Cg@).



118 IV. Differential- und Integralrechnung

Mittels (3) ergibt sich nun der allgemeine Fall. Esist namlich

(i>/(a) = (f : }>/(a) = f(a)- (3)/(61) + f'(a) - (1)(61)
g B g B g g

_g/(a) / 1
@5@2 T ® 5@

_ @@ - f@dg®@
9(a)? '

So wie die Rechenregeln fr stetige Funktionen es uns erlauben, die Stetigkeit
der rationalen Funktionen zu beweisen, konnen wir nun die Differenzierbarkeit der
rationalen Funktionen zeigen und ihre Ableitungen berechnen:

Satz 13.6. (1) Die Funktionen f,,, fn(X) = X", n € Z, sind auf ihrem Definiti-
onsbereich (R bein > 0und R \ {0} bel n < 0) differenzierbar, und esist

f{(x) =0, f/(x) =nx""1hein 0.

(2) Jedes Polynom f, f(x) = apnx" + --- + ap, ist auf R differenzierbar, und es
gilt
f/(x) = napx" 1+ (n — Dap_1x" 2+ ... +ay.

(3) Jederationale Funktionr = p/q (mit Polynomen p, g, q # 0) ist auf ihrem
Definitionsbereich differenzierbar.

Beweis. (1) Fur n > 0 beweisen wir die Behauptung durch Induktion. Die Falle
n=20,1as f(xX) = 1und f(x) = x fur dle x € R, haben wir bereits be-
trachtet. Essal n > 1. Dannist fp(X) = xfh_1(x), und mittels Produktregel und
Induktionsvoraussetzung ergibt sich

fl(x) = xf/_1(¢) + fno1(X) = x(n — Hx""2 4 x"~1 = px"-L,

Fur n < 0 schlief3en wir mit der Quotientenregel: Esist

fn(X) = !
n( ) f_n(X),
aso 0 -
/ _ Ln X . — (=X~ R T |
f,(X) = 02 7 =n-Xx "

(2) Man setzt h(x) = anx", g(x) = an_1x"1 + ... 4+ ag und schlieft mittels (1)
und Induktion unter Verwendung von 13.5(1) und (2):

/00 = h'(x) + g'(x) = nanx"* + (N — Dag_1x" 2+ - + &).
(3) folgt aus (2) und Satz 13.5. O
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Beispiel 13.7. Fur
5x4 4+ x2 +2x + 1

X4+ 2x2+1

f(x) =
ist
(20x3 4+ 2X + 2)(X* + 2x2 4+ 1) — (BX* + X% + 2X + 1)(4x3 + 4x)
(X*+2x2 + 1)2 '

Eine weitere, extrem niitzliche und wichtige Rechenregel ist die Kettenregel der
Differentialrechnung:

f/(x) =

Satz 13.8. S f eine Funktion auf D C R, g eine Funktion auf E C R. Es gelte
f(D) C E. f sei differenzierbar ina € D und g differenzierbar in f (a). Dannist
go f inadifferenzierbar, und esgilt

(go D@ =d'(f@)- f'@.
Bewels. Essel b = f(a). Nach Satz 13.4 ist
f(x)= f@ + (x—a)f(x)
9(y) = g(0) + (y — 0)g(y)
mit in a bzw. b stetigen Funktionen f und § auf D bzw. E. Damit ergibt sich
g(f(x)) = gb) + (f(x) —)G(f (X))
=g(f@) + (f(@+ x—a)fx)—bg(f(x)
= g(f @) + (x —a) f0a(f ().
Daf -(§o f)inastetigist, sind wir wegen 13.4 fertig. O
Bemerkung 13.9. Esist Ublich, g'(f (a)) as aulfere Ableitung, f’(a) als innere

Ableitung zu bezeichnen.
Beispiel 13.10. Es sei

f(x) = [ x?+ 5%\’

N x4—1)°

5x

x4 —1

Danngilt f = ho g mit

g(x) = x> + und  h(y) =2

Gemald 13.8 ist

on o (w2 5X 7_( 5(x4—1)—20x4>
f'(x) =8 (x +x4—1> 2X + Y. .
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Als letzte Rechenregel der Differentialrechnung beweisen wir eine Aussage
Uber die Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen und zeigen, wie man deren
Ableitungen gegebenenfalls berechnet.

Satz 13.11. | C R sei einIntervall, f eine stetige, streng monotone Funktion auf
lundg: f(l) - Rihre Umkehrfunktion. Sei f ina € | differenzierbar. Genau
dannist auch ginb = f(a) differenzierbar, wenn f’(a) = 0ist. In diesem Falle
gilt
1

f/@  f/(g(b))
Beweis. Esist g(f(x)) = xfuralex e l.Istginb = f(a) differenzierbar, dann
gilt g'(f(a)) - f’(@) = 1 nach der Kettenregel 13.8. Folglichist f/(a) # 0 und
g'(b) = 1/f'(a).

Es sei umgekehrt f'(a) # 0. Esist f(x) # f(a) furdlex e | \ {a}, die
Funktion

g'(b) =

X —a
fx)—f@

ist also wohldefiniert auf | \ {@}. Nach den Rechenregeln fur Limiten (9.6(3)) hat
F inadenLimes1/f’(a). Die Funktion g ist stetig (Satz 10.8), hat in b folglich
den Limes g(b). Nach der Kettenregel 9.8 fir Limiten hat F o g in b ebenfalls den
Limes1/f'(a), d. h. aber

F(X) =

im W -—9® 1

y=b y—Db f/(a)
(Man beachte, dal? f(g(y)) = yqgiltfuralley € f(l).) gistalsoinb differenzier-
bar. O]

Mit Hilfe von Satz 13.11 kdnnen wir die Ableitungen der Wurzelfunktionen
bestimmen. Essel n > 1 und

f 1[0, oo[ — [0, oo, f(x) = x",
g:[0,00[ - [0, 00,  g(y) =Y.

Esgilt f'(x) £ Ofurallex # 0. Folglichist g an jeder Stelley # O differenzierbar

und
() === Zyil
Fey) n(gy)™ n°
Bei n > 2ist gwegen f/(0) = 0in 0 nicht differenzierbar.
Alsweiteres Beispiel betrachten wir

24 14
h(x) = ‘3/%, X € R.
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Esergibt sich

oo = L 02+ 1M\ "3 84 + 2x(x2 + 1)3 — 4x3(x2 4 1)
3\ x4+42 (X4 + 2)2 '
Aus dem Katalog der uns vertrauten Funktionen fehlen noch Exponential funk-
tion, Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen.

Die Differenzierbarkeit von exp an der Stelle 0 sowie exp’(0) = 1 folgt unmit-
telbar aus Satz 11.5, wenn man dort n = 1 setzt:

im exp(xX) — (1 + X) _

li 0
x—0 X
impliziert
.oeXpx) —1 X
IlmLz [im - = 1.
Xx—0 X Xx—0 X

Ahnlich wie bei der Stetigkeit transportieren wir die Differenzierbarkeit von exp
in 0 an eine beliebige Stellea € R: Esist exp = exp(a) - (expo h), wobe h(x) =
x —a. Dah auf ganz R und exp —wie eben gezeigt —in h(a) = O differenzierbar ist,
erhdt man mit Satz 13.8 die Differenzierbarkeit von exp in a und auch exp/(a) =
exp(a).

Damit wissen wir, dal3 exp uberall differenzierbar ist und kennen die Ableitung:
Furadlex e Rist

exp/ (X) = exp(X).

Daexp in jedem Punkt von R differenzierbar ist und die Ableitung keine Nullstelle
besitzt, ist log in jedem Punkt von ] 0, oo [ differenzierbar, und es gilt fir alley e
10, c0:
log/(y) = ——— — =
exp(log(y)) y
Wir fassen zusammen:

Satz 13.12. (1) Die Funktion exp ist auf R differenzierbar; es gilt exp’(x) =
exp(x) fur allex € R.

(2) DieFunktion log ist auf ]0, oo[ differenzierbar; esgilt log'(y) = 1/y fur alle
y €]0, ool.

Damit ist insbesondere noch einmal die Stetigkeit von exp und log gezeigt wor-
den (vgl. die Satze 11.4 und 11.6), denn die Stetigkeit ist beim Beweis von Satz
13.12 nicht ausgenutzt worden. Die Berechnung der Ableitungen der Exponential-
funktionen und Logarithmen zur Basis a (s e) Uberlassen wir einer Ubungsaufga-
be. Diskutieren wollen wir noch die Funktion f (x) = x*, x €]0, oo[. Wegen

f(x) = x* = e*109x
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ist die Funktion nach der Kettenregel in jedem Punkt von ]0, oo[ differenzierbar,
und es gilt
f/(x) = €199%(1 + logx) = (1 + logx) x*.

Nachdem wir auch die Ableitung der Logarithmusfunktion bestimmt haben,
kdnnen wir noch eine zweite wichtige Darstellung der Exponentia funktion herlei-
ten:

Satz 13.13. Fir allea e R ist

exp(a) :xll[ro]o (1+§>X: lim <1+§>n.

n—oo

Beweis. Wir ,logarithmieren”: Esist

Iog(l+§)xleog<1+;>,

aso
. ayx . ay . log(1l+a/x)
Jim log (14 )" = lim xlog(1+ ) =AM )
_ Iimlog(1+ay) g IimIog(1+ay)
yl0 y yl0 ay
z|0 Z
da(log)’ (1) = 1. O

Wir haben damit insbesondere noch einmal (und unabhangig von Satz 11.3)

bewiesen, dal}
, 1\" 1
eﬂ'ﬂ&(”ﬁ) s

Uber die Differenzierbarkeit der Winkelfunktionen gibt der folgende Satz Aus-
kunft.

Satz 13.14. (1) Die Funktionen cos und sin sind differenzierbar. Es gilt
cos'(X) = —sinXx und sin’(X) = cosx

fur allex € R.
(2) Die Funktionen tan und cot sind differenzierbar. Es gilt

tan'(x) = und cot'(X) = —

1
COs2(X)

fur alle x aus dem jeweiligen Definitionsbereich.

sin?(x)
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Beweis. (2) ergibt sich auf Grund der Definition von tan und cot mit Hilfe der Quo-
tientenregel aus (1). Die Differenzierbarkeit von sin und cos im Punkte O und auch
sin(0) = 1, cos'(0) = O liefert wieder Satz 11.5: Man betrachte die sin und cos
definierenden Reihen und setze jewells n = 1. (Wir haben dies bei der Exponen-
tialfunktion oben ausgefuhrt.) Differenzierbarkeit und Ableitung von cosin einem
beliebigen Punkt a € R ergeben sich wieder mit Hilfe des Additionstheorems. Es
ist
COS(X) = cos(a + X — a) = cos(a) cos(x — a) — sin(a) sin(x — a),
furalex € R, d.h. esist
cos = cos(a) - coso h — sin(a) - sino h,

wobel h(x) = x — a fur alle x € R. Da h auf ganz R und cos und sin in O
differenzierbar sind, ist cos nach der Kettenregel in a differenzierbar, und es gilt
cos(a) = — sin(a). Der entsprechende Beweis fur sin verlauft volliganalog. [

Wie im Fall von exp und log erhdt man aus der Differenzierbarkeit der trigo-
nometrischen Funktionen auch deren Stetigkeit (vgl. Satz 12.3). Nach 13.11 sind
auch die Umkehrfunktionen der Funktionen sin, cos, tan und cot differenzierbar.
Genauer hat man

Satz 13.15. (1) arcsin und arccos sind auf |—1, 1[ differenzierbar, und esist

arcsin'(x) = arccos (X) =

1 -1
N N
fur allex e]-1, 1].

(2) arctan und arccot sind auf R differenzierbar, und esist

arctan’(x) = arccot’ (x) =
(X) (X) 1T

1+ x2’
fur allex € R.

Den Beweis dieser Aussage ilberlassen wir einer Ubungsaufgabe.

Sofern eine Funktion f auf D C R in jedem Punkt von D differenzierbar
ist, kdnnen wir die Ableitung f’ : D — R betrachten und von dieser, sollte sie
ebenfalls wieder differenzierbar sein, wieder die Ableitung bilden usw.:

Definition 13.16. Die Funktion f auf D C R heil3t n-mal differenzierbar (auf D),
falssie (n — 1)-mal differenzierbar ist und ihre (n — 1)-te Ableitung wieder diffe-
renzierbar ist. Die n-te Ableitung ist dann die Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung:

fMWx) = (f" V)Y x), xeD.



124 IV. Differential- und Integralrechnung

(Unter der O-ten Ableitung verstehen wir die Funktion selbst).
Eine Funktion heil3t n-mal stetig differenzierbar, falls sie n-mal differenzierbar
ist und ihre n-te Ableitung stetig ist.

Beispiele 13.17. (1) Rationale Funktionen, Wurzelfunktionen, exp, log und die
trigonometrischen Funktionen samt ihren Umkehrfunktionen sind unendlich oft
differenzierbar, d. h. n-mal differenzierbar fir jedesn € N. (Bei den Wurzelfunk-
tionen und den Funktionen arcsin und arccos muf3 man natiirlich den Definitions-
bereich auf ]0, oo bzw. ]—1, 1] einschranken.)
(2) DieFunktion f : R — R, f(x) = x|x|, ist 1-mal stetig differenzierbar: Fur
X < 0ist f(x) = —x?, a0 (?) f'(x) = —2x, fir x > 0ist f(x) = x?, dso (?)
f/(x) = 2x, fir x = 0 ergibt sich

. X[X]

[im — =0.

x—0 X
Insgesamt: f’(x) = 2|x|. Somitist f’ stetig, aber in 0 nicht differenzierbar.

Mit Hilfe der trigonometrischen Funktionen a3t sich Uberdies eine Funktion

angeben, die differenzierbar, deren Ableitung aber nicht stetig ist. Wir betrachten
die Funktion

1
2 - - we
F(x) = xsmX fur x#0
0 fur x=0.
Ina # Oist f sicherlich differenzierbar mit f'(a) = 2asin(l/a) — cos(1/a).

Ferner ist

lim fO-10 _ lim xs::nE = 0.
Xx—0 Xx—0 Xx—0 X

Alsoist f auchin O differenzierbar und f’(0) = 0. Die Ableitung f’ ist aberin 0
nicht stetig: Fur x, = 1/(27n) ergibt sich r]Iim f'(xn) = —1.
—00
Ein noch ,,pathologischeres' Beispiel: Die Ableitung von

1
gx) = xzsinﬁ fir x#£0
0 fur x=0

ist bel 0 nicht einmal beschrankt, d. h. fir jedes positive ¢ ist ¢/([0, ]) eine unbe-
schrankte Tellmenge von R.

Aufgaben

13.1. Bestimmen Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:
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(&) exp,, logy;

(b) cosh, sinh, Arcosh, Arsinh;
X
X

13.2. DieFunktion g sel stetigin 0. Zeigen Sie: Diedurch f (x) = xg(x) definierte
Funktion f ist differenzierbar in O.

(© f(x)=x*, g(x) = (X%, h(x) = 2log(sin g) — Xtan

13.3. Beweisen Sie 13.15.
13.4. Essal f ina e R differenzierbar. Zeigen Sie, dai3

. f@a+h —-f@-h)
I
hl_l’)l‘(]) 2h

existiert und mit f’(a) Ubereinstimmt.

Folgt umgekehrt aus der Existenz des Grenzwertes schon die Differenzierbarkeit
von f ina?

13.5. Eine Funktion f : R — R heil} gerade (ungerade), fallsfir alle x € R gilt:
fx)=f(=x) (bzw. f(—x) = —f(x)).

Zeigen Sie: Ist f gerade (bzw. ungerade) und differenzierbar, so ist f’ ungerade
(bzw. gerade). Ist f gerade und in O differenzierbar soist f'(0) = 0.

13.6. Essal f : R — R eine periodische Funktion, d. h. es gebe eine reelle Zahl
p>0,sodad f(x) = f(x+ p)istfuralex € R.

Zeigen Sie: Ist f differenzierbar und periodisch, soist f’ ebenfalls periodisch. Gilt
die Umkehrung?

13.7. Ist die Funktion f : [0, 1] — R,

0O furx=0
fxy=11 . 1 1
- fir x € 1l neN, n>1,

in O differenzierbar?

13.8. Die Funktionen f und g seien n-mal differenzierbar auf D C R. Beweisen
Sie die Leibniz-Regel : Auch das Produkt f - g ist n-mal differenzierbar, und es

gilt:
n
n
(fgm=3%" <k> f gk,

k=0



14 Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

In diesem Abschnitt diskutieren wir Anwendungen der Differentiation. Zunachst
wollen wir den Zusammenhang zwischen Eigenschaften der Ableitung und dem
Verlauf des Funktionsgraphen untersuchen. Besonders markante Stellen des Funk-
tionsgraphen sind die lokalen Extrema.

o |

Abbildung 14.1: Beispiele fur lokale Minima und Maxima

Definition 14.1. Die Funktion f auf dem offenen Intervall | hat in x € | en
lokales Maximum (Minimum), wenn esein ¢ > 0 gibt, so dal3

f(y) < f(x) (f(y) = f(x))
furaley e | mit |y — x| < e gilt. (x ist dann ein lokales Extremumvon f.)

Satz 14.2. Die Funktion f auf dem offenen Intervall | sel differenzierbar in x € |
und habein x ein lokales Extremum. Dannist f/(x) = 0.

Beweis. Wir nehmen an, f besitze in x ein lokales Maximum; fir lokale Minima
verlauft der Beweis analog.

Essai ¢ > 0 wiein der vorangegangenen Definition und zunachst (x,) eine
Folgein | mit x, < x und limx, = X. Dannist X, — X| < ¢ fur alen > N bei
geeignet gewahltem N € N. Folglich hat man

9

£'(x) = lim f(x)'z) - ;(X) >0
—>00 n—
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da f(xp) < f(x)istforn > N, und aullerdem x, < x gilt. FUr eine von rechts
gegen x konvergierende Folge (xn) in | ergibt sich analog

f(xn)—f(X)<0

f'(x) = lim
n— oo Xn — X

Insgesamt: f'(x) = 0. O

y A

Abbildung 14.2: Der Graph von f (x) = x3

Wie das Beispiel f(x) = x3, f/(0) = 0, zeigt, gibt Satz 14.2 nur eine
notwendige, keineswegs aber hinreichende Bedingung fur das Vorliegen eines lo-
kalen Extremums.

Wir wissen nach Satz 10.4, dal3 eine stetige Funktion f auf einem abgeschlos-
senen Intervall [a, b] sogar absolute Extremstellen, d. h. ein Maximum und ein
Minimum, besitzt. Zwar brauchen diese keine lokalen Extrema auf dem Intervall
]a, b[ zu sein, aber der unginstige Fall, dal3 keine absolute Extremstellein ]a, b[
liegt, kann nicht eintreten, falls f(a) = f(b) ist (vgl. die Argumentation im Be-
weis des folgenden Satzes).

Satz 14.3. (Satzvon Rolle!®) Essai f : [a, b] — R, a < b, eine stetige Funktion
mit f(a) = f(b). Auf ]a, b[ sei f differenzierbar. Dann existiert ein x € ]a, b[ mit
f'(x) =0.

13nach dem Mathematiker Michel Rolle, 1652-1719
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Bewels. Fals f konstant ist, ist f/(x) = O fur alle x € [a, b]. Andernfalls gibt es
einy €la, b[ mit f(y) < f(a) oder f(y) > f(a).Inbedendieser Falleliegt eine
absolute Extremstelle (d. h. ein Maximum oder ein Minimum) x in]a, b[, diedann
natirrlich auch lokales Extremum ist. Nach 14.2 ist f'(x) = 0. O

Geometrisch besagt 14.3, dal3 zwischen zwel Punkten (a, f (a)) und (b, f (b))
des Graphen von f, durch die eine waagerechte Sekante geht, ein Punkt (x, f (X))
mit waagerechter Tangente liegen mul3. Esist nicht einzusehen, weshalb die waa-
gerechte Lage irgendwie ausgezeichnet sein soll, und diesist natiirlich auch nicht
der Fall:

Satz 14.4. (Mittelwertsatz) Essel a < b und f eine auf [a, b] stetige, in ]a, b[
differenzierbare Funktion. Dann existiert ein x € ]a, b[ mit

_ fb)—f(a

~ b—a

f'(%)

| Y

fx) = (x—134+3(x — 12 +x

Sy

Abbildung 14.3: Der Mittelwertsatz

Beweis. Wir ,,drehent* die Funktion f so, dal3 wir 14.3 anwenden konnen: Es sei
f(b) — f(a)
b—a
Nach den Rechenregeln fur stetige und differenzierbare Funktionen erfillt g die

Voraussetzungen von 14.3, und esist

gx) = f(x) — (X — a).

f(b) — f(a)

g =10 - — —
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Folglich existiert ein x € ]a, b[ mit
f(b) — f(a)
'xX) = f'(X) = ———~ =0. O
g0 = f'(x) —
Unsere erste Anwendung des Mittelwertsatzes ist der Schrankensatz:
Satz 14.5. f : [a,b] — R sa stetig und auf ]a, b[ differenzierbar. Fur alle x e
]a, b[ geltem < f/(x) < M. Danngilt fur alley,ze [a,b], y < z
mz-y) < f(@ - f(y)y <M@zZ-y).
Bewels. Wir dirfen y < zannehmen. Dann existiert ein x €]y, z[ mit
f(2— 1y <M
Z—Yy

m< f'(x) =

Wir wenden 14.5 auf die Logarithmusfunktion an. Essei 0 < a < b. Fur
X €]a, b[ gilt

ol
X |
A
Q| =

aso 1 1
—(b— a) < logb —loga < a(b— a).

FurneN,n > 1, |stspe2|ell

1 log(n +1) — logn 1
_ << — < —.
n+1 J d n

Diese Aussage benutzen wir, um eine Abschatzung fur das Wachstum der ja be-
kanntlich divergenten harmonischen Reihe zu geben. Esist

n+1

n
1
— +log(n+ 1) — logn,
> 5= Zk SR

aso
n+1 n

1 1
——log(n+1) < — —logn,

klk klk

d. h. dieFolge (Zﬂzl 1/k —log n) ist (streng) monoton fallend. Andererseits sind
ale Folgenglieder positiv, denn

n n
Z > (log(k + 1) — logk) = log(n + 1) > logn.
oK
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Die Folge (ZE:l 1/k —log n) konvergiert also. Ihr Limes y heil3t Euler-Masche-
ronische'* Konstante (y ~ 0, 5772; esist tbrigens nicht bekannt, ob y irrational
ist.) Dies zeigt, dafl3 die Partialsummen der harmonischen Reihe etwa so wachsen
wie (logn). Wir haben diese Anwendung diskutiert, well sie uns die Effizienz der
bisher entwickelten Methoden demonstriert.

Eine vielleicht unscheinbare und fir sel bstverstandlich gehaltene Folgerung des
Mittelwertsatzes ist

Satz 14.6. Sei f : [a,b] — R, a < b, stetig und auf ]a, b[ differenzierbar. Wenn
f’(x) = Ofur allex €]a, b[ gilt, ist f konstant.

Beweis. Manwende14.5anmitm= M = 0. O

Wir haben in Abschnitt 13 ausgerechnet, daf? die Funktion exp mit ihrer Ablei-
tung Ubereinstimmt. Als Anwendung von 14.6 beweisen wir, dafl3 exp im wesentli-
chen auch die einzige Funktion mit dieser Eigenschaft ist: Fur die differenzierbare
Funktion f : R — R gelte f = f’. Wir setzen g(x) = f (x)e * und erhalten

gx) = f'(x)e*— f(x)eX=0 firale xeR.
Alsoist g konstant, g(x) = cfuralex € R, und f(x) = ce*.

Der Mittelwertsatz ermoglicht uns, mit Hilfe der Ableitung eine Aussage Uber
das Monotonieverhalten einer Funktion zu machen.

Satz 14.7. (1) Sai f : [a,b] — R, a < b, stetig und auf ]a, b[ differenzierbar.
Giltfur allex €]a, b[

f'ix) >0 (f'(x) <0, f'(x) >0, f'(x) <0,

soist f streng monoton wachsend (streng monoton fallend, monoton wachsend,
monoton fallend) auf [a, b].

(2) Wenn die Funktion f : D — R monoton wachst (fallt), soist f'(x) > 0
(f'(x) < 0)fur allex € D, indenen f differenzierbar ist.

Beweis. (1) Falls f’(x) > OQistfur alex €]a, b[, folgt mit dem Mittelwertsatz fir
y,z € [a,b], y < zund geeignetemx €]y, Z[:

f(z)— f(yy=1'(x)(@z-y) >0.

Analog erledigt man die anderen Falle.
(2) Diesfolgt wie Satz 14.2 durch direkte Betrachtung der Differenzenquotien-
ten: Siesind alle > O, fals f monoton wachst, und < O, falls f monoton fallt. [

14nach dem Mathematiker Lorenzo Mascheroni, 1750-1800
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Man kann 14.7 in Verbindung mit 14.2 benutzen, um zu entscheiden, ob an
einer Stelle ein lokales Extremum vorliegt. Im Ubrigen ergibt sich aus 14.7 wegen
exp’ = exp und exp(x) > O fur ale x € R noch einmal, dal’ exp streng monoton

wachst (vgl. Satz 11.4). Ebenso erhdlt man aus cos = — sin, dal3 cos auf dem
Intervall [0, 2] streng monoton fallt, dasin auf ] 0, 2] Uberall positiv ist (vgl. Satz
12.3).

Wir diskutieren jetzt mit Hilfe von 14.7 ein Phanomen, das jedem irgendwann
einmal schon aufgefallen ist, dad namlich 2* = 42 ist. Niemand wird ein weite-
res Beispiel naturlicher Zahlen m # n mit m" = n™ nennen kdnnen. Wir wer-
den gleich sehen, dal3 esin der Tat auch kein weiteres Beispiel gibt. Allgemeiner
konnen wir fragen, wann x¥ = y* mit x, y > 0, X # y gilt. Wir logarithmieren
die Gleichung x¥Y = y* und erhalten ylogx = xlogy, also

logx  logy
X oy
. log x :
Jetzt setzen wir f(X) = VS und untersuchen den Werteverlauf von f. Esgilt
11
Fo0 = =30,
X
aso
f'(x) >0 fir 0<x < e, f'(e) =0, f'(x) <0 fir e<x.

Mit 14.7 folgt: f ist streng monoton wachsend auf ]0, €] und streng monoton
falend auf [e, oo und besitzt in e ein absolutes Maximum. Ferner gilt f(x) < O
fur x € 10,1, f(1) = Ound f(x) > Oflr x > 1. Wir untersuchen noch das
Verhalten fir x — Ound X — oo: Esist

log x

[im — = —o0, wielecht zu sehen und
Xx—0 X
log x
lim 29X _0  nach11.10(2).
X— 0 X

Damit ist klar:
(1) Esgelte0 < x < 1 oder x = e. Dannfolgt aus x¥ = y* stetsx = .
(2) Falsl < x < eist, soexistiert genaueiny € R, y # x mit x¥ = y*. Esist
danny > e.
(3) False < x ist, so existiert genaueiny € R, y # x mit x¥ = y*. Esist dann
l<y<e

Da es nur eine natiirliche Zahl n mit 1 < n < e gibt, namlich n = 2, gibt es
aulder n = 2 und m = 4 kein weiteres Paar (m, n) naturlicher Zahlen mitn < m
und n™ = m".
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[l

ol |

ol

Abbildung 14.4: Der Graph von f (x) = '99%

X

Mittels der Differentialrechnung lassen sich auch viele Grenzwerte bequem er-
mitteln. Am Anfang dieser Uberlegungen steht folgende Beobachtung: Es seien
etwa f, g differenzierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b], a < b. Es gelte
f(@) = g(a) =0, aber g(x) # 0flr x €]a, b]. Wenn g'(a) # 0ist, so gilt

f(x) — f(a)
jim ~ %) _ iy 1O @ x—a @
x—a g(X) x—agXx)—g@ x—a gx)—g@ g@
X—a

Esist klar, da? sich diese Uberlegung auch firr den rechten Randpunkt b des Inter-
valls oder auch fir Punktein ]a, b[ durchfiihren I&03t.

Beispiel 14.8. Esist

oo xXM—1 m
lim —
x—1x"—1 n

(vgl. Aufgabe 9.1).

Die Beobachtung oben 1a3t sich weitgehend verallgemeinern. Ein wichtiges
Hilfsmittel hierzu ist der verallgemeinerte Mittelwertsatz.

Satz 14.9. Die Funktionen f und g seien auf [a, b], a < b, stetig und in ]a, b[
differenzierbar. Dann existiert ein x € ]a, b[ mit

(f@— f()dx = (9@ — gb) f'(x).
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Ist g'(y) # Oflr alley €]a, b[, dann kann man diese Gleichung auch in der Form

fa—fh) f'x)
g@ —gb  gX

schreiben.

Bewels. Wir wenden den Satz von Rolle auf die Funktion h,

h(x) = (f(@ — f(b))gx) — (9@ —gb)) f(x), x € [a,b],
an. Esist

h(@= (f(@ — f(b)g@ — (9(a) — g(b)) f (@)= f(a)g(b) — f(b)g(a),
h(b)= (f(a) — f{)gb) — (9@ — gd) f (b)= f(@gb) — f(b)g(@).

Wenn ¢g'(y) # Oistfur aley €]a, b[, soist nach dem Satz von Rolle auch g(a) —
g(b) # 0unddaher die Umformung in die, Quotientenschreibweise zulassig. [

Die Ermittlung von Grenzwerten der Form limy_, 5 f (X)/g(x) mittels der Dif-
ferentialrechnung beschreibt jetzt der folgende Satz.

Satz 14.10. (Regel von de L’ Hospital'®) Die Funktionen f, g seien differenzierbar
auf dem offenen Intervall 1. Ferner sei a € |, und esgelte g(x) # 0, g'(x) # 0
fur allex e | \ {a}. Dann gilt: Ist eine der Voraussetzungen

Jim 100 = lim g(x) =0 1)

Jim () = lim g(x) = oo (oder = —o0) )

erfullt, soist /
[im @ = |lim &
x—a g(X) x—a g'(X)
falls der rechtsstehende Grenzwert (im Snne der allgemeinen Definition aus Ab-
schnitt 9) existiert.
Eine analoge Aussage gilt, falls | ein offenes Intervall unda < | istund f, g
differenzierbare Funktionen auf | \ {a} sind mit g(x) # 0, g'(x) # O fur alle

x el \{a}.

Beweis. Wir betrachten nur die einfachere Situation (1). Die Situation (2) ist zwar
interessanter, der Bewels aber etwas komplizierter (vgl. etwa[6], 14.A.19).

Essa asolimy_.5 f(X) = limy_39(X) = 0. Wir nehmen zunachst an, daf
a € R gilt. Dann besagt die Voraussetzung: f, g sind in a stetig erganzbar mit dem

Bnach dem Mathematiker Guillaume Francois Antoine Hopital, Marquis de Sainte-Mesme, 1661-1704
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Wert 0. Wir dirfen dso f(a) = g(a) = 0 schreiben. Es sei (a,) eine Folge in
I \ {a} mit lima, = a. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert zu
jedemn ein x, € | zZwischen a, und a mit
fa) _ fen) —f@ _ f'om)
g@) g@)—-g@  gn)
Danatirlich limx, = a, folgt
/ /
f@) _ i L0 o 100
g(an) g'(Xn) x—ag'(x)

wie zu beweisen war.

Beim Fall a = oo gibt esb > 0, so da3 |b, oo[ C |. Wir helfen uns mit
einem Trick: Essal h(y) = 1/y und J = ]0, 1/b[. Dannist h(J) = ]b, oc[. Die
Funktionen f = f o (h|J) und § = g o (h|J) auf J sind differenzierbar, und es
ist g(y) #0, §(y) #Ofuraley e J. Sie efillen ferner Voraussetzung (1) mit
a = 0. Esistfolglich

im £ _ i T i O PO
x—o0 g(X) y=09g(l/y) y=-00(y) y-=-00(y)
/ 2 / /
_ lim f'(1/y)(=1/y?) _ lim f'(1/y) _ lim f (X)'
y=0 g'(1/y)(=1/y?) ~ y=0g(l/y) x—co g'(X)
Analog erledigt man den Fall a = —o0. ]
Beispiel 14.11. Esist

X

[im — = o0 be a=>0.
X—o0o X

(Vergleiche 11.10(1).) Voraussetzung (2) von Satz 14.10 ist namlich erfiillt, so dal3

. e . aeX
[im — = |im
X—o0 X X— 00

= OQ.

Einen bemerkenswerten Spezialfall von 14.10 wollen wir noch hervorheben.

Satz 14.12. | sai ein Intervall, f eine stetige Funktion auf |, a € 1. Wenn f auf
| \ {a} differenzierbar ist und limy_, 5 f’(X) existiert und einereelle Zahl ist, dann
ist f auchina differenzierbar, und esgilt f'(a) = limy_. 5 f'(X).

Beweis. Wende 14.10(1) auf limy_, 5(f(X) — f(a))/(x — a) an. O

Wie wir in 13.15(2) gesehen haben, kann f unter den Voraussetzungen von
14.12 sehr wohl auf ganz | differenzierbar sein, ohne dal3 limy_, 5 f/(X) existiert.
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Aufgaben

14.1. Beweisen Sie das folgende aus der Schule bekannte Kriterium fur lokale
Extrema einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f auf einem Intervall | :
Wenn f'(a) =0und f”(a) > 0(f"”(a) < 0) giltfura € |, sobesitzt f ina ein
lokales Minimum (Maximum).

Hinweis. Untersuchen Sie zunachst das M onotonieverhalten von f’ nahe a.

14.2. Ein Polynom f, f(x) = x" + ax + b, hat hochstens drei Nullstellen, wenn
n ungerade ist, und hochstens zwel Nullstellen, wenn n gerade ist.

Hinweis: Satz von Rolle.

14.3. Essal f ene differenzierbare Funktion auf [—1, 1]. Es gelte f (0) = O und
[f'(x)] < 1furadlex e [—1,1]. Zeigen Sie: Esist | f(x)| < |x]| fUr alle x €
[—1, 1].

14.4. Fir jede der folgenden Funktionen bestimme man auf den angegebenen In-
tervallen absolute und lokale Extrema und skizziere den Graphen:

fox)=x3—x>—8x+1 auf [—2, 2] @
fx)=3x*—8x3+6x>  auf [—%, %] (b)
X+1 1

14.5. Beweisen Sie noch einmal Satz 11.10 unter Benutzung der Regel von de
L’ Hospital.

14.6. Bestimmen Sie

. WX —4/a _ XX — X
lim ———, lim ———,
x—a /X —a x—11— X+ logXx
lim(logx) - (log(x — 1)) lim e —e”
oy od g ’ x—o00 X 4+ e X’

14.7. Essei f : ]a,b[ — R differenzierbar mit beschrankter Ableitung. Zeigen
Sie, daid f gleichmaldig stetig ist.

14.8. Beweisen Sie den Zwischenwertsatz fur Ableitungen: f : | — R sai diffe-
renzierbar, | ein Interval. Fals f/(a) < ¢ < f/(b), so existiert ein x zwischen a
und b mit f'(x) = c. Anleitung: Man betrachte zunachst den Speziafall ¢ = 0,
a < b. Unter den gegebenen Voraussetzungen muf3 dann eines der absol uten Extre-
mavon f auf [a, b] (welches?) im Intervall ]a, b[ liegen. Anschlief3end reduziere
man den allgemeinen Fall auf den Speziafall.
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14.9. Essa f : [a, b] — R eine differenzierbare Funktion, fur die gilt:
(@ f(la, b)) c[a b],
(b) f'(x) #1furdlex e[a,b].

Zeigen Sie: f besitzt genau einen Fixpunkt (d.h. es gibt genau ein ¢ € [a, b] mit
f(c) =c).

14.10. Zeigen Sie: Diedurch f (x) = 3x°—20x3+60x+ 7 auf R definierte Funkti-
onistinjektiv; ihre Umkehrfunktion ist differenzierbar. Bestimmen Sie (f ~1)'(y),

Yo="1.

14.11. Eine zylindrische Konservendose mit gegebenem Volumen V soll so produ-
ziert werden, dal3 zu ihrer Herstellung moglichst wenig Blech verwendet werden
muf3!

14.12. f sal eine zweimal differenzierbare Funktion auf R, die folgenden Bedin-
gungen genugt:

f"+f=0 fO=a f'(0=h
Zeigen Sie: Esgilt f(x) = acosx + bsinx fur ale x € R. (Wie die Exponenti-
afunktion sind also auch sin und cos durch ihre , Differentialgleichung‘ (und die
~Anfangswerte’ bel 0 eindeutig bestimmt.)
Anleitung: Betrachten Sie die Ableitung von (f — g)2 + (f' — g')2, wobei g(x) =
acosx + bsinx.

14.13. Formulieren und beweisen Sie eine Aufgabe 14.12 entsprechende Aussage
fur die hyperbolischen Funktionen cosh und sinh.
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Wie in Abschnitt 13 lassen wir uns auch bel der Einfuhrung des Integrals von
einem geometrischen Problem leiten, namlich dem der Flachenberechnung. Wir
betrachten dabel spezielle Teilstlicke der Ebene, die nach unten durch die x-Achse,
nach oben durch den Graphen einer Funktion f, links durch die Gerade x = a und
rechts durch die Gerade x = b (a < b)begrenzt sind.

4 y=f

=y

a b

Abbildung 15.1: Die Flache unter dem Graphen von f (x)

Von einem naiven geometrischen Standpunkt aus wird man den Begriff , Fla
cheninhalt*, die Frage nach einer Definition und der Existenz des Flacheninhalts
solcher Figuren, nicht fir diskutierenswert halten, sondern nur nach einer Methode
zu seiner Berechnung suchen. Indessen sollte etwa das Beispiel

f(x):{o f?r X € Q,
1 fur x ¢ Q,

Anlald sein, dartiber nachzudenken, ob man bei beliebig gegebener Funktion f der
Teilmenge {(X,y) | a < x < b, 0 <y < f(X)} von R? einen Flacheninhalt
zuschreiben sollte. Dann aber ist eine prazise Definition von Flacheninhalt erfor-
derlich. Wir wollen definieren, was das Integral von f Uber das Interval [a, b,

bezeichnet durch .
/ f (x) dx,
a
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bedeutet, und lassen uns dabel von der Vorstellung leiten, dal3 dieses Integral (in
der bisher diskutierten Situation) unseren geometrisch-anschaulichen Vorstellun-
gen von Facheninhalt entspricht. Die Definition wird zugleich eine Methode zur
Berechnung des Integrals liefern.

Will man eine obere Abschatzung und eine untere Abschatzung fur den Fla
cheninhalt finden, so kahn man die Flache einmal von ,oben” annahern, en-
mal von ,untent’, und zwar in folgender Weise: Wir wahlen eine Zerlegung
Z = (t,...,th),a =1 < t1 < --- <ty = b, desIntervalls [a, b] und hil-
den die Obersumme

n
S(Z, ) =) i —ti) M(f, [ti_1. ti])
i=1

und die Untersumme
n
S(Z, ) =) (i —ti_ym(f, [tia, ti]),
i=1

wobel

M(f, [ti—1, ) =sup{f(X) | X € [ti_1, ti]},
m(f, [ti—1, D =inf{f(X) | X € [ti—1, ti]}.

Damit dies sinnvoll ist, missen wir nattrlich voraussetzen, dald f beschrankt ist.
Trivialerweise gilt fir jede Zerlegung Z von [a, b]

S(Z, f) < S(Z, T).

Fur den zu berechnenden Flacheninhalt A sollte sicherlich gelten, dali3
S(Z1, f) S A< (2, f)

ist fur beliebige Zerlegungen Z; und Z; des Intervalls[a, b], speziell

S(Z1, f) < S(Z2, 1).
Diesist richtig:
Satz 15.1. f sal eine beschrankte Funktion auf [a, b.
(1) Fur beliebige Zerlegungen Z; und Zo ist S(Z4, f) < S(Zo, 1).
(2) Die Menge der Untersummen {S(Z, f) | Z Zerlegungvon[a, b]} von f ist

nach oben, die Menge der Obersummen {S(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} nach
unten beschrankt.
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Untersumme
|:| + VII‘ Obersumme y=109

v

, a=ty t1 thtyz 4 ts ts=Db

Abbildung 15.2: Die Ober- und Untersumme

Bewels. (2) folgt sofort aus (1): Jede Obersummeist obere Schranke fir alle Unter-
summen und umgekehrt jede Untersumme untere Schranke fur alle Obersummen.

Der Trick beim Beweisvon (1) besteht darin, beide Zerlegungen zu einer dritten
zu vereinigen: Aus Z1 = (to,...,th) und Z = (Uo, ..., Up) bildet man Z3 =
(vo, ..., vm) Mit{vog, ..., vm} = {to, ..., th) U {Uo, ..., up}. Dann zeigt man

S(Z1, ) < S(Z3, 1) und  S(Zs, f) < S(Zp, 1),

und da S(Z3, f) < S(Za, f) trivialerweise gilt, folgt die Behauptung.
Z3 entsteht aus Z; durch Hinzunahme (endlich vieler) weiterer Tellpunkte:

wobei beim Ubergang von Z{ zu Z, , jeweils ein Teilpunkt hinzukommt. Es

i+1
genlgt also
S(Z, f)<SZ, ) (*)
Zu zeigen, wobei
Z = (wo,...,wk, Z' = (wo,...,w,w, w4, ..., wk).

Diesist sofort klar: S(Z’, f) entsteht aus S(Z, f) dadurch, dal3 der Summand

(w1 — w) m(F, [wy, wi41])
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durch
(w" —w) m(f, [w, w) + (w41 — w) m(F, [w', wit1])

ersetzt wird. Da
m(f, [wr, wi+1]) < m(f, [w, w]) und  m(f, [wr, wi+a]) < m(f, [w', wita]),
gilt

(w1 — w) m(F, [wy, wi41])
= (w" — w) m(f, [wy, w1]) + (wi+1 — w) m(F, [wr, wi41])
< (W —w)m(f, [w, w]) + (w41 — w)m(f, [w', wi1]),

also auch die behauptete Ungleichung (x). Analog verfahrt man bel den Obersum-
2y

y=fx

X
L

wp w’ Wp+1

Abbildung 15.3: Das Einfuigen eines Punktesin die Zerlegung

men. [

Nach Satz 15.1 ist es naheliegend, sich zwel Zahlen naher anzusehen, namlich
das Unterintegral

b
/ f = sup{S(Z, f)|Z Zerlegung von [a, b]}
a

und das Oberintegral

b
/ f =inf{S(Z, f): Z Zerlegung von [a, b]}.
a
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b b
/ f</ f.
Ja a

Fur die Funktionen, deren Graphen wir gewohnlich zeichnen, also stetige oder
wenigstens , stiickweise’ stetige Funktionen, ist intuitiv klar, dal3 bel gentigend
Lfein' gewahlter Zerlegung des Intervalls Unter- und Obersumme beliebig wenig
voneinander abweichen, Unter- und Oberintegral also Ubereinstimmen. Funktionen
mit dieser Eigenschaft nennen wir intergrierbar:

Aus 15.1 folgt sofort:

Definition 15.2. f sei eine beschrankte Funktion auf dem Interval [a, b]. Dann
heit f integrierbar auf [a, b)), falls gilt:

b b
ff:f f)
Ja a

Den gemeinsamen Wert von Ober- und Unterintegral nennen wir Integral von f
Uber [a, b] und bezeichnen ihn mit

b
/ f (x)dx.
a

Bevor wir weitere Aussagen Uber integrierbare Funktionen machen, wollen wir
ein an das Cauchysche Konvergenzkriterium erinnerndes Kriterium fur Integrier-
barkeit beweisen, das insbesondere beim Bewels des nachsten Satzes von Nutzen
ist.

Satz 15.3. Die Funktion f auf [a, b] sei beschrankt. Se ist genau dann inte-
grierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 Zerlegungen Z1 und Z» von [a, b] existieren mit
S(Zy, f) — S(Z3, f) <&

Beweis. Essei f integrierbar und ¢ > 0 gegeben. Dann existieren Zerlegungen Z
und Z, von [a, b] mit

b b

f(x)dx < S(Zy, f) < / f(x)dx+f,

b )
/a f(x)dx—é < S(Zq, T) </ A >

a

sonst ware ja fab f (X)dx nicht das Supremum aller Untersummen oder nicht das
Infimum aller Obersummen. Aus der Ungleichungskette fol gt

S(Zo, f) —S(Z1, f) < &.

_ Umgekehrt gebe es nun zu jedem ¢ > 0 Zerlegungen Z; und Z3 von [a, b] mit
S(Zy, f) — S(Z1, T) < e. Dann gilt insbesondere

b b
o<f f—f f<S(Zo f)—S(Zu F) <.
a a
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—b b
Diesist nur moglich, Wenn/ f —/ f =0. O]
a _Ja

Eine grol3e Klasse integrierbarer Funktion liefert der folgende Satz.

Satz 15.4. f sel eine stetige Funktion auf dem Intervall [a, b]. Dannist f inte-
grierbar.

Beweis. Wir durfen a < b annehmen. Sodann stiitzen wir uns auf Satz 10.13,
der besagt, dal3 eine stetige Funktion f auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b]
sogar gleichmaldig stetig ist, dal3 also zu jedem ¢ > 0 ein§ > O existiert mit
[f(xX) — f(y)| < efuradlex,y e [a, b] mit|x —y| < §. Wir verwenden ferner
Satz 15.3. Es sl also ¢ > 0 gegeben. Wegen der gleichmaldigen Stetigkeit von f
auf [a, b] existiert ein N € N mit

b—a

furale x,ye[a,b] mit |x—y|<T.

&
100 = Tl < 5=

Wir betrachten die aquidistante Zerlegung Z = (tp, ..., ty) mit

b—a
N

tt=a+i-
Fur x, y € [tj, ti11] gilt dann |[x — y| < (b — a)/N, mithin

10— f(yl <

&
(b—a)
Da f Minimum und Maximum auf [t;, tj+1] annimmt, ist

&

M(F, Tt i) — m(Of [t tipa]) <

(b—a)
und folglich
B N—lb_a
Sz, )-8z, )= (MCF, [t tiga]) — mCF, [t tega])
i=0

b—a €
<—.

N N bla ¢

Die Bestimmung von Integralen mittels Ober- und Untersummen ist ziemlich
mihsam, wie wir an einem Beispiel gleich erfahren werden:
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1 f(x) = x

1

Abbildung 15.4: Das Integral [, x dx

Beispiel 155. Esseia=0, b=1, f(x) = x furalex € [0, 1]. Jeder weil3, wie
man den Flacheninhalt eines Dreiecks berechnet. Daher vermuten wir:

1
1
/ xdx = -.
0 2

Zur aquidistanten Zerlegung (0, 1/n, 2/n, ..., (n—1)/n, 1) bestimmen wir Ober-
und Untersumme. Esist

k—1 k 1 k 1 1 1
Z M(f[——])— T2y N0tD

2 2
I(_1n n n — n 2
_1+ 1
2 2n’
n n n-1
1 k—1 k 1 k-1 1 1(m—-1n
Un=) —m(f.[—= =) - =52 k=
I(=1n n n k=1n n n v n 2
_1 1
~ 2 2n
Wir wissen
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1 rl 1
/ f:/ f = lim Up==.

Nicht jede Funktion ist integrierbar: Die Funktion f : [0, 1] — R,

fo0 = {1 fir x ¢ Q,

0 fur xeQq,

ist nicht integrierbar. Denn samtliche Obersummen sind gleich 1, samtliche Unter-
summen gleich O.

Bemerkungen 15.6. (1) Wir sind ausgegangen von der |dee, die Flache zwischen
x-Achse und dem Graphen einer Funktion f mit f(x) > 0 zu bestimmen. Die
Einschrankung f (x) > 0 haben wir bei der Definition des Integrals nicht gemacht.
Wenn eine Funktion auch negative Werte annimmt, geht der Flachenanteil unter
der x-Achse mit negativem Vorzeichen in das Integral ein.

Ay

Y

Abbildung 15.5: Vorzeichen der Flachen

(2) Es gibt verschiedene Wege, das Integral zu definieren. Wir haben das soge-
nannte (Riemann-)Darbouxsche'® Integral eingefiihrt.

Hinsichtlich der Verkniipfung von integrierbaren Funktionen durch Rechenope-
rationen beweisen wir

Satz 15.7. Die Funktionen f, fq, f> auf [a, b] seienintegrierbar, c sei einereelle
Zahl. Dann gilt:

18nach den Mathematikern Bernhard Riemann, 1826-1866, und Jean Gaston Darboux, 1842-1916
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(1) fy+ foistintegrierbar, und esgilt
b b b
f (f1+ fz)(x)dx:/ fl(x)dx+/ fo(x) dx.
a a a

(2) cf istintegrierbar, und esgilt fab(cf)(x) dx = cf;) f (x) dx.

Beweis. Zum Beweisvon (1) missen wir eine Beziehung herstellen zwischen Un-
ter- und Obersummen von f1 und f, und Unter- bzw. Obersummen von f1 + fs.
Essal [u, v] en Teilintervall von [a, b]. Es gelte:

y1 < f1(x) und vy, < fa(x) furale xe[u,v].
Dannist
y1+ Y2 < fi(X) + fo(x) = (fr + f2)(x) forale x e [u,v].
Esfolgt, wenn wir y; = m( fq, [u, v]) und y2 = m(f2, [u, v]) setzen:
m( fa, [u, v]) +m(f2, [u, v]) <m(fy+ f2, [u, v]).
Analog erhdt man
M(f1, [u, v]) + M(f2, [u, v]) > M(f1+ f2, [u, v]).

Wenn wir diese Ungleichungen fur jedes Teilintervall einer Zerlegung Z ausnut-
zen, erhalten wir

S(Z, f1)+ S(Z, fp) < S(Z, f1+ f2)
< S(Z, f1+4 f2) < Z, f1) + S(Z, f2). (%)

Essei nun e > 0 gegeben. Nach 15.3 existieren Zerlegungen z1, 2, 71, 72 von
[a, b] mit

— & — £
S(Z2, f1) — S(Z1, fy) < > S(Z2, f2) — S(Z3, fp) < >

Esbezeichne Z die Vereinigung der vier Zerlegungen Z3, 72, Z1, 2. Wiewir uns
im Beweis von Satz 15.1 Uiberlegt haben, gilt

S(zi f1) < S(Z, f1) < S(Z, f1) < S(Z2, fy)

und
S(Z3, f2) < S(Z, f2) < S(Z, f2) < S(Z3, ),
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also erst recht
S(Z, f1) — S(Z, f1) < g und  S(Z, fo) — S(Z, fp) < % (5¢)

Wenn wir die Ungleichungen (x) und (x*) zusammenfassen, ergibt sich

§(Z’ f1+ f2) _§(Z’ f1+ f2) < §(Z’ fl) +§(Z’ f2) _§(Z’ fl) _§(Z’ f2)
= S(Z, f1) — S(Z, f1) + S(Z, f2) — S(Z, f2)

I I
Damit wissen wir, dal3 f1 + fo integrierbar ist.
Nach (x) gilt

b
S(Z, f1) + S(Z, F2) < / (f1+ )00 dx < SZ, f) + X2, f).
a

Nattrlich gilt auch

b b

fl(x)dx+/ fo(x) dx < S(Z, f1) + S(Z, f2).

a

S(Z, f1) + S(Z, f2) </

a
Dasich linke und rechte Seite um weniger als ¢ unterscheiden, ergibt sich

b b b
/ (f1 + fo)(x)dx — (/ f1(x) dx +f fo(x) dx)| < e.
a a a
Diesgilt fur jedese > 0 und impliziert die behauptete Gleichung.
Der Beweis von (2) verlauft analog, ist aber viel einfacher, weil nur eine Funk-
tion beteiligt ist. Wir Uberlassen ihn einer Ubungsaufgabe (Aufgabe 15.1). O]

Der Beweisvon 15.7 zeigt, dal3 Beweise von Satzen tiber integrierbare Funktio-
nen oft einen recht hohen technischen Aufwand erfordern. Deshalb unterlassen wir
es auch, Aussagen Uber die Integrierbarkeit von Produkt und Quotient integrierba-
rer Funktionen zu beweisen. Soweit wir uns im Bereich der stetigen Funktionen
bewegen, kdnnen wir nattrlich immer mit 15.4 argumentieren.

Satz 15.8. Die Funktionen f und g auf [a, b] seien integrierbar. Dann gilt:
(D) Ist f(x) < g(x)fur allex € [a, b], dannist

b b
/ f(x)dx < f g(x) dx
a a

(Monotonie des Integrals).
(2) |f]istintegrierbar auf [a, b], und esgilt

b
f f (x) dx

b
<f (0] dx.
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Bewels. (1) Fur ale Teilintervalle [u, v] von [a, b] gilt
m(f, [u, v]) < m(g, [u, v]).

Darausfolgt fur jede Zerlegung Z von [a, b]:

b
Sz, f) < SZ,g < f gx) dx
a

und daraus schon die Behauptung.

(2) Wir verzichten hier darauf zu beweisen, dal3 | f | integrierbar ist (siehe Auf-
gabe 15.7). Fur den Fall, dal3 f stetig ist, ist dies wegen 15.4 ohnehin klar. Die
Ungleichung folgt sofort aus (1). O

Direkt aus der Definition folgt der Schrankensatz fur Integrale.

Satz 15.9. Die Funktion f auf [a, b] sei integrierbar. Esgeltem < f(x) < M fur
allex € [a, b]. Dannist

b
m(b—a)g/ f(x)dx < M(b — a).

a

Aus der Monotonie des Integrals erhalt man leicht den Mittelwertsatz der Inte-
grarechnung:

Satz 15.10. Die Funktionen f und g auf [a, b] seien stetig, und es gelte g(x) > 0
fur alle x € [a, b] oder g(x) < Ofur allex € [a, b]. Dann gibt eseinc € [a, b]
mit b 0
/ f(xX)g(x)dx = f(c)/ g(x) dx.
a a
Soeziell ist (bei g(x) = 1fur x € [a, b))

b
f f(x)dx = f(C)(b— a)

fur einc € [a, b].

Bewels. Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, in dem die Werte von g nicht-
negativ sind, denn der andere Fall erledigt sich dann durch Ubergang zu —g. Nach
10.5ist f ([a, b]) ein beschranktes abgeschlossenes Intervall [m, M]. Insbesondere
gilt mg(x) < f(X)g(x) < Mg(x) fur ale x € [a, b] nach Voraussetzung Uber g.
Daher folgt aus Satz 15.8, dal
b b b
m/ g(x) dx < f f(X)gx)dx < M / g(x) dx.
a a a

Da jeder Punkt in [m, M] von f als Wert angenommen wird, gibt es auch ein
¢ € [a, b] mit f(c) [P g dx = [P f (x)g(x) dx. 0
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Den Namen Mittelwertsatz kann man so erklaren:

1 b
E/a f (x) dx

ist der ,Mittelwert* von f Uber das Intervall [a, b], und der Mittelwertsatz sagt
speziell, dal? der Mittelwert von f als Funktionswert angenommen wird. In der
algemeinen Form, in der g vorkommt, kann man g als eine Gewichtsfunktion
betrachten.

Die Aussage des folgenden Satzes wird wieder durch die Anschauung nahege-

legt:

Satz 15.11. Essei f eine beschrankte Funktion auf dem Intervall [a, b] und ¢ €
[a, b]. Genau dannist f auf [a, b] integrierbar, wenn die Beschrankungen von f
auf die Tellintervalle [a, c] und [c, b] integrierbar sind. Es gilt dann

b c b
/f(x)dx:/ f(x)dx—|—/ f (x) dx.

}? y=1(

=y

a c b

Abbildung 15.6: Zerlegung des Integrationsbereiches

Bewels. Es macht keine wesentliche MUhe etwas allgemeiner zu zeigen: Fir jede
beschrankte Funktion f auf [a, b] ist

b c b b c b
/f:ff-l—/f und ffsz+f f. (%)
_Ja _Ja _JC a a c
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Aussage von 15.11: Essel zunachst f auf
[a, b] integrierbar. Dann gilt

c rC b “rb b “rb
O}/f—/f:/f—/f—/f—i—/f
Ja a Ja a Jc c
b “rb
=—/f—|—/f>0,
Jc c

c o b “rb
/ f:/ f und / f:/ f.
a a Jc c

Folglichiist f auf [a, c] und [c, b] integrierbar, und jede der beiden Gleichungen
(x) impliziert die behauptete Gleichung. Die Umkehrung ist trivial.

Zu beweisen bleiben die Gleichungen (x). Wir beweisen die Gleichung fiur die
Unterintegrale, die Gleichung fur die Oberintegrale ergibt sich analog. Zunachst
seien Zerlegungen Z1 = (1o, ..., tm) von[a, c] und Z2 = (ug, ..., Uy) von [c, b]
gegeben. Wegen t,, = up = ¢ flgen diese sich zu einer Zerlegung

aso

Z:(tO,---,tm,ul,---,un)

von [a, b] zusammen, und es gilt trivialerweise

b
S(Z1, f)+S(Z2, f) =S(Z, 1) </ f.

a

Dadiesfir beliebige Zerlegungen Z1, Z, von [a, c] bzw. [c, b] gilt, haben wir

/:f+_/cbf<_/:f. (k)

Zu jedem ¢ > 0 konnen wir ja Z;1 und Z, so wahlen, danaC f <S(Z1, f)+¢/2

und fcb f < S(Z, f)+e/2. Darausfolgt [ f +be f < fab f +¢, wasdann (xx)
impliziert.

Es sei umgekehrt Z eine Zerlegung von [a, b]. Wir erganzen Z zunachst durch
den Teilpunkt ¢ zu Z’, falls dies Uberhaupt notwendig ist. Dann gilt bekanntlich

b
Sz, f) < S(Z', ) </ 3

_Ja

Z' konnen wir aufspalten in Zerlegungen Z1 von [a, c] und Z5 von [c, b]:

Z/:(tO’---,tm,---,tk), tm:C,



150 IV. Differential- und Integralrechnung

Z;=(o,...,tm), Z2 = (Uo, ..., Un),

mitn = k — mund u; = tj+m. Esfolgt

c b
§<z,f><§<zcf>=§<zl,f)+§<zz,f><f f+/ f
a C

b c b
/fg/er/ f.
Ja Ja Jc

Zusammen mit (xx) ergibt sich hieraus die behauptete Gleichung fur die Unterinte-
grae. H

also auch

Um unsere Notation flexibler zu machen setzen wir

b a
/ f(x)dx:—/ f(x)dx fals b < a.
a b

Als Folgerung aus 15.11 erhalten wir

Satz 15.12. Die Funktion f sal auf [a, b] integrierbar. Dann gilt:
(1) f istaufjedem Tellintervall [c, d] von [a, b] integrierbar.
(2) Fur Punktec, d, e € [a, b] gilt stets

e d e
/ f(x)dx:/ f(x)dx-l—/ f (x) dx.
c c d

Beweis. (1) folgt durch zweimalige Anwendung von 15.11, und (2) ergibt sich
aus (1) und 15.11 unter Berticksichtigung der diesem Satz vorangehenden Verabre-
dung. ]

Aufgaben

15.1. Beweisen Sie Satz 15.7(2).

15.2. (@) DieFunktion f auf [a, b] sei monoton. Zeigen Sie: f istintegrierbar. Hin-
weis. Bestimmen Sie zu den aquidistanten Zerlegungen die Differenz von Ober-
und Untersumme.

(b) Geben Sie eine integrierbare Funktion auf [0, 1] an mit unendlich vielen Un-
stetigkeitsstellen.
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15.3. (a) Essel f eine Funktion auf [a, b] und ¢ € [a, b]. Esgelte f (x) = O fur
dlex € [a, b], x # c. Zeigen Sie: f ist integrierbar, und esgiltf; f(x)dx = 0.
(b) Sei f eine Funktion auf [a,b] und c1,...,ch € [a,b]. Esgdte f(x) = 0
fur allex € [a,b], x ¢ {c1,...,Cy}. Zeigen Sie: f ist integrierbar, und es gilt
f{f f(x)dx = 0.

(c) essalen f und g Funktionenauf [a, b undcy, ..., c, € [a, b]. Esgete f (x) =
gx) furalex e [a, b],x ¢ {cy, ..., Cy}. Zeigensie: f ist genau dann integrierbar,
wenn g integrierbar ist, und es gilt fab f(x)dx = fab g(x) dx.

15.4. Eine Funktion f auf [a, b] heild stlickweise stetig, wenn es eine Zerlegung
(to, ..., ty) von [a, b] gibt, so dal? gilt: Fur jedesi € {0,...,n — 1} ist f auf
Iti, i1 Stetig, und limyy; f(X), sowie limy,y,, f(X) existieren und sind reelle
Zahlen.

Zeigen Sie: Eine stiickwei se stetige Funktion ist integrierbar auf [a, b.

155. Sa a < bund f eine stetige Funktion auf [a, b] mit f(x) > Ofur allex €
[a, b]. Esgebeeinc e [a, b] mit f(c) > 0. Zeigen Sie: Dann ist fab f(x)dx > 0.

15.6. f sei integrierbar auf [a, b]. Die Funktion g auf dem Intervall [a + ¢, b + ]
sei gegeben durch g(x) = f(x—c). Zeigen Sie: g ist integrierbar auf [a+c, b+-c];
&sgiltf;’ f(x)dx = [P+ g(x) dx.

a+c
Hinwels. Jede Zerlegung des Intervalls [a, b] 1al3 sich zu einer Zerlegung des In-

tervalls[a + ¢, b + c] , verschiebert'.

15.7. DieFunktion f sal integrierbar auf [a, b]. Zeigen Sie, dal3auch | f | auf [a, b]
integrierbar ist.

Hinweis. Es sel
fL(X) = max(f(x), 0), f_(X) = min(f(x), 0)

furallex € [a,b]. Esist |f| = fy — f_. Zeigen Sie, dal3 ;. und f_ integrierbar
sind.



16 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Die Operationen Differentiation und Integration erlauben uns, aus gegebenen
Funktionen neue Funktionen zu konstruieren. Zu einer differenzierbaren Funk-
tion f konnen wir die Ableitung f’ bilden und einer integrierbaren Funktion f auf
[a, b] kdnnen wir z. B. durch

X
F(X) =f f(t) dt
a

eine neue Funktion zuordnen. Wir wollen untersuchen, welche Eigenschaften F
hat.

Satz 16.1. Die Funktion f auf dem Intervall [a, b] sei integrierbar. Dann ist fur
jedesc € [a, b] diedurch

X
F(x)=/ f(t)dt, X € [a, b],
C

gegebene Funktion F stetig auf [a, b].

Beweis. Essel Xg € [a, b]. Wir haben zu zeigen, dal3 limy_,x, F(X) = F(Xp) ist
oder, was auf dasselbe hinauslauft, dal3 limy_, x, |F (Xg) — F(x)| = 0 gilt. Esist

Xo X X0
f(t)dt—/ f(t)dt :f f(t)dt.
Cc X

f ist auf [a, b] beschrankt, esexistiert alsoein M € R mit

F(x0) — F(X) = f

c

[T <M

fur aley € [a, b]. Nach 15.9 gilt dann bei x < Xo:

Xo

—M(Xo— X) <f F(t) dt < M(xo— X),

X

X0
/ f(t)dt
X X0
/ f(t)dt:—f f(t)dt
X0 X

0« < M X — X|.

Bei X > Xg ist dieswegen
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offenbar auch richtig. Esfolgt

[im
X—Xo

X0
f f(t)dt‘ =0.

Dieswar zu zeigen. (Mit unserem Bewels ergibt sich sogar direkt die gleichmaldige
Stetigkeit von F, die natirlich auch aus Satz 10.13 folgt.) O

Wenn also f lediglich integrierbar ist, ist F bereits stetig. Was kann man tber
F sagen, wenn man f als stetig voraussetzt? Es wird sich herausstellen, dai3 F
dann differenzierbar ist, und F* = f gilt. Diese Aussage ist der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung:

Satz 16.2. | sal einIntervall und f eine stetige Funktion auf | . Essei c € | und
X
F(X) =/ f (t) dt.
C

Dannist F differenzierbar auf | undesgilt F' = f.

Beweis. Esseia e |. Dannistbei X # a

F(X)—F(a)_ 1 X B a B 1 X
X —a —X_a(fc f(t)dt /Cf(t)dt)——x_a/a f(t) dt.

Essa (xn) eineFolgein | \ {a}, die gegen a konvergiert. Nach dem Mittelwertsatz
der Integralrechnung gibt es zu jedem n ein y, zwischen a und x, mit

1
f(t) dt.
Xn—a/a (t)

NatUrlichist auch limy, = a, und esfolgt

f(yn) =

lim %) — F@)

n—oo Xn — a

= nll)ngo f(yn) = f(a). [

Satz 16.2 16st das Stammfunktionenproblem fir stetige Funktionen:

Definition 16.3. f sei eine Funktion auf D C R. Dann heifd die Funktion F auf
D eine Sammfunktion von f, falls F differenzierbar ist und F’ = f gilt.
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Beispiele 16.4. Eine kleine Tabelle von Stammfunktionen:

D= f(x) = F(x) =

R X", neN [x"l/(n+1)
R\{0} | 1/x", n#£1|x}"/1-n)
R\ {0} | 1/x log [X|

R exp exp

10, 00[ | x?, a# —1|x31/(a+1)
R sin — COoS

R cos sin

Satz 16.2 sagt aus, dal3 jede auf einem Intervall | stetige Funktion f eine
Stammfunktion besitzt, und zeigt uns, wie wir eine Stammfunktion von f bestim-
men konnen. Eine Ubersicht ilber die Menge der Stammfunktionen einer auf einem
Intervall definierten Funktion gibt

Satz 16.5. Essal f eine Funktion auf demIntervall I. Dann gilt:

(1) Falls F eine Sammfunktion von f ist, ist auch F + ¢ fir jedesc € R eine
Sammfunktion von f.

(2) Snd F und G Sammfunktionenvon f, soist F — G auf | konstant.

Dies wissen wir natrlich schon, und ist hier nur zum Zwecke der Betonung
noch einmal aufgefuhrt: Teil (1) ist einetriviale Folgerung aus der Rechenregel fur
die Differentiation, und Tell (2) folgt unmittelbar aus 15.8.

Bel den Beispielen oben konnten wir Stammfunktionen angeben, indem wir
einfach die Regeln fUr die Differentiation umkehrten. Diesfuhrt uns auf die zweite
wesentliche Funktion von 16.2, die Berechnung von Integralen mit Hilfe bereits
bekannter Stammfunktionen des Integranden:

Satz 16.6. f sal eine stetige Funktion auf dem Intervall | und F eine Stammfunk-
tionvon f. Danngilt fir allea,b € |:

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
a

Bewels. Essal G(x) = f;‘ f{t)dt und H(x) = F(X) — F(a). Dann sind G und
H Stammfunktionen von f, und fur x = a gilt

a
O=/ f(x)dx = G(a) = H(a).
a

Nach 16.5 folgt G(x) = H(x) fur dle x € |, spezidll [ab f(x)dx = F(b) —
F(a). O
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Bevor wir nun wirklich anfangen, Integrale auszurechnen, soll noch darauf
hingewiesen werden, dal3 bei Satz 16.2 (wenn auch nicht bel 16.6) die Stetig-
keit von f eine wesentliche Voraussetzung ist. Es gibt differenzierbare Funktio-
nen, deren Ableitung nicht integrierbar ist (vgl. das Beispiel am Ende von Ab-
schnitt 13), und leicht zu findende Beispiele integrierbarer Funktionen f, fur die
F(x) = fcx f (t) dt nicht Uberall differenzierbar ist (vgl. Aufgabe 16.1).

b

Noch eine ganz zweckmaldige Schreibweise: F(x)| := F(b) — F(a).
a
Beispiele 16.7.
1 1,1 1
dx = =x?| = Z. 1
/Ox X =X =3 1)
/1(x2 3)dx = LN Pl 3+1 3— 16 2)
1 - \3 4, 3 3 3
2 2
f 3eXdx = 3e*| = 3(e% — o). (3)
1 1
al a
/—dx:logx =loga, fur a=>0. 4
1 X 1

Dabei haben wir stets den Hauptsatz der Differential- und I ntegralrechnung und die
Differentiationsregeln fur f +gundc- f, c konstant, ausgenutzt, die wir naturlich
auch als Regeln fur Stammfunktionen interpretieren konnen. Die Produktregel der
Differentialrechnung lautet

(f-9'=fg+ fd
und aufgelost nach fg':

fg=(f-g' - f'g.
Ist dlso G eine Stammfunktion von f’g, soist

(f-g-G)=fd,

aso f - g — G eine Stammfunktion von fg'. Dies hilft uns, Stammfunktionen von
Produkten zu finden; allerdings haben wir dabel einen der Faktoren als Ableitung
zu lesen. Die entsprechende Regel heildt partielle Integration:

Satz 16.8. | sal einIntervall, f und g selen stetig differenzierbare Funktionen auf
I,unda, b € I.Danngilt:

b b
—/ f'(x)g(x) dx.
a a

b
/ f(x)-g'(x)dx = f(x)g(x)
a
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Weitere Beispiele:

1

1 1
f xe* dx = xe* —f gfdx=e—e+1=1 (5)
0 0

0

Hier habenwir x als f und €* als g’ gedeutet. Wenn wir es andersherum versuchen,

ergibt sich
1 14
—/ ~x2eX dx,
o Jo 2

und dies hilft uns nicht weiter!

Wir wollen noch folgende zweckmal3ige Schreibweise einfuhren:

1 1
f xeX dx = —x2%e*
0 2

/ f(x)dx = F(x)

bedeutet: F ist eine Stammfunktion von f. Diesist eigentlich ein Mif3brauch des
Gleichheitszeichens, denn aus

/ f(x)dx = F1(x) und / f(X)dx = Fa(Xx)

darf man nicht F1(x) = F2(x) folgern. Daher ist im Umgang mit dieser Notation
einige Vorsicht geboten. Die Regel fur die partielle Integration kann man dann auch
so schreiben:

/f(X)g’(X)dX= f(x)g(X)—/ f'(x)g(x) dx,

und diesist so zu lesen, wie wir es oben bereits aufgeschrieben haben: Die Diffe-
renz von fg und einer Stammfunktion von f’g ist eine Stammfunktion von fg'.

Im Zusammenhang mit der partiellen Integration ist folgender Trick bemer-
kenswert:

flogxdx:/(logx)~1dx:(Iogx)-x—/;xdx:x-logx—x. (6)

Die zweite wichtige Regel fur die Ermittlung von Stammfunktionen ist die Sub-
stitutionsregel. Sieist die Integral-Formulierung der Kettenregel:

Satz 16.9. | sai einIntervall und f eine stetige Funktion auf 1 ; ¢ sel eine stetig
differenzierbare Funktion auf demIntervall [a, b] und esgelte ¢ ([a, b]) | . Dann
ist
b p(b)
f f(p() ¢ (1) dt = / f (x) dx.
a (@)
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Beweis. Essal F eine Stammfunktionvon f (die f janach dem Hauptsatz besitzt).
Dann ist gemal’ der Kettenregel

(Fop) =(Fog)-¢'=(fop) ¢
Alsoist F o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’. Wir erhalten einerseits

b
= F(p(b)) — F(p(a))

a

b
/ f (1) ¢/ Mdt = Fp(t)
a

und andererseits

p(b)
= F(p()) — F(p@) O
p@)

@(b)
/ f(x)dx = F(x)
v(@)

Bemerkung 16.10. Im Beweis von 16.9 wurde insbesondere die folgende Substi-
tutionsregel fur Stammfunktionen gezeigt:

/ f(p(t)¢'(t) dt = </ f(x)dx) °og.

Der Gebrauch der Substitutionsregel erfordert manchmal elniges Geschick, und
es kommt oft darauf an, siein der richtigen Richtung zu lesen: Man kann das links
stehende Integral mit Hilfe des rechts stehenden berechnen, aber auch umgekehrt
dasrechte mit Hilfe deslinken Integrals. Wir setzen unsere Beispiel sasmmlung fort:

b 2
/ xe* dx. (7)
a

Abgesehen von elnem fehlenden Faktor 2 hat der Ausdruck xeX’ genau die Struktur
des Integranden auf der linken Seitein 16.9: 2xe = f(p(X)) - @' (X) Mit p(X) =
x2und f = exp. Also

b b b?
1 1 1
/ xe* dx = —/ oxe¥’ dx = —/ efdx = —(eb2 — eaz).
a 2 Ja 2 Ja 2

2

Ein weiteres Beispidl:
3
1+ €&
——dx. 8
| e (®)
Hier versuchen wir, die Substitutionsregel von rechts nach links anzuwenden. Die
Idee dabel ist, durch eine geeignete ,,Substitution x = ¢(t)* den Integranden zu
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vereinfachen, d. h. durch Ubergang von f (x) zu (dem formal komplizierteren Aus-
druck) f(p(t)) ¢'(t) eineleichter |osbare Aufgabe zu erreichen. Im Falle (8) bietet
sich an:

(1) = logt,
2=9¢(@, do a=¢,
3=¢(h), adso b=¢.

Wir erhalten

3 e3 logt e3
1+ ¢eX 14+€%9t 1 1+t 1
5 1—¢X 2 1—éoat t 2 11—t t

Wegen
1+t 1 2 1

Tt t 1-t 1t
(diesen Trick nennt man Partia bruchzerlegung —wir kommen darauf noch zurtick)
ergibt sich weiter

€14t 1 fr2 1 ¢
/ i~—dt:/ —— + — )dt = —2log |1 —t| + log |t]
2 1—1 t 2 \1—-1 t 2

= —2log(e® — 1) + 2log(e? — 1) + 1.

Bei dieser Anwendung der Substitutionsregel brauchen wir zur Ermittlung des
Integrationsintervalls des auf der linken Seite der Substitutionsregel stehenden In-
tegrals i. a eine Umkehrfunktion von ¢. In der Stammfunktionen-Schreibweise
lautet diese Anwendung der Substitutionsregel:

/ f(x)dx = (/ f(<p(t))<p/(t)dt) op L.

Dies kann man sich nur schwer merken. Einpragsamer ist die folgende Beschrei-
bung:

Substituiere (t) fur x und ¢’ (t) dt fur dx
und mache am Schlul® der Rechnung die Substitution riickgangig.

Beim folgenden Beispiel verfahren wir nach dieser Beschreibung; wir suchen

dx (x> 0). 9

[ s
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Um die Wurzeln loszuwerden, versuchen wir die Substitution

X=gpt)=@t"-1% (t>1).
Esist ¢/(t) = 4t(t2 — 1). Wir erhalten

/ / 4t (t2 — it _/4t(t2—1) it
VX JWE@-1241 t

4 4 3
=/4(t2—1)dt = §t3—4t = §<,/ﬁ+1> — 4/ X+ 1.

Bel der Integration einer rationalen Funktion f/g mit Polynomen f und g,
g # 0, verwendet man das Verfahren der Partialbruchzerlegung. Mittels der Poly-
nomdivision aus Satz 4.12 erhalt man eine Darstellung

f q+ r
g g
mit Polynomen q,r, gradr < gradg, so dal3 man sich auf den Fall grad f <
grad g beschranken kann. Im tibrigen wollen wir das Verfahren nur am einfachsten
Speziafall studieren, dem einer rationalen Funktion
ap + a1X

—_ 3 b b-
O by T

Man macht den Ansatz
C1 C2
X — by + X — by’

rx)=

bringt die Briiche rechts auf den Hauptnenner (x — b1)(x — bp) und erhélt durch
Vergleich der Zahler nach Einsetzen von b1 und by
ao + a1y o, — ot aiby
br— by 2T Tbp—by
Bel vielen Integrationsaufgaben kann man Substitution mit trigonometrischen

Funktionen verwenden. Wir diskutieren ein Beispiel: Esgelte —1 < a < b < L
Dann erhalt man

b v v
f \/1—x2dx:/ \/1—sin2tcostdt=f cos? t dt
a u u

mittels der Substitution x = sint, wobei U = arcsina, v = arcsinb. Um cos?t zu
integrieren, bedient man sich eines Additionstheorems:

CL=

cos2t = cos’t — sint = cos’t — (1 — cos’t),
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aso 1
cos’t = 5(cos2t +1).
Folglichist
1 1 1
cos?tdt = [ =(cos2t + 1) dt = —sin2t + t.
f / C(cos2t + Dyt = Zsin2t 4
I nsgesamt:
b 1. v 1w
f\/l—xzdx=—sm2t + —t
a 4 u 2l
Mit
sin2t = 2sint cost = 2sinty/1 — sin’t
ergibt sich
b 1 arcsinb 1 arcsinb
/\/1—x2dx:—sint\/1—sin2t + =t
a 2 arcsina 2 arcsina

1 b

:§<x 1—x2—|-arcsinx)

a

Dabel hat man zu beachten dal3 —7/2 < u,v < /2.

Bemerkung 16.11. Wir hatten schon zu Beginn von Abschnitt 15 auf das Pro-
blem einer prazisen Definition des Begriffs Flacheninhalt aufmerksam gemacht,
zu dessen Berechnung das Integral schliefdlich dienen sollte. Wir wollen hier keine
befriedigende Definition angeben. Andererseits hatten wir uns bei der Definition
des Integrals von unserer geometrisch-anschaulichen Vorstellung von Flachenin-
halt leiten lassen, so dal3 wir (umgekehrt) mit Hilfe des Integrals einen Inhalt fur
gewisse Teilmengen von R? definieren kénnen.

Esseien f, g integrierbare Funktionen auf dem Intervall [a, b] mit f (x) < g(x)
fur ale x € [a, b]. Wir betrachten die Teilmenge

M(f,g) = {(x,y) eR®la<x <b, f(X)<y<gX)

von R2 und definieren die reelle Zahl

b
(M(f.9) = [ (@ Hoodx

asden Inhalt von M (f, g).
Ein achsenparalleles Rechteck

R={(x,y) eR?la<x<b, c<y<d}
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bei spiel sweise konnen wir schreitben as M (f, g) mit f(x) = ¢, g(x) = d fur ale
X €[a,b],sodal3 | (R) = fab(d—c) dx = (d —c¢)(b—a) entsprechend unserer Er-
wartung. Der Einheitskreis E = {(x, y) € R?|x? + y? < 1} kann dargestel It wer-
denadsM(f,gymit f,g:[-1,1 - R, f(X) = —v/1—-x2, gX) = +v/1—x2
furalex € [—1, 1]. Esist aso

1
| (E) :/ 2V 1—x2dx = 7.
~1

Ay
f(x) = v/1—x2 (X, V1= x2)
X X
AY
f(x) =+/1—x2
X, vV1—x2) 00
x x

Abbildung 16.1: Die Flache von Sektoren des Einheitskreises

Bemerkung 16.12. In Abschnitt 12 hatten wir die trigonometrischen Funktionen
cos und sin mittels Reihen eingefuhrt. An dieser Stelle soll kurz auf den Zusam-
menhang mit dem eingegangen werden, was man Ublicherweise dartiber in der
Schule lernt, insbesondere soll die Wahl der Begriffe arcus (Bogen) und area
(Flache) bei den Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen und der Hy-
perbelfunktionen erklart werden.

In der Elementargeometrie lernt man, dal3 der Sektor des Einheitskreises mit
der Bogenlange | den Flacheninhalt | /2 hat. Wir betrachten nun die obere Halfte
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des Einheitskreises als Graph der Funktion f(x) = +/1—x2, x € [-1,1]: Ob
0< X< loder —1 < x <0, stetsist der Inhalt des zum Punkt (X, +/1 — x2)
gehorenden Sektors gleich

J1 — x2 1
A(x):“%ntf V1 —t2dt.
X

GemaR unseren Voriiberlegungen definieren wir den zum Punkt (X, +/1 — x2) ge-
horenden Winkel oder Bogen durch

1
W(X) = 2A(X) = x\/l—x2+2/ V1 —t2dt.
X

In der Tat ist W(x) = arccosx: Die Ableitungen beider Funktionen stimmen tibe-
rein, und es gilt W(1) = 0 = arccos 1. Um an unsere Bemerkung in Abschnitt 12
anzuknupfen, erwahnen wir noch, dal3 man umgekehrt mit dieser Winkel-Defini-
tion die trigonometrischen Funktionen einfilhren kann: Man setzt 1 = W(—1). Die
Funktion W ist auf [—1, 1] streng monoton fallend (warum?) aso umkehrbar. Jetzt
definiert man cos(x) fur 0 < x < & asdie eindeutig bestimmte Zahl in [—1, 1],
fur die W(cos(x)) = x gilt und sin(x) := \/1 — (cos(x))2. Die Fortsetzung dieser
Funktionen auf ganz R macht keine Schwierigkeiten.

Betrachten wir jetzt den rechten Teil der Einheitshyperbel {(x,y) € R|x? —
y2 = 1}. Wir ordnen x € [1, oo[ die Flache F(x) zu, die von den durch die Punkte
(X, /X2 — 1) und (X, —+/x2 — 1) laufenden Nullpunktsgeraden und die Hyperbel
eingeschlossen wird. lhr Inhalt ist

X
F(X) = XV X2 — 1—2/ VX2 —1dx.
1

Wie leicht zu sehen, ist F(x) = Arcoshx fur alex € [1, oo[ (vgl. Aufgabe 11.2).

Zum Schluf® wollen wir kurz diskutieren, wie man mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung eine andere, von einem gewissen Stand-
punkt aus einfachere Behandlung von Exponential- und L ogarithmusfunktion ge-
ben kann. Man definiert eine Funktion F durch

1
F(x) :/ ?dt for X > 0.
1

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist F differenzierbar,
F/(x) = 1/x und F streng monoton wachsend (dal1/x > O fir allex > 0). Es sei
nun y > O fest gewahlt. Wir betrachten die durch

G(X) =F(x-y)
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definierte Funktion G. Nach der Kettenregel ist auch G differenzierbar, und esist
1 1
! = . F/ = - —_ = -,
Gx)=y-F&xy)=y Xy X
Also gibt es eine Konstante C mit G(x) = F(xy) = F(x) + C fur dle x. Insbe-
sondere gilt

C=GX)-FX) =G0 —-F®@=Fy —F@=F(y).
Damit haben wir gezeigt:
F(xy) = F(X) + F(y)

fur dle x, y > 0. Jetzt nennt man F die Logarithmusfunktion und ihre Umkehr-
funktion die Exponentialfunktion. Man erhat unmittelbar das Additionstheorem
11.1. Die Differenzierbarkeit von exp und auch exp’ = exp ergibt sich aus der von
log mit Hilfe von 13.11. Die tbrigen Aussagen des Abschnitts 11 sind entweder
sofort klar oder man kann sie wie dort beweisen.

Aufgaben

16.1. Zeigen Sie: Die Funktion f : [-1, 1] — R,

xS
Fx) = 1 fgrx/o,
-1 furx <0,

ist integrierbar, besitzt jedoch keine Stammfunktion.

16.2. Bestimmen Sie Stammfunktionen:

1 8x2+6x+4
d b
(a)./\/x—1+\/x+1 " o T

x+1
©) f & dx (x > 0) (d) / xe X2 dx
e /x logxdx (x > 0) f) /x3exzdx
(g)/'og(l%x)dx (x> 1) (h)/eﬁdx (X > 0)
0 /xzsinxdx 1) /cos(logx)dx (X > 0)

(k) V14 x2dx ( /\/xz—ldx
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16.3. Berechnen Sie folgende Integrale:

7/4 cosx — sinx

JT 7
(a /O x sin(x?)dx (b) /Oxsinxdx (©) / —= = " dx

o COSX 4+ sinx

16.4. Essal f eine auf R stetige Funktion.

(8) Bestimmen Siedie Ableitung von F(x) = [y Xf (t)dt.
Hinweis: Die Antwort F/(x) = xf (x) ist falsch!

(b) Zeigen Sie:

X X u
f f(W(X —uwdu = / (/ f(t)dt) du fur dlex € R.
0 0 0

16.5. Bestimmen Sie den Flacheninhalt des zwischen den Graphen der Funktionen
f(x) = —(x —3)2+4,9g(X) = 2x — 5, h(x) = —6x + 15 eingeschlossenen
Flachenstiicks.

16.6. Essa f : [a,b] — R streng monoton und stetig differenzierbar, g sei die
Umkehrfunktion von f. Zeigen Sie: g ist integrierbar (sogar stetig), und es gilt

f (b) b
/ g(t) dt +f f (x) dx = bf (b) — af (a).
f(@ a
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Bei vielen inner- wie auldermathematischen Anwendungen der Integralrechnung
ist eswichtig, auch in den Fallen Ulber einen vernunftigen Integral begriff verfiigen
zu konnen, in denen das Integrationsintevall nicht beschrankt ist oder die zu inte-
grierende Funktion nicht beschrankt ist oder sogar mehrere solcher Anomalitaten
auftreten.

Beispiel 17.1. Mit welcher Geschwindigkeit mul3 eine Kanonenkugel von der Erd-
oberflache abgefeuert werden, damit sie nicht wieder zur Erde zuriickkommt? | st
dies Uberhaupt moglich?

Wir sehen vom Luftwiderstand u. & ab und berticksichtigen nur die vom Gra-
vitationsfeld der Erde auf die Kugel einwirkende Kraft. Die kinetische Energie der
Kugel mul3 mindestens so grof3 sein wie die Arbeit, die man bendtigt, um die Kugel
von der Erdoberflache gegen die Schwerkraft ins,,Unendliche' zu bringen. Auf die

Kanonenkugel

Abbildung 17.1: Die Gravitationskraft

Kugel wirkt die Kraft

Mm
Dabei ist y die Gravitationskonstante, M die Erdmasse, m die Kugelmasse und r
der Abstand zum Erdmittel punkt. Um die Kugel von der Erdoberflache mit Ab-
stand Ry vom Erdmittel punkt auf den Abstand R > Rg zu bringen, muf3 man die
Arbeit

A /RF(r)dr /R I\/Imdr Mm| ® I\/Im( 1 1)
Ro Ry r2 r Ro Ro R

aufbringen. Um die Kugel ins ,,Unendlicheé* zu bringen, bendtigt man die Arbeit

R

Ao = Iim/ F(r)ydr =
R— o0 Ro

yMm
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Diese Arbeit konnen wir als den Flacheninhalt zwischen r-Achse und dem Gra-
phen von F rechts von Ry ansehen. Mit

A

Fr)

AN

Ro

Abbildung 17.2: Die benttigte Arbeit

y =6,67-1071 mikg ! sec™?
M =5,95.-10** kg
Ry=6,36-10° m,

ergibt sich
A =6,24-10"-m kgm? sec™?.

Beim Start mit der Geschwindigkeit vg besitzt die Kanonenkugel die kinetische
Energie

1
E = é mvg.
Damit der Schuf3 ins Unendliche gelingt, mul3 E > A, aso
vo > 11170 m sec?!

sein. (Sicherheitshalber wahlen wir vg = 11, 2 km sec™1))
Esist naheliegend,

0 r
Fr)dr for [im F(r)dr
fRO (r) R%ROfRO (r)

zu schreiben.
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Definition 17.2. Die Funktion f sei auf dem Intervall [a, oo] definiert und Uber
jedem Intervall [a, b], b > a, integrierbar. Wir sagen, das uneigentliche Integral

/Oo f (x)dx
a

b
lim / f(x) dx
a

b— oo

existiert und einereelle Zahl ist. Im Fall der Konvergenz setzt man

oo b
/ f(x)dx = Iimf f (x) dx.

Beispiele 17.3. (1) Allgemeiner alsim Beispiel oben gilt: Das Integral

konvergiert, falls

konvergiert fir s > 1. Esist namlich

b1 b 1
Iim/ —dx = Iim/ x~Sdx = lim —=——x~5+1°
b—oo Jq XS b—oo Ja b—oo —S+ 1 a

1 1
= lim —— "% —al"8) = ——_als,
b—ool—S s—1
dalimy_ o b1~S = 0.
(2) Fur s = 1 hingegen konvergiert das Integral nicht:

b

1

Iim/ —dx = lim logb — loga = oco.
a X b— oo

b—o0

(Fur s < 1 konvergiert es natiirlich erst recht nicht.)
@3 [oe¥dx = Jim (—eP+1) =1
— 00

Beispiel (2) zeigt, dal? man keine Kanonenkugel ins Unendliche schief3en konn-
te, falls die Gravitationskraft etwa durch y Mmr —1 gegeben ware.

Uneigentliche Integrale haben viel mit unendlichen Reihen zu tun. Man kann
Kriterien analog dem Cauchy-Kriterium, dem fur absolute Konvergenz und dem
Majorantenkriterium angeben. AulRerdem Ubertragen sich natiirlich auch gewis-
se Aussagen uber eigentliche auf uneigentliche Integrale. Einen direkten Zusam-
menhang zwischen unendlichen Reihen und uneigentlichen Integralen liefert das
Integral-Verglei chskriterium fur unendliche Reihen:
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Satz 17.4. Essal ngp € N und f ene auf [ng, oo definierte, monoton fallende
Funktion mit f(x) > O fur allex € [ng, oo[. Dann sind aquivalent:

(1) Die ReiheZﬁino f(n) konvergiert
(2) Daslntegral [~ f(x)dx konvergiert.

y A

Abbildung 17.3: Der Vergleich von Ober- und Untersumme

Bewels. Fur dlen > ngist
n+1
f(n)>/ f(x)ydx > f(n+1).
n

Durch Aufsummieren der Ungleichungen ergibt sich

N N1 N+1
Z f(n)>/ f(x)dx > Z f(n).
n=nop Mo n=ng+1

Daher ist die Relthe genau dann beschrankt, wenn das Integral beschrankt ist, und
diesist in beiden Falen hinreichend fir die Konvergenz. ]

Beispiel (2) oben zeigt uns noch einmal, dal3 die harmonische Reihe nicht kon-
vergiert. Beispiel (1) hingegen zeigt, dai? fir jedes s > 1 die Reihe > °7;1/n®
konvergiert. Ein weiteres Beispiel: Konvergiert

o8}
> g
2nlogn
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Nein, denn

b
bILrQO/Z XI0g X dx = b[)rgolog(log b) — log(log2) = oo.

Hingegen konvergiert
Z :
n(logn)?’

n=2

Iim/b;dx: lim (— ! + ! )z !

b—oo Jo X(logXx)2 b-oo \ logh = log2 log2

Eine andere Art uneigentliches Integral tritt auf, wenn die zu integrierende Funkti-
on in einem Randpunkt des Integrationsintervalls nicht definiert ist.

f(x)

< ¥

Abbildung 17.4: Welchen Flacheninhalt besitzt das schraffierte Stiick ?

Definition 17.5. Die Funktion f sei auf dem Intervall ] a, b] definiert und auf je-
demder Intervalle[c, b] mita < ¢ < bintegrierbar. Wir sagen, das (uneigentliche)
Integral

konvergiert, falls
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existiert und eine reelle Zahl ist. Im Falle der Konvergenz setzen wir

b b
/ f(x)dx:lim/ f (x) dx.
a cla Je

Beispiele 17.6. (1) fol xS dx konvergiert fur s < 1: Esist

1
1 1 1
Iim/ —dx=Ilim—@tS—ct% = —
c—>0Jc XS c-01—s 1--s

2 fol x~1dx konvergiert nicht, erst recht nicht fol x~Sdx furs > 1.

Invielen Fallenist dasIntegral auch an mehreren Stellen uneigentlich. Man teilt
dann das Intervall so in Tellintervalle auf, dal3 in jedem Teilintervall nur jeweils
eine ,Uneigentlichkeit’ auftritt.

o0 2
/ xe %" dx.
—0o0

Beispiele 17.7.
o0 2 0 2
/ xe X dx und / xe X" dx.
0

—00

Man untersucht

Daxe X dine ungerade Funktionist, gilt fur allea € R

a 2 0 2
/ xe X dx = —/ xe X" dx,
0 —a

so daf3 das zu berechnende Integral verschwindet, wenn fooo xe dx konvergiert.

Esist o
o0 . ) 1 1
/ xe ¥’ dx = lim / xe X’ dx = lim —=eX*|P= -,
0 b—oo Jo b—oo 2 02
aso
*© 2
/ xe X" dx = 0.
—00

Ein weiteres Beispidl:
1
1
f ——dx.
1V IX]

0 1 11
———dx und ——dx
f_l |X] 0 IX|

Man untersucht
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1
1
/ ——dx = 4.
—1/IX]

Abschlief3end wollen wir noch ein besonderes wichtiges Beispiel diskutieren:
Fur x > 0 setzen wir

und erhalt

o)
T'(x) = f t*~le t dt.
0
Das Integral ist bei O und bei oo ,uneigentlich*. Das Integral

1
/ t*~letdt
0

konvergiert, weil t*~te™' < L5 bei 0 < t und

11
=
0

fur x > 0 konvergiert. Das Integral

0
f t*~le~tdt
1

konvergiert auch. Um dies einzusehen, vergleichen wir mit t =2: Esiist

lim t2.t* et = |im t*tlet = 0.

t—o0 t—o0

Das impliziert: Es existiert ein to mit t*~"1e ! < t=2fur alet > to. Daffotizdt
konvergiert, konvergiert auch
o0
/ t*~le~t dt.
1

Die oben definierte Funktion hei [ Gamma-Funktion. Die Gammafunktion besitzt
viele bemerkenswerte Eigenschaften. Wir zeigen:

'X+1) =xI'(X)

far alex > 0O:
b b b
/ t‘e"tdt = —txe—t|a+/ xt* et dt
a a
b b
= —t*e7!|, + X/ t*~te ! dt
a

Wenna | Ound b — oo, ergibt sich die behauptete Gleichung. WegenI'(1) = 1
erhalten wir hieraus per Induktion: I'(n + 1) = n!.
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IV. Differential- und Integralrechnung

y A
'x)
1 £
1 x
Abbildung 17.5: Die Gammafunktion
Aufgaben
. - % dx
17.1. Fur welchea € R existiert — 7
o X(logx)*
1 logx
17.2. Untersuchen Sie/ ¢dx.
0 1—x)VX
o o logk
17.3. Konvergiert die Reihe ) ° ek

k=1
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18 Funktionenfolgen und -rethen. Potenzreihen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Prozef3 zur Erzeugung von Funktionen un-
tersuchen, den wir zwar schon benutzt, dem wir aber keine besondere Aufmerk-
samkeit geschenkt haben, der Definition von Funktionen als Grenzfunktion von
Funktionenfolgen oder -reihen.

Beispiel 18.1. f = exp. Esist exp(x) = Y p2,xK/k! fir ale x € R. Wenn wir
fi(X) = xX/k! setzen, so erhalten wir

exp(x) = Y _ f(x).
k=0

Die Exponentialfunktion ist also Grenzfunktion der Funktionenreihe Y2 5 fi im
Sinne der folgenden Definition:

Definition 18.2. Essa D C R. Zu jedem k € N sa eine Funktion fx auf D
gegeben. Die Funktionenfolge ( fx) heil3t punktweise konvergent auf D, wenn fir
jedes x € D die Zahlenfolge ( fx(x)) konvergiert. Die dann durch

f(x) = lim fx(x), xeD,
k— o0

definierte Funktion heil3t Grenzfunktion der Funktionenfolge ( fx), und man sagt,
(fr) konvergiert punktweise gegen f. Unter der Funktionenreihe )2 fi versteht
man die Folge (ihrer Partialsummen) (3"¢_q fk)n=o. Falls diese punktweise kon-
vergiert, schreibt man auch ihren Limesals > 2 fk.

Wie bei alen Prozessen zur Erzeugung von Funktionen, die wir bisher kennen-
gelernt haben, fragen wir uns auch hier, welche Eigenschaften der Funktionen fi
sich auf die Grenzfunktion f Ubertragen.

(8 Wenndie fy stetig sind: Ist f = lim fx auch stetig?

(b) Wenn die fy differenzierbar sind: Ist f auch differenzierbar und gilt f’ =
lim f/?

(©) Vl\(/enn die fx integrierbar sind: Ist f auch integrierbar und gilt

b b
/ f(xX)dx = Iim/ fk(X) dx?
a k—o0 Jg

Es wird sich zeigen, dai3 adle drel Fragen nicht ohne weiteres mit ,jd' beant-
wortet werden konnen.
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<Y

1

Abbildung 18.1: Einige Glieder der Funktionenfolge fi(x) = xK.

Beispiel 18.3. Essei D = [0, 1], fk(x) = xK fir k € N. Dann gilt

0 fur x<1,

lim f(X) =
k— o0 k() 1 fir x=1

Obwonhl ale Funktionen fy stetig sind, ist die Grenzfunktion nicht stetig.

Die Schliisselidee fir jeglichen Fortschritt in diesem Problemkreisist ein ver-
feinerter Konvergenzbegriff.

Definition 18.4. Unter den generellen Voraussetzungen der vorangegangenen De-
finition heif3t die Folge ( fx) gleichmaldig konvergent gegen f, wennzujedeme > 0
ein N € N existiert mit

[fk(X) — f(X)| <e furalle xe D wundalle k> N.

Die Gleichmaldigkeit der Konvergenz besteht darin, dald das zu ¢ > 0 existie-
rende N € N gleichmaiig fur alle x € D gewahlt werden kann. Eine gleichmaldig
konvergente Funktionenfolge konvergiert insbesondere punktweise. Esist nahelie-
gend, dal3 es fur die gleichmaldige Konvergenz auch ein Cauchy-Kriterium (vgl.
die Satze 6.7 und 7.7) gibt.

Satz 18.5. Die Folge ( fx) von Funktionen auf der Teilmenge D von R konvergiert
genau dann gleichmafdig, wenn es zu jedeme > Oein N € N gibt mit

| fn(X) — fa(X)| <& furalex e Dundallem,n > N.
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Entsprechend konvergiert die Reihe Y"1 fk genau dann gleichmaRig, wenn es zu
jedeme > 0ein N € N gibt mit

n
| Y k()| <& firalex e Dundallem,n> N.

k=m

Den einfachen Beweis {iberlassen wir einer Ubungsaufgabe. Die Funktionen-
folge des vorangegangenen Beispiels ist nicht gleichmaldig konvergent: Es ist
f(Y1/2) = 1/2, dso existiert zue = 1/2kein N € N mit | fu(x) — f(X)| < ¢
furalex € [0, 1] und alek > N. Diesfolgt im tbrigen auch aus

Satz 18.6. Essei D C R und ( fx) eine Folge von auf D stetigen Funktionen. \Wenn
die Folge ( fx) gleichmaldig gegen die Grenzfunktion f konvergiert, so ist auch f
stetig.

Beweis. Essei a € D und ¢ > 0 gegeben. Abzuschatzenist | f (x) — f (). Mittels
der Dreiecksungleichung ergibt sich

00— f@] < [f(X) = k)| + [ f(x) = k@] + [ k(@) — f@)I.
Wir wahlen also zunachst N so, dal3
1 () — fn OO < % firale x e D.
dann§ > 0 mit
100 — fn(@)] < % firdle xeD mit |x—a| <.
Esfolgt

[f(x) — f(@)| <e furadle xeD mit |[x—al <. ]

Bemerkung 18.7. Die Aussage von Satz 18.6 |al3t sich auch so formulieren: Fur

dlea e D gilt
[im ( [im fk(x)> = |lim (Iim fk(x)>.
Xx—a \ k—oo k—oo \ x—a

Man kann also die Grenzprozesse limy_, 5 und limg_, o unter den Voraussetzungen
von 18.6 vertauschen.

Auch bei der Ubertragung von Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit auf die
Grenzfunktion spielt die gleichmallige Konvergenz eine Schliisselrolle. Wir be-
trachten zunachst die Integration.
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Satz 18.8. Die Funktionen fy seien stetig auf dem Intervall | = [a, b]. Wenn die
Folge (fx) gleichmaldig gegen die Funktion f konvergiert, so ist f integrierbar,

und es gilt ; X
/ f(x)dx = Iim/ fk(X) dx.
a k—o0 Jg

Beweis. Aus 18.6folgt, dal3 f stetig, also integrierbar ist. Wir durfenfernera < b
annehmen. Es sei dann ¢ > 0 gegeben und N so gewahlt, dal3 | f (X) — fk(X)| <
¢/(b—a)firalex € [a, b]undalek > N. Dannist

b b
/ f(x)dx — / fk(X) dx
a a

fur allek > N. O

b £
</a 100~ Kool dx < b—a) - ——=¢

Bemerkungen 18.9. Satz 18.8 bleibt gultig, wenn man von lediglich integrierbaren
Funktionen fy ausgeht. Schreibt man in 18.8 statt f (x) auf der linken Seite der
Gleichung limk_, o fk(X), S0 sieht man, dal3eswiein 18.6 um die Vertauschbarkeit
zweier Grenzprozesse geht.

Bevor wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden, betrachten wir wieder ein

Beispiel 18.10. Essal D = [0, 1], fk(X) = % - exp(—kx), k > 1. Dann gilt fur ale
X € Dundk > 1:

1
0 < fk(x) < K
aso konvergiert (fx) gleichmaldig gegen die Nullfunktion, die Folge der Ablei-

tungen (f;) mit f (x) = —exp(—kx) konvergiert jedoch punktweise gegen die
Funktion g,
-1 fir x=0,
X) =
969 0 sonst.

Die Ableitung der Grenzfunktion ist also keineswegs die Grenzfunktion der
Folge der Ableitungen. Es ist auch nicht allzu schwer, eine gleichmaldig konver-
gente Folge differenzierbarer Funktionen zu finden, deren Grenzfunktion nicht
differenzierbar ist. (Der Approximationssatz von Welerstrald besagt sogar, daf3 jede
stetige Funktion auf dem Intervall [a, b] Grenzfunktion einer gleichmaliig konver-
genten Folge von Polynomen ist. Siehe zum Beispiel [6].)

Entscheidend ist, dal3 die Folge der Ableitungen gleichmaliig konvergiert:

Satz 18.11. Es sei ( fi) eine Folge von differenzierbaren Funktionen auf dem In-
tervall | . Es gelte:

(1) DieFolge ( fx) konvergiert punktweise auf | .



18. Funktionenfolgen und -reihen. Potenzreihen 179

(2) DieFolge (f) der Ableitungen konvergiert gleichmafig auf | .
Dann ist die Grenzfunktion f = limy_, o fi differenzierbar und f’ = limy_, o, f;.

Bewels. Esseia € | und

fu(x) — fk(@)
O (X) = < a falsx # a,

fe(a) falsx = a.

fur allek € N. Die Funktionen gk sind stetig auf | . Wir zeigen, dal3 die Folge (gk)
auf | gleichmaliig konvergiert.
Dadie fi differenzierbar sind, gibt esbei x # a (nach dem Mittelwertsatz) zu
jedem Paar m, n natUrlicher Zahlen ein ¢y, zwischen x und a mit
(fmn— fX) — (fm — f)(@

Om(X) — On(X) = Y _a = (fm — f)(Cmn).

Essei jetzt ¢ > 0 vorgegeben. Dadie Folge (fy) auf | gleichmaiig konvergiert,
existiert nach Satz 18.5ein N € N mit

| fr(x) — fi(X)| <e furalex el undalem,n> N.
Esfolgt
|gm(X) — gn(X)| < e furdlex e |l undalem,n > N.

Erneute Anwendung von Satz 18.5 ergibt, dal3 die Folge (gx) auf | gleichmaldig
konvergiert. Die Grenzfunktion g = limgy ist nach Satz 18.6 stetig. Da die Folge
(fx) auf | punktweise konvergiert, ist

o o fk(X) — fk(@) . f(x) — f(a)
a) _kll)ngoqk(x) _k|l>n<;]o X—a = X-—a

furalex € | \ {a}. Damit folgt
lim f(x)— f(a)

i x—a limq(x) =q(a) = kllgalo k(@) = kllg)]o f/(a).

Das bedeutet: f istina differenzierbar, und esgilt f'(a) = limk_. fi(a). O
Bemerkungen 18.12. Man kann die Voraussetzungen von 18.11 noch etwas ab-
schwachen. Wir verweisen auf die Literatur (z.B. [6], Abschnitt 14.E). Auch im

Fall dieses Satzes handelt es sich um die Vertauschbarkeit zweier Grenzprozesse:
Die Aussage des Satzes bedeutet gerade

lim lim KO = W@ iy &~ k@
X—ak—oo X—a k—oo x—a X—a

furaleae|l.
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Die Satze 18.6 bis 18.11 lassen sich selbstverstandlich auf Funktionenreihen
Ubertragen. FUr Funktionenreihen lautet 18.6 etwa: Die Funktionen fy selen stetig
auf D; wenn die Funktionenreihe Y2 ; fx gleichmaiiig auf D konvergiert, so ist
die Grenzfunktion stetig auf D.

Anwenden wollen wir die Satze 18.6 bis 18.11 auf Potenzreihen, die wichtig-
sten Funktionenreihen der Analysis. Zuvor bendtigen wir noch ein Konvergenzkri-
terium. Um es bequem formulieren zu konnen, verabreden wir eine Schreib- und
Sprechwei se:

Definition 18.13. Essei D C R und f eine beschrankte Funktion auf D. Dann
hei (3t

Ifllo =sup{|f(x)||x e D}
die Supremumsnormyvon f (auf D).

Mit Hilfe der Supremumsnorm kann man die gleichmaiige Konvergenz ei-
ner Funktionenfolge (fx) auf D gegen die Funktion f sehr einfach beschreiben,
namlich durch

lim || f — fx|lp = 0.
k—o0

Dies ergibt sich sich direkt aus der Definition der gleichmalZigen Konvergenz:
[f(X) — fk(X)| < efuralex e Distaguivalent zu | f — fx|lp < e. Fur Funktio-
nenreihen ist das folgende Kriterium besonders niitzlich.

Satz 18.14. (Weierstra3sches Konvergenzkriterium) Essei D C R. Y o fk Sei
ene Raelhe beschrankter Funktionen auf D. Wenn

0
> I fkllo
k=0

konvergiert, dann konvergiert > .2 5 fi gleichmagig auf D.

Beweis. Jede der Reihen Zﬁio fk(X), x € D, konvergiert nach dem Magjoranten-
kriterium absolut. Die Reihe ) fy ist also punktweise konvergent. Essei f (x) =
Y koo fk(x) und C = Y125 |l fkllp. Ferner sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein
N € N mit

n o0
C—Y lflo= Y lifclo<e furdle n>N.

k=0 k=n+1
Esfolgt
n 0 (0.¢] 0
FO0 =Y k)| =] > k| < D 10I< Y lfllp <e
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1

furalen > N undalex € D. ]
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Wir wenden uns nun den Potenzreihen zu.

Definition 18.15. Essal Xg € R und (ax) eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit die
Funktionenreihe 32 ; ax(x — Xo)¥ eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt
X0-

Beispiele von Potenzreihen haben wir bereits kennengelernt, etwa

o0
. 1
Zxk : Xo = 0, Grenzfunktionist —— auf ]—1, 1,
1—x
k=0
0k
X .

ZF : X0 = 0, Grenzfunktion ist exp auf ganz R,
k=0
0
Z\/R(x — 1% xo=1, dieReihekonvergiert fir |x —1| < 1,
k=0
1

x —2)K: xo = 2, die Reihe konvergiert fir |x — 2| < 2.
gzk%R( )Xo g X — 2|

(Vgl. hierzu Aufgabe 7.4.) Nahere Aufschlisse Uber das Konvergenzverhalten von
Potenzreihen liefert

Satz 18.16. Die Potenzreihe Zﬁioak(x — xo)k konvergiereina € R, a # Xo.

(1) Dann konvergiert sie auf jedem abgeschlossenen Intervall [xg — r, Xo + r] mit
0 <r < |a— Xp| gleichmalidg.

(2) Gleichesgilt fur die Reithen

0 1 o0
Z 1 x — xo)¥*1  und Z kay (X — xg)< L.
k=0 k=1

Beawels. Wir setzen

1
GO0 = (7 A =X0) M k00 = & =x0)", k00 = Ka (x=x0) .
Furalex e | =[xo—r,Xo+r]undalek e N gilt dann |gk(x)| < | fk(X)| -r und
folglich [lgkll < Il fklli -r. Offenbar ist auch | f(X)| < [hk(X)[[X —Xo| < [hk(X)]-r
furalex e  undalek > 1, aso || fklli < ||hkl|li - r. Wegen Satz 18.14 genugt es
jetzt zu zeigen, daid die Reihe Y} ; |Ihk|l1 konvergiert.

Da) 2oak(@a— X0)¥ konvergiert, sind die Glieder dieser Zahlenreihe sicher
beschrankt, etwa |ax(a — X0)¥| < M fir alek e N. Firalex € | undallek > 1
ist

X — Xo
< kq )
|a —Xol  |a— Xo

a— Xpo

Ihi(x)| = kjak||a — xo|*
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wobei q =r/|a — xo|. DieReihe "2 ; k q*~1 konvergiert nach dem Quotienten-
kriterium. Folglich konvergiert auch "2 ; [[hklli - Il

Wir haben die Aussage (2) von Satz 18.16 natiirlich deshalb bewiesen, weil die
Funktionen gk bzw. hx gerade Stammfunktionen bzw. die Ableitungen der Funk-
tionen fi sind.

Satz 18.16 legt folgende Definition nahe:

Definition 18.17. Fallsdie Menge
{x ‘ Z:ioak(x — x)¥ konvergiert}

unbeschrankt ist, sagen wir, die Potenzreihe Zﬁio aa(X — xo)k hat den Konver-
genzradius oo, andernfalls bezeichnen wir

sup {|x — Xo ‘ Ziioak(x — Xo)X konvergiert }

als Konvergenzradius.

Die Potenzreihen des Beispiels oben haben der Reihe nach die Konvergenzra-
dien 1, oo, 1 und 2. Die Potenzreihe "2 o kX - xX hat den Konvergenzradius 0.
Essel R der Konvergenzradius der Potenzreihe > .2 ; ak(X — Xp)X. Dann fol ot
mit 18.16 sofort:
(1) Furjedesx mit |x — Xg| < R konvergiert die Reihe und
(2) furjedesx mit [x — Xg| > R divergiert sie.
Uber die Konvergenz in xo — R und xg + R kann man keine allgemeine Aussage
machen.
Wenn wir die Aussage in 18.16 Uber die gleichmaliige Konvergenz heranziehen
und mit 18.6 und 18.11 verbinden, ergibt sich

Satz 18.18. Die Potenzreihe > 2 ; ak (X — X)X habe den Konvergenzradius R > 0.
Es sai f die Grenzfunktion der Reihe (die ja zumindest auf |xp — R, Xo + R]
konvergiert). Dann gilt: f ist auf ]xg — R, Xo + R[ unendlich oft differenzierbar;
esist

/() = kak(x —x0)! firale xelxo— R, X+ R] (%)
k=1

und f ®(xg) = k! a fiir allek € N. Die Funktion

(0, ]

1

g(x) = E mak(x — XO)k+1, X €]xo— R, X0+ R[,
k=0

ist eine Sammfunktion von f.
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Bewels. Essai a €]xg — R, Xo + R[. Wir wahlenr und x; so, dal3
la—Xo| <r < |X1 —Xo| < R.

Die Potenzreihe konvergiert in x1, also konvergiert nach 18.16 die Reihe der Ablei-
tungen der Glieder der Potenzreihe gleichmaldig auf [xg — r, Xo + r]. Die Ein-
schrankung der Grenzfunktion f auf [xg — r, Xp + r] ist dso nach 18.11 in a
differenzierbar, damit aber auch f selbst. (x) ergibt sich ebenfalls aus Satz 18.11.

Alle weiteren die Differenzierbarkeit betreffenden Behauptungen folgen nun
leicht durch Induktion. Die letzte Aussage folgt wegen 18.16 unmittelbar aus der
ersten (oder auch aus 18.8). O

Satz 18.18 ist ein sehr wirkungsvolles Instrument zur Untersuchung von Funk-
tionen. Hatten wir ihn zu einem friheren Zeitpunkt bewiesen (was durchaus mog-
lich gewesen ware), so hatten wir mit seiner Hilfe alle Eigenschaften der elemen-
taren Funktionen ableiten konnen. Wir wollen dies etwas naher ausfihren.

Es ergibt sich unmittelbar und auf natiirliche Weise die Differenzierbarkeit der
Exponentialfunktion und der trigonometrischen Funktionen und auch exp’ = exp
sowiecos = —sin, sin’ = cos. Das Additionstheorem fuir die Exponential funktion
(Satz 11.1) bekommen wir so: Wir betrachten fir festesy € R die Funktion f (x) =
exp(x + y), X € R. Esist f" = f. In Abschnitt 14 wurde gezeigt (unmittelbar im
Anschluf an Satz 14.6), dal3 hieraus bereits f = ¢ - exp folgt mit einer Konstanten
C, dso exp(x +y) = c- exp(x) fur ale x € R. Wegen exp(0) = 1 erhdt man
exp(y) = ¢, insgesamt also exp(x + y) = exp(x) exp(y). Ahnlich kdnnen wir bei
den trigonometrischen Funktionen argumentieren: Fur festesy € R sei g(x) =
cos(x + y) furallex € R. Dann gilt g” + g = 0. Aus Aufgabe 14.12 folgt g(x) =
g(0) cosx + g'(0) sinx. Dasist aber gerade das Additionstheorem firr cos.

Beispiel 18.19. Wir betrachten die Funktion f(x) = 1/(1 + x?), die auf ganz R
definiertist. For x € -1, 1] gilt

f () = Z( DFx3,

was man durch Einsetzen in die geometrlsche Reihe erhdlt. Aul3erdem ist arctan
eine Stammfunktion von f. Eine weitere Stammfunktion, namlich

X2k+1

Z(_ D 2k +1°

gewinnt man mit Satz 18.18. Da be|de Funktionen in O Ubereinstimmen, sind sie
schon gleich, aso

X2k+1

k+1

arctan x = Z( 1)
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fur x € -1, 1. (Die Potenzreihendarstel lung von arctan geht auf Gregory zurtick.)
Wir behaupten, dal? diese Gleichung auch noch fur x = +1 gilt. Zunachst einmal
ist klar, dal3 die Reihe auf der rechten Seitein 1 konvergiert, denn sie ergibt nach
Einsetzen von x = =1 bis aufs VVorzeichen gerade die aternierende Reihe Uiber die
Kehrwerte der ungeraden positiven Zahlen. Diese konvergiert nach dem Leibniz-
Kriterium 7.8. Wir konnen daher

&% ‘ X2k+1
= -1
g(x) g T

fur alle x € [—1, 1] setzen. Dafur dal3 g(x) = arctanx fur dle x € [—1, 1] qilt,
genugt es, die Stetigkeit von g zu beweisen. Da namlich auch arctan stetig ist und
g(x) = arctanx fur ale x e ]—1, 1] gilt, ergibt sich g(x) = arctanx auch fur
X = =%1.

Nach Satz 18.6 ist g sicherlich dann stetig, wenn die Reihe Y"5% o(— D3
auf [—1, 1] gleichmaidig konvergiert. Da die Reihe fur jedes x € [—1, 1] eine a-
ternierende Reihe zur monotonen Nullfolge (x2k+1/(2k + 1)) ist, gilt nach den
Bemerkungen 7.9

x 2k+1

Xn: ‘ X2n+3
gx) — ) (=1 <
= 2k+1

1
<
2n + 3

~

2n + 3

furalex € [—1, 1] und adlen € N. Dies beweist bereits die gleichmaliige Konver-
genz.
FUr x = 1 erhalt man speziell

u _i (="
4 =2k+1

Diesist die beriihmte Leibnizsche Reihendarstellung fur 7 /4. Fur die numerische
Berechnung von 7 ist diese Darstellung wegen ihrer schlechten Konvergenz un-
brauchbar. Dennoch &3t sich die arctan-Reihe fur die Berechnung von 7 nut-
zen; siehe dazu Aufgabe 18.6 oder W. Bruns, Uber 7 und seine Berechnung,
http://ww. mat h. uos. de/ st af f / phpages/ brunsw' cour se. ht m

Statt der Abschatzung der Differenz zwischen g(x) und der Partialsumme in
X kann man auch den Abelschen Grenzwertsatzl’ benutzen, um die Leibnizsche
Formel zu beweisen; siehe Storch-Wiebe [6].

17Niels Henrik Abel, Mathematiker, 1802-1829
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Aufgaben

18.1. Zeigen Sie, dal3 die Folge ( fx) von Funktionen auf dem Intervall | punkt-
weise gegen die Funktion f konvergiert, und zwar fir

k 2
@ f0=1= feo=x 1=[01]
0 Fx) = Siznktx, fx)=0, 1 =]0, 00l

Konvergieren die Folgen gleichmaliig?

18.2. DieFolgen ( fx) und (gk) von Funktionen auf der Teilmenge D von R mogen
gleichmaldig gegen die Funktion f bzw. g konvergieren. Zeigen Sie: Die Folge
(fk + gk) konvergiert gleichmaldig gegen f + g.

18.3. Essel (ax) eine Zahlenfolge, derart dal3 die Reihe "~ ; kay absolut konver-
giert. Zeigen Sie: Die Reihen

o0 o0
Y “acsinkx  und ) kay coskx
k=1 k=1
konvergieren auf R gleichmaidig. Fur die Grenzfunktionen f bzw. g gilt: g = f'.

18.4. Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Reihen:

00 o 00 K
@ kZ:; k(x—1) (b) k; (k+ 1) logk + 1)

18.5. Beweisen Sie die Formel von Cauchy-Hadamard!®: Es sei xg € R. Fir den
Konvergenzradius R der Potenzreihe "3 5 ak(x — Xo) gilt dann

1
R=———.
limsup /]
Hinweis: Verwenden Sie das Wurzelkriterium aus Aufgabe 7.5.

18.6. Beweisen Sie die Machinsche Formel1°
T 4 arctan ! arctan !
4 5 239

und bestimmen Sie dann 7 mit Hilfe der arctan-Reihe auf 5 Stellen genau. Wer
will, kann sich die ersten 30 Ziffern von rr leicht mit Hilfe der folgenden franzosi-
schen Verse merken:

18 Jaques Hadamard, M athematiker, 1865-1963
19 John Machin, Mathematiker, 1685-1751
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Que j‘ame afaire apprendre un nombre utile aux sages!
Immortel Archimede, artiste ingénieur,

Qui de ton jugement peut priser lavaleur?

Pour moi, ton probléme eut de pareils avantages.

Ersetzt man hier jedes Wort durch die Anzahl seiner Buchstaben, so erhdt man
= 3, 1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 79... ..

Die beiden nachsten Ziffern sind tbrigens 50, und durch die O wird der dichte-
rischen Ubung eine nattrliche Grenze gesetzt. (Aus Alexander Ostrowski, Vorle-
sungen Uber Differential- und Integralrechnung I, Verlag Birkhauser, Basel 1952,
p. 342)

18.7. In Analogie zu Beispiel 18.19 untersuche man die Stammfunktion log(1+ X)
zu f(x) = 1/(1 + x) und beweise die Leibnizsche Darstellung

00 k

(-1
log2 = E .
- k+1




19 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Der letzte Abschnitt dieses Grundkurses ist in einem gewissen Sinne komple-
mentar zu dem zweiten Teil des vorangegangenen. Wir beschaftigen unsjetzt nam-
lich mit dem Problem, eine gegebene Funktion f als Potenzreihe darzustellen.
Naturlich wird man sehr einschrankende Voraussetzungen tber f machen missen:
Im Hinblick auf 18.18 ist mindestens unendlich haufige Differenzierbarkeit not-
wendig.

Wir beginnen mit etwas allgemeineren Uberlegungen zur angenaherten Berech-
nung von Funktionen durch Polynome. Intuitiv konnte man sich der Losung dieses
Problems folgendermal3en nahern: Es sei f eine im Punkte Xg ,,gentigend glatte’
Funktion. Dann wahle man ein Polynom p so, dal3 es sich moglichst gut an f im
Punkte xp ,anschmiegt‘ . Wenn sich p an f gut anschmiegt, so solltesich p’ gut an
f’ in Xo anschmiegen usw. Eine gute Bedingung fir die Wahl von

P(X) = @ + a1 (X — Xo) + - - + & (X — Xo)"
ist also: pP(xg) = FP(xg) furi = 0,...,n. (Dap™D = 0, kdnnen wir mehr
nicht verlangen). Es gilt _
PV (x0) =i'a,
und daher sollte man .
 f0(xp)
il
wahlen. Bei dieser Wahl der g gilt p® (xg) = f®(xg) furi =0,...,n.

Definition 19.1. | C R sal en Intervall, f eine n-mal differenzierbare Funktion
auf | und xg € |. Dann heift

f ™ (xo)
n!

f”(Xo)

(X = X024+ + (X —%)"

p(x) = f(xp) + f'(X0)(X — Xo) +

das n-te Taylor?%-Polynomvon f in xg.

Beispiele 19.2. (1) Wird die Funktion f auf dem Intervall [xo — R, Xo + R[ durch
eine konvergente Potenzreihe dargestellt, d. h. gilt dort

Fo0 =) a(x—x0"
k=0

2nach dem Mathematiker Brook Taylor, 1685-1731
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dannist das n-te Taylor-Polynom von f in Xg nach 18.18 gerade die Partialsumme

n
> ak(x - xo)*.
k=0

Insbesondere stimmt das m-te Taylor-Polynom eines Polynoms p vom Grad min
0 mit p Uberein.
(2) Essa f(x) = 5x* — x3+ 2x2 + 1 und xg = 1. Dann gilt

f/(x) = 20x3 — 3x2 + 4x f'1)= 21
f(x) = 60x%> — 6X + 4 : f’(1) = 58
f”(x) = 120x — 6 : (1) = 114

f@(x) =120 : f@@) = 120
fOX) =0 : fO@M = o

Das 4-te Taylor-Polynom von f in xg = 1 lautet also
P(X) = 7+ 2L(x — 1) + 29(x — 1)% + 19(x — 1) + 5(x — 1)*.

Wenn man p ausmultipliziert und mit f vergleicht, stellt man fest: p = f. Dies
ist natbrlich zu erwarten, und wird sich allgemein als Spezialfall von Satz 19.4
erweisen.

Der folgende Satz zeigt, dal? die Taylor-Polynome die Funktion f im Entwick-
lungspunkt besonders gut annahern:

Satz 19.3. S&in € N, n > 1. Die Funktion f sai (n — 1)-mal differenzierbar auf
demintervall | undihre (n—1)-te Ableitung sei differenzierbar in xq. FUr dasn-te
Taylor-Polynom p(x) von f in Xg gilt dann

jim TP _ g
x—=Xo (X — Xg)"

Bewels. Wir setzen g(x) = f(x)— p(x). Auch gist (n—1)-mal differenzierbar auf
| und g differenzierbar in xo. Zusatzlich gilt gk (xg) = Ofirk = 0,...,n.
Insbesondereist also e

X—=>Xo X — Xp
Da Zahler und Nenner in O stetig sind und verschwinden, konnen wir die Regel
von de L' Hospital anwenden und erhalten

(n-2) (n—1)
lim 9 (x) :} lim 9 (x) _
X=X (X — Xg)2 2X—=>Xo X — Xg

=0.

0.
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Iteriert man diesen Schritt, so ergibt sich endlich

(n-1)
gy 1 lim 9 (X)

— = =0. ]
X—=Xo (X — Xg)" Nl x—% X — X0

Die im vorangegangenen Satz 19.3 festgestellte Eigenschaft driickt man kurz
so aus. p approximiert f in Xg von der Ordnung n. Sie legt nahe, dal3 man Werte
der Funktion f zumindest nahe bei xo mit hoher Genauigkeit durch Auswerten
eines Taylor-Polynoms ausrechnen kann. Dennoch ist Satz 19.3 fur diesen Zweck
noch nicht brauchbar, denn er sagt zwar, dal3 der Fehler fir x — Xg ,schneller* as
(x — Xo)" gegen 0 geht, 143t aber fir festes x keinen Schlul Uber die GroRRe des
Fehlers zu. Dies nun ermoglicht der folgende Satz.

Satz 19.4. | sai einIntervall, f eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion
auf I, xo € I. Danngilt: Fur allex € | ist

f O (x
f(x) = Z |( X9 (x — x0)' + Rus1(x)
i=0 )
mit

Rot1(X) = n—l, f f Dty (x — )" dt.

Beweis. Der Bawais ist Uberraschend einfach. Wir fuhren eine Induktion tUber n.
Essai n = 0. Dannist

X
f(x) = f(xo)+/ f/(t) dt

X0
gerade die Aussage von Satz 16.6.
Beim Schlufd von n auf n 4 1 erhalt man durch partielle Integration

X
Rnt1(X) = 1, f f D) (x — )" dt
X0

n+1 X n+1
) _%/ f(n+2)(t)(7)( 1) dt
xo M Jxo n+1

f(”“)( )7( —7 D

= m f (n+1) (XO) (X Xo)n+l (Tll)l / f n+2) (t)(X t)n+l dt

Also

f (n+1) (X0)

f(X) = pn(X) + Rap1(X) = pn(X) + TR x0)" 4+ Rny2(X)

= Pn+1(X) + Rat2(x). O
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Diein 19.4 angegebene Form des Restgliedes Ry4-1(X) heil¥ Integralform. Sie
ist fir viele Probleme gut verwendbar. Der folgende Satz gibt zwei weitere Formen
des Restglieds an.

Satz 19.5. Unter den Voraussetzungen des Satzes 19.4 gilt

(X —&)". (X = Xxp), (Cauchysches Restglied)

£ (N+1)
Ros1(X) = T@)

wobel & eine von (x abhangige) Zahl zwischen x und Xg ist, und ebenso

f (n+1) (€) 1 _
Rot1(X) = m(x — x)" 1, (Lagrangesches Restglied)?!

wobel wiederum & zwischen x und Xo liegt.

Bewels. Beide Formen des Restglieds ergeben sich durch Anwendung des Mittel-
wertsatzes der Integralrechnung (Satz 15.10) auf die Integralform. Fur das Cauchy-
sche Restglied wahlt man im Mittelwertsatz g(x) = 1 und fir die Lagrangesche
Form g(x) = (x —t)". H

FUr die Formen des Restgliedes in Satz 19.5 geniigt die (n + 1)-malige Diffe-
renzierbarkeit von f; siehe dazu Aufgabe 19.4.
Als unmittelbare Folgerung aus Satz 19.4 oder Satz 19.5 ergibt sich:

Satz 19.6. (1) | sai einlntervall, f eine (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion auf
|. Falls f™D(x) = Ogilt fur allex e |, ist f gleich 0 oder ein Polynom eines
Grades kleiner oder gleich n.

(2) f sal ein Polynomdes Gradesn und xp € R. Dann st

Nattrlich 1afdt sich die erste Aussage dieses Satzes auch leicht mit Satz 14.6 be-
welisen. Satz 19.6 (2) zeigt, wie man Polynome effektiv nach Potenzen von (x — Xg)
entwickelt. (Auch diese Aussage erhdt man durch Induktion Uiber n leicht mittels
Satz 4.11(1) und der Leibniz-Regel aus Aufgabe 13.8.)

2lnach dem Mathematiker Joseph Louis Lagrange, 1737-1813
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Beispiele 19.7. (1)

n
1
e=epl=) o+ R 1)
k=0

n 1
— Z 1 + 1/ exp(t)(1 — t)" dt.
=0 k! n' Jo

Das Integral konnen wir leicht abschatzen: Esist

1 1
e
exp(t 1—t”dt<e/ 1-t)"dt = ——.
/0 P~ 1) Ca-vhdt= o

Man hat also
Rn+1(1) <

nro <

(Dies ergibt sich auch sofort aus dem Lagrangeschen Restglied). Da wir schon
wissen, dal3 e < 3ist, erhalten wir

3
(n+ D!

n
1 :
EZZH—F”H_]_ mit O<rn_|_]_<
=0

Um etwa e mit einem Fehler < 10~ zu bestimmen, muR man n so wahlen, da
(n+1)! >3.10°

ist. Diesist fur n > 9 der Fall.

Andererseitsist in diesem Fall der Fehler sicher grof3er als das erste nicht mehr
berticksichtigte Reihenglied 1/(n+1)!. Daher geniigt n = 8 nicht. Man vergleiche
die soeben erhaltene Restgliedabschatzung auch mit Aufgabe 11.6.

(2) Wir betrachten f(x) = /x und xg = 1. Mit dem zweiten Taylor-Polynom
ergibt sich

ﬁ=1+%(x—1>—%<x—1)2+ Rs(X),

X

_1 3 s 5
%(x)_é/l §t 2(x —t)“dt,

aso 3
0< Ra(X) < —(x —1)°
3(X) 16(X )
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fur x > 1. Wenn wir diese Formel direkt zur Berechnung von /2 anwenden,
erhalten wir

3 3
V2= 15+ R mit 0<Re@ < .
und dieser Naherungswert ist wirklich schlecht! Ein Trick hilft weiter:
49 \/_
und
50 1 1 50 19403
— — = =
49 + 2.-49 8.492 + R3(49) 19208 RS( )
mit 50 3
0 < R3(—=) < ———— < 0,0000017.
329 S 16298 =
Esergibt sich

7 19403 7

0<V2— ———
V2 5- 19198 5
0 < +/2 — 1, 4142128 < 0, 0000024.

Nach Satz 19.3 gilt limy_, x, Ra+1(X)/(X —X0)" = 0. Dabei beobachten wir das
Restglied Ry4-1 fur festesn und lassen x — Xg gehen. Esist genauso naheliegend
zu fragen, wie sich bei festem x die Restglieder Ry+-1(X) fur n — oo verhalten.
Dies setzt natirlich voraus, dald die Funktion f unendlich oft differenzierbar ist.

- 0, 0000017,

Definition 19.8. | sai ein Intervall, f eine unendlich oft differenzierbare Funktion
auf 1. Dann heifd die unendliche Reihe

= F®(x0)

k
i (X — Xo)

k=0
Taylor-Rethe von f in Xo.

Bel festem x € | ist die Konvergenz dieser Reihe gegen f (x) gleichbedeutend
mit limp_ o0 Ra+-1(X) = 0.

Man kann Beispiele von unendlich oft differenzierbaren Funktionen f angeben,
deren Taylor-Reihe in xg aul®er in X = Xg nicht konvergiert, und auch Beispiele
konstruieren, bei denen die Taylor-Reihein xg zwar Uberall konvergiert, aber aul3er
in X = Xp hirgends gegen f (x). Zumindest fir diesen zweiten Fall wollen wir ein
Beispiel geben. Sel

exp(—1/x?) furx #0,

f(x) =
(X) 0 fur x = 0.
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Durch Induktion Uiber n rechnet man leicht nach, dal3 es Polynome g, gibt mit

On(1/X) exp(—1/x?)  fur x # 0,

fMW(x) =
(X) 0 fur x = 0.

Dabei folgt die Aussage fur x = 0 ausder fur alle Polynome p gultigen Beziehung
lim p(1/x) exp(—1/x?) = lim p(y) exp(-y?) = 0;
x—0 y—00

vgl. Satz 11.10. Somit verschwinden alle Ableitungen von f im Nullpunkt, die
Taylor-Reihe konvergiert Uberall gegen die Nullfunktion, aber nur im Nullpunkt
gegen f. Dieses und viele andere Phanomene, die bel der Taylor-Entwicklung im
Reellen auftreten, kann man erst in der Analysis tiber den komplexen Zahlen wirk-
lich verstehen.

Bel den Funktionen, fur die wir bereits eine Potenzreihendarstellung kennen,
stimmt die Taylor-Reihe nach Satz 18.18 mit der jeweiligen Potenzreihe Uberein.

Als ein etwas schwierigeres und neues Beispiel betrachten wir die Funktion
f(X) = (1 + x)* wobei o eine beliebige reelle Zahl ist und |X| < 1. Fallsa € N,
ergibt sich die Taylor-Entwicklung von f im Entwicklungspunkt O aus der bino-

mischen Formel: .
o
foo=Y <k>xk.
k=0

(In diesem Fall ist (1 + x)“ fur ale x € R definiert.) Um die Taylor-Reihe fur
beliebiges o # 0 zu erhalten, differenzieren wir. Mit Induktion sieht man

fOX) =a(@—1)--- (@ — k+ 1)L+ x)*K

Man verallgemeinert nun die Definition des Binomial koeffizienten mittels

(“):1, (“):“(“_1)”'(“_k+1) firk e N, k > 0.

0 k k!

Falsa ¢ N, sind ale diese Binomial koeffizienten von O verschieden.
In Verallgemeinerung der binomischen Formel erhalten wir die Binomialreihe
zum Exponenten « als Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt O:

Satz 19.9. Fur allex € ]-1, ][ und allex € R gilt
ad o
14+x)% = k.
1+%) g(ox

Bel o ¢ N hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1.
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Bewels. Wir zeigen zuerst, dal3 die Reihe konvergiert. Damit ist die behaupte-
te Gleichung noch keineswegs bewiesen, aber bei der dann folgenden Restglie-
dabschéatzung treten Terme vom Typ der Reihenglieder auf, so dal3 man die Aussa-
ge Uber die Konvergenz gut verwerten kann. (Man kann die Gleichung aber auch
mit einem anderen Argument aus der Konvergenz der Reihefolgern; siehe Aufgabe
19.5)

Im Fall @ € Nist die Behauptung klar, weil die Reihe nur endlich viele Glieder
# 0 hat, wie wir oben schon festgestellt haben. In allen anderen Féallen sind alle
Reihenglieder von 0 verschieden. Wir verwenden das Quotientenkriterium:

‘ (kf'ﬁl)xk“‘ (@ —k+ Dx
() Xk N k+1

konvergiert gegen |x| fur k — oo, so dal3 die Konvergenz der Reihe aus der Vor-
aussetzung |x| < 1 folgt. Speziell gilt

o
I k=0
kLrQo (k)x

Im Fall |x| > 1folgt ausder Abschatzung (1), dal3 die Reihenglieder fir gentigend
grol3es k dem Betrage nach wachsen, so dal? die Reihe divergiert.

Fur 0 < x < 1 verwendet man zweckmal3ig die Lagrangesche Form des Rest-
glieds. Es gilt

‘:’1_kj—l‘|x| (1)

I a—(n+1)yn+1
Rni1(X) = <n 4 1)(14-5) X',

wobel 0 < € < X. Firn+1 > « ist (14 &%~ ™D < 1 und, wie wir gerade
gesehen haben, gilt limn_ o (5 ) X"t = 0.
Fur den schwierigeren Fall —1 < x < 0 erweist sich die Cauchysche Form des
Restglieds als gunstig:
ald—1)---(¢—n
T )n, @2 (14 )= (x — £)x

_ a(“ . 1) X (1+ s)“‘l(%)n.

Zunachst prift man leicht, dal3

A+ <M,  M=max(, (14 x)*,

wobel im Fall « > 1 die obere Schranke 1 zum Zuge kommt und andernfalls
(1+x)*1 —schliefflichist 0 < 1+ x < 1+ & < 1. Desweiteren ist
x—§& 1-&/x

= [X]|
1+¢ 18|

< [x],
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denn |&] < &/x < 1. Einsetzen dieser Abschatzungen fuhrt zu
a—1
n
und wegen ("‘gl)xn — 0 ergibt sich wieder, dai3 das Restglied mit wachsendem n
gegen O geht. O

XM [x|",

|IRn1(X)| < |ex|

Fur dlea € Rist (1 + x)* auch bei x = 1 definiert und im Fallea > 0
existiert limy_, _1(1+x)“. Man kann daher ahnlich wie bel der Leibnizschen Reihe
oder der arctan-Reihe nach der Konvergenz in den Randpunkten x = 1 oder sogar
x = +£1 fragen. Ohne Beweis erwahnen wir, dal3 die Binomialretheim Fall « > 0
gleichmaldig und absolut auf [—1, 1] gegen (1 + x)“ konvergiert; im Fall —1 <
a < 0 konvergiert senochin 1, aber fir « < —1 weder in —1 nochin 1.

Wir diskutieren zur Binomialreithe noch einige

Beispiele 19.10. (1) Auch der Fall « = —1 ist uns gut bekannt. Die Substitution
von —x fur x in der geometrischen Reihe ergibt

1 ©.9)
Ty = DS xel-1
k=0

was nun auch aus Satz 19.9 folgt, denn (_kl) = (—=Dk.

(2) Esgilt arcsin’'(x) = 1/4/1 — x2 fir adle x € ]—1, 1[. Daher kann man mit
o = —1/2 und der Substitution von —x? firr x die Taylor-Reihe von arcsin’ aus der
Binomialreihe gewinnen:

. > [(-1/2 > 1-3..-(2k—1
arcsm/(x):kX(:)( k/ )XZk:kZ(:)(_l)k 2k(k! ) (2

Gliedwelise Integration ergibt (mit arcsin(0) = 0)

13- (2k — 1) x%HL
2.4...2k  2k+1

arcsin(x) = » (-1
k=0

Newton®? der zwar noch nicht die Taylor-Entwicklung, wohl aber die Binomial-
reihe kannte, hat diese Betrachtung angestellt, um durch anschlief3enden Ubergang
zur Umkehrfunktion die Potenzrei henentwicklung des Sinus zu gewinnen!

22| saac Newton, einer der bedeutendsten Mathematiker, Naturforscher und Physiker, 1643-1727
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(3 Fur —1 < x < 1qilt
X|=vVx2 =1+ (x2—1) = > (1é2)(x2 — K,
k=0

Diese Reiheist zwar keine Potenzreihe, aber ihre Glieder und Partialsummen sind
Polynome. Wenn man nun berticksichtigt, dal3 die Binomialretheim Fall o« > 0 auf
[0, 1] gleichmaidig konvergiert (was wir freilich nicht bewiesen haben), ergibt sich
eine gleichmaldige Approximation der Betragsfunktion auf dem Intervall [—1, 1]
durch Polynome. Diesist ein Spezialfall des Weierstral3schen Approximationssat-
zes, den wir schon im letzten Abschnitt erwahnt haben.

Aufgaben

19.1. Entwickeln Sie das Polynom f (x) = 2 4+ 3x + 5x2 — x* nach Potenzen von
X+ 1

19.2. Das wievielte Taylor-Polynom von exp in xop = 0 mul3 man verwenden,
um exp(%r) SO genau zu bestimmen, dal3 sich daraus e mittels der Beziehung e =

(exp(3))* bis auf einen Fehler von 10~ bestimmen 143t?

19.3. Bestimmen Sie mittels der geometrischen Reihe das Restglied des n-ten
Taylor-Polynomsvon f(x) = 1/(1+ x) in Xo = 0 und daraus das entsprechende
Restglied fur g(x) = log(1 + x). Zeigen Sie dann

0 1
log2 =Y (DK .
> k=0( ) k+1

19.4. In dieser Aufgabe sollen die Cauchysche und die Lagrangesche Form des
Restgliedes unter der Voraussetzung hergeleitet werden, dal3 f (n + 1)-mal dif-
ferenzierbar ist. Dazu betrachte man bel festem x fir t zwischen x und Xq die
Funktion

N flot
Sty=f0—)_ kl()

k=0
Dann ist offensichtlich S(xg) = Ry+1(X) und S(x) = 0.
(a) Zeigen Sie: Fur allet zwischen x und Xg ist

(x — )k,

(n+1)
S’(t) — _ﬂ

X~ D",
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(b) Wenden Sie nun den (verallgemeinerten) Mittelwertsatz der Differentialrech-
nung alif (S(X) — S(X0))/(X — Xo) und (S(X) — S(X0)/(g(X) — g(Xo)) Mit g(t) =
x—=1t)" an.

Durch eine andere Wahl von g kann man weitere Formen des Restglieds gewinnen.
195. Fira e Rundx € ]-1,1[ séi f(x) = (1 +x)* und g(x) = > g2 (§)x¥.
Zeigen Sie:

(@) gist differenzierbar und es gilt g’'(x) = ag(x)/(1 + x) furdlex € 1-1, 1].

(b) Wenn h eine differenzierbare Funktion auf ]—1, 1] ist, die dort der Gleichung
h'(x) = ah(x)/(1 + X) geniigt, so gibt eseinc € R mit h = cf.

(c) Esgqiltg = f.
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alternierende harmonische Reihe, 57
aternierende Reihe, 56
Archimedes, 23
Archimedisches Axiom, 23
arcus, 161
Arcus-Cosinus, arccos, 109
Arcus-Cotangens, arccot, 109
Arcus-Funktionen, 109
Arcus-Sinus, arcsin, 109, 195
Arcus-Tangens, arctan, 109
area, 161

Area cosinus hyperbolici, Arcosh, 100

Areasinus hyperbolici, Arsinh, 100
Argumentbereich, 25

arithmetische Regeln, 14
arithmetisches Mittel, 24
Assoziativgesetz, 14

Bernoulli, 19
Bernoullische Ungleichung, 19
beschrankte
Teilmenge von R, 23
Zahlenfolge, 41
Beschrankung einer Abbildung, 29
Betrag, 17
Betragsfunktion, 29
Bildmenge, 26
Bildpunkt, 25
Binomiakoeffizienten, 10
Binomiareihe, 193
binomische Formel, 11
Bogen, 162
Bolzano, 51
Bolzano-Weierstral
Satz von, 51

Cantor, 71

Cantorscher Diagonaltrick, 71
Cauchy, 51

Cauchy-Bedingung, 51
Cauchy-Hadamardsche Formel, 185
Cauchy-Kriterium, 51, 56
Cauchy-Produkt, 62

Cosinus hyperboalicus, cosh, 100
Cosinus, cos, 102, 103

Cotangens, cot, 102, 108

Darboux, 144
Darbouxsches Integral, 144
de L' Hospital, 133
Regel von, 133
Dedekind, 20
Dedekindsches Schnitt-Axiom, 20
Definitionsbereich, 25
Descartes, 26
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Dezimaldarstellung, 66, 67, 69
Dezimalkomma, 66
dichte Teilmenge von R, 70
Differenzenquotient, 114
differenzierbare Funktion, 114
Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen,
120
Differenzierbarkeitsregeln, 116
Distributivgesetz, 15
divergente Zahlenfolge, 38
Division, 14
Dreiecksungleichung, 17
Dualdarstellung, 67, 69

Einheitshyperbel, 162
Einschrankung einer Abbildung, 29
Entier-Funktion, 29
Entwicklungspunkt
ener Potenzreihe, 181
Euler, 47
Euler-Mascheronische Konstante, 130
Eulersche Zahl €, 47, 93
Exponent, 8
Exponentiafunktion, 92, 162
Additionstheorem, 92, 183
exp, 92
zur Basis a, exp,, 96
Extremum
absolutes, einer Funktion, 127
lokales, einer Funktion, 126

Fakultat, 9

Flacheninhalt, 160

Folge
(streng) monoton fallende, 47
(streng) monoton wachsende, 47
(streng) monotone, 47
beschrankte, 41
bestimmt divergente, 45
divergente, 38
Glied einer, 37
konstante, 37
konvergente, 38
reeller Zahlen, 37
von Funktionen, 175

gleichmaidig konvergente, 176

punktweise konvergente, 175

Funktion, 25

n-mal differenzierbare, 123

n-mal stetig differenzierbare, 124

(streng) monotone, 87

beschrankte, 86

differenzierbare, 114

gerade, 103, 125

gleichmaidig stetige, 89

in einem Punkt differenzierbare, 114

integrierbare, 141

konstante, 29

periodische, 107, 125

rationale, 32

stetige, 80

stiickweise stetige, 151

ungerade, 103, 125
Funktionenfolge, -reihe

gleichmaiig konvergente, 176

punktweise konvergente, 175

g-a-Bruchentwicklung, 69
g-a-Darstellung, 67, 69
periodische, 72
Ziffern der, 67
wesentliche, 67
Gamma-Funktion, 171
geometrische Reihe, 54
geometrisches Mittel, 24
gleichmaldig konvergente
Funktionenfolge, -reihe, 176
gleichmaidig stetige Funktion, 89
Glied einer Reihe, 53
Grad eines Polynoms, 32
Graph einer Abbildung, 26
Gregory, 39
Grenzfunktion
einer Funktionenfolge, 175
einer Funktionenreihe, 175
Grenzwert
einer Funktion, 75
linksseitiger, 77
rechtsseitiger, 77
einer Zahlenfolge, 38

Hadamard, 185
Haufungspunkt
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einer Tellmengevon R, 113 konstante Funktion, 29
einer Zahlenfolge, 43 konvergente
halboffenes Intervall, 18 Funktionenfolge, 175
harmonische Reihe, 55 Zahlenfolge, 38
Hauptsatz der Differential- und Integralrech- Konvergenzradius einer Potenzreihe, 182
|_|yperbdnung, 153 Lagrapge, 190
Leibniz, 56

Einheitshyperbel, 162

Hyperbel funktionen, 100 Leibniz-Kriterium, 56

Leibniz-Regel, 125
L eitkoeffizient eines Polynoms, 32

Identitat, 28 _
Induktion lee_s y
vollsténdige, 8 einer Funktion, 75

einer Funktionenfolge, 175

einer Funktionenreihe, 175

einer Zahlenfolge, 38

einer Zahlenreihe, 53
Limesinferior, 50
Limes superior, 50
Limiten

Rechnen mit, 41, 45, 54, 78
lineare Ordnung, 16
Logarithmentafel, 98
Logarithmus, 95, 162

log, 95

natirlicher, In, 95

zur Basis a, log,, 98

Induktionsannahme, 8
Induktionsbeginn, 8
Induktionsprinzip, 8
Induktionsschema, 8
Induktionsschluf3, 8
Induktionsschritt, 8
Induktionsvoraussetzung, 8
Infimum, 23
Integral, 141
(Riemann)-Darbouxsches, 144
uneigentliches, 167, 169, 170
Integral-Vergleichskriterium, 167
integrierbare Funktion, 141

Intervall, 18

abgeschl ossenes, 18 Machin, 185

Endpunkte, 18 Machinsche Formel, 185

halboffenes, 18 Majoranten-Kriterium, 58

offenes, 18 Mascheroni, 130

uneigentliches, 18 Maximum

absolutes, ener Funktion, 86

kartesisches Produkt, 26 einer endlichen Teilmenge von R, 40
Kettenregel lokales, einer Funktion, 126

der Differentialrechnung, 119 Maximum zweier Funktionen, max( f,g), 83

far Limiten, 79 Menge

flr stetige Funktionen, 80 abzahlbare, 70
Klammerersparungsregel, 15 endliche, 70
Korper, 15 unendliche, 70

angeordneter, 16 Minimum

archimedisch angeordneter, 24 absolutes, einer Funktion, 86
Kommutativgesetz, 14 einer endlichen Teilmenge von R, 40
Komplement, 9 |okales, einer Funktion, 126
Komposition von Abbildungen, 27 Minimum zweier Funktionen, min( f,g), 83

Assoziativitat der, 27 Mittelwertsatz
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der Differentialrechnung, 128
der Integralrechnung, 147
verallgemeinerter, 132
monoton wachsende (fallende)
Funktion, 87
Zahlenfolge, 47
Monotonie des Integrals, 147

Newton, 195
Nullstelle einer Funktion, 31

obere Schranke, 23
Oberintegral, 140
Obersumme, 138
offenes Intervall, 18
Ordnung

lineare, 16

Paar, geordnetes, 26
Partialbruchzerlegung, 158, 159
Partialsummen einer Reihe, 53
partielle Integration, 155
Pascal, 12
Pascal sches Dreieck, 12
Periode einer g-al-Darstellung, 72
Periodenlange einer g-al-Darstellung, 72
periodische Funktion, 125
Polynom, 31
Potenzen, 8
mit ganzzahligen Exponenten, 14
mit rationalen Exponenten, 22
mit reellen Exponenten, 96, 97
Potenzreihe, 181
Produktregel, 117
Produktzeichen, 8

Quadratfunktion, 29
Quotientenkriterium, 59
Quotientenregel, 117

rationale Funktion, 32
Rechenschieber, 98
Regel von de L'Hospital, 133
Reihe
absolut konvergente, 58
alternierende, 56
aternierende harmonische, 57

beschrankte, 55

geometrische, 54

Glied einer, 53

harmonische, 55

konvergente, 53

Limeseiner, 53

Partialsummen einer, 53

reeller Zahlen, 53

Umordnung einer, 61

von Funktionen, 175

gleichmaldig konvergente, 176
punktweise konvergente, 175

rekursive Definition, 7
Restglied, 190

Cauchysches, 190

Integralform, 190

L agrangesches, 190
Riemann, 144
(Riemann)-Darbouxsches Integral , 144
Rolle, 127

Satz von, 127

Schranke

grofdte untere, 23

kleinste obere, 23

obere, 23

untere, 23
Schrankensatz

fur differenzierbare Funktionen, 129

fur Integrale, 147
Sekante, 113
Sinus hyperbolicus, sinh, 100
Sinus, sin, 102, 103
Stammfunktion, 153
stetige Erganzung, 83
stetige Funktion, 80
Stetigkeit, -5-Definition der, 81
Substitutionsregel, 156
Subtraktion, 14
Summenzeichen, 7, 9
Supremum, 23
Supremumsaxiom, 24
Supremumsnorm, 180

Tangens, tan, 102, 108
Tangente, 113
Taylor, 187
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Taylor-Polynom, 187

Taylor-Reihe, 192

Teilfolge einer Zahlenfolge, 44

Trialdarstellung, 67, 69

trigonometrische Funktionen, 102
Additionstheoreme, 103

e-Umgebung, 38
Umkehrabbildung, 29
Umkehrfunktionen

Differenzierbarkeit, 120

Stetigkeit von, 88
Umordnung einer Reihe, 61
Ungleichung vom geometrischen und

arithmetischen Mittel, 24
untere Schranke, 23
Unterintegral, 140
Untersumme, 138
Urbildmenge, 26
Urbildpunkt, 25

Vertauschbarkeit

von Grenzprozessen, 177-179
vollsténdige Induktion, 8
Vollstandigkeitsaxiom, 20, 23

Weierstral3, 51
Weierstral3scher
Approximationssatz, 196
Weierstral3sches
Konvergenzkriterium, 180
Wertebereich, 25
Winkel, 162
Wurzel, 21
Rechenregeln, 22
Wurzelfunktion, 28
Wurzelkriterium, 64

Zahlenfolge, 37

Zahlengerade, 16

Zerlegung eines Intervalls, 138
aguidistante, 142

Zwischenwertsatz, 84

Zwischenwertsatz fur Ableitungen, 135
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