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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird die inkompressible ebene Couette-Stromung (ECS) in drei Di-
mensionen im unteren Reynoldszahlbereich bis ca. R = 350 auf nichtlineare Instabi-
litdt untersucht. Im Mittelpunkt stehen die Untersuchung der Energiebilanz infolge
duferer positiver oder negativer Energiezufuhr an den Wéanden, durch Dissipation und
durch Energietransfer (Energieumverteilung) zwischen einzelnen Stromungsanteilen.
Es wird gezeigt, dafl iiber die Energietransferterme die relevante Dimension des zu
den Navier-Stokes-Gleichungen im wesentlichen dquivalenten dynamischen Systems
abgeschétzt werden kann. Des weiteren wird ein Verfahren vorgeschlagen und ange-
wendet, das durch Renormierung der Kopplungskoeffizienten die Energietransferer-
haltung eines abgeschnittenen, endlichen Galerkinsystems gewihrleistet.

Ausgangspunkt vieler numerischer Untersuchungen sind hochdimensionale direk-
te numerische Simulationen, neben reinen Differenzenverfahren auch Kollokationsme-
thoden und Fourierzerlegungen[18, 23, 30, 41, 43|, oder niedrigdimensionale Modelle[1,
19, 47, 48], die von Hand so konstruiert werden, dafl transientes Wachstum und
energieerhaltende nichtlineare Terme eingeschlossen sind. Diese Arbeit soll eine Ver-
bindung zwischen beiden Ansétzen schaffen: Es wird eine Methode vorgestellt, wie
aus den Navier-Stokes-Gleichungen und der Kontinuitdtsgleichung mit einem Fou-
rieransatz parallel zu den mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Platten und der
Entwicklung nach Eigenfunktionen des um die Grundstrémung linearisierten Pro-
blems ein dynamisches System resultiert, das in den linearen Termen diagonalisiert
ist. Fiir dieses System wird eine Methode zur Renormierung der Kopplungskoeffizi-
enten des nichtlinearen Terms vorgeschlagen, die es erlaubt, endliche Systeme fast
beliebiger Dimension mit Energietransfererhaltung und den Wénden und der inter-
nen Dissipation als einzige Energiequellen und -senken zu konstruieren. Damit wird
gewdhrleistet, dal die Geschwindigkeiten der Stromung beschrénkt bleiben, wie von
den Navier-Stokes-Gleichungen gefordert wird [16, 40]. Die Energietransfererhaltung
wird oft durch Integration im hier irrelevanten dissipations- und antriebslosen Grenz-
fall getestet und entspricht dann der Energieerhaltung der Euler-Gleichungen[43]. Im
fourierentwickelten 2D-Rayleigh-Bénard-Problem erwies sich die Energietransferer-
haltung als wichtig, um beschrinkte Losungen zu erhalten[45].
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Die ECS ist linear stabil[42], d.h. der Ubergang zur Turbulenz erfolgt subkritisch.
Wie mit Hilfe der Navier-Stokes-Gleichungen gezeigt werden kann, ist die Strémung
unterhalb der Reynoldszahl 20.7 global stabil, d.h. die Energie jeder Stérung fallt
monoton ab[29]. Die aktuellen theoretischen Untersuchungen zum Ubergang von der
laminaren zur turbulenten Stromung kénnen grob in folgende Bereiche eingeteilt wer-
den:

(i) Durch parametrisierte Ubergiinge werden stationire Zustéinde anderer Stré-
mungstypen zur ECS {iiberfiihrt: Nagata (1990) [31] betrachtete die Taylor-Couette-
Stromung im Grenzfall verschwindender Corioliseffekte und fand stehende dreidi-
mensionale Losungen mit endlicher Amplitude fiir R > 125; Clever und Busse (1992)
[8] (ausgehend von der Rayleigh-Bénard-Konvektion bei Reynoldszahlen von 590 bis
1000), Nagata (1996) [32] (durch Abschalten eines Magnetfeldes bei der Reynoldszahl
525) und Cherhabili und Ehrenstein (1995, 1997) [6, 7] (durch den Ubergang von der
Poiseuille-Strémung in zwei Dimensionen bei den Reynoldszahlen 1500 und 1000)
fanden ebenfalls stationdre Zusténde, deren Stabilitétsanalysen sich aber entweder
als nicht moglich erwiesen oder Instabilitédt ergaben.

(ii) Nichtnormalitét: In einer Reihe von Verdffentlichungen, z.B. [5, 10, 14, 19,
22, 27, 47], wurden lineare Verstarkungsfaktoren und optimale Anfangsstérungen
berechnet und verschiedenste niedrigdimensionale (zwei- bis fiinfdimensionaler Zu-
standsraum) Modelle aufgestellt, die, zumeist mathematisch motiviert, transientes
Wachstum durch Nichtnormalitdt und energieerhaltende nichtlineare Terme enthiel-
ten. Einen Uberblick iiber diese Modelle gaben Baggett und Trefethen (1997) [1].

(iii) Direkte numerische Simulationen, teilweise in Verbindung mit den Ergeb-
nissen fiir transientes Wachstum: Lundbladh und Johansson (1991) [30] nutzten als
Anfangsstorung einer Simulation mit iiber zwei Millionen Moden vier Wirbelpaa-
re und fanden die kritische Reynoldszahl R, = 375, ab der langlebige Zustédnde
moglich sind. Hamilton et al. (1995) [23] verringerten in einem Modell mit iiber
8000 Moden Reynoldszahl und Zellengrofle eines turbulenten Zustandes und fanden
bei der Reynoldszahl 400 als obere Grenzen fiir die Basiswellenzahlen o = 5/4 und
B = 20/11. Reddy et al. (1998) [41] stiitzten das Bild bei einer Simulation mit {iber
80.000 Moden: Bei R = 500 sollte 0.3 < a < 8 < 2 sein. Der Reynoldszahlbereich
bis etwa R = 500 wurde durch Eckhardt, Schmiegel et al.(1997) [18, 43] mit 962
Freiheitsgraden und einem lokalisierten Wirbelring als Anfangszustand betrachtet.
Sie fanden bis R = 300 abfallende Zustédnde mit transientem Anstieg und ab R = 350
Zustdnde mit langer Lebensdauer, die sehr sensitiv vom Anfangszustand abhingt.
Sie sprachen von Fraktalitéit der Lebensdauer und vermuteten einen AbstofSungsme-
chanismus statt eines Szenarios mit Attraktoren. Bergstrom (1999) [3] erstellte ein
12-dimensionales Modell der ebenen Poiseuille-Stromung und zeigte daran wesent-
liche Mechanismen bei R = 5000. Seine Methoden sind teilweise dhnlich zu den in
dieser Arbeit benutzten, allerdings geht er nicht auf die Energietransfererhaltung ein,
was sich hier als sehr wichtig herausstellt.

Experimentell wurde die ECS in einer Reihe neuerer Arbeiten untersucht: Till-
mark und Alfredsson (1992) [46] benutzten eine umlaufende Plastikfolie mit Ab-
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stand 10mm, die Lange der Teststrecke betrug etwa 1m. Zur Stérung benutzten sie
einen Wasserstrahl oder aufsteigende Luftblasen und fanden die kritische Reynolds-
zahl R. = 360 £ 10. Daviaud et al. (1992) [13] benutzten einen in der Amplitude
variablen Wasserstrahl und fanden R, = 370 + 10. Dauchot und Daviaud (1995)
untersuchten neben Raum-Zeit-Entwicklungen der Turbulenz den Ubergang vom la-
minaren zum turbulenten Bereich und fanden mit sehr schnellen Wasserstrahlen
R. = 325 £ 5 [11], mit einem quer zur Stromung gespannten Draht R, = 340
unabhingig vom Drahtdurchmesser[12]. Denselben Aufbau nutzten sie zusammen
mit Bottin (1998) [4], um Modellvorstellungen fiir den Ubergang zur Turbulenz zu
iiberpriifen. Es hat sich folgendes Bild etabliert [4, 23, 41, 47, 48, 49]: Ausgehend
von Paaren von entgegengesetzt rotierenden Wirbeln (”streamwise vortices”), deren
Achsen in Stromungsrichtung liegen, bilden sich zwischen diesen Wirbeln lange, in
Stromungsrichtung weitgehend konstante Strukturen (”streaks”), die instabil werden
und verwirbeln. Wiahrend dieser Prozel etwa ab der Reynoldszahl R = 190 experi-
mentell gefunden wurde[4], bilden sich (nach Abklingen der kleinskaligen Bewegun-
gen durch Dampfung) neue gegenliufige Wirbelpaare und damit ein selbsterhaltender
Prozef erst ab etwa R = 325.

Diese Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut: In Kapitel 2 werden die Grundglei-
chungen formuliert und durch zwei unabhéngige skalare Felder dargestellt (Geschwin-
digkeit(v)-Wirbelstarke(n)-Entwicklung). Die linearisierten Formen dieser Gleichun-
gen werden gelost. In Kapitel 3 wird das volle nichtlineare Problem durch ein Ga-
lerkinsystems beschrieben und speziell fiir niedrigdimensionale Systeme ein Opti-
mierungsverfahren zur Bestimmung der Koeffizienten vorgestellt. In Kapitel 4 wird
die Energieerhaltung der nichtlinearen Terme der Navier-Stokes-Gleichungen auf das
Galerkinsystem iibertragen: Es ergeben sich Anforderungen an die Kopplungskoef-
fizienten des nichtlinearen Teils des Galerkinsystems, die in einem endlichen Ga-
lerkinsystem erst nach einer Renormierung der Koeflizienten erfiillt werden. Das
Renormierungsverfahren wird in Kapitel 5 vorgestellt und die Relevanz der Ener-
gietransfererhaltung untermauert, indem Trajektorien fiir das renormierte und das
nichtrenormierte Galerkinsystem verglichen werden. In Kapitel 6 werden Trajekto-
rien im renormierten System untersucht. Die kritische Reynoldszahl wird bestimmt,
und die sensitive Abhéngigkeit von den Anfangs- und Integrationsbedingungen wird
untersucht. Kapitel 7 fafit die Methoden und Ergebnisse zusammen.

In Anhang A werden die Eigenwerte und -funktionen des linearisierten Problems
vorgestellt. Die Computerimplementierung obiger Untersuchungen wird in Anhang B
beschrieben. Auf ein Vollstandigkeitsproblem bei der Entwicklung nach den Eigen-
funktionen der Orr-Sommerfeld-Gleichung wird in Anhang C eingegangen.



Kapitel 2

Grundgleichungen und
Linearisierung

2.1 Die Couette-Stromung

Die Grundgleichungen fiir die dreidimensionale inkompressible Couette-Stromung
werden in folgender Form verwendet|2, 24]:

1 .
0, +U0,)Av — =A%y = |rotrot ((aV)ud)| =: NV, 2.1
(0 + U)o — A% = [rotot (@V)a) | (2.1)
1 -
0, +Ud,)n+U'0,v — =An = |rot | —(aV)d)| =: N", 2.2
(01 + U8, + U0 — Ay = [rot (—(@V)a) | (2:2)
1 -
(0, +Ud)u+U'v — EAu: —0,p — (uV)u, (2.3)
1 -
(0 +U0;) v — EAU = —0,p — (uV)v, (2.4)
1 -
(0 +U0,) w — EAw = —0,p — (uV)w (2.5)
mit
div i = 0, (2.6)
n = (rot @)y, (2.7)
v =Uz+ 4, (2.8)
v=0pw=u=w=n=0beiy==£l (2.9)

Hierbei sind U(y)# die Grundstromung in z-Richtung, ¥ das Stromungsfeld, R =
hU,,/v die auf dem halben Plattenabstand und der halben Geschwindigkeitsdiffe-
renz der Platten basierende Reynoldszahl (siehe Abbildung 2.1), u,v,w die z,y, 2-
Komponente der Abweichung @ des Geschwindigkeitsfeldes von der Grundstromung
und 7 die y-Komponente der Rotation von @ (”vertical vorticity”). Gleichung (2.2) er-
gibt sich mit der Definition (2.7) durch einmalige Anwendung von rot auf die Navier-
Stokes-Gleichungen, (2.1) durch zweimalige Anwendung von rot, die Gleichungen
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(2.3) bis (2.5) folgen direkt aus den Navier-Stokes-Gleichungen. Die Fliissigkeit soll
an den mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Platten haften.

In dimensionslosen Einheiten ist U = y, U’ = 1 und U” = 0. Die dimensionsbe-
haftete Zeit ergibt sich durch Multiplikation mit h/U,,. Dieser Faktor ist die Zeit, die
ein Teilchen mit der Geschwindigkeit U,,, d.h. mit der halben Geschwindigkeitsdiffe-
renz der bewegten Platten bzw. im symmetrischen Fall mit der Geschwindigkeit einer
Platte, benotigt, um die Distanz h, d.h. den halben Plattenabstand, zuriickzulegen.
Die dimensionslose Zeit gibt fiir die Couette-Stromung an, um wieviele halbe Plat-
tenabsténde sich jede Platte in ihre Richtung weiterbewegt hat.

u(y) z
/.

—U,

Abbildung 2.1: Geometrie der dimensionsbehafteten Couette-Stromung.

2.2 Der Losungsansatz

Unter der Annahme periodischer Randbedingungen in z- und z-Richtung mit Peri-
odenlédnge 27/« bzw. 27/ werden die Fourieransétze

A A U, (Y T)
ﬁ(w7 y? 27 t) = Z ezamz—i_Zﬂnz vm7n (y7 t) Y (2'10)
m,n€L Wm,n (y, t)
plw,y,zt) = Y ety (1) (2.11)
m,n€L



mit den Basiswellenzahlen o, 3 € R gew&hlt[2, 24]. Mit (2.7) und (2.10) 148t sich 7
darstellen als

n(w,y,z,t) = Y e L (y, 1) (2.12)
m,neZ
mit
N (Y5 1) = 10NUp, 5 — 1MW g, (2.13)

was 19,0 = 0 impliziert. Aus der Kontinuitdtsgleichung (2.6) und den Randbedingun-
gen (2.9) folgt vy = 0. Damit die physikalischen Felder reell sind, muf gelten:

U (Y5 ) = U (Y1), (2.14)

analog fir vy (Y, t), Wmn (Y, 1), P (y,t) und Ny (y, t).
Aufgrund der Kontinuitétsgleichung (2.6) und der Gleichung (2.13) konnen fiir
(m,n) # (0,0) die Geschwindigkeitskomponenten

1

Umn = kQ—(amayvm,n - ﬂnnm,n)y (215>
Wm,n = k%(ﬁn8yvm,n + amnm,n) (216)

mit
k2, = o’m? + 37n® (2.17)

aus Upy,n, und 7y, , bestimmt werden. Die Randbedingungen (2.9) lauten fiir die Fou-
rierkomponenten mit m,n € Z:

Um,n(y = j:]-’ t) — ayvfn%n(y - j:]_, t)

0, (2.18)
0.

Jede beliebige Wahl von v, , und 7,,,, die diese Randbedingungen erfiillt, fiihrt
somit zu einem Stromungsfeld «, das divergenzfrei ist und die Randbedingungen
(2.9) erfiillt.

Mit dem Ansatz (2.10) folgt aus dem linearen Teil von (2.1) als (m,n)—Fourier-
komponente die Orr-Sommerfeld-Gleichung

Losvmn = RO(02 — k2, ) Vmin (2.19)
mit dem Orr-Sommerfeld-Operator:

Los = (02 — k2, ,,)* —iomRy (92 — k2, ). (2.20)



Analog folgt fiir die (m,n)—Fourierkomponente aus dem linearen Teil von (2.2) die
Squire- oder Vertical-vorticity-Gleichung

LsgNmn = ROMmpn + inRop, (2.21)
mit dem Squire-Operator:
Lsq = 8, — k}, ,, — iamRy. (2.22)

Fiir m = n = 0, d.h. fiir die von x und z unabhéngigen Anteile, gilt (s.0.) voo = 70,0 =
0, und aus den linearen Teilen von (2.3) und (2.5) ergeben sich die Gleichungen

8§UO70 = (9tRu070, (223)
2woo = OiRwop. (2.24)

2.3 Orr-Sommerfeld- und Squire-Gleichung

Die Fourierkomponente vy, ,(y,t) aus (2.10) kann als Linearkombination des voll-
stdndigen Eigenfunktionsystems|15, 26] {v;(y)} der Gleichung

Losv; = R\ (8] — k2, ,)v; (2.25)
mit den Eigenwerten \; geschrieben werden, die den Randbedingungen
vj(y ==%1) = dyvj(y =£1) =0 (2.26)

geniigen. Dabei zdhlt j = (m,n,v) mit v = 1,2,... die Eigenzustinde zur Fourier-
mode (m,n), nach der Grofe des Realteils der Eigenwerte vom Grofiten ausgehend
sortiert, ab. Da im Falle der ebenen Couette-Stromung alle Eigenwerte \; negative
Realteile haben [42], ist die Stromung fiir alle Reynoldszahlen linear stabil. In Anhang
A sind exemplarisch numerisch ermittelte Eigenwerte und Eigenfunktionen der ho-
mogenen Orr-Sommerfeld-Gleichung angegeben; das Eigensystem (2.25) wurde, wie
in Anhang B beschrieben, durch Entwicklung nach Tschebyscheff- oder Legendrepo-
lynomen gelost.

Zur Berechnung der Kopplungskoeffizienten des Galerkinsystems durch Projektion
wird eine Orthogonalitétsrelation [17] genutzt: Fiir Funktionen f, g : [-1,1] — C wird
das ”Skalarprodukt”

(flg) = / F)-a0)dy (2.27)

eingefithrt, das zwar nur fiir reelle f,g ein Skalarprodukt ist, hier aber auch fiir
komplexe Funktionen genutzt wird. Hiermit 148t sich zum Operator Log unter Aus-
nutzung der Randbedingungen der adjungierte Operator

Lis= (aj — k;m)? — z‘amR(aj — k‘fn’n)y (2.28)
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definieren. Fiir die Eigenwerte A, (mit k& = (m,n,7’)) und die Eigenfunktionen v;"

des adjungierten Problems
Lsvt = AN R(82 — k2, v (2.29)

mit den Randbedingungen
v (y = +1) = 9 (y = +1) = 0 (2.30)

folgt ein zur Orr-Sommerfeld-Gleichung identisches Eigenwertspektrum mit A" = )\
und, nach entsprechender Normierung, bei nichtentartetem Spektrum die Biortho-
normalbeziehung

(Vil(85 = ki )vs) = 64, k). (2.31)

Die Losung 7, (y,t) der Squire-Gleichung (2.21), als Differentialgleichung in y
aufgefaft, besteht aus der Uberlagerung einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung und der Superposition der allgemeinen homogenen Losung. Die homogenen
Funktionen sind die Eigenfunktionen 7; (mit j = (m,n,v)) des Eigensystems

Lsqn; = Ry (2.32)
mit den Eigenwerten p; und den Randbedingungen
nj(y = 1) =0. (2.33)

In Anhang A sind exemplarisch numerisch bestimmte Eigenwerte der homogenen
Squire-Gleichung angegeben. Eine Losung der inhomogenen Gleichung zum Term
Umn(y,t) aus (2.19) 148t sich durch Superposition aus den Losungsfunktionen 7; des
inhomogenen Gleichungssystems

mit den Randbedingungen
njly==+1)=0 (2.35)

bilden, wobei v; und \A; die Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte aus (2.25) sind. Die
Realteile der p; sind bei beliebigen Grundstromungen U (y) negativ(25], fir die Ima-
gindrteile gilt im Falle der Couette-Strémung;:

—|ma| <Imp; < |mal. (2.36)

Der Squire-Operator ist beztiglich < | > selbstadjungiert, so da$ fiir nichtentartete
Spektren {y;} nach Festlegung der Phase durch (7;|7;) € R und des Betrages (in
Anlehnung an Kapitel 4) durch

1
1 _
" /|m|2 dy =1 (2.37)
m,n_1
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die Beziehung

(i) = 8. ) (2.35)

J

mit ¢; € R folgt. Fiir v; und 7; wird, ebenfalls in Anlehnung an Kapitel 4, gefordert:

1
1 1

/ lv;|* + k2—|8yvj|2 + 12 ;> dy = 1. (2.39)

Y m,n m,n

Zur Berechnung der Kopplungskoeffizienten des Galerkinsystems wird spéter ver-
wendet, dafl die Losungsfunktionen 9; der inhomogenen adjungierten Orr-Sommerfeld-
Gleichung

{Lbs = wiR(0; = kp) } 0 = iBn R (2.40)
mit den Randbedingungen
0j(y = £1) = 9,0;(y = £1) =0 (2.41)

und den Eigenwerten fx; und Eigenfunktionen 7; aus (2.32) wegen

1
ukR/ {0] = k) 0] v+ Tm; } dy
%1

1

VR [ {510 = K20u] + s} dy (2.42)

“1
die Beziehung;:

(Bkl(92 — K2, )v5) + (Fiklny) 2 0 (2.43)

2

m,n’

erfiilllen (bis auf spezielle Parameterkombinationen amR und k bei denen die

Spektren {\;} und {y} nicht disjunkt sind).

2.4 Gleichungen fiir (m,n) = (0,0)

Fiir m = n = 0 wird die allgemeine Losung von (2.23) und (2.24) durch Superposition
der Eigenfunktionen u;, und w,, := uj, des Eigenproblems (mit j, = (0,0, v))

ﬁiujo = AjoRujo (244)
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mit den Randbedingungen
ujo(y==+1)=0 (2.45)

gebildet. Es ergeben sich fiir v € N die Eigenwerte

v2m?
Aoow) =~ ¢ (2.46)
und die Eigenfunktionen:
. _ | sin(%y) fiir v gerade,
U0r) = Woow) = { cos(4y) fiir v ungerade. (2.47)

Aufgrund der Selbstadjungiertheit des Operators 85 bilden auch die reellen Funktio-
nen u;, und w;, ein Orthogonalsystem (mit ko = (0,0,7/)):

<uj0|uko> = <u~]j0|u~)ko> = 5(j07 kO) (2'48>

2.5 Transformation (m,n) — (£m, +n)

Das Transformationsverhalten der Eigenwerte A; und p;, der Eigenfunktionen v,
v;-r unq n; und der Losungsfunktionen n;, 9;, 4;, w;, u; und w; zu (m,n) # (0,0)
beim Ubergang m — —m, n — —n (bzw. @ — —a, f§ — —[f) ist in Tabelle 2.1
zusammengestellt. Die Funktionen u; und w; sind nach Gleichung (2.15) bzw. (2.16)
aus (vj,7n;) zu bestimmen, die Funktionen @; und @; analog aus (0,7;). Mit Tabelle

2.1 1aBt sich leicht herleiten:

)\j,vj,v;-r, Wi, 75, u; reell fir j = (0,n,v),
nj, U;, U;, w; imaginér fiir j = (0,n, v), (2.49)

M, Ok, Uk, Wy, W; = 0 fiir j = (0,n,v),k = (m,0,v).
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Log L Los Los
Aj )\j Aj )\;
* *
v v’ Vs vl
J J J J
v vi* v vi*
J J J J
* *
77] _777 _n] 777
* *
LSQ SQ LSQ LSQ
* *
M /1’] g /1’]
=~ * = *
nj n Ui n
U —ﬂj* —0 171
J J J J
* *
j j
. ] - ]
W —w —wW w
J J J J
W, u?j W; u?j

Tabelle 2.1: Transformationsverhalten der Eigenwerte A; und p;, der Eigenfunktionen

7 und 7; und der Lésungsfunktionen 7, 05, 4, w;, u; und w; zu (m,n) # (0,0),

j = (m,n,v) beim Ubergang m — —m, n — —n.

Vi, V
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Kapitel 3

Galerkindarstellung

In diesem Kapitel wird das Geschwindigkeitsfeld w(z,y, z,t) nach den Eigenfunk-
tionen und Losungsfunktionen der linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen aus dem
vorhergehenden Kapitel entwickelt. Es ergibt sich ein unendlichdimensionales, den
Navier-Stokes-Gleichungen dquivalentes dynamisches System fiir die zeitabhédngigen
Amplituden z;(t) € C und y,(t) € C, das in den linearen Termen diagonalisiert
ist. Die nichtlinearen Terme der Navier-Stokes-Gleichungen fithren zur quadratischen
Kopplung der Koeffizienten:

r. — )\'l‘j + Z {Nféxl‘kl‘l + N;-E:lyl‘kyl + Nfé/lyykyl} s (31)
= KiY; + Z { kl “rpr + N ki Yoy + N ki ykyl} (3.2)

Fiir die Berechnung der Kopplungskoeffizienten N3 € C mit =z oder y werden
zwei Arten vorgeschlagen, zum einen der ”iibliche” Ansatz iiber eine Projektion mit
Hilfe der Biorthogonalsysteme aus Kapitel 2, zum anderen ein bei kleinen Galer-
kinsystemen, d.h. bei Beschriankung auf eine endliche, kleine Zahl von Amplituden
z; und y;, geeigneteres Verfahren durch eine Optimierung auf die jeweilige System-
grofle. In beiden Fillen ergeben sich Auswahlregeln fiir die Kopplungskoeffizienten,
die beschreiben, welche Amplituden z;(¢) und y;(¢) miteinander koppeln.
Zur Notation: Wenn nicht anders angegeben, bedeutet:

jg(m>n7l/)7 kg(ml7nlayl)7 lg(m—ml,n—n/’y)EZxeN,
Jo = (0,0,v), v €N, (3.3)

j' = (myn,v) € (Zx Z)\{(0,0)} x N,

2% 2 =22 =2 )

m,n (m,n)EZXZ v v,v'eN m'n' v,
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3.1 Entwicklung nach den Eigenfunktionen

Die Ansétze (2.10) werden folgendermaflen erweitert:

o u;(y) u;(y)
i(x,y, 2, t) =y TN g ) [ vi(y) | () 0 . (3.4)
m,n v W (y) ?IJ]' (y)

wobei die Amplituden z;(t) € C die Dynamik des skalaren Feldes v und die Amplitu-
den y;(t) € C die Dynamik des skalaren Feldes n wiedergeben. Die in Kapitel 2 unbe-
stimmt gebliebenen Funktionen vj,, @;, und w;, werden auf Null gesetzt, wobei 7 und
Jo jeweils wie zu Beginn des Abschnitts definiert fiir ein Tripel der drei ” Quantenzah-
len” m,n,v stehen. v; sind die Eigenfunktionen aus der Orr-Sommerfeld-Gleichung
(2.25), 7; die Eigenfunktionen aus der homogenen Squire-Gleichung (2.32) und 7,
die Losungsfunktionen der inhomogenen Squire-Gleichung (2.34) zu v;. Aus diesen
werden fiir (m,n) # (0,0) nach (2.15) bzw. (2.16) die Funktionen u;, w;, @; und w,
bestimmt, fiir m = n = 0 sind wu;, und @;, die Eigenfunktionen von (2.44).

Wird der Ansatz (3.4) fur v(z,y, z,t) in (2.1) eingesetzt, so folgt wegen (2.25) fiir
jedes (m,n) # (0,0):

Z{ jTj — 1) k2 )V } =N (3.5)

mit der (m,n)-Fourierkomponente Ny . des nichtlinearen Terms N". Analog folgt
wegen (2.32) und (2.34) fiir (2.2):

> Ay — a0y + (wyryy — 9507 = =N, (3.6)

mit der (m,n)-Fourierkomponente N . des nichtlinearen Terms N". Aus (2.3) und
(2.5) ergibt sich im Falle m =n = 0:

Z()‘joxjo - j:jo)ujo = Sg,m (3'7>

v

Z()‘]'oyjo - yjo)wjo = SS,Oa (38)

v

wobei die Voraussetzung eingegangen ist, daf kein duflerer Druckgradient anliegt. Mit
i = x,y,z und wegen (2.6) gilt:

St = (@Y )u; = O (usup). (3.9)

Die Fouriermoden der nichtlinearen Terme sind quadratisch in den Amplituden z;(t)
und y;(¢) und setzen sich in (3.7) und (3.8) zusammen aus:

Soo = [ ﬁ ] Z {mizy - Oy (viur) + 21yx - Oy(vitiy) } (3.10)
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S0 = [ (aV ] Z {21y, - Oy (viwe) + 2oy - Oy (v } (3.11)

wobei k = (m/,n’,v/), | =2 (-=m/,—n/,v") und >, = > ., . Fir die (m,n)-
Fourierkomponenten der nichtlinearen Terme in (3.5) und (3.6) gilt mit k& = (m/, n’, /'),
[=(m—m/n—n/,v")und 37, = >

m/n v

Ny o= (0287 = 0.57)mn = iamS};, . —iBnS;, , (3.12)
= Z {121 - [aSmn(wuy, — wwy) + 10y (v (amwy, — Bnuy))
k.l

—(&®m® — 3°n*) (wwy)]

+ 2y - [2afmn(wiy, — wy) + 10y (v (amdy, — fniy))
— (&®m® — B°n®) (W + wyy,)]

+YYk - [aﬁmn(ﬂlﬂk — W) — (a®m? — ,anQ)(ﬂl@Dk)”

und:

Ny, o = (0,0,5% — (82 4 02)SY + 9,0 Sz)mn (3.13)
= iamd, Sy, , + ko 0S4 + 100, S
= Z {zizy - [iam( k‘2 ot 8;)(vluk) — 2aﬁmn8y(ulwk) + k‘fn’nay(vlvk)
+Zﬁn( mn T ﬁy)(vlwk) — oz2m28y(uluk) — ,anQ@y(wlwk)}
+ 2y - [z’am(kfmn + 85)(vlﬂk) — 2a8mn0y (w Wy, + wity,)
+ifn(kz, , + 05) (i) — 20°m?d, (utiy) — 26°n*8, (wyy,) )
Fyy - [—208mnd, (W) — o*m?0, (W) — F*n0, (W) } -

Die Randwerte der nichtlinearen Terme lassen sich aus den Randwerten der einge-
henden Funktionen herleiten zu:

Sf,m = @S@m =Ny, =N, =0,N  =0beiy==%l (3.14)
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3.2 Kopplungskoeffizienten mit Projektionsverfah-
ren

Unter Zuhilfenahme der Orthogonalsysteme aus Kapitel 2 ergibt sich folgendes Galer-
kinsystem[24]:

P T
Tjo = NjoTjo— < Wjo|Spo >

= NjoZjo + Z {N R TRT Okla:kyl} (3.15)

Yjo = HjoYjo— < wjo|500 >

= WjoYjo T+ Z { klxkxl + Oklxkyl} (316)
l"-/ = )\'/11]'/—{— < U+| n >
= Nz + Z {N’igfjmkxl - Nf,ﬁ’mkyl + Nﬁfl’ykyl} , (3.17)

yj’ = 1Y —+ cjr < 77j’| g%n > +Cj/ < 6j’|N717}z,n >
= wpyy + Y AN wrm + NEY g + Ny} (3.18)
k,l

Die Zahlen c¢;; € R ergeben sich aus (2.38). Werden fiir alle jy, k,! die oben nicht
auftretenden Koeffizienten N;% = N4 = 0 definiert, so folgen (3.1) und (3.2). Die
Koeffizienten konnen aus den Gleichungen (3.10) bis (3.12) hergeleitet werden; es
ergibt sich der Zusammenhang gemé&fl Tabelle 3.1, die folgendermaflen zu lesen ist:
Fiir (3.1) sind z.B. die Kopplungskoeffizienten fiir £;; zum Produkt x,x; bzw. z;y
bzw. yry; gegeben durch:

Niw = —ksw <8yv;|vkvl> + a®m? <8yv;5|ukul> + 2a8mn <8yv;5|ukwl>
+ 6°n* (0, v+|wkwl> + z'amk;2 <U+|vkul> + iﬁnk?nm <v;5|vkwl>
+iam <8 v+|vkul> +i0n <82 +|vkwl> (3.19)

N = 20°m? (0yvf lugty) + 20.8mm (Dyvih|lugy) + 208mmn (Dyvih lwyiy)
+ 2322 <8 v+|wkwl> + iamksw <v;.7|vkﬂl> + iﬂnkﬁw <v;5|vku~)l>
+dam (Bv vty ) +i8n (O5v} login) (3.20)

N = o®m? (Oyv] artn) + 208mn (8} [ugr) + B7n* (D) [bpmr) . (3.21)
Die anderen N7 sind analog aus Tabelle 3.1 abzulesen. Aus den geméfi der Ta-

belle bestimmten Kopplungslgoefﬁzienten lassen sich die in Tabelle 3.2 aufgestellten
Transformationsregeln beim Ubergang (m,n) — (£m, £n) herleiten.
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fir 4, | (0,10
fiir yjo <ayu~]jo|
fiir @/ <vj,} <(9yv;5 <8§vﬂ
fiiir g cjr (Op| ey (By0p| i (30| | ey (] e (Byity|
[ —k? |vevr)
| a? af luguy)
LT 203 (% — a? |lugw;)
I 3 —af |wiwy)
( 20{2 QOéﬁ |uk1ll)
| 2a03 B% — a? |ugy)
TrYi 208 B —a? Wity
L 252 —QOéﬁ |wk{[11)
[ 042 O[ﬁ |ﬂkﬂl>
YRl 2a03 6 — a? |20y
I 3 —af |y )
TR 1 iak? i i3 o)
TR 1 i0k? i3 —io lvgw;)
TRYI 1 iak? i i3 |og ;)
TrYr 1 Zﬁk}Q Zﬁ —iQ |Uk7j)l>

Tabelle 3.1: Integrale zur Berechnung der Kopplungskoeffizienten mit dem Projekti-
onsverfahren; zur Vereinfachung wurden am — «a, fn — ( und kfnn — k? gesetzt.

j = (m7n7 V) (ma -n, V) (_mana V) (_ma -n, V)
k= (m n V) (m/,—n', 1) (—m/,n', V) (—m/, —n/, 1)
I1Zm-mn-—n v | (m-mn—-—nv")| (m—-—mmn-—nv')|m—mmn—nr"

N N N (N

N Nz (V2 (N2

Ny i vy (VY

Ni' N’ — (Vi) (N )*

N’ N’ (Nj' )" (N )

i - —y (VY

Tabelle 3.2: Transformationsverhalten der geméf Tabelle 3.1 bestimmten Kopplungs-
koeffizienten des Galerkinsystems beim Ubergang (m,n) — (+m, £n).
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3.3 Kopplungskoeffizienten durch Optimierung

Bei der Berechnung der Kopplungskoeffizienten nach Abschnitt 3.2 wird vorausge-
setzt, dafl die nichtlinearen Terme nach geniigend vielen (im Prinzip unendlich vie-
len) Eigenfunktionen entwickelt werden. Bei relativ kleinen Galerkinsystemen ist das
Ergebnis eher unbefriedigend, wie z.B. der rechten Spalte von Abbildung 3.1 auf Seite
24 entnommen werden kann. Ich bestimme deshalb, wenn nicht anders angegeben,
die Kopplungskoeffizienten eines endlichen Galerkinsystems mit der Entwicklung

e mmax(m) (i) u i
ﬁ(m, v, 2, t) ~ Z Z glama-+ifnz Z x; v; +y; 0
M=—Mmax N=—Nmax(|m|) v=1 w UNJJ'

(3.22)

nicht durch Projektion mit Hilfe der Orthogonalsysteme, sondern durch Minimierung
der Lo-Norm der Abweichung von der anzunéhernden Funktion:
Sei mit Ny, . (y; 7x7;) der y-abhéngige Koeffizient von x4, in (3.13) bezeichnet:

N,‘;w(y; Tpxy) = iam(kfmn + 85)(vluk) — 2a8mndy, (wwy) + kfnm@y(vwk)
+ifn(k;, , + 02) (vwy) — &*m?9y (uwyuy) — 700, (wwe).  (3.23)

Dieser Term soll in den Funktionen {(92 — k7, ,)V(mn,1) (02 = k2 ) Vmm )
mit den Koeffizienten Ny > Nimmma )kl € C dargestellt werden:

Vmax

Ny, o (Y 211) Z N kgw)v(mm,,,), (3.24)

wobei die Gleichheit im Sinne der Minimierung der Ls-Norm der Abweichung gemeint
ist:

X } 9 1/2
min Ny, o (y; 2 N — K2, ) VVimmw| d
(NEE2 i) v=L.e.. wmax /_1 (b5 T Z (minaal0 ) mn)| Y
(3.25)
Dies fithrt zum v,c-dimensionalen Gleichungssystem (7 =1,... , Vyax)
1
/ (85 - kfn,n) z(m n V)Nv (y7 l‘kilfl)dy
-1
Vmax 1
= Z erzxn W)kl / 8 - k?n,n)vikm,n,ﬂ) (83 - k?n,n)v(mﬂyl/)dy (326)
zur Bestimmung der Kopplungskoeffizienten N("”ri"”n DYkl Auf analoge Weise konnen die

Koeffizienten N(my D)kl und N:m Wk 20 den Paaren xpy, bzw. yry, aus (3.13) fiir
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v=1,...,Vmax bestimmt werden. Mit diesen ergeben sich im Sinne der Optimierung
der Ly-Norm Differentialgleichungen der Form (3.1), wie es sein mufl.

Die Ergebnisse dieser Optimierung fiir Ny (y; ¥(1,1,1)2Z(1,1,1)) sind fiir die Entwick-
lung nach 10 und 20 Funktionen in Tabelle 3.3 dargestellt; in Tabelle 3.4 sind die Ko-
effizienten bei Entwicklung nach 30 Funktionen den entsprechenden Koeffizienten des
Projektionsverfahrens gegeniibergestellt. Es fillt auf, daf die durch die Optimierung
der Ly-Norm bestimmten Kopplungskoeffizienten nur z.T. gegen die durch Projektion
bestimmten Kopplungskoeffizienten zu konvergieren scheinen (siehe z.B. v = 7). In
Abbildung 3.1 sind die Ndherungen graphisch dargestellt: Es sind jeweils Real- und
Imaginirteil der Naherung mit 6, 10 und 20 Funktionen, in der linken Spalte bei Op-
timierung der Ls-Norm der Abweichung und in der rechten Spalte bei Projektion, in
schwarz und, schwécher gezeichnet, Real- und Imaginérteil der anzundhernden Funk-
tion aufgetragen. Beim Projektionsverfahren zeigen sich grofie Abweichungen von der
anzundhernden Funktion bei 6 und 10 und auch noch bei 20 Funktionen, wihrend
sich die Ndherung bei der Optimierungsstrategie auch schon bei 10 Funktionen im
weiten Verlauf nicht wahrnehmbar von der anzundhernden Funktion unterscheidet.

In Abbildung 3.1 fillt die deutlich sichtbare Abweichung aller Ndherungen durch
Optimierung im Bereich 0.7 < y < 1 auf. Dies liegt daran, dal zwar die Funk-
tionen {v(mm,,,)}yeN eine vollstdndige Basis fiir zweimal differenzierbare Funktionen
f(y) mit f(+1) = 9,f(%£1) = 0 sind[15, 26], jedoch nicht die Funktionen {(9; —
k2, 1) V(mn) fven: Der Kern des Operators (92 — k2, ) kann in diesen Funktionen nicht
dargestellt werden, d.h. die Funktionen {cosh(k, ,y), sinh(k,, »y)} oder {exp(km ny),
exp(—kmny)} fehlen im Bild der Naherung. Auch bei Verwendung des Projektions-
verfahrens konnen diese Funktionen nicht dargestellt werden, und es kommt zum
Gibbschen Phidnomen, d.h. die Ndherung schwingt um die anzunéhernde Funktion
(siche Anhang C). In dieser Arbeit gehe ich davon aus, daf der Einflul dieser Abwei-
chung klein gegeniiber den Einfliilssen des Abschneidens bei einer endlichen Zahl von
Amplituden ist.

Analog zu den Kopplungskoeffizienten des nichtlinearen Terms Ny, |, kénnen auch
die Kopplungskoeffizienten des nichtlinearen Terms N7, durch Optimierung der Lo-
Norm der Abweichung von der anzundhernden Funktion bestimmt werden. Zwar bil-
den die Funktionen 7, ) beziiglich des reellen ”Skalarproduktes” < | > ein Ortho-
gonalsystem (siehe (2.38)), jedoch i.a. nicht beziiglich des komplexen Skalarprodukts,
das bei der Optimierung der Lo-Norm auftritt. Aus (3.6) wird nach Einsetzen von
(3.1) mit j' = (m,n,v), (m,n) # (0,0):

Z {_ Z {NZF o + N Tey + Nﬁlljcgl/ykyl} g + (g — ?Jj’)ﬁj’} = —Ngn
Kl

14

(3.27)

Analog zu oben sei N, (y;zx1;) der Koeffizient von xi2; in (3.12). Dann ist zur
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Lo-Opt: vyax = 10

Lo-Opt: vpax = 20

v N(z2z,2$,u)(1,1,1)(1,1,1) N(z2z,2$,u)(1,1,1)(1,1,1)
1 -0.00321-0.02167: -0.00280-0.021472
2 0.000924-0.000797 0.000784-0.000561
3 0.0360440.16403: 0.030194-0.16657
4 -0.00446-0.00655¢ -0.00360-0.001442
5 0.12621-0.039821 0.21132-0.032721
6 0.062024-0.03831: 0.00766-0.016312
7 7.0349-9.48571 1.38447+4.56257%
8 -0.02615+0.070277 -0.00961+0.0119:
9 0.003124-0.026967 0.00548+4-0.00228:
10 -0.00248-0.004017  -0.000494-0.002941
11 0.00148-0.000042
12 0.000104-0.00090%
13 0.00053-0.000131%
14 0.000104-0.00036%
15 0.00024-0.0000921
16 0.0000654-0.00017z
17 0.00010-0.0000831
18 0.000098+-0.00014%
19 0.000164-0.000009:
20 -0.000064-0.000038:
Tabelle  3.3: Koeffizienten = NZX*% des  nichtlinearen

(2,2,v)(1,1,1)(1,1,1)

N;Q(y;m(l’m)m(l’l’l)): Ergebnisse der Lo-Optimierung fiir vy, = 10 (links) und
Vmax = 20 (rechts) bei R = 100, « = 1.1, 8 = 2.4. Die zugehorigen Graphen sind in
Abbildung 3.1 in der linken Spalte dargestellt, die Koeffizienten zu vy, = 30 und
bei der Berechnung durch Projektion in Tabelle 3.4.
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Lo-Opt: vpax = 30 Projektionsverfahren

4 NGEnana) NG2nana)
1 -0.00279-0.02145¢ -0.00287-0.04114
2 0.00078040.000562: 0.0007784-0.00033¢
3 0.03019+0.1665:2 0.0442+0.1969:
4 -0.00360-0.00144¢ -0.00386-0.00119¢
5 0.21134-0.03271 0.174-0.1100¢
6 0.00766-0.0163: 0.00300-0.00768:
7 1.3844+-4.565i 4.9794-0.1947
8 -0.009614+0.0119¢ 0.00686+0.02871
9 0.0054834-0.00229: 0.0145-0.00737:
10  -0.000494+0.00294: 0.005294-0.00840z
11 0.00148-0.0000371 0.00500-0.004022
12 0.0001004-0.000907 0.00288+-0.003402
13 0.000528-0.000130: 0.00237-0.0023:
14 0.0001014-0.00036% 0.00176+0.0018:
15 0.000237-0.000093: 0.00139-0.0015:
16 0.000070+0.00018: 0.001204-0.0011¢2
17 0.000124-0.000062: 0.00093-0.0011:
18  0.00004740.000098: 0.000894-0.000807
19 0.000072-0.000042: 0.00068-0.000801
20  0.000033-+0.000059¢ 0.000694-0.00060z
21 0.000045-0.000029: 0.00053-0.000632
22 0.000023+0.000038% 0.000554-0.00048%
23 0.000030-0.0000214 0.00042-0.00052¢
24 0.000017+0.000026% 0.00046+-0.00039z
25 0.000021-0.000015: 0.00035-0.000442
26 0.000013+40.000019: 0.000394-0.00033%
27 0.000015-0.000012: 0.00030-0.00038¢
28  0.000013+0.000015% 0.000344-0.00028z
29  0.000020-0.00000787 0.00026-0.00033¢
30 -0.000006-+0.000012¢ 0.000304-0.000257

Tabelle  3.4: Koeffizienten N, éffz’y)(l,l’l) (1,1,1) des  nichtlinearen

N3 o(y; 21,1,1)T@,1,1)): Ergebnisse der L,-Optimierung fiir v, = 30 (links) und
der Projektion mit Hilfe der Orthogonalsysteme (rechts) bei R = 100, o = 1.1,
G = 2.4. Die zugehorigen Graphen zum Projektionsverfahren sind in Abbildung 3.1
in der rechten Spalte dargestellt.
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Abbildung 3.1: Darstellung des nichtlinearen Terms N3 ,(y; 2(1,1,1)7(1,1,1)) bei Berech-
nung mit Ly-Norm-Optimierung (links) bzw. mit dem Projektionsverfahren (rechts)
mit 6, 10 oder 20 (von oben nach unten) Funktionen (8 — k3 ,)v(2,2,) zu R = 100,
a = 1.1, 8 = 2.4. Der Realteil ist jeweils durchgezogen dargestellt, der Imaginéarteil
gestrichelt; schwicher dargestellt ist die anzunihernde Funktion. Die Koeffizienten
der Entwicklungen konnen den Tabellen 3.3 und 3.4 entnommen werden.
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Abbildung 3.2: Darstellung des nichtlinearen Terms Ng 5 ZU .7:(21’171) bei Berechnung
mit Ly-Norm-Optimierung (links) bzw. mit dem Projektionsverfahren (rechts) mit
10 (oben) oder 20 (unten) Funktionen #ji22,) zu R = 100, a = 1.1, 8 = 2.4. Der
Realteil ist jeweils durchgezogen dargestellt, der Imaginérteil gestrichelt, schwicher
dargestellt ist die anzundhernde Funktion, die meist iiberdeckt ist, wie es sein sollte.

Erfiillung von (3.27) die Ly-Norm

1/2
1 Vmax Vmax
/ (N” (y; xy) Z Niiny ) Z Nt ,ﬁ:ﬁ] dy (3.28)
-1
der Abweichung beziiglich der unbekannten Koeffizienten {N¢7% 1\, No©o o

zu minimieren. Hieraus resultiert ebenso ein inhomogenes lineares Glelchungssystem
dessen Losung die im Sinne der Minimierung der Lo-Norm optimalen Kopplungsko-
effizienten sind. Nach analogem Vorgehen fiir N7 (y; xxy) und N, (y; yeyr) folgt
(3.2). In Abbildung 3.2 sind die Ergebnisse einer Optimierung auf 10 bzw. 20 Funk-
tionen den entsprechenden Ergebnissen des Projektionsverfahrens gegeniibergestellt.
Nur rechts oben sind mit dem Auge geringe Abweichungen festzustellen; die Abwei-
chungen sind sehr viel geringer, da die {722,)} ein vollsténdiges Basissystem bilden.

Da die Eigenfunktionen zu m = n = 0 ein Orthogonalsystem bilden, sind die Pro-
jektionen durch die orthogonalen Funktionen in (3.15) und (3.16) zu den Losungen
durch Minimierung der Lo-Norm der Abweichung identisch. Es ergibt sich ein dyna-
misches System der Form (3.1) und (3.2).

Die Transformationsregeln beim Ubergang (m, n) — (&m, +n) gemif Tabelle 3.2
gelten auch fiir die durch Optimierung der Lo-Norm bestimmten Kopplungskoeffizi-
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enten, wie aus den Transformationseigenschaften der einzelnen Terme des Gleichungs-
systems (3.26) bzw. des analogen, aus (3.28) folgenden Gleichungssystems hergeleitet
werden kann.

3.4 Auswahlregeln fiir die Kopplungskoeffizienten

(i) Aufgrund der Kommutativitéit der Multiplikation bleibt das Galerkinsystem (3.1)
und (3.2) mit der Definition

Nk fiir k =1 und **xx = zxx, ryy, yre, yyy

. Nl + Nt fir b <lund * s = sz, zyy, yoz, yyy

Ny =40 fir £ > [ und * *x = zxx, TYY, YT, YYY (3.29)
NiT fir % xx = zxy, yry
0 fiir x xx = zyx, yyx

nach der Ersetzung von Ni" durch N;,jl* unverdndert. Hierbei bedeuten fiir
k= (m/ n,v)und [ = (m",n" V") k=1 da m' =m", n' =n" und v =",
und k£ < [, dal m' < m” oder m' = m” und n’ < n” oder m’ = m”, n’ =n" und
V' < V' fir k > [ analog.

(ii) Als Folge des Fourieransatzes sind nur Kopplungskoeffizienten Nz und damit
N #e von Null verschieden, fiir die gilt:

m=m'+m" und n=n"+n". (3.30)

(iii) Im Falle m =m’ =m” =0 und n = n’ = n” = 0 folgt wegen (3.10) und (3.11)
aus v(,0,1) = 0 fiir * x x = zxx, xoY, TYY, Yo, yry, yyy und alle v, /', "

ok k

N(Oﬁs,u)(0,0,1/’)(0,0,1/”) = 4¥(0,0,)(0,0,4/)(0,0,0"") — 0. (3-31)
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Kapitel 4

Energiebilanzen

In diesem Kapitel werden die Auswirkungen der Beschrinkung auf eine endliche Am-
plitudenzahl auf den Austausch von Energie zwischen Wand und Strémung (” Wand-
term”), von der Stromung in die Umgebung (Dissipation) und auf den nichtlinea-
ren Energietransfer durch den Advektionsterm der Navier-Stokes-Gleichungen unter-
sucht. Als Folge des Abschneidens treten kiinstliche Energiequellen und -senken auf.
Dies fiithrt zu sehr starken Energieanstiegen, die sogar zu numerischen Uberliufen,
d.h. zum Abbruch der Integration, fithren kénnen, was anhand von Beispielintegra-
tionen erlautert wird.

4.1 Energiebilanz der Navier-Stokes-Gleichungen

Aus den dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen 148t sich unter Beriicksichtigung
der Kontinuitatsgleichung (2.6) und der Randbedingung

Tpang = U (4.1)

Rand

die zeitliche Ableitung der Gesamtenergiedichte

1
E=— [ |7 4.2
55 )1 (4.2

bestimmen. Durch das Auflésen der dimensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen nach
0v/0t, Einsetzen in die Zeitableitung von (4.2) und Anwendung des Gaufischen Satzes
folgt nach elementaren Umformungen:

de 1 L [v? 1 =, =
i 5/5, [—“ (5“’) +EV“} dF
1
- @/ﬂ(@vz‘)(@j%)dﬁ (4.3)

Die Storung « der Stréomungsgeschwindigkeit v = yZ + @ wird periodisch in z- und
z-Richtung angenommen, die Periodenlidngen sind 27/« bzw. 27/3; in y-Richtung ist
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das Integrationsvolumen durch die Platten bei y = +1 begrenzt, d.h. Q = 872 /(as3).
Der Druck p ist ebenfalls periodisch in  und z, d.h. es liegt kein duflerer Druckgra-
dient an.

Nach der Ersetzung (2.8) folgt fiir das Oberflichenintegral (dE/dt)wana aus (4.3)
unter Ausnutzung der Randbedingungen und der Periodizitét:

B\ 1,1 f fou
dt Wand N R QR Q. 5y y=1

dy
Q.. = 47?/(af) steht fiir die Integrationsfliche in z- und z-Richtung. Wenn die
Storung @ durch einen Fourieransatz in z- und z-Richtung und Eigenfunktionsent-
wicklung in y-Richtung beschrieben wird, bleibt bei der Integration iiber die Platten
nur die Fouriermode % iibrig, so daf sich der Wandterm schreiben 148t als:

dE 1 1 O (0,0,0)
-~ - — 4 - | —= . 4.5
< dt )Wand R " 2R v CL‘(O’O’ ) ( 8y y=—1 ( )

Hierbei beschreibt der erste Term die Energiezufuhr durch die Wand, um die Grund-
stromung aufrechtzuerhalten, der zweite Term einen Mehr- oder Minderaufwand, der
durch den Einflufl der Stérung entsteht. Die Vorzeichen sind plausibel, denn wenn
Ou(0,0,)/0y am Rand positiv ist, dann héngt die Stromung nahe der Wand der Soll-
geschwindigkeit (der Grundstrémung) hinterher, und die Wand fiihrt Energie zu, im
anderen Falle wird die Wand gezogen, d.h. Energie an diese abgegeben.

Das Volumenintegral in (4.3) ist immer negativ und beschreibt die Dissipation
(dE/dt)p;, in der Stromung. Mit der Ersetzung (2.8) folgt fiir diesen Term aufgrund
der Randbedingungen:

dF. (4.4)

y=-1

du,0)

dy

y=1

8U(o,o,u)
y=1 Oy

dE 1 1
— =——— 0;ju;)(0;u; 4.6
(%) =%~ ar @m0 (4.6)
integral die zusétzliche (negativ definite) Dissipation der Stérung.
In der Gesamtenergiedinderung fallen die Terme der Grundenergie heraus, und es
dt 2R~ dy
1

(8 u;) (0ju;)d2.
Werden die Funktionen u(g,) aus (2.47) eingesetzt, so hebt sich die Summe iiber
die Ableitungen bei y = +1 fiir ungerade v auf, wahrend sie fiir gerade v (u(,,)

1
1//2

dt 2R > vzen(- aOr (a ;) (9u;)dS2. (4.8)

Der erste Term —1/R beschreibt die Dissipation der Grundstromung, das Volumen-
ergibt sich:

dF 1 0U(0.0.v

_— = — (B(O,O,l/) ( (0,0) > (47)

y=-—1
QR
punktsymmetrisch) den Wert [vr(—1)"/?] annimmt;:
v gerade
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4.2 Energiedichte in Galerkindarstellung

In diesem Abschnitt wird ein Ausdruck fiir die Energiedichte der Strémung in den
Amplituden z;(t) und y;(t) bestimmt. Die kinetische Energie E(t) pro Volumenzelle
eines Stromungsfeldes U(z,y, z,t) ist gegeben durch (4.2), in dieser Geometrie:

B Oéﬁ 2m /o 1 27 /B ) ) )
= dz [ dy dz (u” +v* + w?). (4.9)
0 -1 Jo

1672

Da keine dufleren Kréfte betrachtet werden, ist die Volumenarbeit null. Die Warme-
energie wird nicht beriicksichtigt, d.h. die Dissipation vernichtet Energie. Mit den
Ansitzen (2.10) folgt die Energiedichte

E=E"+E”+E° (4.10)
mit
0 1 ! 2
Er=7 dyU (y), (4.11)
—1
1 1
B = 5/ dy U(y)uoo(y,t), (4.12)
—1
g 1 ' « . .
FE° = Z Z dy (um,num7n + Um,nUm’n + wm,nwm,n). (413)
m,n -1

Hierbei sind die Energie der Grundstrémung (”Grundenergie”) E° und die Energie
der Stérung (" Storungsenergie”) E° positiv definite GroBen, wihrend die Austausch-
oder Wechselwirkungsenergie E° positiv oder negativ sein kann. Man beachte, da8
die Grundstromung nur an die ug o-Moden, also die parallel zu den Platten konstanten
Moden koppelt. Mit den Ersetzungen (2.15) und (2.16) fiir (m,n) # (0,0), dem
Ansatz (3.4), der Orthonormaleigenschaft (2.48) und den Definitionen

- ' 1 .
el(]aj,) = el(mana v, l/) = / dy <Uj ]’ k}2 (8 UJ)(a U ) k2 njnj’> )
-1 m,n

(4.14)
- I .
62(],],) = 62(m>n7 v, l/) = k2— dy (771‘77]")’ (415)
mmn J—1
- |
63(jaj,) = 63(mana v, V/) = k’2— dy (77j77j/) (416>
mmn J—1

mit jo = (0,0,v), j = (m,n,v) und j° = (m,n,v') ergibt sich die Stérungsenergie-
dichte:
1

Z Z [x?O + yf-o} + % Z Z (4'17)

v (m.n)#(0,0) v’

[zja5en(5,5") + yjy;:eso,y )+ (zy5e2(4, 5) + k-k)] -

E® =
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Fiir die Metrikkoeffizienten e, e; und es gelten aufgrund der Transformationseigen-
schaften der Geschwindigkeitsfelder gemi Tabelle 2.1 beim Ubergang (m,n) —
(£m,+n) die Transformationsregeln aus Tabelle 4.1, und aufgrund ihrer Definiti-
on bzw. aufgrund der Normierungen (2.37) und (2.39) folgt:

er(m,n,v,v') = ej(m,n, v, v), (4.18)
es(m,n,v, ') = es(m,n, v, v), (4.19)
er(m,n,v,v) =1, (4.20)
es(m,n,v,v) = 1. (4.21)
(m,n) ‘ ‘ ‘ —m, —n,)
er(m,n,v, ) ef el
ea(m,n,v, V) —e es
es(m,n,v, ) e} e}

Tabelle 4.1: Transformationsverhalten der Metrikkoeffizienten beim Ubergang
(m,n) — (£m, £n).

4.3 Untersuchung des Energietransfers

An (4.8) wird offensichtlich, da die nichtlinearen Terme der Navier-Stokes-Gleichun-
gen in der zeitlichen Ableitung der Energie nicht vorkommen, d.h. die nichtlinearen
Terme vernichten oder erzeugen keine Energie, sondern mischen nur die Strémungs-
anteile. In diesem Abschnitt wird untersucht, inwieweit ein endliches Galerkinsystem
diese ”Energietransfererhaltung der nichtlinearen Terme” erfiillt.

4.3.1 Energietransfer in Galerkindarstellung

Die nichtlinearen Terme der Navier-Stokes-Gleichungen treten bei der Zeitableitung
der Gesamtenergie (4.10) nur im Stérungsanteil E° auf, der sich durch (4.17) ergibt.
Fiir die Zeitableitung der Storungsenergie folgt:

dES 1 ) ) 1
& 3 > (oo + UioYio) + 5 > > (4.22)
v (m,n)#(0,0) v,v’
(2;35e1(5,5") + yig5es(5,57) + (2956205, 5) + yia5e5(7', 5))] -
Dieser Ausdruck kann mit (3.1) und (3.2) als Summe eines Termes (dE°/dt), quadra-

tischer Ordnung, der aus dem linearen Teil des Galerkinsystems entstanden ist, und
eines Terms dritter Ordnung (dE®/dt)s, der aus dem nichtlinearen Teil entstanden
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ist, geschrieben werden:

£ (1) (),
1
2

dES
< dt) - Z Z yriryen(d ') + wiiyyes( ')
(mn)£(00) v
+ (N + ) zpead 5) (4.24)

+5 Z )‘]0 Jo T ,Ujoygo)

Der Term (dE®/dt)s, eine Summe von gewichteten Produkten dreier Funktionen aus

{zj,y;}, muB unabhéngig von den Werten von z; und y; verschwinden, d.h. der

Koeffizient zu jeder méglichen Dreier-Kombination der x; und y; mufl null sein.
Produkte der Form xzx: Werden nur solche Terme von (dE*/dt); betrachtet,

die Produkte von Funktionen {z;} enthalten, so ergibt sich mit i = (m,n,v), j =
(m,n,v), k= (m/,n', V), 1= (m—m'n—nv", i =(0,0,0):
@ majx J:ZO ‘f)‘fjmkml + = L
dt 2
(m,n)#(0,0) v,v k|l
EZ ‘”) Ty el(i,j) + x; (Nj,ff) zhries(i, )] (4.25)

( :z
_% Z sz xkxl[ e, g) + Nyzlzez(z J)}

(mm)#£(0,0) v, k]

4= ZZ N2 TRy (4.26)

Durch die Ersetzung m = —m, n = —n folgt i = (—m, — . J
k= (m/ n V), 1= (—m—m,—n—n'v"), und mit 7 = (m,n,v) gilt:

7 ’ X kLl ez ) Y :

oy [ X [Nz (i) + Nies(i )] fie 14 (0,0,0),
foza(T, K, 1) = { Nizz fiir 7 = (0.0, 7) (4.28)

Seien also gegeben: (m,n, ), (m',n',v") und V. Dann gibt es folgende Fille zu dem
Produkt L (m,n,0) L (m! n/ )L (—m—m!,—a—n/ v")"

1. 5 =(m,n,0), ky = (m/,n,v), Iy =(—m —m/, —n —n/,V");



2. 5= (m/,n,V), ke = (m,n,0), Iy =(—m —m/,—n —n', V"), falls 17 # 7y;
3. 13=(—m—m/,—n—n',V"), ks = (m,n,v), I3 =(m',n, V), falls 1 # 13 # 7.

Die Vertauschung von k, und /,, p = 1,2, 3 kann wegen (3.29) durch einen Fall er-
setzt werden. Folglich muf gelten, um die Energietransfererhaltung der nichtlinearen
Terme zu T(m 5,5)T (m! n/ /)T (—m—m’,—a—n’ ) Z0 gewahrleisten:

fzzz(ib kl; ll) + fzzz(i% k27 12) + fzmm(i?n k37 l3) = 07 (429)

falls 77 # 13 # 73 # 71, sonst entsprechend ein oder zwei Terme weniger. Es ist
hinreichend zu fordern:

also insbesondere N, 0ok = 0 fir alle 7, k,[; dann sind aber die Amplituden zu
m=n =0 voll entkoppelt und fallen exponentiell in der Zeit ab.

Produkte der Form yyy: Werden analog zu oben nur solche Terme von (dE®/dt)s
betrachtet, die Produkte von Funktionen {y;} enthalten, so ergibt sich:

dE* 1
<W) (yyy) = 2 Z ZZ
3 (m,n)#(0,0) v,7 kil
i (NZ) viwres (G, 0) + v (NIE) " wiwies (i, )]
1 .
"3, Z Zzyzykw es(j, 1) + Nipes(i, )
0,0) v, k|l
1
=3 Z Zyzykyzz ea(d, i) + Nies(i, 7))
(,7)#(0,0) 7,k,1

l\D|’—‘

Z > vty fo (3 k. 1. (4.31)

(m,n)#(0,0),7 k,l

Da N(yoyg pyr = 0 ist, faillt der zusétzliche Term fiir die 00-Moden weg.

Produkte der Form zyy: Fiir diesen gemischten Term ergibt sich, wenn jeweils fiir
beide Kombinationsméglichkeiten xyy und yxy analog zu oben vorgegangen wird:

S
(%)3@@/@/):% S S e (Ve 9) + N )

(m,n)#£(0,0) V7 ki

+yrrry (N e2(d, ) + Niples(i, 5))]

+ = ZZ el Yio TrYl (4.32)

= Tkt foyy (1, 1) (4.33)

7k,
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Da N, (f)yg i = 0 ist, fallt der zusétzliche Term fiir die 00-Moden weg.

Produkte der Form yzxz: Analog hierzu ergibt sich:

s
<%>3(ymx) :% Z ZZ xmkyl Jkl e, j) + kaly@(@ ]))

(m,n)#(0,0) v,v kK,

+yrrra (Nt ea(d, 1) + Niges(i, 5)))]

T3 Z Z ok Tio Tkt + i Yio Tai) (4.34)

= 2t fyea (1, 1) (4.35)

Tk,

Ausgehend von den Tabellen 3.2 und 4.1 kann das Transformationsverhalten der
Terme frza, fyyys foyy U fyze bei (m,n) — (£m, £n) bestimmt werden. Die Ergeb-
nisse sind in Tabelle 4.2 angegeben.

12 (m,n,v) (—m,n,v) (m, —n,v) (—m, —n, D)

Y (m/’ n/’ V’) (_m/’ TL,, l//) (m/’ —TL,, V’) (_m/’ —TL,, V’)

= (—m—m', | (m+m, (—m—m/, | (m+m,

—n — TL/, l/”) —n - n/’ V”) -+ n/’ l/”) -+ n' V”)
fyyy@ k> l) - ;yy _fyyy fyyy
fzyy (Z k’ l) ::yy fzyy fwyy
Sy (1, K, 1) ~ [y —fyaa o

Tabelle 4.2: Transformationsverhalten der Terme f;.5, fyyy, fzgy und fy.., die den
Energietransfer der nichtlinearen Terme bestimmen, beim Ubergang (m,n) —
(£m, £n).

4.3.2 Energietransfererhaltung im abgeschnittenen Galerkin-
system

In diesem Abschnitt werden die Beitrdge der nichtlinearen Terme eines endlichen Ga-
lerkinsystems zum Energietransfer exemplarisch dargestellt, und die Energietransfer-
erhaltung fiir grofle Systeme wird untersucht.

Fiir die Parameter R = 100, o = 1.1, 8 = 2.4 ist in den Tabellen 4.3 bis 4.5
jeweils fiir ein Galerkinsystem, dessen Koeffizienten mit dem Projektionsverfahren
bestimmt wurden, und fiir Galerkinsysteme, deren Koeffizienten aus der Minimie-
rung der Ly-Norm fiir 14, 10 und 6 Funktionen bestimmt wurden, die Summe der
Terme f;4, zu der Amplitudenkombination (s 2 1y2Z11,1)Z1,1,1) (Tabelle 4.3) bzw.
f;ryy zu l‘(_27_271)y(1’171)y(1’171) (Tabelle 44) bzw. fymx zu y(—2,—2,1)l‘(1,1,1)1‘(1,1,1) (Tabelle
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4.5) gegeniibergestellt. Dabei ist zu erwarten, dafl Lo-optimierte Systeme eine nied-
rigere Gesamtsumme als gleich grofle projezierte Systeme haben, was fiir xyy und
yxx mit Gesamtsummen fast gleich null der Fall ist. Fiir die Amplitudenkombina-
tion xxx ergibt das Projektionsverfahren bessere Ergebnisse, was daran liegt, dafl
die nichtlinearen Terme nach einem nicht vollstéindigen Funktionensystem entwickelt
wurden (siehe Abschnitt 3.3 und Anhang C). Die Minimierungsstrategie fithrt zu ei-
ner konstanten Abweichung proportional zu den Kernfunktionen (und damit zu einer
konstanten Abweichung von der Energietransfererhaltung), bei Benutzung der Ortho-
gonalsysteme kommt es zu Oszillationen um den anzunidhernden nichtlinearen Term
(Gibbsches Phénomen), die im Mittel zu einer besseren Erhaltung des Energietrans-
fers zu fithren scheinen.

In den Tabellen 4.6 bis 4.10 wird der Energietransfer der Galerkinsysteme mit
jeweils sechs oder zehn Orr-Sommerfeld- und Squireamplituden zu den Fouriermoden
(0,0), (0,1), (1,0) und (1,1) bei & = 0.5, § = 1.5 und verschiedenen Reynoldszahlen
untersucht. In Tabelle 4.6 sind fiir ein Galerkinsystem zur Reynoldszahl R = 300 mit
jeweils sechs Amplituden, dessen Koeffizienten durch Optimierung bestimmt wur-
den, Anzahl und Durchschnitt der Betrige der einzelnen Energietransferterme und
der Gesamtterme gegeben. So setzt sich z.B. der gesamte Energietransferterm fiir
T(0,0,1)T(1,0,1)%(~1,0,1) in (4.26) (ohne den gemeinsamen Faktor 1/2) zusammen aus:

Z [ (zlez,o,ﬁ)(o,o,l)(fl,o,l)eT(L 0,0,1)+ N(yff,o,ﬁ)(o,o,n(fl,o,l)e;(1’ 0,2, 1)]

T Z [N(le,(ciﬁ)(ﬂ,&l)(lﬂﬂ,l)eT(_l’ 0,2,1) + N(yfg,z;)(o,o,l)(l,o,l)65(_17 0,7, 1)}

+ N(mo:fg,l)(l,o,1)(f1,o,1)- (4.36)

In der zweiten und dritten Spalte von Tabelle 4.6 sind Anzahl und Durchschnitt
der Betriage der Gesamtsumme (4.36) und aller analog gebildeten angegeben, wobei
obige Summe unter der grofiten Orr-Sommerfeld- bzw. Squire-Quantenzahl vy, =
max{1,1,1} = 1 im Term x(0,1)Z(1,0,1)%(~1,0,1) eingeordnet ist. In der vierten und
fiinften Spalte wird die Anzahl bzw. der Durchschnitt der Betrédge der einzelnen, in
(4.36) und den analog gebildeten Gleichungen vorkommenden Terme N7, 5 0.0.1)(~1,0.1)
ei(1,0,7,1) usw. angegeben, wobei dieser Term bei der im jeweiligen Einzelterm
groften Orr-Sommerfeld- bzw. Squire-Quantenzahl vy, = max{r,1,1,1} = © der
Terme (—1,0,7), (0,0,1), (—1,0,1) und (1,0, 1) eingeordnet ist.

Die Anzahl der Einzel- und Gesamtterme nimmt mit v, zu, weil zu einem
héheren vy, Anteile aller niedrigeren Orr-Sommerfeld- und Squire-Quantenzahlen
vorkommen diirfen. Die Verletzungen im Energietransfer erscheinen recht klein, die
Gesamtverletzung als Summe aller mit der jeweiligen Anzahl von Amplitudenproduk-
ten multiplizierten Zeilen ist aber nicht vernachlédssigbar. In Tabelle 4.7 ist derselbe
Sachverhalt fiir ein System mit jeweils zehn Amplituden aufgetragen. Die Werte in
der dritten Spalte unterscheiden sich auch fiir v, < 6 von denen der Tabelle 4.6, weil
die Koeffizienten des jeweiligen Galerkinsystems auf die Systemgroflen optimiert sind.
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Das Maximum bei den durchschnittlichen Einzeltransfertermen liegt bei ., = 7,
die durchschnittliche Verletzung des Energietransfers ist fiir dieses System kleiner,
weil die Summierung iiber mehr Terme lauft.

In Tabelle 4.8 ist die durchschnittliche Energietransferverletzung fiir verschiede-
ne Reynoldszahlen aufgetragen: Bei hoheren Reynoldszahlen verschlechtert sich die
Energietransfererhaltung. Dies hingt damit zusammen, daf§ fiir groflere Reynolds-
zahlen auch die Gréfle der einzelnen Energietransferterme ansteigt, wie Tabelle 4.9
zu entnehmen ist. Es ist auch zu erkennen, dafl bei grofleren Reynoldszahlen mehr
Amplituden in das endliche Galerkinsystem eingeschlossen werden miissen, um keine
relevanten Energietransferterme zu verlieren. Das weiter unten zumeist behandelte
System von jeweils sechs Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden je Fouriermode
(0,0), (0,1), (1,0) und (1,1), also mit Gesamtdimension 108, ist demnach nur bis zu
Reynoldszahlen R ~ 300 geeignet, spétestens bei R = 500 fehlen in diesem System
relevante Energietransferterme.

Wird das Galerkinsystem nicht durch die Optimierung der Koeffizienten auf die
Systemgrofle nach Abschnitt 3.3 bestimmt, sondern durch Projektion mit Hilfe der
Orthogonalbeziehungen, so ergibt sich ein deutlich schlechteres Bild: Wie in Ta-
belle 4.10 angegeben, steigt die Energietransferverletzung fiir grofle vy, und grofie
Reynoldszahlen stark an und ist insbesondere fiir R = 1000 immens grof, wihrend
die einzelnen Transferterme nur wenig von denen des durch Ls;-Norm-Optimierung
bestimmten Systems abweichen. Dieses Ergebnis bestétigt, dal es insbesondere bei
kleinen Systemen wichtig ist, die Koeffizienten durch L,;-Norm-Optimierung zu be-
stimmen; sogar bei groflen Systemen treten aber auch dann noch nicht unerhebliche
Verletzungen der Energietransfererhaltung auf.
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Projektion

L, 14 Funktionen

Ly, 10 Funktionen

Lo, 6 Funktionen

© 00~ TR W S

10
11
12
13
14

-0.36240-0.67412:
-0.31908-0.65531¢
-0.08522+2.884231¢
-0.28950+-2.53839:
6.37393+1.37810:
-0.11380-1.15303¢
-0.27251-0.73867:
0.00339+0.01619:
-0.00053-0.00069¢
-0.00020-+0.00029¢
0.00004+0.000572
0.00004-+0.00062¢
0.00004-+0.00062¢
0.00004+0.000622

-0.45696-0.77297:
-0.41620-0.754477
-0.06306-+2.94918:
-0.27674+2.616951
6.33187+1.36978:
-0.11086-1.15983¢
0.52313-0.24946:
0.00263+0.0145617
-0.00114-0.00162:
-0.00133-0.00039¢
-0.00104-0.00039¢
-0.00100-0.000272
-0.00101-0.00028¢
-0.00101-0.00028:

-0.45595-0.775361
-0.41524-0.757361
-0.06108+2.947641
-0.27502+2.61549:
6.36102+1.39049:
-0.08993-1.158141
-1.89213-0.662561
-0.008734-0.00102%
0.00064-0.00238:
-0.00098-0.00029¢

-0.43267-0.50536¢
-0.36090-0.48850¢
1.45159+1.045172
1.51786+1.12639:

1.35441-2.604102
-0.00135-0.00024¢

Tabelle 4.3: Vergleich der Beitrdge der nichtlinearen Terme zum Energietransfer bei
der Bestimmung der N33 durch Projektion mit Hilfe der Orthogonalsysteme (links)
oder durch Minimierung der Ls-Norm fiir 14, 10 und 6 Funktionen (von links nach
rechts) bei R = 100, « = 1.1, § = 2.4: Summe der Terme f,,, zu T(—2,-2,1)T(1,1,1)T(1,1,1)

bis v.

Projektion

L5, 14 Funktionen

Ly, 10 Funktionen

L, 6 Funktionen

© 0O T A W =S

10
11
12
13
14

-0.08438-0.762541
-0.08390-0.76265:
-1.24990+1.41921%
-1.34538+1.38029¢
1.36302+2.04042:
0.40945-0.23841:
-0.03113-0.07136:
-0.00897+0.00155¢
-0.00003+-0.000577
0.00007-0.00007%
0.00002-0.00004:
0.00002-0.00002:
0.00001-0.00001¢
0.00001-0.00000¢

-0.08437-0.762561
-0.08388-0.762661
-1.24990+1.41917¢
-1.34538+1.380257
1.36301+-2.040374
0.40942-0.23843:
-0.03115-0.07136:
-0.00898+0.00155¢
-0.00004+-0.000572
0.00007-0.00007:%
0.00002-0.00005¢
0.00000-0.00002¢
-0.00000-0.00001¢
0.00000+-0.000002

-0.08422-0.76259:
-0.08374-0.76270z
-1.25104+1.41922¢
-1.34645+1.38063¢
1.35646+2.045731
0.41907-0.23900:
-0.03723-0.077252
-0.00955+0.00516¢
0.00041+0.00036¢
0.00000+0.000002

-0.10389-0.61453¢
-0.10189-0.617761
-0.24472+1.17319%
-0.37033+1.33457¢
1.01498-0.26188:
0.00000+0.00000z

Tabelle 4.4: Vergleich der Beitrdge der nichtlinearen Terme zum Energietransfer bei
der Bestimmung der N/ durch Projektion mit Hilfe der Orthogonalsysteme (links)
oder durch Minimierung der Ly,-Norm fiir 14, 10 und 6 Funktionen (von links nach
rechts) bei R = 100, o = 1.1, 8 = 2.4: Summe der Terme [,y 20 (2 —21)Y(1,1,1)¥(1,1,1)

bis v.
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R

Projektion

L, 14 Funktionen

Ly, 10 Funktionen

L, 6 Funktionen

0 3 O Ui Wi

Ne

10
11
12
13
14

0.15073-0.006702
0.15078-0.00669:
-0.13845-0.163821¢
-0.14163-0.174664
-0.13053+-0.1241517
0.03358+0.00377:
-0.05432-0.40189:
-0.00438-0.00049:
-0.00111+0.000442
-0.00013+-0.00030:
0.00001+-0.000302
0.00002+-0.000321
0.00003+-0.000321
0.00003+-0.000321

0.14827-0.00291¢
0.14831-0.00291:
-0.14074-0.16788:
-0.14394-0.17872¢
-0.12913+0.119921¢
0.03512-0.00093¢
0.33844-0.16390¢
-0.00434-0.001142
-0.00091+-0.00002:
-0.00013+-0.000092
-0.00004-0.00003¢
0.00001+-0.00000z
0.00000+-0.00000z
0.00000+-0.00000z

0.14798-0.00301:
0.14803-0.00300¢
-0.13890-0.170052
-0.14227-0.181341
-0.11145+0.12086:
0.03978+-0.01146:
-0.84193-0.362701¢
-0.01535-0.00669¢
0.00037-0.00036¢
-0.00000-0.000002

0.14762+0.018844
0.14657+-0.01694¢
0.01098-0.25241:
0.05327-0.21728¢
-0.34872-0.097561
-0.00007-0.000022

Tabelle 4.5: Vergleich der Beitrdge der nichtlinearen Terme zum Energietransfer bei
der Bestimmung der N7 durch Projektion mit Hilfe der Orthogonalsysteme (links)
oder durch Minimierung der Ls-Norm fiir 14, 10 und 6 Funktionen (von links nach
rechts) bei R = 100, a = 1.1, § = 2.4: Summe der Terme f,,, zu Y(—2,-2,1)T(1,1,1)T(1,1,1)

bis v.
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N (Vmax) = Zi,k,l Zj 6*(@‘7’)]\7;1:1* 1 (Vinax) = Zi,j,k,l 6*(@‘7’)]\7;1:1*
Vmax | Anzahl (¢, k, 1) /1 (Vimax) Anzahl (4,7, k,1) /T (Vimax)
1 20 | 0.002291 78 | 1.849664
2 121 | 0.004945 824 | 0.439668
3 319 | 0.004141 3452 | 1.326198
4 608 | 0.005626 8748 | 1.478440
) 996 | 0.006002 18448 | 2.702794
6 1477 | 0.006904 32635 | 3.812807

Tabelle 4.6: Untersuchung des Energietransfers in einem Galerkinsystem, dessen
Kopplungskoeffizienten durch Optimierung der Ls-Norm bestimmt wurden, mit je
sechs Orr-Sommerfeld- und Squireamplituden zu jeder Fouriermode (0,0), (0,1), (1,0)
und (1,1) bei R = 300, « = 0.5, § = 1.5: Die zweite Spalte enthélt die Anzahl
von unabhéngigen Tripeln z;2;2;, 2 = = oder y, die dritte Spalte den Durchschnitt
der Betrdge der aufsummierten Energietransferterme. Bei Energietransfererhaltung
wéren diese Terme null. Die Zuordnung zu vy, erfolgt durch vy, = max{v, v/, "},
die Summe {iiber v ist ausgefiihrt (s.u.). Die vierte Spalte enthélt die Anzahl an Ein-
zeltermen der Form e,(i, j) N7, die in den Gleichungen (4.26), (4.31), (4.32) und
(4.34) vor den Dreierprodukten z;z;z (2 = = oder y) stehen; die letzte Spalte gibt
den Durchschnitt der Betrdge dieser Terme an; ein Term wurde vy, zugeordnet,
Wenn V., = max{v, v,V v"'} mit i = (—m,—n,0), j = (m,n,0), k = (m/,n',v/)
und [ = (m — m/,n — n/,v"), also wenn die eingehenden Indizes maximal die Orr-
Sommerfeld- oder Squire-Quantenzahl v,,,, haben.

"(Vmax) = Zi,k,l Zj 6*(i’j)N;I:l* 1(Vmax) = Zi,j,k,z e*(iaj)N;I:l*}
Vmax | Anzahl (¢, k, 1) /1 (Vimax) Anzahl (4,7, k,1) /T (Vimax)
1 20 | 0.001953 78 | 1.885363
2 121 | 0.003408 824 | 0.443241
3 319 | 0.002378 3452 | 1.088925
4 608 | 0.003596 8748 | 1.546843
) 996 | 0.004527 18448 | 3.179386
6 1477 | 0.003874 32635 | 5.387250
7 2055 | 0.003210 53939 | 5.760809
8 2726 | 0.002984 81359 | 5.258259
9 3500 | 0.002748 118781 | 4.412712
10 4353 | 0.003587 163783 | 3.676966

Tabelle 4.7: Wie Tabelle 4.6, jedoch fiir je zehn Orr-Sommerfeld- und Squireamplitu-
den zu jeder Fouriermode (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1).
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R =10 R =100 | R=300 | R=500 | R=1000
0.001598 | 0.001269 | 0.001953 | 0.001775 | 0.005475
0.009020 | 0.003779 | 0.003408 | 0.003518 | 0.012811
0.003588 | 0.003546 | 0.002378 | 0.003057 | 0.018253
0.005027 | 0.002863 | 0.003596 | 0.003395 | 0.025461
0.002648 | 0.001870 | 0.004527 | 0.003946 | 0.066523
0.003487 | 0.003086 | 0.003874 | 0.004108 | 0.102195
0.001947 | 0.002158 | 0.003210 | 0.004080 | 0.103901
0.002529 | 0.002735 | 0.002984 | 0.004890 | 0.138890
0.001541 | 0.002078 | 0.002748 | 0.004116 | 0.161946
0 0.002033 | 0.002874 | 0.003587 | 0.004595 | 0.160936

X
g
I
"

= © 00 ~J O UL W N -

Tabelle 4.8: Durchschnitt der Betréige | Y e.(i,j)Nj| der Gesamtterme fiir die ver-
schiedenen Reynoldszahlen R = 10, 100, 300, 500 und 1000 und o = 0.5, 8 = 1.5
bei einem durch Optimierung der L,-Norm bestimmten Galerkinsystem mit je zehn
Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden; die Eintrége entsprechen denen der dritten
Spalte von Tabelle 4.7. Die resultierende Energietransferverletzung sollte verschwin-
den, steigt jedoch mit der Reynoldszahl an, was im wesentlichen am ebenfalls starken
Anstieg der Einzelterme liegt (sieche Tabelle 4.9).

R =10 R =100 | R=300 | R =500 R =1000
0.221751 | 1.190379 | 1.885363 | 2.932058 | 5.700269
0.113250 | 2.007767 | 0.443241 | 0.558532 | 1.372088
0.064267 | 3.350928 | 1.088925 | 0.542539 | 5.680292
0.039840 | 3.797709 | 1.546843 | 0.461031 | 8.792570
0.026046 | 3.344848 | 3.179386 | 6.585773 | 45.708705
0.018207 | 2.637075 | 5.387250 | 16.619797 | 74.011387
0.013615 | 1.908229 | 5.760809 | 30.209528 | 235.774237
0.010469 | 1.406456 | 5.258259 | 44.221905 | 362.010539
0.008499 | 1.046513 | 4.412712 | 37.873848 | 729.756585
0 0.006955 | 0.811260 | 3.676966 | 33.794417 | 1544.506899

X
=]
®
"

= © 00 ~J O O Wi

Tabelle 4.9: Durchschnitt der Betréige der Einzelterme |e. (7, j) ;37| fiir die verschie-
denen Reynoldszahlen R = 10, 100, 300, 500 und 1000 und o« = 0.5, 8 = 1.5 bei
einem durch Optimierung der Ly-Norm bestimmten Galerkinsystem mit je zehn Orr-
Sommerfeld- und Squire-Amplituden; die Eintrédge entsprechen denen der letzten
Spalte von Tabelle 4.7. Der Durchschnitt steigt mit der Reynoldszahl, ebenso das
Vmax, bel dem der Durchschnitt zu fester Reynoldszahl am grofiten ist. Bei R = 300
liegt es bei vyax = 7, bei R = 1000 bei vy > 10.
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R =10 R =100 | R=300 | R=500 | R=1000
0.000008 | 0.000137 | 0.000339 | 0.002157 | 50.3281
0.000006 | 0.000339 | 0.000238 | 0.002822 | 140.443
0.000006 | 0.000432 | 0.000361 | 0.005631 | 1228.02
0.000007 | 0.000658 | 0.000612 | 0.008812 | 5114.36
0.000008 | 0.000647 | 0.000946 | 0.031172 | 14387.4
0.000016 | 0.000623 | 0.001768 | 0.082781 | 35109.8
0.000022 | 0.000472 | 0.004508 | 0.350475 | 103898.
0.000070 | 0.000805 | 0.018671 | 0.793345 | 219263.
0.000168 | 0.003263 | 0.044033 | 1.517387 | 354445.
0 0.001543 | 0.011802 | 0.115490 | 2.788289 | 591899.

R
=]
]
"

= O 00 ~J O Ol Wi

Tabelle 4.10: Durchschnitt der Betréige | ) e.(i,7) N3 | der Gesamtterme fiir die ver-
schiedenen Reynoldszahlen R = 10, 100, 300, 500 und 1000 und o = 0.5, § = 1.5
bei Berechnung des Galerkinsystems durch Projektion mit Hilfe der Orthogonalbe-
ziehungen fiir je zehn Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden. Die resultierende
Energietransferverletzung sollte verschwinden; im Vergleich zu Tabelle 4.8 ergeben
sich bei grofien Reynoldszahlen deutlich grofiere Terme (mehrere Grofenordnungen),
d.h. die Energietransfererhaltung ist beim Projektionsverfahren stéarker verletzt.
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4.4 Wand- und Dissipationsterme

In diesem Abschnitt wird beschrieben, welche Anforderungen aufler der Energietrans-
fererhaltung der nichtlinearen Terme an die Kopplungskoeffizienten des Galerkinsy-
stems gestellt werden miissen, damit der Einflul des Wandterms und der Energieab-
flul durch Dissipation die einzigen Energiequellen und -senken des Modells sind (wie
durch die Navier-Stokes-Gleichungen vorgegeben):

dE  dE° dE% dE° dFE dFE
i + + = (_> + ( > (4.37)
Wand Diss

dt dt dt dt dt dt

Fiir die Couette-Stromung wird die Gleichheit fiir das unendlichdimensionale Ga-
lerkinsystem gezeigt, anschlieBend werden die Auswirkungen des Abschneidens bei
endlicher Amplitudenzahl behandelt.

4.4.1 Wand- und Dissipationsterme in Galerkindarstellung
Fiir die Zeitableitungen der Einzelterme aus (4.10) gilt mit (4.24):

dE°
- 0, (4.38)
dEOS !
Z Z(0,0,v) / dy U(y)u(O,O,V) (y)a (439)
-1
dES 1 1
—— =52 Poonsloon +Hoonbioon] +7 D DL (4.40)

v (m,n)#(0,0) v,/
[()\(mm,,,) + )\(,m7,n7,,/)) e1(m, n, V, V)& (mn0) T(—m,—n,v)
+ (N(m,n,u) + N(*mﬁn,u’)) €3 (ma n,v, Vl)y(m,n,u)y(fm,fn,u’)
+ ((A(m,n,u) + ,u(fm,fn,u’)) €2 (ma n,v, l/l)x(m,n,u)y(fm,fn,u’) + kk):| .
Hierbei ist beriicksichtigt, da die Terme 3.Ordnung in dE®/dt gemif Abschnitt

4.3 verschwinden. Wenn die Relation fiir 4(,) des Galerkinsystems (3.1) in (4.39)

eingesetzt wird (die Koeffizienten N/ 1m0y m.—n ) sind null), so ergeben sich

eine Summe erster und zwei Summen zweiter Ordnung in den Amplituden z;, y;:

dE% 1

7 2 Z A0 Z©00) f (V) + % Z Z (4.41)

v (m,n)#£(0,0) v',v"’

{ [Z %xgu )(m,n,v’) m,n,z/’)f(l/)] L(mn,v")L(—m,—n,v")

Z N(%xgu)(m n,v')(— m,—n,u”)f(l/)] L(m,n,v)Y(=m,—n,") } :

v
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Hierbei steht die Funktion f(v),v € N fiir das Integral

f(v) = / U)o (y) dy, (4.42)

1

mit U = y ergeben sich die Werte

0 fiir v ungerade,
f={ (1.43)

—W fiir v gerade.

Andererseits wurden in Abschnitt 4.1 Gleichungen fiir den Wandeinflufl und die
Dissipation der Stromung aus den Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet. Die beiden
Arten der Beschreibung von dE/dt in (4.37) miissen gleich sein. Im Dissipations-
term aus (4.8) koppeln nach der Fourierentwicklung (2.10) und Integration iiber das
Periodizitatsvolumen in z- und z-Richtung nur Moden zu (m,n) und (—m, —n):

dF 9 5
<E>Diss N Z/ |umn| + |vmn| + |wmn| )
—|—|<9yu,,m|2 + |8yvm,n|2 + |8ywm7n|2} dy. (4.44)

Werden fiir (m,n) # (0,0) die Beziehungen (2.15) und (2.16) und die Entwicklungen
der Fouriermoden nach den Eigenfunktionen beriicksichtigt, dann kénnen analog zu
den Metrikkoeffizienten (4.14) bis (4.16) fiir (m,n) # (0,0) die Dissipationskoeffizi-
enten (j = (m,n,v), j' = (m,n,)):

i) = [y (@005 + @30 5) + F—0n)0,1)) . (445)

1 1

es(4,7") = 2 dy (9yn;)(0yT3), (4.46)
17 1 B B
es(,7') = e/, dy (9y71;)(0y13) (4.47)

definiert werden. Die Eigenfunktionen wj, und @j, sind nach (2.47) Cosinus- und
Sinusfunktionen, so dafl folgt:

dE 1 2,2
<E>D. ~ "9R Z % (m%o,o,u) + y(20,0,u)) (4.48)
1
B f{ Z Z{ + 64(] J ):| T;Tj
#(0,0) v,/
+ [k, nes(d, g ) +es(4,5)] iy
([ 23 5') + es (3, 5)] @y + kb))
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Die Aquivalenz (4.37) muf fiir jede Wahl der unabhingigen Amplituden Zj,Y;
gelten, also fiir jede Ordnung dieser Amplituden und jede Kombination einzeln.
Ein Vergleich der Terme 1.0rdnung aus (4.41) und (4.8) erfordert die Gleichheit

—Z)\OOV)J?(OOV Z V(o0 (1), (4.49)

v gerade

Mit den Eigenwerten (2.46) und den Werten (4.43) ergibt sich dies sofort, so daf§
dE% /dt aus dem gesamten Wandterm und zusétzlich einem dissipativen Anteil be-
steht.

Die Gleichheit der Terme zweiter Ordnung zu m = n = 0 aus (4.40) und (4.48)
erfordert

2 1 Vi’ 2 2
5 Z (0,0,) 95(0 0,v) T (0,0 v)y(o,o,u)] = oR 1 (Jf(o,o,y) + y(o,o,y)) ,  (4.50)

14

was durch Einsetzen der Eigenwerte (2.46) sofort folgt.

Eine Betrachtung der Terme 2.0Ordnung zu Produkten yiy, mit k& = (m,n,v),
I 2 (=m,—n,V) und (m,n) # (0,0), die in (4.41) nicht auftreten, erfordert bei
Betrachtung jeder unabhéngigen Kombination yyy; in (4.40) und (4.48):

R
66(manay7yl) - = kfn,n_’—g

(g + 1) | es(m,n, v, "). (4.51)
Diese Gleichheit 148t sich aus der homogenen Squire-Gleichung (2.32) herleiten, indem
diese mit 7(_p,—n,r) multipliziert, iiber y € [—1,1] integriert und dazu die Squire-
Gleichung fiir 7y, —p,), analog mit 7y, » .y multipliziert und integriert, addiert wird.

Vergleich der Terme 2.0rdnung zu xy;: Im Unterschied zu der Betrachtung der
Terme zu yyy, kommen aus (4.41) Terme, die explizit Kopplungskoeffizienten bein-
halten, hinzu. Der Vergleich von (4.40), (4.41) und (4.48) ergibt:

1 /
i Z Z(()\k +lul) 62(m7 n, Vay)mk-yl +kk)

(m,n)#£(0,0) v,/

TEEDS Z[Z Nt (7 >] o (452)

(m,n)#(0,0) v,v/

1
- _ﬁ Z Z m7n7 v, V’)+65(m,n, v, V,)] l‘kyl—f—k‘k) .

(m,n)#(0,0) v,/

Zum direkten Vergleich werden die konjugiert-komplexen Terme durch die konjugiert-
komplexen Terme zu (—m, —n) ersetzt, d.h. die Summe iiber die (m,n) umgeordnet.
Da alle beteiligten Terme beim Ubergang (m,n) — (—m, —n) in ihr Konjugiert-
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Komplexes iibergehen, bleibt zu zeigen:
/ 9 R )
e5(m,n,1/,y)—|— km,n+_()‘k+ﬂl) 62(m>n7l/>y)
Z Nioo ot @) (4.53)

Hierzu wird die homogene Squire-Gleichung von 7, /) mit 7 pn,) multi-
pliziert, iiber y € [—1,1] integriert und dazu die inhomogene Squire-Gleichung fiir
N(m,n,v), analog mit 7, _,,) multipliziert und integriert, addiert. Nach Division
durch —2k2, .., bei Beachtung von (4.15) und (4.46) und nach einem Vergleich mit

m,n?

(4.53) bleibt zu zeigen:

R T — ZﬁTLR ! ~
9 ZN(ogu (7)) = T 9k2 /lvkmdy- (4.54)

Die Kopplungskoeffizienten N(0 é’y w Sind nach Tabelle 3.1 gegeben durch:

1
Ng)fg,ﬂ)kz:/ (Oyu(0,0,5) ) VK Tdy

1

: 1
ion ~

= —kf / (Oyti(0.0,7))UkTndly. (4.55)
m,n J—1

Die Funktionen 7 sind nach (2.47) Cosinus- und Sinusfunktionen, so daf mit der
Abkiirzung ¢(y) = v, den Werten (4.43) und © = v/2 folgt:

1

S Nl (0) = =25 S0 [ eostomialo)dy. (450

-1

v

Wird andererseits die Funktion g(y) periodisch angenommen, was wegen
g(£1) = 0,9(£1) =0 (4.57)

zu einer stetig differenzierbaren Funktion fithrt, und in eine Fourierreihe iiber [—1, 1]
entwickelt:

o0

gly) = + Z ay cos(Pmy) + Z by sin(my), (4.58)
=1
so gilt fiir den Funktionswert bei y = +1:
o
gly==%1) =+ > = 0, (4.59)

=1
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wobei fir 2 =0,1,...:

al;:/ cos(0my)g(y) dy. (4.60)

1

Aus (4.56) folgt hiermit

1
— d
ZN(QE)I(Z)/V uf (V) = ;fn f_12g(y) Y (4.61)
und damit die Gleichheit in (4.54).

Vergleich der Terme 2.0rdnung zu x;z;: Analog zu der Betrachtung der Terme zu
zy; treten hier aus (4.41) Terme auf, die explizit Kopplungskoeffizienten beinhalten.
Fiir die einzelnen Amplitudenkombinationen ist zu beachten, da8 z(,, n,)T(—m,—n,) =
T(—m,—n ) E(mny) Und €1/4(m,n, v, V") = e1/4(—m, —n,v',v). Damit ergibt der Ver-
gleich von (4.40), (4.41) und (4.48):

R
es(m,n,v,v') + [k;?nn +5 A+ X)) | er(m,n, v, /)

R
= =5 3 Nl () (462)

v

Hierbei geht ein, dafl bei der Berechnung von N(‘”O‘f(‘{ﬂ)kl die Vertauschbarkeit von
(m,n,v) und (—m, —n, ") beriicksichtigt wurde (siehe (3.29)), so dafl nur einer der
Kopplungskoefﬁzi.(.anten N, (0.0, ) (mon,) (—m,—n,) und N, (0.0, ) (—m,—nv) (mn,v) VO null ver-
schieden ist; der Ubersichtlichkeit wegen wurde der erste ausgewahlt.

Zum Nachweis der Gleichheit wird die Orr-Sommerfeld-Gleichung zu v(y, , ) mit
V(—m,—n,) Multipliziert, iiber y € [—1, 1] integriert und zu der analog mit v, .y mul-
tiplizierten und integrierten Orr-Sommerfeld-Gleichung zu v(_p, n /) addiert und par-
tiell integriert. Analog wird die inhomogene Squire-Gleichung zu 1(m 5.,,) Mit 79—, —n )
multipliziert, iiber y € [—1, 1] integriert und zu der mit 7, ,,,) multiplizierten und
integrierten inhomogenen Squire-Gleichung zu 7_p, —n,/) addiert und partiell inte-
griert. Die Subtraktion dieser Gleichungen bei Beachtung der Definitionen (4.14) und
(4.45) ergibt nach Division durch 2k7, ,:

es(m,n,v,v') + [k;?nn + g (A + )\l)} e1(m,n,v,v/)

zamR iBnR !
=7 / vpOyuidy — 2/;;2 / (v, — vmi| dy. (4.63)
m,n — m,n J—1

Der Vergleich mit (4.62), partielle Integration und (2.15) ergeben, daff die Gleichheit

1
Z N0, (7 / [k + viug) dy (4.64)

1
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4 >t Nioo ol (7) > o1 NG o (7)
2 —0.0687639 ¢ 0.127354
4 —0.0596042 7 0.118043
6 —0.0584496 7 0.114410
8 —0.0581259 % 0.113492
10 —0.0579999 ¢ 0.113151
12 —0.0579408 ¢ 0.112995
14 —0.0579094 7 0.112913
16 —0.0578911 ¢ 0.112866
es+ (K2 +E+w)) e | eat+ (B2+E N+ N)) e
—0.0578515 i 0.112766

Tabelle 4.11: Uberpriifung der Konvergenz von Wand- und Dissipationsterm gegen
die Gesamtenergiednderung am Beispiel R = 100, o« = § = 1, fiir £ = (0,1,1)
und ! = (0,—1,1) in einem durch Projektion bestimmten Galerkinsystem. Weil die
Gewichtungsfunktion f(v) fiir ungerade v null ist, sind nur die geraden Teilsummen
angegeben. Deutlich ist die Konvergenz gegen die nach (4.53) und (4.62) geforderten
Terme zu sehen.

zu zeigen ist. Nach Tabelle 3.1 gilt:

1
Noosym = / (Oyu(0,0,9)) [k + viug) dy. (4.65)
1

Analog zum Vorgehen fiir die Terme zu zy; kann iiber die Fourierreihe von [viu; + vjug]
die Gleichheit in (4.64) gezeigt werden.

4.4.2 Betrachtung im abgeschnittenen Galerkinsystem

Die gewiinschte Gleichheit der Darstellungen in (4.37) in einem endlichen Galerkin-
system gilt fiir die erste Ordnung immer und fiir die zweite Ordnung fiir Terme zu
m =n = 0 und fiir Terme zu y;y;. Die Summen iiber die gewichteten Kopplungsko-
effizienten in (4.53) und (4.62) erfiillen allerdings nur dann die gewiinschten Bezie-
hungen, d.h. die Energieinderung des endlichen Systems ergibt sich nur dann durch
die Summe des Wand- und des Dissipationsterms, wenn iiber unendlich viele Moden
(0,0, 7) summiert wird, wie insbesondere an der Fourierreihe (4.58) im obigen Beweis
zu sehen ist. Ansonsten sind die Dissipationsterme in (4.52) und der analogen Glei-
chung fiir zz nicht vollstandig dargestellt. Im endlichen Galerkinsystem ist die Anzahl
der Amplituden begrenzt; Tabelle 4.11 enthélt die Teilsummen der gewichteten Ko-
effizienten N(”E)IOV w bZW. NG o fir k= (0,1,1), 1= (0,-1,1), v = 1,..., D fiir die
Werte 7 = 2,4,6,...,16. Deutlich ist zu erkennen, dafl diese Teilsummen nicht die
in (4.53) und (4.62) geforderte Beziehung erfiillen, die Abweichung mit zunehmender
Modenzahl 7 jedoch immer geringer wird.
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4.5 Transientes Wachstum im endlichen Galerkin-
system

Transientes Wachstum basiert auf der Nichtnormalitit des Operators der linearen
Néherung. Eine Kontrollgréfe, hier die Energie der Stérung, wichst fiir bestimmte
Anfangswerte voriibergehend an, obwohl die Amplituden der Entwicklungsfunktionen
exponentiell abfallen, also obwohl das System linear stabil ist. Diesem voriibergehen-
den Energieanstieg, dessen Faktor von den Basiswellenzahlen o und 3 und von der
Reynoldszahl R abhéingt, jedoch von der Amplitude des Zustandes unabhéngig ist,
wurde in den vergangenen Jahren in Hinsicht auf den Einsatz und die Aufrechter-
haltung von turbulenten Strukturen in linear stabilen Strémungstypen und -regionen
viel Aufmerksamkeit gewidmet [5, 10, 14, 19, 47].

Zur Bestimmung der maximalen Storungsenergiesteigung in einem System mit o
Orr-Sommerfeld- und 2 Squire-Moden je Fouriermode (ma, ng3) wird die Energie der
Storung (4.17) betrachtet. Sei

ijn = (l‘(mmJ), Ce ,le(mm,l;), y(mﬂhl)’ e ,y(mm,f/)) (466)

ein Vektor mit den Amplituden des endlichen Systems; dann 148t sich die Stérungs-
energie bestimmen durch

ES =Yz EnnZmn (4.67)

mit den 20 x 20-Matrizen E,, ,,; Eoyo hat die Diagonalform
EQ’() = dlag(l, ceey 1), (468)
E,., fir (m,n) # (0,0) die Blockform:
Bl (BD)
En,,= ’ ’ , (4.69)
Eh B

wobei aufgrund von (4.17) gilt:

1

(Eg?n)u v/ = Zel (m7 n, V/a V)a (470)
1

(Egv)n)yy’ = 163(m7 n7 l/lay); (471)
1

(Efan),,, = ge2(m,n, v/, v). (4.72)

Die zeitliche Ableitung entspricht unter Beriicksichtigung der Energietransfererhal-
tung der Gleichung (4.40):
dE®

W - Z 2:(”7” (A:(n,nEm,n + Em7nAm,n) 5m,n (473)

m,n
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mit der 20 x 20-Matrix A, ,:

Am,n = diag()\(mm,l), ceey )\(m,n,ﬁ)y ,u(mm,l), e ,,u(mm,,;)). (4.74)

Aufgrund der Struktur der Metrikkoeffizienten sind die £, ,, hermitesch, d.h. E,, ,, =
E:{m Zur Bestimmung des moglichen transienten Wachstums ist fiir jede Fouriermode
das Maximierungsproblem

max Zron (N B + EnnAin) Zinn (4.75)

e o
(zmmEm,nzm’nfl)

zu 16sen, d h. der maximale Energieanstieg fiir Zustdnde mit der Storungsenergie 1
wird gesucht. Dieser entspricht dem gréfiten Eigenwert max, {(m n,) des Eigensystems

(A;kmnEm,n + Em,nAm,n) f(m,n,z/) = g(m,n,u)Em,nf(m,n,V) (476)
[27]. Da die Matrix (A;kn,nEmﬂ —I—Em,nAm,n) hermitesch ist, gilt {unn.) € R. Fiir
die Eigenfunktionen f(m n,.), zusammengefalit zu Fy,, = (fimm1)s - -+ 5 fimn,20)), folgt

nach der Normierung die Beziehung
F7:7nEm7nFm7n =1 (4.77)

mit der Einheitsmatrix /. Die Matrix F); | Ey,, dient somit als Projektor vom Raum
der Amplituden {z(mn,)} in den Raum der Amplituden der Funktionen { finn,)}-
Im endlichen Galerkinsystem wird das transiente Wachstum durch die Eigenwerte
des Systems (4.76) bestimmt, die zugehorigen Eigenfunktionen geben die Richtungen
des linearen Wachstums bzw. Abfalls vor. In Tabelle 4.12 sind jeweils die 6 grofiten
Eigenwerte der endlichen Systeme zu den Dimensionen 20 = 12, 20 und 32, d.h.
jeweils 6, 10 bzw. 16 Orr-Sommerfeld- und Squire-Moden wurden benutzt, den 6
grofiten Eigenwerten des vollen Systems bei den Parameterwerten R = 350, a =
0.5, 8 = 1.5 und (m,n) = (1,0),(0,1), (1,1) gegeniibergestellt. Die Berechnung fiir
das volle System wird hier nicht néher vorgestellt; sie erfolgt durch die Berechnung
der Eigenwerte &7 des zu (4.76) dquivalenten Systems, wenn nicht nach den

(m,n,v)
Eigenfunktionen des linearisierten Problems entwickelt wird:

Linh Lsq + Lisq Mm,n,v) ) 0 I Mm,n,v)
(4.78)
mit
Ls = (05 — ki) + iamR(0) — k;..)y.
Lio =02 — k2, +iamRy,
Linh = —ZﬁTLR,
v# (1) = 9,07 (£1) = n¥(£1) = 0.
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Cut-Off, Cut-Off, Cut-Off volles

(m,n,v) 20=12 20=20 20 =32 System
(0,1,1) 0.6185 0.6248  0.6260 0.6264
(0,1,2) 0.3083 0.3113 0.3118 0.3121
(0,1,3) 0.1019 0.1093  0.1101 0.1103
(0,1,4) -0.0658 -0.0615 -0.0610 -0.0608
(0,1,5) -0.2610 -0.2288 -0.2277 -0.2274
(0,1,6) -0.4090 -0.3942 -0.3934 -0.3932
(1,0,1) 0.1962 0.1967  0.1969 0.1971
(1,0,2) -0.0201 -0.0155 -0.0155 -0.0155
(1,0,3) -0.0714 -0.0578 -0.0578 -0.0578
(1,0,4) -0.1762 -0.1146 -0.1142 -0.1141
(1,0,5) -0.1888 -0.1283 -0.1283 -0.1283
(1,0,6) -0.3418 -0.2270 -0.2270 -0.2270
(1,1,1) 0.6290 0.6392  0.6396 0.6399
(1,1,2) 0.2970 0.3170  0.3177 0.3180
(1,1,3) 0.0301 0.1113  0.1120 0.1122
(1,1,4) -0.1794 -0.0591 -0.0585 -0.0583
(1,1,5) -0.3870 -0.2246 -0.2238 -0.2236
(1,1,6) -0.4846 -0.3824 -0.3816 -0.3813

Tabelle 4.12: Vergleich der Eigenwerte der Energiesteigungen der vollen Gleichungen
(4.78) mit denen von endlichen Systemen (4.76) der Dimensionen 2 =12, 20 und 32
bei R = 350, a = 0.5, # = 1.5: Deutlich ist die erwartete Anndherung von unten an
die Eigenwerte des vollen Systems zu erkennen. Auch das System der Dimension 12,
also mit 6 Orr-Sommerfeld- und 6 Squire-Amplituden, hat im wesentlichen die Stei-
gungen des vollen Systems, insbesondere bereits die gleiche Anzahl von Richtungen
mit Energieanstieg.

Die Ergebnisse fiir das volle System (4.78), das durch Entwicklung nach Tschebyscheft-
oder Legendrepolynomen gelost wird, stimmen mit publizierten Ergebnissen iiberein
[5]. Wie zu erwarten, sind die Eigenwerte der endlichen Systeme kleiner als die ent-
sprechenden Eigenwerte des vollen Systems, nidhern sich diesen aber mit zunehmender
Modenzahl an. Deutlich ist zu erkennen, dafl auch bei nur je sechs Orr-Sommerfeld-
und Squireamplituden (nach den Eigenwerten des linearen Systems ausgewihlt) die
volle Zahl an transient wachsenden Moden im System vorkommt. Dies wird auch
in den Tabellen 5.1 und 5.2 ab Seite 53 deutlich, in denen neben anderen System-
groflen auch die Anzahl der transient steigenden Moden zu vorgegebener Gesamtam-
plitudenzahl angegeben ist: Ab einer bestimmten Gesamtamplitudenzahl sind alle
transient steigenden Moden im System enthalten. Dies liefert neben den Hauptener-
gietransfertermen einen weiteren Anhaltspunkt, wieviele Amplituden je Fouriermode
im endlichen Galerkinsystem mindestens enthalten sein sollten.
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Kapitel 5

Erzwungene
Energietransfererhaltung

Wie in Abschnitt 4.3 gezeigt, verletzt ein endliches System die Forderung nach Ener-
gietransfererhaltung der nichtlinearen Terme. AuBlerdem wird, wie in Abschnitt 4.4
gezeigt, die Energiednderung nicht mehr nur vom Wand- und Dissipationsterm be-
wirkt; iiber die Energiequellen und -senken aus den Termen dritter Ordnung hinaus
kénnen also noch Quellen und Senken aus Termen zweiter Ordnung auftreten.

Es erweist sich insbesondere bei kleinen Systemen als wichtig, diese "kiinstlichen”
Energiequellen und -senken zu verhindern. Hierzu werden die Kopplungskoeffizien-
ten N3 des Galerkinsystems renormiert, d.h. ihre Werte werden so verdndert, daf}
auch in einem endlichen System beide Energietransferforderungen erfiillt sind. Dieses
Vorgehen erscheint gerechtfertigt, denn durch Beschrankung auf eine endliche Ampli-
tudenzahl ist die Originaldynamik der Navier-Stokes-Gleichungen im Galerkinsystem
ohnehin nur noch eingeschrankt vorhanden, sind die physikalisch sinnvollen Energie-
transferanforderungen ohnehin nicht erfiillt und ist nicht mal die Anforderung, dafl
die Stromungsgeschwindigkeiten beschriankt bleiben sollten[16, 40, erfiillt.

Im nachhinein wird die Renormierung dadurch bestétigt, dafl verh&ltnisméaBig
kleine Anderungen in den Kopplungskoeffizienten (und damit in der Dynamik) aus-
reichen, um die Energietransferforderungen zu erfiillen, die Lésungen auch bei sehr
hohen Anfangsenergien beschrankt bleiben und mit den renormierten Systemen er-
zielte qualitative und quantitative Ergebnisse mit anderen numerischen und experi-
mentellen Ergebnissen kompatibel sind.

5.1 Methode der Renormierung

In diesem Abschnitt wird die Renormierungsmethode vorgestellt, wobei neben der
allgemeinen Beschreibung als Beispiel das System vorgestellt wird, bei dem nur die
Moden x(g,0,2), Z(1,1,1) und x(_; 11y auftreten:

Im ersten Schritt werden alle in dem endlichen System vorkommenden Produkte
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aus drei Amplituden 2(m n,)2(m’ 0/ v/) 2(=m—m!,~n—n’ ) Mit z = x oder z = y bestimmt,
und fiir jede Kombination wird die Energietransfererhaltungsverletzung nach (4.26),
(4.31), (4.32) oder (4.34) berechnet. Aufgrund der Transformationseigenschaften der
Kopplungskoeffizienten N3 (Tabelle 3.2), der Energiekoeffizienten e; (Tabelle 4.1)
und damit der die Energietransfererhaltung bestimmenden Terme f,.. (Tabelle 4.2)
sind hier nur diejenigen Amplitudenkombinationen zu betrachten, die bei (m,n) —
(+m, +n) nicht in eine bereits betrachtete Kombination iibergehen (wie iiblich steht
xxx fir zax, yyy, ryy, yxx). Die Anzahl der Gleichungen ist hoch und nimmt kubisch
mit der Anzahl der Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden je Fouriermode zu. Fiir
das Produkt x(0,0,2)%(1,1,1)Z(-1,-1,1) ergibt sich nach (4.26) die Gleichung (ohne Faktor

1/2):
NGo2 1 -1,-11) T NiTneeaper(—1,-1,1,1) (5.1)
+N(zf1z,—1,1)(0,0,2)(71,71,1)eT(1> L1,1)=g

mit der Energietransfererhaltungsverletzung ¢;, die daraus resultiert, daf§ der zwei-
te Term nicht als Summe iiber alle N("”l‘ffy)(070’2)(1,171)e’{(—1, —1,1,v) und {iiber alle
NG 00216 (=1, —1,1,v) lauft (und auch der dritte Term nicht).

benso werden alle in diesem endlichen Galerkinsystem moglichen Kombinatio-
nen zweier Amplituden der Form (,,5.0)Y(—m,—n,v) U0d Z(m0,0)T(=m,—n,) bestimmt,
und die Verletzung des Wand-/Dissipationsterms nach (4.53) bzw. (4.62) wird be-
rechnet. Thre Anzahl ist wesentlich kleiner als die der Terme dritter Ordnung und
steigt nur quadratisch mit der Anzahl der Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden

je Fouriermode. Fiir das Paar z(1,1,1)7(-1,—1,1) ergibt sich:

R
64(17 1,1, 1) + kil + 5()‘(1,171) + )\(*17*171)) 61(17 L1, 1) (52)
R rrx
+5N(o,o,z)(1,1,1)(—1,—1,1)f(2) = 92

mit der Erhaltungsverletzung g-, die daraus resultiert, daf3 der letzte Term nicht als
Summe {iiber alle N(xofx,v)(l,lvl)(—l,—l,l)f(V) lauft.

Dann werden alle in diesen Gleichungen vorkommenden Kopplungskoeffizienten
N3 # 0 bestimmt und als variabel markiert. Es ist zu betonen, dafi nur solche
Kopplungskoeffizienten im néchsten Schritt verdndert werden diirfen, die im Origi-
nalsystem von null verschieden waren. Dies bedeutet, daf§ keine neuen Kopplungen
eingefiihrt werden, so daf§ die Auswahlregeln aus Abschnitt 3.4 auch vom renormierten
System erfiillt werden. Fiir obiges System ergibt sich unter Beachtung der Transfor-
mationsregeln aus Tabelle 3.2 die Menge {N(ff&)(1,1,1)(—1,—1,1)a N@fﬁy)(07072)(17171)}.

Nach dem Ubergang

sk THkEk sokok sokok
i~ Nog' = Nog' + AN (5.3)

ok sk

von den Original-Kopplungskoeffizienten N7 zu den renormierten Koeffizienten N Hl
diirfen die oben bestimmten Abweichungen nicht mehr auftreten, sie miissen also von
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den Differenztermen AN kompensiert werden. Fiir die Energietransfererhaltung
ist dies immer moglich, weil z.B. die Wahl

ok o Tk
AN =Ny = Nj; =0 (5.4)

die Energietransfererhaltung auf triviale Weise erfiillt. Die zweite Erhaltung, die
den Wand- und Dissipationsterm betrifft, ist weniger leicht zu erfiillen, da hierfiir
Kopplungskoeffizienten N(*Ois,u)kl # 0 vorhanden sein miissen. Da es sich bei den Er-
haltungsgleichungen um lineare Gleichungen in den Kopplungskoeffizienten handelt,
ergibt sich in den unbekannten AN ein inhomogenes lineares Gleichungssystem.

Fiir das Beispielsystem folgt unter Beachtung von N(?f1)(o,o,2)(1,1,1)eT(_l’ -1,1,1) =

(Nétfifl’l)(07072)(71’71’1)ef(1, 1,1, 1)) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir

die zwei Unbekannten AN(%TOI,2)(1,1,1)(71,71,1) und AN(:El:fil)(O,O,Q)(l,l,l):

ANG o111y (-1,-11) T ANTT 0020 1ne1 (=1, —1,1,1) (5.5)
+(ANETh oo ei(—1 —1,1,1))" = gy,

R T
5AN(O,O,2)(1,1,1)(71,71,1)f(2) = —J2- (5.6)

In diesem Falle sind beide Gleichungen reell, aber nur AN&% 2)(1,1,1)(—1,-1,1) muf} auf-
grund der Transformationseigenschaften der Kopplungskoeffizienten eine reelle Gréfie
sein. Es zeigt sich, daf§ bei endlichen Systemen die Anzahl der Kopplungskoeffizienten
die Anzahl der zu erfiillenden Gleichungen bei weitem iibersteigt (siehe Tabelle 5.1
und 5.2), so daf§ die Abweichungen AN nicht eindeutig bestimmt sind. Lediglich
fiir Kopplungskoeffizienten Ny ), mit * = z,y, k = (0,n,v) und I = (0, —n, ")
kommt es durch diese Anforderungen teilweise zu iiberbestimmten Gleichungssyste-
men, weil viele der Kopplungskoeffizienten im Originalsystem null sind; die Losungen
erfiillen (im Least-Squares-Sinne) die Gleichungen aber in guter Ndherung.

Die Unterbestimmtheit wird als Ausgangspunkt einer Optimierung genutzt: Un-
ter der Nebenbedingung, dafi die unbekannten AN die Energietransferverletzung
kompensieren sollen, wird der Ausdruck

2
sk

kkk
Njkl

(5.7)

Ikl

minimiert. Diese Gewichtung hat den Vorteil, daf§ die Minimierung von der (willkiir-
lichen) Normierung der Eigenfunktionen und daher von der Skalierung der Kopp-
lungskoeffizienten unabhéngig ist, da nur relative Gréflen eingehen. Néaheres zur Im-
plementierung findet man in Anhang B.4.

In den Tabellen 5.1 und 5.2 sind die Systemgrofien fiir verschieden grofie Galerkin-
systeme angegeben. Die Anzahl der unabhéngigen Kopplungskoeffizienten (entspricht
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der Anzahl der Unbekannten) geht in Tabelle 5.1 etwa mit 4002, die Anzahl der

Gleichungen aus der Erhaltung des Energietransfers (3.0rdnung) etwa mit 1623

max’
die Anzahl der Gleichungen aus der Wand- und Dissipationsanforderung etwa mit
3v2 .. Die resultierenden Gleichungssysteme sind sehr diinn besetzt (maximal ca.

AVpax Eintriage je Zeile) und zerfallen in Blocke, deren Anzahl zwar zunimmt, aber
deren maximale Grofle auch betrachtlich steigt.

Vmax 1 2 3 4 5 6 7 8
Dimension des | 18 36 54 72 90 108 126 144
Systems

Richtungen mit | 1 2 4 ) 6 7 7 7
transientem

Wachstum

Anzahl der | 42 326 1097 2603 5075 8777 13926 | 20794
Kopplungsko-

effizienten

Anzahl der | 20 141 460 1068 2064 3541 5600 8328
Gleichungen

3.0rdnung

Anzahl der | 0 14 30 50 7 108 146 188
Gleichungen

Wand /Diss

Anzahl der be- | 5 9 13 17 21 25 29 33
setzen Spalten

Anzahl der | 6 14 19 25 33 40 56 61
Blocke

maximale 7T X |32 x |78 x|164 x |35 x| 510 x | 889 x | 1204x
Blockgrofle 17 55 226 457 1015 1461 2576 3472

Tabelle 5.1: Systemgroflen fiir verschiedene Modenzahlen des endlichen Galerkinsy-
stems am Beispiel des durch Ly-Norm-Optimierung bestimmten Systems zu R = 350,
a = =1, mit den Moden (0,0,v),(1,0,v),(0,1,v),(1,1,v) fiir v = 1,... , Vpax. Es
sind (v.o.n.u.) die Dimension des Systems, die Anzahl der Richtungen mit transientem
Wachstum, die Anzahl der fiir die Energietransfererhaltung zu erfiillenden Gleichun-
gen, die Anzahl der Gleichungen zum Erfiillen der Wand-/Dissipationsrelation, die
maximale Zahl von besetzten Spalten, die Anzahl der unabhéngigen Blocke und die
maximale Blockgrofie im sich ergebenden Gleichungssystem angegeben.

5.2 Energiebilanz des Wand- /Dissipationsterms

In Abbildung 5.1 ist der Verlauf der Energieinderung iiber der Zeit fiir einen Anfangs-
zustand in zwei verschieden renormierten Galerkinsystemen aufgetragen; die Integra-
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Vmax 2 3 4 5 6
Dimension des Sy- 52 78 104 130 156
stems

Richtungen mit tran- 4 7 9 10 12
sientem Wachstum

Anzahl der Kopp- 645 2185 5112 9956 17200
lungskoeffizienten

Anzahl der Gleichun- 293 940 2172 4181 7164
gen 3.0rdnung

Anzahl der Gleichun- 21 45 74 114 159
gen Wand /Diss

Anzahl der besetzen 10 16 20 26 30
Spalten

Anzahl der Blocke 25 38 49 65 84
maximale Blockgrofle | 36 x 96 | 156 x 436 | 272 x 784 | 450 x 1200 | 900 x 2628

Tabelle 5.2: Wie Tabelle 5.1, jedoch fiir Systeme mit jeweils vp.x Moden zu (0,0),
(0,1), (0,2), (1,0), (1,1) und (2,0).

tion des dynamischen Systems erfolgte mit der Bulirsh-Stoer-Extrapolationsmethode
(sieche auch Abschnitt 6.3). Im oberen Bild ist das Galerkinsystem so renormiert,
daB die Energietransfererhaltung gewahrleistet ist. Durchgezogen ist der Differenzen-
quotient [E(t + At) — E(t)]/At fir At = 0.1 als Naherung von dE/dt dargestellt,
gestrichelt die Summe aus Wand- und Dissipationsterm: (dE/dt)wana + (dE/dt)piss.
Deutlich ist eine Abweichung zu erkennen, wobei der Wand-/Dissipationsterm um
die Energieinderung schwankt. Im unteren Bild ist derselbe Sachverhalt in einem
Galerkinsystem dargestellt, in dem auch die in Abschnitt 4.4 geforderte Gleichheit
der Energiebilanz mit der Summe aus Wand- und Dissipationsterm erfiillt ist. Zwi-
schen den beiden Kurven besteht kaum noch ein Unterschied; der geringe Unterschied
resultiert aus der teilweisen Uberbestimmtheit des fiir die Renormierung zu lésenden
Gleichungssystems und aus numerischen Fehlern, wie z.B. der Anniherung von dE/dt
durch einen Differenzenquotienten.

5.3 Tabelle eines renormierten (Galerkinsystems

In Tabelle 5.3 sind beispielhaft fiir ein 36-dimensionales Galerkinsystem, dessen Am-
plituden in Tabelle 5.4 aufgefiihrt sind, die 34 betragsmé&Big grofiten Kopplungs-
koeffizienten des nichtrenormierten und des renormierten Galerkinsystems R = 300,
a = 3 = 1 gegeniibergestellt. Insgesamt hat das nichtrenormierte Galerkinsystem 326
Kopplungskoeffizienten. Die relativen Abweichungen liegen bei maximal 32%, meist
sind sie deutlich geringer, d.h. die Energieerhaltung der nichtlinearen Terme im end-
lichen Galerkinsystem kann iiber verhiltnisméBig kleine Anderungen der Kopplungs-
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Abbildung 5.1: Vergleich der Energieinderung des Anfangszustandes mit der An-
fangsenergie £9(0) = 0.2 aus je vier Amplituden zu den Fouriermoden (0,0), (0,1),
(1,0) und (1,1), bei dem alle Amplituden mit gleicher Gewichtung eingehen, zu
R =350, a = 0.5, 8 = 1.5 in zwei verschieden renormierten Galerkinsystemen: Oben
wurde nur (dE® /dt)s; = 0 verlangt, unten zusitzlich, da Wand- und Dissipationsterm
die korrekte Energiebilanz erfiillen. Aufgetragen ist jeweils der Differenzenquotient
AE /At (durchgezogen, At = 0.1) und die Summe aus Wand- und Dissipationsterm
(gestrichelt).
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koeffizienten erreicht werden. Die Kopplungskoeffizienten wurden durch Optimierung
der Lo-Norm bestimmt, bei Projektion mit Hilfe der Orthogonalsysteme wéren die
Abweichungen hoher. Die Kopplungskoeffizienten wurden so renormiert, dal beide
Energietransfererhaltungsanforderungen erfiillt sind.

5.4 Numerische Integration des Galerkinsystems

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse der direkten Integration von Anfangszustin-
den gezeigt. Alle Integrationen wurden mit der Bulirsh-Stoer-Extrapolationsmethode
28, Routine DIVPBS]| durchgefiihrt.

In den Abbildungen 5.2 und 5.3 ist der Energieverlauf in einem Galerkinsystem mit
je vier Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden zu den Fouriermoden (0, 0), (0, 1),
(1,0) und (1,1) bei R = 400, o« = 0.5, § = 1.5 dargestellt. Im Anfangszustand
sind alle Amplituden gleichgewichtet, er hat die Stérungsenergie £°(0) = 0.2, d.h.
die Stérungsenergie ist etwas groBer als die Energie E° = 0.16 der Grundstrémung,
die Gesamtenergie E%(0) ~ 0.384 mehr als doppelt so gro. Der Startwert wurde
im renormierten System (mit Erfiillung beider Energieerhaltungen) und im nichtre-
normierten System integriert, und zusétzlich zum Startwert wurde die Integration
im nichtrenormierten System an verschiedenen Zwischenpunkten der Integration im
renormierten System begonnen. Abbildung 5.2 zeigt einen Ausschnitt bis zur Zeit
t = 15, Abbildung 5.3 den Verlauf bis zur Zeit ¢ = 100. Es ist deutlich zu erken-
nen, dafl bei groflen Anfangsenergien die Integration des Originalsystems zu einem
Weglaufen der Energie fithrt, wihrend die Energie im renormierten System auch fiir
grofle Startenergien beschréinkt bleibt. Hierbei ist zu beachten, dafl Abbildung 5.2
den Energiebereich bis 3E? bzw. 4E° zeigt, d.h. die Stérung keineswegs klein ist. Die
dimensionslose Zeit gibt an, um wieviele halbe Plattenabstinde sich jede Platte in
ihre Richtung weiterbewegt hat. In Abbildung 5.4 sind fiir die Energieverldufe aus
Abbildung 5.3 die Verlaufe der Energiedinderung dargestellt: Im renormierten System
ist (dE®/dt)s = 0, withrend im nichtrenormierten System die Energietransferverlet-
zung der dominierende Term ist und den negativen, durch die Dissipation bestimmten
Term (dE®/dt), mehr als kompensiert.
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Abbildung 5.2: Fiir die Parameterwahl R = 400, o = 0.5, § = 1.5 ist der Energie-
verlauf in einem Galerkinsystem mit je vier Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden
zu den Fouriermoden (0,0), (0,1), (1,0) und (1,1) dargestellt. Im Anfangszustand
sind alle Moden gleichgewichtet, er hat die Stérungsenergie £°(0) = 0.2. Die Integra-
tion im renormierten System (mit Erfiillung beider Energietransfererhaltungen) ist
durchgezogen dargestellt, die Integration im nichtrenormierten System gestrichelt;
oben ist die Storungsenergie, unten die Gesamtenergie aufgetragen. Zusétzlich zum
Startwert wurde die Integration im nichtrenormierten System an den Zwischenpunk-
ten bei t = 5 und ¢ = 10 der Integration im renormierten System begonnen. Der
weitere Zeitverlauf ist in Abbildung 5.3 dargestellt.
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Abbildung 5.3: Wie Abbildung 5.2, jedoch bis ¢ = 100 fortgefiihrt. Die Integration im
nichtrenormierten System wurde an den Zwischenpunkten bei t = 5, 10, 20, 30, 40,
50, 60 und 80 der Integration im renormierten System begonnen. Die Integration im
renormierten System (mit Erfiillung beider Energietransfererhaltungen) ist durchge-
zogen dargestellt, die Integration im nichtrenormierten System gestrichelt; oben ist
die Storungsenergie, unten die Gesamtenergie aufgetragen.
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-0.05

Abbildung 5.4: Wie Abbildung 5.3, doch statt der Energie ist die Energieéinderung
aufgetragen: Durchgezogen dE® /dt der Integration im renormierten System, gestri-
chelt (dE®/dt), und gepunktet (dE®/dt); der Integrationen im nichtrenormierten

System, die an den Zwischenpunkten bei ¢t = 5, 10, 20, 30, 40, 50 und 60 der Integra-
tion im renormierten System begonnen wurden.
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Tabelle 5.3: Gegeniiberstellung der Kopplungskoeffizienten des nichtrenormierten und
des renormierten Galerkinsystems zu R = 300, « = § = 1. Nur die 34 betragsmifig
grofiten Koeflizienten von allen 326 von null verschiedenen sind aufgefiihrt. Die Be-
deutung der Indizes in den Spalten 7, k£ und [ kann Tabelle 5.4entnommen werden. Die
letzte Spalte gibt die relative Abweichung des renormierten vom nichtrenormierten
Koeffizienten an.

60

J | k| ] nichtrenormierte N7 | renormierte N7 | rel. Abw.
15123 | 27 28.8458+ -0.0563¢ 28.8329+ 0.00002 0.0020
3312327 0.2195+ -28.61677 0.31584 -28.71861 0.0049
15124 | 28 -28.8458+ -0.05637 | -28.8329+ 0.0000: 0.0020
33124 | 28 0.2195+ 28.6167: 0.3158+ 28.7186% 0.0049

31 8130 -20.5157+ -11.5210¢ | -21.5842+ -10.28151¢ 0.0684
21 8130 9.35114 -22.4505¢ | 10.4725+4 -21.3929: 0.0647

31 7129 20.5157+ -11.5210¢ | 21.5842+ -10.2815¢ 0.0684
21 7129 9.35114 22.4505¢ | 10.4725+ 21.3929: 0.0647
16 | 23 | 27 -10.5624+ 0.2528: | -10.04734 0.0000: 0.0571
16 | 24 | 28 -10.5624+ -0.2528; | -10.0473+ 0.0000z 0.0571
3412327 0.7705+ -9.3295¢ 0.5240+ -9.8954¢ 0.0623
34| 24| 28 -0.77054 -9.32951¢ -0.52404 -9.89541 0.0623

812224 -6.4325+ 4.7357% -5.6085+ 6.4210: 0.2200

7| 4123 -4.6269+ 6.32421 -5.7818+ 5.78161 0.1560

8| 4|24 -4.6269+ -6.3242: -5.7818+ -5.78161 0.1560

712223 6.4325+ 4.7357% 5.6085+ 6.4210: 0.2200
331 610 -3.1729+ -6.3719: -2.16434 -6.2937¢ 0.1520
331 5| 9 -3.1729+4 6.3719: -2.1643+ 6.2937: 0.1520
51 5] 9 -5.9777+ -0.9219¢ -6.0476+ -1.81077 0.1412

7| 3123 3.9654+ -4.3494: 4.2131+ -4.311% 0.0416
22 7129 0.8087+ 6.31123 2.5093+ 5.4505¢ 0.3177
221 8130 -0.8087+ 6.3112¢ -2.5093+ 5.45051 0.3177

41 8130 -4.8148+ -3.9805: -0.6851+ -2.21441 0.3227
15| 6110 5.9777+ -0.9219¢ 6.0476+ -1.81077 0.1412

41 7129 -4.8148+ 3.98051 -5.68514 2.21441 0.3227

8| 3|24 -3.9654+ -4.3494: -4.21314 -4.3119¢ 0.0416
16| 6110 2.0040+ -4.17273 2.1971+ -4.52501 0.0799
16| 5] 9 2.0040+ 4.1727% 2.1971+ 4.5250¢ 0.0799

812124 4.3385+ -4.0616¢ 3.97084 -4.1793¢ 0.0670
26 | 22 | 24 5.8268+ -1.8830: 5.36904 -2.07107 0.0860
26| 4|24 2.1156+ 5.74454 17117+ 5.34943 0.1006
341 610 5.7386+ 2.5813: 5.1193+ 2.3159: 0.1199

712123 4.3385+ 4.0616¢ 3.9708+4 4.1793: 0.0670
25| 4123 2.1156+ -5.7445: 1.7117+ -5.3494: 0.1006




Orr-Sommerfeld- Amplituden Squire-Amplituden
(0,1 (1) Y01 (19)
(0,02 (2) Y(0,0,2) (20)
o1 3) | To-11y (15) | Yoy 21) | yo-1,n (33)
To12 (4) | ro-12 (16) | Y012 (22) | yo-12) (34)
a0 5) | oy (1) | Yo (23) | Y101 (29)
T(1,0,2) (6) r—102) (12) | Yae2 (24) | Y102 (30)
a1 (1) | w1 9) | yaany (25) | yen-1y (27)
a2 8) | 112 (10) | yau2) (26) | y1,-12) (28)
a1y (17) | w1 (13) | ya,-11 (35) | ¥y (31)
ra,-12) (18) | w112 (14) | ya,-12 (36) | Y112 (32)

Tabelle 5.4: Amplituden des endlichen Galerkinsystems der Dimension 36. Die Am-
plituden in der zweiten bzw. vierten Spalte haben den konjugiert-komplexen Wert
der Amplituden in der ersten bzw. dritten Spalte, die Amplituden zu m = n = 0 sind
reell. Die Zahl in der Klammer gibt den Index an, der in Tabelle 5.3 in den Spalten

J, k und [ steht.
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Kapitel 6

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden Ergebnisse vorgestellt, die mit den auf oben beschriebene
Weise renormierten Galerkinsystemen erhalten wurden. Im ersten Teil werden aus-
gewahlte Trajektorien exemplarisch dargestellt und ihre Eigenschaften genauer un-
tersucht. Hierbei spielt die Wahl des Anfangszustandes eine wichtige Rolle. Im zwei-
ten Teil wird die Reynoldszahl variiert, um Aussagen iiber eine kritische Reynolds-
zahl R, zu erhalten, ab der die Lebensdauer von Stérungen grof§ wird. Fiir ein 108-
dimensionales System liegt R, im Bereich 330...345. Im dritten Teil wird gezeigt,
dal Energieverlauf und Lebensdauer sensitiv von den Anfangszustéinden und von
anderen Parametern abhéngen. Die angegeben Zeiten sind dimensionslos. Fiir einen
typischen Versuchsaufbau [46] mit einem Plattenabstand von 2h = lcm und der Vis-
kositdt von Wasser ergibt sich die dimensionsbehaftete Zeit durch tg;, = (25s/R) - ¢,
der maximalen Zeit von 2000 entsprechen bei R = 350 also etwa 2.5min. Die dimen-
sionsbehaftete Plattengeschwindigkeit bestimmt sich durch Uy, = 2-107*R m/s, im
obigen Fall also 7cm/s. Allgemeiner gibt die dimensionslose Zeit an, um wieviele hal-
be Plattenabsténde sich jede Platte weiterbewegt hat, bei ¢ = 2000 also jede Platte
um 10m.

Die verwendeten numerischen Methoden und Verfahren wurden auf verschiedenste
Weise gepriift: Die Eigenwerte und Kopplungskoefifizienten N7 der Galerkinsyste-
me wurden zum Vergleich mit Tschebyscheff- und mit Legendrepolynomen und bei
verschiedenen Anzahlen dieser Polynome berechnet, ein weiterer Test erfolgte durch
direkte Integration mit MATHEMATICA. Die Koeffizienten des renormierten Systems
wurden iibereinstimmend mit einer IMSL-Routine, einer Routine von NETLIB.ORG
und einer eigenen Routine berechnet. Die Erfiillung der Energietransferbedingungen
im nichtrenormierten System im Grenzfall unendlicher Amplitudenzahl wurde in Ab-
schnitt 4.3 bestétigt und im renormierten System fiir verschiedene Anfangszusténde
explizit iiberpriift. Die Integrationsroutinen wurden durch direkten Vergleich und
anhand einiger Spezialfille getestet. Niheres zur Uberpriifung ist in Anhang B.1 auf-
gefiihrt.
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6.1 Untersuchung ausgewéihlter Trajektorien

Schon ein relativ kleines System mit jeweils sechs Orr-Sommerfeld-Amplituden z(, )
und sechs Squire-Amplituden y(mn.) zu jeder Fouriermode (m,n) = (0,0), (0,1),
(1,0) und (1,1) hat 108 komplexe Amplituden. Unter Beachtung der Bedingungen
T(mnp) = m?7m77n7y) und Yomn,) = y?fm’fn,y) bleiben 108 reelle Freiheitsgrade fiir die
Wabhl eines Anfangszustandes. Zunéchst werden vier Ansétze erdrtert, einen Anfangs-
zustand der Stérungsenergie F°(0) = EJ zu erhalten:

Gleiche Gewichtung aller Amplituden: Alle Amplituden werden zum Zeitpunkt
t = 0 auf die gleiche reelle Konstante c gesetzt, so dafl die anféngliche Storungsenergie
Ej ist. Diese Wahl hat den Vorteil, da§ jede Amplitude anfinglich gleich stark ver-
treten ist. Es wére natiirlich moglich, fiir jede Amplitude Variationen im Vorzeichen
der Konstante zu erlauben, doch fiihrt dieser Ansatz im wesentlichen auf die Zufalls-
verteilung (s.u.).

Addition der transient steigenden Amplituden: In Abschnitt 4.5 wurde gezeigt,
daf8 durch Losen des Eigensystems (4.76) diejenigen Eigenvektoren fi,, ) gefunden
werden konnen, die im endlichen Galerkinsystem (amplitudenunabhéngig) zu transi-
entem Storungsenergieanstieg fithren. Auch im nichtlinearen Galerkinsystem wiéchst
die Storungsenergie, weil die Kopplungskoeffizienten in die zeitliche Ableitung (4.40)
der Storungsenergie nicht eingehen. Da sie allerdings bei der Berechnung der Zeitablei-
tung (4.41) der Austauschenergie auftreten, steigt die Gesamtenergie nicht zwingend
an. Als linearer Effekt tritt transientes Wachstum fiir jede Fouriermode einzeln auf,
so daf fiir den Anfangszustand die linear steigenden Vektoren der einzelnen Moden,
die zuvor auf die Storungsenergie 1 normiert wurden, addiert werden. Die Amplitu-
den zu m = n = 0 sind anfinglich null, weil bei dieser Fouriermode kein transientes
Wachstum auftritt. AnschlieBend wird der Anfangszustand so skaliert, daf§ die An-
fangsstorungsenergie des Gesamtzustandes Ej ist.

Fixpunkte des Galerkinsystems: Fiir die hochdimensionalen Galerkinsysteme las-
sen sich Fixpunkte oder Fast-Fixpunkte finden. Diese sind i.a. instabil, doch haben
sie teilweise betrédchtliche Lebensdauern. Zur Untersuchung der Umgebung des Fix-
punktes werden sie linear auf die gewiinschte Anfangsenergie EJ skaliert.

Zufallsverteilung: Eine statistische Aussage iiber die Eigenschaften des Galerkin-
systems ist {iber die zufillige Wahl von Anfangszustidnden moglich. Hierbei wird jeder
Amplitude eine zufillige Anfangsgréfle zugeordnet und danach der Gesamtzustand
auf die Anfangsenergie Ej skaliert.

Im weiteren werden typische Trajektorien vorgestellt und diskutiert. Hierzu wird
das o.g. 108-dimensionale renormierte Galerkinsystem bei den Parameterwerten R =
350, a = 0.5, B = 1.5 von definierten Anfangszustdnden numerisch integriert. Die
Wahl von « und (3 orientiert sich am transienten Wachstum der (0, 1)- und der (1, 1)-
Fouriermode und an numerischen Ergebnissen anderer Autoren [5, 8, 23, 31, 41], die
Wahl der Reynoldszahl wird im Abschnitt 6.2 begriindet. Die Systemgrofie ergibt sich
aus den Anforderungen, dal moglichst wenige Fouriermoden ausreichen sollten (siehe
Abschnitt 3.4 fiir die zugrundeliegenden Auswahlregeln fiir die Kopplungen zwischen
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den Moden) und daf bei dieser Reynoldszahl zum einen alle transient steigenden
Moden (siehe Tabelle 5.1) und zum anderen die Hauptenergietransferterme (siehe
Abschnitt 4.3.2) im endlichen Galerkinsystem enthalten sein sollten.

6.1.1 Integration mit Anfangszustand gleicher Gewichtung
aller Amplituden

In den Abbildungen 6.1 und 6.2 ist der Verlauf der Stérungsenergie und der Gesamt-
energie fiir gleichgewichtete Anfangszustinde mit den Anfangsenergien E°(0) = 0.01;
0.02; ...0.16 und 0.045 aufgetragen, wobei die erste Abbildung die Integration bis
t = 100 zeigt, die letzte bis ¢ = 500. Dieser Zustand hat in diesem System eine
Gesamtenergie, die grofler als die Energie der Grundstromung ist, aber gleichzeitig
mit der Storungsenergie rasch abféllt, und zwar unter das Niveau der Grundener-
gie. Die einzelnen Energieverldufe dhneln sich nur bis etwa t = 30, danach ist das
Verhalten sehr verschieden: Wéhrend fiir einen Grofiteil der Anfangszustinde die
Storungsenergie fast monoton verschwindet bzw. die Gesamtenergie fast monoton
auf die Grundenergie ansteigt, zeigen insbesondere drei Anfangszustdnde ein stark
schwankendes Verhalten und sind auch noch zur Zeit ¢ = 500 nicht abgefallen. Ihre
Energieverldufe dhneln sich insofern grob, dafl die Storungsenergie zwischen 0.03 und
0.13 schwankt, also von der GroBenordnung 20% bis 80% der Grundenergie, und daf3
die Gesamtenergie bis auf etwa 50% der Grundenergie absinkt.

In Abbildung 6.3 ist der Verlauf der Storungsenergie und der Gesamtenergie fiir
den Langlebigsten der obigen 17 Anfangszustinde, dem mit E°(0) = 0.045, darge-
stellt. Die Storungsenergie liegt meist bei 0.03 mit mehreren Ausbriichen auf das
Niveau der Grundenergie, die Gesamtenergie liegt knapp unterhalb der Grundener-
gie, sinkt aber in Peaks bis auf 50% der Grundenergie ab. Die Stérungsenergie E°
148t sich nach (4.13) als Summe der Energie der einzelnen Fouriermoden schreiben:

ES= > Ei. (6.1)

m,n>0

Hierbei wurden die Anteile zu (m,n), (m, —n), (—m,n) und (—m, —n) zusammen-
gefafit. Fiir die Integration des hier behandelten Zustands ergibt sich die in Abbil-
dung 6.4 gezeigte Aufteilung der Storungsenergie auf die einzelnen Fouriermoden. Der
grofere Teil der Energie steckt in den Fouriermoden (0, 0) und (0, 1); die Fouriermode
(0,0) hat eine Mindestenergie von etwa 0.01, die Fouriermode (0, 1) von etwa 0.02, in
den Fouriermoden (1,0) und (1, 1) tritt die Energie eher peakformig auf. Das bedeu-
tet, daf3 die Stérung eine deutliche z-Abhéngigkeit zeigt, ihre z-Abhéngigkeit aber
immer nur kurz auftritt. Die Peaks der Stérungsenergie spiegeln sich in Peaks in allen
Fouriermoden wider; es ist also nicht so, da} nur bestimmte Fouriermoden zu dem
starken Storungsenergieanstieg fithren. Die Energie der (0, 0)- und (0, 1)-Moden steigt
und fillt jeweils etwas frither als die der anderen Moden, was in Ubereinstimmung
mit anderen Untersuchungen steht[23].
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Abbildung 6.1: Verlauf der Storungsenergie (oben) und der Gesamtenergie (un-
ten) fiir Anfangszustinde mit gleichgewichteten Amplituden und einer An-
fangsstorungsenergie von E¥(0) = 0.01, 0.02, ..., 0.16 und 0.045 bei R = 350,
a = 0.5, 3 = 1.5. E° bezeichnet die Energie der Grundstréomung. Nach einem i.a.
starken Abfall der Storungs- und Gesamtenergie, letztere weit unter die Grundenergie,
setzt dann teilweise betrachtliches Wachstum ein; der weitere Verlauf kann Abbildung
6.2 entnommen werden.
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Abbildung 6.2: Verlauf der Stérungsenergie (oben) und der Gesamtenergie (un-
ten) fiir die Anfangszustinde mit gleichgewichteten Amplituden und einer An-
fangsstérungsenergie von E°(0) = 0.01, 0.02, ..., 0.16 und 0.045 bei R = 350,
a = 0.5, § = 1.5. Der Grofiteil der Anfangszustinde féllt innerhalb dieser Zeit stark
ab, die Storungen verschwinden also, d.h. die Gesamtenergie geht (von unten) gegen
die Grundenergie. Nur drei der 17 Anfangszustédnde sind bei ¢ = 500 noch nicht ab-
gefallen, werden aber bis ¢ = 2000 auch abfallen; einer dieser drei wird ab Abbildung
6.3 ndher untersucht.
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Ebenfalls fiir diesen Anfangszustand ist in Abbildung 6.5 der Verlauf von Dis-
sipation und Wandterm dargestellt. Deutlich ist zu erkennen, dafl sich Wand- und
Dissipationsterm zu jedem Zeitpunkt fast kompensieren, die Gesamtenergieinderung
ist meistens eine Gréfenordnung kleiner als die Summanden. Dissipation und Wand-
term liegen in der Grofenordnung der Dissipation bzw. des Wandterms der Grund-
stromung. Die Groéflenordnung der Dissipation ist mit Abschétzungen vertraglich
[16, 33, 34], denn die Gesamtdissipation liegt im Schnitt bei etwa 0.005, die niedrig-
ste Abschétzung der maximalen mittleren Dissipation liegt fiir R = 350 im Bereich
0.0058[34].

Die Gesamtenergie eines langlebigen Zustandes liegt zumeist unterhalb der Grund-
energie, denn damit die Dissipation kompensiert wird, mufl der Wandterm iiberwie-
gend positiv sein, d.h. die Wande miissen im Schnitt Energie an die Strémung abge-
ben. Der Wandterm der Couette-Stromung hat die Form (siehe (4.8)):

dFE T
— =— o (=1)"72, 2
(dt)Wand o5 2. VEoon (1) (6.2)

v gerade

Andererseits 148t sich die Gesamtenergie als Summe der beiden positiven Teilener-
gien Grund- und Stoérungsenergie und des nicht notwendig positiven Austauschterms
schreiben, der fiir die Couette-Stromung die Form

2) -1 v/2
EOS = —; Z $(070’V)( ) (63)

14

v gerade

hat. Bei einem langlebigen Zustand, der also kontinuierlich Energie aus der Wand
bezieht, um die Dissipation auszugleichen, haben die Amplituden z () fiir gerade
v das Vorzeichen (—1)"/2, so daB die Summe in (6.2) iiber positive Terme geht und
damit positiv ist (die Stromung erhélt Energie), die aus denselben Summanden (bis
auf die Gewichtung) bestehende Austauschenergie E° ist dann negativ; dies fiihrt
nicht notwendig dazu, dal die Gesamtenergie

E¢=E’+ E% + E° (6.4)

kleiner als die Grundenergie ist, doch bestétigen alle hier erfolgten numerischen Rech-
nungen diese Vermutung.
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Abbildung 6.3: Verlauf der Storungsenergie (oben) und der Gesamtenergie (unten) fiir
den gleichgewichteten Anfangszustand mit E°(0) = 0.045 bei R = 350, = 0.5, 3 =
1.5. Dieser Zustand ist der Langlebigste von den oberen 17 Anfangszustinden.

68



0.05

0.02 E

0.01 hE:

1500 2000

Abbildung 6.4: Darstellung des Verlaufs der Fourieranteile der Stérungsenergie zum
gleichgewichteten Anfangszustand mit E°(0) = 0.045 bei R = 350, = 0.5, 8 = 1.5.
Im oberen Teil sind E§, (durchgezogen) und Ej, (gestrichelt), im unteren Teil Ef
(durchgezogen) und E7; (gestrichelt) iiber der Zeit aufgetragen. Man beachte die

verschiedene Skalierung der Energieachsen.
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Abbildung 6.5: Verlauf des Wandterms (oben, gestrichelt), des Dissipationsterms
(oben, durchgezogen) und der Summe aus beiden (unten) fiir den gleichgewichte-
ten Anfangszustand mit £5(0) = 0.045 bei R = 350, = 0.5,3 = 1.5. Wandterm
1/R und Dissipationsterm —1/R der Grundstréomung sind als Linien eingezeichnet.
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6.1.2 Integration mit transient wachsendem Anfangszustand

In diesem Abschnitt wird die Integration des Anfangszustandes vorgestellt, der die
Summe aller jeweils auf die Energie 1 skalierten transient wachsenden Eigenfunk-
tionen des Eigensystems (4.76) ist. Fiir o.g. System sind die groBten Anstiege bei
R = 350, « = 0.5, B = 1.5 in Tabelle 4.12 gegeben. Unter Beachtung der Un-
abhéngigkeit der Moden (1,1) und (—1, 1) ergeben sich zehn Richtungen mit transien-
tem Wachstum. Der Anfangszustand, der durch Summation dieser zehn Richtungen,
die einzeln auf die Stérungsenergie 1 skaliert sind, entsteht, hat die Storungsenergie
10 und steigt mit der Summe 3.137 der positiven Eigenwerte. Nach Skalierung auf
die gewiinschte Anfangsstorungsenergie £°(0) ergibt sich die Steigung 0.3137E%(0).
In Abbildung 6.6 ist der Verlauf der Stérungsenergie und Gesamtenergie fiir verschie-
den skalierte Anfangszusténde bis zur Zeit ¢ = 30 aufgetragen. Die Zeitdauer des
Wachstums nimmt mit wachsender Anfangsstorungsenergie ab, die Steigung nimmt
wegen der Proportionalitit zu E°(0) zu. Die Gesamtenergie hat den Anfangswert
E¢ = E° 4 B, fillt jedoch trotz des voriibergehenden Anstiegs der Stérungsenergie
sofort ab, da der Wandterm wegen des Fehlens der Moden zu m =n = 0 bei t = 0
null ist, so daBl die Gesamtenergieinderung nur von der Dissipation bestimmt wird.
In Abbildung 6.7 sind die Verlaufe von Stérungs- und Gesamtenergie dieser Anfangs-
zustdnde bis zur Zeit ¢t = 250 aufgetragen. Im Vergleich zu den Energieverlaufen des
vorherigen Abschnitts, in dem die Anfangszustidnde durch gleiche Gewichtung aller
Amplituden gebildet wurden, zeigt sich hier eine i.a. kiirzere Lebensdauer und ein
einheitlicherer Verlauf: Nach dem anfinglichen Anstieg der Storungsenergie kommt
es zum monotonen Abfall, dem bei groflerer Anfangsenergie ein Zwischenwachstum
vorausgeht. Die einfache Addition der transient steigenden Zusténde reicht also bei
der Reynoldszahl R = 350 nicht aus, um langlebige Zustédnde zu finden.
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Abbildung 6.6: Verlauf der Storungsenergie (oben) und Gesamtenergie (unten) fiir die
transient wachsenden Anfangszustinde zu £°(0) = 0.01, 0.02,...,0.16 bei R = 350,
a = 0.5, 3 = 1.5. Deutlich ist der anfiingliche Anstieg mit der Steigung 0.3137E%(0)
zu erkennen.Obwohl die Storungsenergie ansteigt, fallt die Gesamtenergie sofort unter
die Grundenergie.
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Abbildung 6.7: Verlauf der Stérungsenergie (oben) und Gesamtenergie (unten) fiir die
transient wachsenden Anfangszustinde zu £(0) = 0.01, 0.02,...,0.16 bei R = 350,
a = 0.5, 8 = 1.5. Die Lebensdauer dieser Anfangszustéinde ist trotz des anfanglichen
Wachstums kleiner als die Lebensdauer der gleichgewichteten Anfangszustdnde ver-
gleichbarer Anfangsstorungsenergie.
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6.1.3 Integration in der Nihe von Quasifixpunkten

Fiir das 108-dimensionale Galerkinsystem lassen sich mit Standardverfahren, in die-
sem Falle mit einer Least-Squares-Routine [28, Routine DUNLSF], die von zufélligen
Anfangspunkten ausgeht, mindestens die zwei Quasifixpunkte F; und F5 in Tabelle
6.1 finden, wobei wegen der Translationsinvarianz entlang der Platten Gesamtge-
schwindigkeiten ¢y, ¢y € R zugelassen wurden:

0
EU(:L’ — it Y,z — ot t) = 0. (6.5)

ES EC 1 ¢y | Residuum
Fy 1 0.01363 | 0.1494 | +£0.3783 | 0 | 0.39-10~*
F, 1 0.02125 | 0.1603 | +0.1237 | 0 | 0.49-10716

Tabelle 6.1: Storungsenergie E°, Gesamtenergie E¢, Translationsgeschwindigkeiten
y([251* + [95(?) /108 der zwei Quasifixpunkte des
108-dimensionalen renormierten Galerkinsystems bei R = 350, o = 0.5, 8 = 1.5. Der

Quasifixpunkt F; hat ein sehr grofles Residuum, F5 ist im Rahmen der numerischen
Genauigkeit ein Fixpunkt.

(m,n,v

¢; und ¢ und Residuum \/ die

Zur Untersuchung der Umgebung werden die Quasifixpunkte linear skaliert. In
Abbildung 6.8 ist der Verlauf der Storungsenergie fiir Anfangszustdnde, die durch
Skalierung des Quasifixpunktes Fy auf die Anfangsstérungsenergien E°(0) = 0.01;
0.01363; 0.015; 0.02; 0.03 gebildet wurden, dargestellt. Fiir Anfangsenergien unter
der oder um die Energie des Quasifixpunktes fillt die Stérungsenergie monoton ab,
fiir hohere Energien kommt es zu einem zwischenzeitlichen Anstieg auf etwa 50% der
Grundenergie.

In Abbildung 6.9 ist der Verlauf der Stérungsenergie fiir die Umgebung des Qua-
sifixpunktes F, dargestellt: Die Anfangsstérungsenergien sind E£°(0) = 0.02; 0.02125;
0.022; 0.025; 0.03; 0.04. Der Quasifixpunkt F, erweist sich, wie aufgrund seines nied-
rigeren Residuums zu erwarten ist, als stabiler als /7, seine Energie bleibt bis ¢ = 350
anndhernd konstant. Anfangszusténde mit hoherer Energie wachsen etwa auf die
Energie der Grundstromung an, dann verschwindet die Stérung aber fast monoton.

Auch hier sind die Lebensdauern eher kiirzer als bei den gleichgewichteten An-
fangszustédnden, eine hohere Anfangsenergie fithrt zu einem fritheren Wachstum, aber
auch zu einem fritheren Abfall. Dies bedeutet, dafl Quasifixpunkte des endlichen Ga-
lerkinsystems fiir die Dynamik des Systems eine eher untergeordnete Rolle zu spielen
scheinen; insbesondere wirken sie nicht attraktiv, sondern, wie Abbildung 6.9 andeu-
tet und unldngst vermutet wurde[43], eher repulsiv.
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Abbildung 6.8: Verlauf der Stérungsenergie fiir Anfangszustinde in der Néahe des
Quasifixpunktes F; des Galerkinsystems mit den Anfangsenergien E°(0) = 0.01;
0.01363; 0.015; 0.02; 0.03 bei R = 350, a = 0.5, 8 = 1.5. Anfangszustinde mit
hoherer Energie zeigen einen stirkeren Anstieg, fallen aber friither ab.
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Abbildung 6.9: Verlauf der Storungsenergie fiir Anfangszustédnde in der Ndhe des Qua-
sifixpunktes F, des Galerkinsystems mit den Anfangsenergien £°(0) = 0.02; 0.02125;
0.022; 0.025; 0.03; 0.04 bei R = 350, a = 0.5, § = 1.5. Fiir den Quasifixpunkt ergibt
sich ein iiber lange Zeit konstanter Zustand, der Quasifixpunkt ist erwartungsgeméf
im Vergleich zu Fj verhaltnisméaBig stabil.
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6.1.4 Integration mit zufilligen Anfangszustinden

Aufgrund der hohen Dimension des zugrundeliegenden Raumes — fiir das oben be-
handelte Galerkinsystem ist der Anfangszustand aus R'%- sind statistische Aus-
sagen nur bei groflen Stichproben moglich. In der Abbildung 6.10 sind die untere
Einhiillende, die obere Einhiillende und der mittlere Verlauf der Storungsenergien
von 1000 zufalligen Anfangszustéinden dargestellt. Hierzu wurde jeder Amplitude ei-
ne zufillige Anfangsgrofie zugeordnet und danach der Gesamtzustand auf die An-
fangsenergie £°(0) = 0.16 ~ E¢ skaliert. Wie auch aufgrund der Ergebnisse der
vorherigen Abschnitte zu erwarten ist, fallen die meisten Anfangszustdnde zunéchst
stark ab, bevor sie nach einem voriibergehenden Anstieg endgiiltig abfallen. Die mitt-
lere Lebensdauer liegt um die Zeit 1000, die maximale etwas iiber 2000. Der Verlauf
der oberen Einhiillenden stellt eine Abfolge von Peaks verschiedener Einzelverldufe
dar und liegt erwartungsgemafl in der Groéflenordnung der Grundstromung. Auffal-
lend ist, daf keiner der zufilligen Zusténde zu Beginn ansteigt, d.h. insbesondere ist
keiner der Anfangszustdnde aus Abschnitt 6.1.2 darunter.
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Abbildung 6.10: Verlauf der oberen Einhiillenden, der unteren Einhiillenden und
der mittlere Verlauf der Stérungsenergie von 1000 zufilligen Anfangszustdnden mit
E%(0) = 0.16 bei R = 350, a = 0.5, 3 = 1.5. Oben ist ein Ausschnitt der unteren
Abbildung dargestellt.
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6.2 Bestimmung der kritischen Reynoldszahl

In diesem Abschnitt werden Galerkinsysteme mit jeweils sechs Orr-Sommerfeld-Am-
plituden z;(t) und sechs Squire-Amplituden y;(t) zu den Fouriermoden (0, 0), (0, 1),
(1,0) und (1,1), also mit der Dimension 108, bei « = 0.5, 5 = 1.5 und verschiedenen
Reynoldszahlen untersucht. Das Ziel ist, eine kritische Reynoldszahl R, zu finden, ab
der Storungen nicht notwendig verschwinden, sondern zumindest iiber einen langen
Zeitraum iiberleben. Experimentell wurde dieser Wert von verschiedenen Arbeits-
gruppen, je nach Versuchsaufbau, im Bereich R, = 320...370 bestimmt.[11, 12, 13,
46|

Die Abbildungen 6.11 und 6.12 zeigen die obere Einhiillende, die untere Ein-
hiillende und den mittleren Verlauf der Storungsenergie bzw. der Gesamtenergie der
Integration von jeweils 1000 zufélligen Anfangszustidnden der Anfangsstorungsenergie
E%(0) = 0.16 bei verschiedenen Reynoldszahlen R = 50...300, wobei die Amplitu-
den z; und y; zu jeder Reynoldszahl dieselben 1000 Besetzungen haben; die An-
fangszustdnde sind trotzdem nicht identisch, weil sich die Entwicklungsfunktionen,
zu denen die Amplituden die Koeffizienten sind, mit R &ndern. Deutlich ist die star-
ke Zunahme der Lebensdauer mit der Reynoldszahl zu erkennen, wobei fiir R = 300
auch peakartige Strukturen in der oberen Einhiillenden sichtbar sind. Insgesamt f&llt
die Storungsenergie aber bei allen vier Reynoldszahlen annéhernd monoton ab, so daf3
die kritische Reynoldszahl fiir dieses System noch iiber R = 300 zu liegen scheint.

In der Abbildung 6.13 sind jeweils fiir die Reynoldszahlen R = 300, 310, 320, 325,
335 und 345 die Storungsenergieverlaufe von 16 gleichgewichteten Anfangszustdnden
der Anfangsenergien E°(0) = 0.02, 0.04, ..., 0.2, 0.4, 0.8, 1.5, 3, 5, 10 (also bis zum
60fachen der Grundenergie) dargestellt. Wihrend die Lebensdauern fiir R = 300
noch im Bereich bis ¢ = 300 liegen, steigen sie bei wachsendem R rapide an auf etwa
t = 1000 bei R = 345. Auch die Qualitét der einzelnen Stérungsenergieverlaufe dndert
sich: Wahrend im unteren Reynoldszahlbereich nach kurzzeitigem Anstieg ein fast
monotoner Abfall eintritt, verlaufen die Storungsenergien bei hoheren Reynoldszahlen
iiber lange Zeitrdume auf etwa gleichem Niveau mit peakartigen Ausbriichen bis zur
GroBenordnung der Grundenergie (siehe auch Abschnitt 6.1).

Dieser Eindruck bestétigt sich, wenn die Integration von 1000 zufilligen An-
fangszustinden der Anfangsstérungsenergie £°(0) = 0.16 aus Abbildung 6.11 auf
Reynoldszahlen von R = 300 bis 350 ausgeweitet wird; die Ergebnisse sind in Abbil-
dung 6.14 dargestellt.

Es ist nicht zu erwarten, da der Ubergang bei einer scharfen Grenze beziiglich der
Reynoldszahl stattfindet; vielmehr ist davon auszugehen, daf, wie in den Abbildungen
dargestellt, in einem gewissen Reynoldszahlbereich, der hier im Bereich R = 335 bis
345 liegt, eine qualitative Anderung im Energieverlauf und damit einhergehend eine
quantitative Anderung in der Lebensdauer auftritt.

Fiir Integrationen von Systemen {iber der Reynoldszahl R = 350 scheint es
notwendig, mehr als sechs Orr-Sommerfeld- und Squire-Amplituden je Fouriermo-
de in das System einzuschlielen, weil sich die Energietransferterme mit steigender
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Reynoldszahl verlagern (siehe Abschnitt 4.3, besonders Tabelle 4.9). Wird das obige
System bei hoheren Reynoldszahlen integriert, so ergeben sich aus diesem Grunde
z.T. deutlich niedrigere Lebensdauern.

Abbildung 6.15 zeigt den Verlauf der oberen Einhiillenden, der unteren Einhiil-
lenden und den mittleren Verlauf der Stérungsenergie fiir 1000 zuféllige Anfangsbe-
dingungen bei der festen Reynoldszahl R = 350 fiir verschiedene Kombinationen der
Basiswellenzahlen o und 3. Wahrend der Ubergang zu niedrigeren Basiswellenzahlen
a zu deutlich kiirzeren Lebensdauern fiihrt, ergeben sich fiir groflere o stationére
Zusténde mit einer Stérungsenergie von etwa 25% der Energie der Grundstromung;
ihre Gesamtenergie liegt bei etwa 80% der Grundstromungsenergie. Der oben disku-
tierte peakartige Verlauf der Storung tritt im betrachteten Basiswellenzahlenbereich
bei R = 350 nur fiir die oben untersuchte Kombination (o, 5) = (0.5,1.5) und z.T.
auch bei (0.5,1) auf, allerdings steht hier noch eine genaue Untersuchung aus; so
muf} insbesondere untersucht werden, ob das betrachtete 108-dimensionale System
bei den Parameterkombinationen ausreicht, um transientes Wachstum und Haupt-
energietransfermoden einzuschlieflen.
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Abbildung 6.11: Obere Einhiillende, untere Einhiillende und mittlerer Verlauf der
Storungsenergie bei der Integration von 1000 zufélligen Anfangszustdnden der An-
fangsstérungsenergie £°(0) = 0.16 bei den Reynoldszahlen R = 50, 100, 200 und 300
bei a = 0.5, 8 = 1.5. Man beachte die andere Skalierung der Zeitachse fiir R = 200
und 300.
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Abbildung 6.12: Obere Einhiillende, untere Einhiillende und mittlerer Verlauf der
Gesamtenergie bei der Integration von 1000 zufélligen Anfangszustéinden der An-
fangsstérungsenergie £°(0) = 0.16 bei den Reynoldszahlen R = 50, 100, 200 und 300
bei a = 0.5, 8 = 1.5. Man beachte die andere Skalierung der Zeitachse fiir R = 200
und 300; die Zeitachse liegt bei E¢ = E°.
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Abbildung 6.13: Verlauf der Stoérungsenergie des auf 16 verschiedene Anfangsenergien
skalierten Zustands, bei dem alle Amplituden gleich gewichtet sind, fiir verschiedene
Reynoldszahlen R = 300...345 bei a = 0.5, § = 1.5. Dargestellt sind die Tra-
jektorien von E°(0) = 0.02, 0.04, ..., 0.2, 0.4, 0.8, 1.5, 3, 5, 10. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wurde nur der Energiebereich bis E¥ = 0.2 dargestellt, die Zusténde
mit hoherer Anfangsenergie fallen monoton und schnell in diesen Bereich ab.
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Abbildung 6.14: Verlauf der Storungsenergie von 1000 zufalligen Anfangszusténden
der Anfangsstorungsenergie £°(0) = 0.16 fiir die Reynoldszahlen R = 300. ..350 bei
a = 0.5, 8 = 1.5. Dargestellt ist jeweils die obere Einhiillende, die untere Einhiillende
und (dazwischen) der mittlere Verlauf der verschiedenen Einzelintegrationen. Auch
in diesen Systemen findet ein qualitativer Wechsel in den Verldufen ab etwa R = 330
statt.
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Abbildung 6.15: Verlauf der Stérungsenergie von 1000 zufilligen Anfangszustdnden
der Anfangsstérungsenergie £°(0) = 0.16 bei der Reynoldszahl R = 350 fiir ver-
schiedene Basiswellenzahlen o und . Dargestellt ist jeweils die obere Einhiillende,
die untere Einhiillende und (dazwischen) der mittlere Verlauf der verschiedenen Ein-
zelintegrationen.
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E%(0) tr  E%(0) t  E5(0) t,  ES(0) tr
0.00 0 0.050 | 1055 0.0560 | 475 0.05690 | 1135
0.01 | 275 0.051 | 480 0.0561 | 685 0.05691 | 1245
0.02 | 440 0.052 | 635 0.0562 | 490 0.05692 | 1210
0.03 | 425 0.053 | 690 0.0563 | 580 0.05693 | 1760
0.04 | 600 0.054 | 485 0.0564 | 755 0.05694 | 1280
0.05 | 1055 0.055 | 490 0.0565 | 1330 0.05695 | 930
0.06 | 465 0.056 | 475 0.0566 | 650 0.05696 | 1200
0.07 | 305 0.057 | 1040 0.0567 | 835 0.05697 | 610
0.08 | 310 0.058 | 480 0.0568 | 1085 0.05698 | 875
0.09 | 790 0.059 | 1115 0.0569 | 1135 0.05699 | 1220
0.10 | 1030  0.060 | 465 0.0570 | 1040 0.05700 | 1040

Tabelle 6.2: Lebensdauer ¢, der Anfangszustinde aus Abbildung 6.16 in Abhangigkeit
von der Anfangsenergie des Zustandes. Von einer Einzeltabelle zur nichsten ist das
Intervall, aus dem die Anfangsenergien stammen, um eine Groflenordnung kleiner.

Die Lebensdauern schwanken allerdings fast unabhéngig von der Intervallgrofie etwa
zwischen 400 und 1300.

6.3 Untersuchung der Sensitivitit vom Anfangs-
zustand

In diesem Abschnitt wird das oben beschriebene renormierte Galerkinsystem mit
108 Freiheitsgraden bei der Reynoldszahl R = 350 auf seine Abhéingigkeit von den
Anfangszustinden untersucht. Untersuchungen deuten auf einen sehr sensitiven Zu-
sammenhang hin.[18, 43] Dieser zeigt sich auch bei dem anschlieBenden Vergleich der
verwendeten Integrationsverfahren bei verschiedenen Genauigkeitsanforderungen.

In Abbildung 6.16 sind die Verlaufe der Stérungsenergie fiir einen zufélligen Zu-
stand bei R = 350, o = 0.5, § = 1.5 aufgetragen, der auf jeweils zehn Anfangsenergien
aus kleiner werdenden Intervallen skaliert und bis zu seiner Lebensdauer integriert
wurde, wobei nur der Zeitraum bis ¢ = 300 dargestellt ist. Die Werte der Anfangs-
energien sind zusammen mit den Lebensdauern in Tabelle 6.2 angegeben. Hierbei ist
die Lebensdauer t; als Zeitpunkt definiert, an dem die Storungsenergie unter 0.0001
fallt, was weniger als einem Promille der Grundenergie entspricht. In keiner meiner
numerischen Rechnungen hat ein solcher Zustand wieder an Energie gewonnen. In der
Abbildung ist deutlich zu erkennen, wie erwartungsgemésf ein kleinerer Unterschied in
der Anfangsenergie zu einem iiber ldngere Zeit dhnlichen Verlauf fithrt, doch besteht
bei diesen Skalierungen spétestens bei ¢t = 300 kaum noch ein Zusammenhang zwi-
schen den Verldufen. Dies fithrt zu sehr verschiedenen Lebensdauern, deren Streuung
zwischen etwa ¢t = 400 und ¢ = 1300 auch bei kleinen Intervallen nicht abnimmt.

In der Abbildung 6.17 und dazugehorend in Tabelle 6.3 ist der gleiche Sachverhalt
fiir die Integration des gleichgewichteten Anfangszustandes bei R = 350 dargestellt.

85



E%(0) tr,  E%(0) tr,  ES(0) tr  ES(0) tr
0.00 0 0.050| 340 0.0560 | 515 0.05690 | 720
0.01 | 235 0.051| 355 0.0561 | 480 0.05691 | 600
0.02 | 300 0.052| 340 0.0562 | 520 0.05692 | 745
0.03| 375 0.053| 675 0.0563 | 455 0.05693 | 515
0.04 | 1320 0.054 | 1420 0.0564 | 500 0.05694 | 940
0.05| 340 0.055| 920 0.0565 | 950 0.05695 | 1160
0.06 | 1000 0.056 | 515 0.0566 | 705 0.05696 | 1110
0.07 | 775 0.057 | 1055 0.0567 | 480 0.05697 | 1115
0.08 | 825 0.058| 565 0.0568 | 615 0.05698 | 900
0.09 | 1070 0.059 | 410 0.0569 | 720 0.05699 | 875
0.10 | 350 0.060 | 1000 0.0570 | 1055 0.05700 | 1055

Tabelle 6.3: Lebensdauer ¢, der Anfangszusténde aus Abbildung 6.17 in Abhingigkeit
von der Anfangsenergie des Zustandes. Von einer Einzeltabelle zur nichsten ist das
Intervall, aus dem die Anfangsenergien stammen, um eine Groflenordnung kleiner.

Die Lebensdauern schwanken auch hier fast unabhéngig von der Intervallgrofie etwa
zwischen 200 und 1300.

Es ergibt sich wie oben, dafl der Verlauf ab ¢t = 300 und damit auch die Lebensdau-
er sehr sensitiv vom Anfangszustand abhéngen. Fiir diesen Anfangszustand treten
deutliche Abweichungen in den Energieverlaufen schon friiher ein.

Das gleiche Bild ergibt sich, wenn zwar der Anfangszustand gleichbleibt, die Ge-
nauigkeitsanforderung an die numerische Integrationsroutine aber verandert wird. In
Abbildung 6.18 sind die Storungsenergieverldaufe und dazugehorend in Tabelle 6.4 die
Genauigkeitsanforderungen und die Lebensdauern fiir die Integration eines Anfangs-
zustandes bei R = 350, a = 0.5, § = 1.5 mit zwei verschiedenen IMSL-Routinen
aufgetragen. Mit der Bulirsh-Stoer-Extrapolationsmethode wurde bei Toleranzwer-
ten 107%...107?, beim Runge-Kutta-Verner-Verfahren 5. und 6.0rdnung bei den To-
leranzen 1072...107% integriert. Laut Spezifikation [28] wird versucht, den lokalen
Fehler so klein zu halten, dafl global der relative Fehler unter der angegeben Toleranz
liegt. Erwartungsgeméif verlaufen die Storungsenergien iiber weite Bereiche (bis etwa
t = 200) fast gleich, dann ergeben sich kleine Abweichungen. Verfolgt man allerdings
die Energieverldufe weiter, so ergibt sich wiederum eine sehr sensitive Abhingigkeit
von der Toleranz, insbesondere sind die Lebensdauern wieder sehr gestreut. Der Ener-
gieverlauf eines Anfangszustandes kann also nicht korrekt bestimmt werden, denn
durch numerische Fehler ergeben sich immer kleine Abweichungen vom eigentlichen
Energieverlauf.

Die sensitive Abhéngigkeit vom Anfangszustand oder von Integrationsparame-
tern kann als Indikator fiir den Einsatz von Turbulenz benutzt werden: Fiir kleine
Reynoldszahlen R < 300 oder Anfangszusténde mit sehr kleinen Anfangsenergien
fallt die Storungsenergie nach eventuellem voriibergehenden Anstieg fast monoton
ab, ohne die oben dargestellte sensitive Abhéngigkeit zu zeigen. Aber auch die in Ab-
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Runge-Kutta-Verner

Tabelle 6.4: Lebensdauer einer Stérung in Abhéngigkeit vom Integrationsverfahren
und von der eingestellten Genauigkeit; die zugehorigen Energieverldufe sind in Ab-

bildung 6.18 dargestellt.

schnitt 6.1.2 untersuchten transient steigenden Anfangszusténde zeigen keine sensitive
Abhéngigkeit von ihrer Anfangsenergie, sondern fallen mit &hnlichem Energieverlauf

ab.

Bulirsh-Stoer Toleranz | Lebensdauer
Toleranz | Lebensdauer | 1074 825
1073 655 107 775
10~4 1875 10~ 1750
107° 870 1077 1330
10-° 1165 1078 1010
1079 1055
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Abbildung 6.16: Verlauf der Stérungsenergie eines auf verschiedene Anfangsenergien
skalierten zufalligen Anfangszustandes bei R = 350, a = 0.5, § = 1.5, wobei die Va-
riation der Anfangsenergie von links oben iiber rechts oben, links unten nach rechts
unten jeweils eine Gréflenordnung kleiner wird. Die Anfangsenergien und Lebensdau-
ern konnen Tabelle 6.2 entnommen werden.
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Abbildung 6.17: Verlauf der Storungsenergie des auf verschiedene Anfangsenergien
skalierten gleichgewichteten Anfangszustandes bei R = 350, o = 0.5, § = 1.5, wo-
bei die Variation der Anfangsenergie von links oben iiber rechts oben, links unten
nach rechts unten jeweils eine GroBenordnung kleiner wird. Die Anfangsenergien und
Lebensdauern konnen Tabelle 6.3 entnommen werden.
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Abbildung 6.18: Vergleich des Bulirsch-Stoer-Extrapolationsverfahrens (links) und
des Runge-Kutta-Verner-Verfahrens (rechts) durch Integration eines Anfangszustan-
des bei verschiedenen Genauigkeitsanforderungen bei R = 350, a = 0.5, § = 1.5.
Oben jeweils bis ¢ = 2000, unten ein Ausschnitt bis ¢ = 300. Der langfristige Ver-
lauf ist sehr sensitiv von der eingestellten Toleranz abhéngig. Die Toleranzwerte und
Lebensdauern sind in Tabelle 6.4 angegeben.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit wurde die inkompressible ebene Couette-Stromung in drei Dimen-
sionen auf nichtlineare Instabilitit im Reynoldszahlbereich bis etwa R = 350 un-
tersucht. Im Mittelpunkt standen dabei die Moglichkeit, mit Hilfe des Energietrans-
fers und des transienten Wachstums die erforderliche Dimension des endlichen Sy-
stems abzuschétzen, und die Renormierung der Koeffizienten des endlichen dynami-
schen Systems mit dem Ziel, die grundlegenden Energiebilanzen der Navier-Stokes-
Gleichungen auch fiir das endliche System zu gewé&hrleisten.

Zur Aufstellung des dynamischen Systems wurde zunéchst das iibliche Vorgehen
gewihlt[2, 24]: Die Navier-Stokes-Gleichungen fiir das Geschwindigkeitsfeld 7 = U +@
mit der Grundstromung U wurden unter Beriicksichtigung der Inkompressibilitéit in
den skalaren Feldern v(z,y, 2,t) = (), und n(z,y, 2,t) = (rot ), geschrieben. Nach
Entwicklung dieser skalaren Felder parallel zu den Platten in Fouriermoden und senk-
recht dazu in den Eigenfunktionen der um die Grundstrémung linearisierten Gleichun-
gen ergab sich ein Galerkinsystem fiir die Amplituden (1) (t) und yom,n,.) (t), wobei
(m, n) die Fouriermode und v die zugehorige Eigenfunktion der Orr-Sommerfeld- bzw.
Squire-Gleichung bezeichnen. Dieses Galerkinsystem ist in den linearen Termen dia-
gonalisiert, wobei die negativen Koeffizienten zu einem exponentiellen Abfall fithren
(lineare Stabilitét); die nichtlinearen Terme, die nur in quadratischer Ordnung vor-
kommen, koppeln die einzelnen Amplituden untereinander.

Die zur numerischen Untersuchung notwendige Beschrankung auf eine endliche
Zahl von Fouriermoden und Eigenfunktionen fiihrt zu verdnderten Eigenschaften und
damit zu einer anderen Dynamik des Galerkinsystems im Vergleich zu den Navier-
Stokes-Gleichungen. Zentrales Thema dieser Arbeit war, durch die Renormierung der
Kopplungskoeffizienten der quadratischen Terme grundlegende Energiebilanzen der
Navier-Stokes-Gleichungen auch im endlichen Galerkinsystem zu erfiillen: Der nicht-
lineare Term der Navier-Stokes-Gleichungen erzeugt oder vernichtet keine Energie, er
"dreht” energieneutral das Geschwindigkeitsfeld, transferiert also Energie von einer
Richtung in eine andere. Des weiteren gibt es nur zwei Mechanismen zur Anderung
der Gesamtenergie: Infolge der Viskositdt wird Stromungsenergie vernichtet (bzw. in
Wérme umgesetzt), und die sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegenden Winde
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konnen Energie an die Stromung abgeben oder von dieser aufnehmen.

Wie gezeigt wurde, werden beide Eigenschaften von endlichen Galerkinsyste-
men nicht erfiillt: Die quadratischen Terme erzeugen oder vernichten teilweise be-
trachtliche Energien, so dafl es zu groBlen Energieverstarkungen kommen kann, die
sogar zum Weglaufen, d.h. zum Abbruch der numerischen Integration fithren kénnen,
weil die Geschwindigkeitsamplituden zu gro3 werden. Und aufler dem Wand- und
dem Dissipationsterm treten, auch wenn die nichtlinearen Terme die Energie nur dre-
hen wiirden, weitere Energiequellen und -senken auf, weil der Dissipationsterm nicht
vollstédndig dargestellt ist. Die Groflenordnungen dieser Energieerhaltungsverletzun-
gen wurden diskutiert: Auch fiir Systeme hoher Dimension ergeben sich grofle Energie-
transferverletzungen, was insbesondere auf die hohe Zahl der Terme zuriickzufiihren
ist.

Weiterhin wurde gezeigt, daf§ mit Hilfe der Berechnung der Energietransferterme
die Anzahl der Amplituden, die zur Einbeziehung des Grofiteils des Energietrans-
fers in das endliche Galerkinsystem notwendig sind, abgeschétzt werden kann. Eine
weitere Hilfe zur Bestimmung der notwendigen Dimension liefert die Anzahl der tran-
sient steigenden Moden, die im endlichen System enthalten sind. Wie gezeigt wurde,
konvergiert deren Zahl schnell, was bedeutet, dafl die Entwicklung nach den (nicht or-
thogonalen) Eigenfunktionen zur Beschreibung des transienten Wachstums geeignet
ist.

Die erzwungene Energietransfererhaltung fiir das endliche Galerkinsystem wurde
auf die Losung eines groflen, unterbestimmten Gleichungssystems zuriickgefiihrt. Die
Freiheitsgrade durch die Unterbestimmtheit wurden zur Minimierung der Anderung
der Kopplungskoeffizienten genutzt, wobei durch die Renormierung keine neuen Kopp-
lungen eingefiihrt wurden. Es ergaben sich relative Abweichungen von durchschnitt-
lich 10% und bis etwa 30%. Um Reynoldszahlen R > 350 untersuchen zu kénnen,
reicht das betrachtete 108-dimensionale System nicht aus. Allerdings ist das Renor-
mieren der Koeffizienten schon bei den jetzt betrachteten Systemgroflen zeit- und
speicherintensiv, fiir deutlich groflere Galerkinsysteme miifiten die Verfahren verbes-
sert oder leistungsstiarkere Computer benutzt werden.

Anhand beispielhafter Integrationen wurde gezeigt, dafl verhéltnisméaBig kleine
Systeme (z.B. 108 Freiheitsgrade) ohne Renormierung unphysikalisches Verhalten zei-
gen, wihrend sie nach der Renormierung der Koeffizienten auch bei Anfangszustédnden
mit dem 60-fachen der Grundenergie zu Stromungen mit beschréankter Geschwindig-
keit fithren. Energieverlaufe, Verlauf von Dissipation und Wandterm und die Ener-
gieverteilung auf die Fouriermoden wurden anhand eines langlebigen Zustandes ein-
gehend diskutiert.

Die renormierten Systeme wurden verwendet, um verschiedene Anfangszustédnde
auf ihren Energieverlauf und ihre Lebensdauer zu untersuchen. Fiir das 108-dimen-
sionale System wurde, iibereinstimmend mit experimentellen und numerischen Be-
funden [11, 12, 13, 30, 46], eine kritische Reynoldszahl im Bereich R = 330...345 ge-
funden, ab der die Energieverliufe qualitative Anderungen zeigen; fiir dieses System
lagen die Lebensdauern in dimensionslosen Koordinaten im Bereich bis ¢ = 2000.
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Dies entspricht bei einem typischen Versuchsaufbau [46] mit dem Plattenabstand
2h = 10mm und der kinematischen Viskositit von Wasser einer Zeit von etwa 2.5min
und einer Plattengeschwindigkeit von 7cm/s; jede Platte hat sich dann 10m in ihre
jeweilige Richtung weiterbewegt. Interessanterweise hat die direkte Integration von
Anfangszustdnden, die aufgrund ihres unléngst diskutierten transienten Wachstums
ausgewihlt wurden [5, 10, 14, 19, 47], nicht zu langen Lebensdauern gefiihrt. Thre Rol-
le scheint iiberschétzt worden zu sein, allerdings sollte dieser Sachverhalt noch niher
untersucht werden. In [1] wird vorgeschlagen, zusétzlich zu den transient wachsenden
Amplituden alle iibrigen anfianglich mit etwa 10% der Groflenordnung der transient
wachsenden Amplituden zufillig zu besetzen.

Des weiteren wurde die Abhéngigkeit der Lebensdauer einer Stérung von den
Anfangsbedingungen und Integrationsparametern untersucht. Der Verlauf der Ener-
gie und insbesondere die Lebensdauer hidngen im turbulenten Bereich R > 340 er-
wartungsgeméf sehr sensitiv von den Anfangsbedingungen und der Genauigkeit der
numerischen Integration ab, d.h. kleine Abweichungen fiihren {iber einen langen Zeit-
raum zu deutlich verschiedenen Verldufen. Hiermit wurden Ergebnisse von Eckhardt
et al. (1997,1998) [18, 43| aus einem System mit 962 Freiheitsgraden in einem 108-
dimensionalen System bestétigt.

Das betrachtete relativ niedrigdimensionale System stimmt im Bereich bis R =
350 sehr gut mit bisherigen Untersuchungen iiberein und ist damit als Grundlage
fiir detailliertere Untersuchungen des Mechanismus, der zur Destabilisierung einer
Storung fiihrt, geeignet. Es erscheint moglich, aufgrund von Symmetrieeigenschaften
die Amplitudenzahl weiter zu reduzieren, ohne das dynamische Verhalten stark zu
beeinflussen, so dal an einem relativ iiberschaubaren System die Rolle einzelner Am-
plituden, die Rolle des transienten Wachstums und die Rolle der nichtlinearen Terme
eingehender untersucht werden kann. Ebenfalls wire denkbar, durch eine (Intervall-)
Normalform-Transformation [37, 38, 39, 44, 50] zu dominanten, niedrigdimensionalen
Untersystemen zu gelangen, die einer analytischen Behandlung zugénglich sind.

Schliefflich ist anzumerken, dal der Parameterraum durch die vorliegenden Unter-
suchungen bei weitem nicht ausgeschopft ist: Die Basiswellenzahlen o und g wurden
nur wenig verdndert, hohere Fouriermoden als zu |m|, |n| = 1 noch nicht berticksich-
tigt.
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Anhang A

Spektren und Eigenfunktionen des
linearen Problems

In diesem Abschnitt werden beispielhaft Spektren der Orr-Sommerfeld- und der
Squire-Gleichung und eine Eigenfunktion der Orr-Sommerfeld-Gleichung dargestellt.
Sie wurden mit Hilfe der Verfahren aus Anhang B numerisch bestimmt.

In den Abbildungen A.1 und A.2 sind in der komplexen Ebene alle Eigenwerte zu
R = 100, = 3 = 1 aufgetragen, bei denen der Orr-Sommerfeld- oder der Squire-
Eigenwert einen Realteil grofler als -0.5 haben. Die zugehorigen Werte kénnen den
Tabellen A.1 und A.2 entnommen werden. Deutlich ist zu erkennen, dafl die Realteile
der Eigenwerte mit wachsenden Basiswellenzahlen ma und n( grofler werden. Die
Eigenwerte zu negativen ma oder n(3 kénnen nach Tabelle 2.1 aus denen der Tabellen
A.1 und A.2 bestimmt werden.

In den Abbildungen A.3 und A .4 ist die Anderung einiger ausgewihlter Eigenwerte
von R = 100 auf R = 300, = B = 1 dargestellt; die zugehorigen Werte sind in
Tabelle A.3 aufgelistet. Erwartungsgeméf nehmen die (negativen) Realteile zu, das
System wird instabiler.

Das Aussehen der Geschwindigkeitsfunktionen wird am Beispiel einer Eigenfunk-
tion der Orr-Sommerfeld-Gleichung zu R = 100, « = § = 1 gezeigt. In Abbildung A.5
sind Betrag, Phase, Realteil und Imaginérteil der Eigenfunktion v(; 1 1) zum Eigenwert
A(1,1,1) dargestellt.
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Abbildung A.1: Teilspektrum der Orr-Sommerfeld-Gleichung zu R = 100, o = § = 1.
Die genauen Werte kénnen den Tabellen A.1 und A.2 entnommen werden.
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Abbildung A.2: Teilspektrum der Squire-Gleichung zu R = 100, « = g = 1. Die
genauen Werte kénnen den Tabellen A.1 und A.2 entnommen werden.
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OS-Eigenwerte \(mn.)

SQ-Eigenwerte H(mmn,p)

OOOO)—'HOO)—‘)—‘OHHO)—‘)—'OOOOOOOOOOOO3

H OO kR W WUWwNNNUURFR, P NOO KR FEFOWERNDWEHEONREOS

R = W NFE DN WNEFERFENDREFE WN DN WWNEFEDNDRFEDNDDNDRFE ==Y

-.024674 +.000000:
-.093137 +.000000:
-.101551 +.000000:
-.098696 +.0000007
-.205706 +.000000:
-.138733 +.000000:
-.221400 +-.0000002
-.201753 +.000000:
-.256094 +.000000:
-.222066 +.0000002
-.389478 +.000000:
-.313355 +.000000:
-.290410 -.207398:

-.290410 +.207398¢
-.396510 +.000000:
-.309040 +-.234972:
-.309040 -.234972:

-.287680 +.000000:
-.345174 -.2939061¢

-.345174 +.293906¢
-.427381 +.000000:
-.393654 +.0000002
-.388009 -.3442341

-.388009 +-.344234¢
-.481380 +.000000:
-.395098 +.000000:
-.394784 +.000000:
-.600554 +.000000:

-.024674 +.000000¢
-.034674 +.000000¢
-.064674 +.000000¢
-.098696 +.0000007
-.108696 +.0000002
-.114674 +.000000¢
-.138696 +.0000002
-.184674 +.000000¢
-.188696 +.0000007
-.222066 +.0000002
-.232066 +.0000007
-.258696 +.0000001
-.261865 -.5637571

-.261865 +.5637574
-.262066 +.0000007
-.271865 -.5637574

-.271865 +.56375T¢
-.274674 +.000000¢
-.301865 -.5637571

-.301865 +.5637574
-.312066 +.0000002
-.348696 +.0000002
-.351865 +.5637574
-.351865 -.5637571

-.382066 +.0000007
-.384674 +.000000¢
-.394784 +.000000¢
-.404784 +.000000¢

Tabelle A.1: Erster Teil des Spektrums der Orr-Sommerfeld- und der Squire-
Gleichung zu R = 100, « = § = 1, nach Griéfle der Realteile sortiert. Zweiter Teil

siehe Tabelle A.2.
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m|n|v
1 (4|1
1 (4|2
0124
2 {01
2 1012
2 |11
2 1112
1 (0|3
1 (04
0 612
1 (113
1 (14
0 15|3
2 121
2 1212
0134
1 (23
1 124

OS-Eigenwerte A1)

-.449513 -.379440:
-.449513 +.379440:
-.615635 +.0000002
-.505651 -.798159¢
-.505651 4-.798159:
-.019316 -.8228361
-.019316 +.822836¢
-.623972 -.2633961¢
-.623972 +.263396¢
-.496410 +.000000:
-.611287 +.2309931
-.611287 -.230993:
-.558015 +.000000:
-.550043 -.878955¢
-.550043 +.8789551
-.648068 +.0000007
-.603382 -.166140:
-.603383 +.166140¢

SQ-Eigenwerte H(m,n,v)

-.421865 +.5637571
-.421865 -.5637571
-.434784 +.000000:
-.439811 -1.307507%
-.439811 1.3075072
-.449811 -1.307507%
-.449811 1.3075072
-.450562 -.237141:
-.450562 +-.237141:
-.458696 +.000000:7
-.460562 4-.237141:
-.460562 -.237141¢
-.472066 +.000000:
-.479811 1.3075072
-.479811 -1.307507%
-.484784 +.0000007
-.490562 +-.237141:
-.490562 -.237141:

Tabelle A.2: Zweiter

Teil des Spektrums der Orr-Sommerfeld- und der Squire-

Gleichung zu R = 100, « = 8 = 1, nach Gréfle der Realteile sortiert. Erster Teil
siehe Tabelle A.1. Alle Moden, bei denen der Realteil des Orr-Sommerfeld- oder des
Squire-Eigenwerts grofler als -0.5 ist, sind aufgefiihrt.

Im r- 6
9 . 4
- Re 3
o [ —_—
10 -4
T -1 02 01 Re

Abbildung A.3: Verdnderung ausgewahlter
Gleichung beim Ubergang von R = 100 (Anfangspunkt der Pfeile) zu R = 300
(Pfeilspitze) bei a = = 1. Dargestellt sind die Eigenwerte aus Tabelle A.3, dort
kann auch die Zuordnung der Numerierung zu (m,n,v) entnommen werden.
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1 - >
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-0.25 - = 2
9 -1 Re
1 0.1

Abbildung A.4: Veréinderung ausgewihlter Eigenwerte der Squire-Gleichung beim
Ubergang von R = 100 (Anfangspunkt der Pfeile) zu R = 300 (Pfeilspitze) bei
a = [ = 1. Dargestellt sind die Eigenwerte aus Tabelle A.3, dort kann auch die
Zuordnung der Numerierung zu (m,n,v) entnommen werden.

Betrag Phase
04
0.08
1 / [\/
-1 ‘ 1 -0.8
Realteil Imaginaerteil
0,
0.08
-1 1
-1 ‘ 1 -0.04

Abbildung A.5: Betrag, Phase, Realteil und Imaginérteil der Eigenfunktion v(; 1 1y bei
R=100,a=p3=1.
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Orr-Sommerfeld-Eigenwerte Ay, 1)
i |m|n|lv| R=100 R =300
1 |0 [0]1]-.02467401 +.0000000z | -.008224670 +.00000007
2 10 |0]2]-.09869604 +.0000000:z | -.03289868 +-.00000007
3 10 | 1]1]-.09313745 +.0000000z | -.03104582 +-.00000007
4 10 [1]2]-2057057 4.00000007 | -.06856858 +.00000001
5 |0 |2]1]-.1015508 4.0000000% | -.03385028 +-.00000007
6 [0 |2]2]|-.2214003 +.0000000z | -.07380009 +.0000000%
7 |1 10 |1]-2904098 -.2073980: - 1875817 -.4251187¢
8 |1 |0 |2]-2904098 +.2073980¢ | -.1875817 +.4251187¢
9 |1 |1]1]-.3090400 +.23497217 | -.1984916 +.4395978:
1011 [1]2]-.3090401 -.2349720: -.1984916 -.4395978:
1112 [0 ]1|-.5056511-.7981585: -.3226003 -.1120030z
1212 | 0] 2]-5056511 +.79815867 | -.3226003 +.11200307
Squire-Eigenwerte fi(m, )
i |m|n|v|R=100 R =300
1 |0 [0 ]1]-.02467401 +.0000000z | -.008224670 +.00000007
2 10 |0 ]2]-.09869604 +.0000000:z | -.03289868 +-.00000007
3 10 |1]1]-.03467401 4.0000000z | -.01155800 +-.00000007
4 [0 |1]2]-1086960 +.0000000z | -.03623201 +.00000002
5 |0 |2 ]1]-.06467401 4.0000000z | -.02155800 +-.0000000z
6 |0 |2]|2]-.1386960 +.00000007 | -.04623201 +4-.0000000z
7 |1 10 |1]-2618649 -.5637571:i -. 1779668 -.6975260¢
8 |1 |0 |2]-2618649 +.56375717 | -.1779668 +.6975260¢
9 |1 |1]|1]-.2718649 -.56375711 -.1813001 -.69752601
1011 [1]2|-.2718649 +.5637571z | -.1813001 +4.6975260:
1112 [0 ]1|-.4398107 -1.3075074 -.2905466 -1.519853¢
1212 | 0| 2]-.4398107 +1.3075077 | -.2905466 +1.5198531

Tabelle A.3: Verdnderung ausgewdhlter Eigenwerte der Orr-Sommerfeld- (oben) und
der Squire-Gleichung (unten) beim Ubergang von R = 100 (links) zu R = 300 (rechts)
bei @ = f =1 (siehe auch Abbildungen A.3 und A.4).
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Anhang B

Computerrechnungen

Dieser Abschnitt beschreibt die Implementierung der Losung der vorgestellten Eigen-
und Gleichungssysteme, Integrationen und Optimierungen im Computer. In den mei-
sten Fillen wurde hierfiir FORTRAN 90! unter Benutzung der IMSL-Routinen? be-
nutzt, viele Gegenproben und die Erstellung der Abbildungen fanden mit Hilfe von
MATHEMATICA? statt.

B.1 Uberpriifungsverfahren

Zur Uberpriifung der Programme und der zugrundeliegenden Gleichungen wurden ei-
ne Vielzahl numerischer Checks durchgefiihrt. So wurden die Eigen- und Gleichungs-
systeme aus Kapitel 2.2 durchweg mit MATHEMATICA gepriift, indem die Koeffizi-
enten dort eingelesen wurden, die Aufsummation der hiermit gewichteten Legendre-
oder Tschebyscheffpolynome durchgefiihrt wurde und darauf Differentialoperatoren
angewendet wurden, z.B. wenn a die Liste der Koeffizienten enthélt:

fly_]:=Sum[a[[n+1]] LegendreP[n,yl,{n,0,70}];
k2=alpha~2+beta”2;

osl[y_1=D[f[yl,{y,4}]1-2 k2 D[f[yl,{y,2}1+k2"2 f[yl-...

Hiermit ist ein grafischer und numerischer Vergleich der Eigenwerte, Eigenfunktio-
nen und Losungsfunktionen moglich, der génzlich anders aufgebaut ist als die Berech-
nung der Koeffizienten selber. Des weiteren erlauben einige Spezialfille (insbesondere
ma = 0) die analytische Berechnung dieser Funktionen und Werte und damit einen

1Zumeist der xIf-Compiler auf IBM-AIX-Systemen, aber auch fc auf Convex-SPPUX und Digital
Fortran auf verschiedenen PCs unter Windows 95/NT.

2»Fortran Subroutines for Mathematical Applications” der Firma IMSL, Version 3.0; zu Version
1.0 siehe [28].

3Version 3.0 unter Windows 95/NT, AIX und Linux.
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direkten Vergleich. Insbesondere zum transienten Wachstum sind viele Ergebnisse
veroffentlicht, so daf hier ein Quervergleich mit anderen Autoren moglich war.

Ebenso konnten die Integrale zur Bestimmung der Kopplungskoeffizienten aus Ka-
pitel 3 mit MATHEMATICA iiberpriift werden, wobei wiederum direkt die Funktionen
in y integriert wurden und nicht, wie im FORTRAN-Programm, eher abstrakt iiber die
Koeffizienten mit Hilfe von Matrizen. Die Berechnung der Stérungsenergie und der
Gesamtenergie wurde zur Probe anhand von Spezialfillen analytisch durchgefiihrt,
des weiteren lieferte der Vergleich des Differenzenquotienten von E° bzw. EY vollige
Ubereinstimmung mit den unabhingig berechneten Termen (dE® /dt), + (dE®/dt)s.

Eine Art Meta-Test stellt die Berechnung der Energietransfererhaltung dar: Es ist
sehr unwahrscheinlich, dafl bei fehlerhafter Berechnung der Kopplungskoeffizienten
oder Metrikkoeffizienten die Energietransfererhaltung im Grenzfall grofler Systeme
erfiillt ist. In die Berechnung der Ubereinstimmung von der Summe aus Wand- und
Dissipationsterm und der Energieinderung gehen die Eigenwerte, Metrikkoeffizien-
ten, Koeffizienten der Dissipationsberechnung und bestimmte Kopplungskoeffizienten
ein. Auch hier ist nicht zu erwarten, daB diese Ubereinstimmung bei fehlerhafter Be-
rechnung der Werte fiir grofle Systeme erfiillt ist.

Die Ergebnisse der Renormierung des Galerkinsystems sind wiederum durch den
Vergleich des Differenzenquotienten von E° bzw. E® mit den unabhingig berechne-
ten Termen (dE®/dt)y bzw. (dE/dt)wana + (dE/dt)pis (siehe Abbildung 5.1 (unten)
auf Seite 55) iiberpriifbar. Die Genauigkeit der Integrationsverfahren (zwei IMSL-
Routinen: Runge-Kutta-Verner 5. und 6.0Ordnung und Bulirsh-Stoer-Extrapolations-
methode) wurde durch Vergleich untereinander und bei verschiedenen Genauigkeiten
getestet (siehe auch Abschnitt 6.3), des weiteren fiir wenige Spezialfille durch Ver-
gleich mit analytischen Integrationen.

B.2 Die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird kurz die Implementierung der numerischen Losung der
Eigen- und Gleichungssysteme beschrieben, also von Orr-Sommerfeld- und Squire-
Gleichung und den zugehorigen Orthogonalsystemen. Die Tschebyscheffpolynome
sind als Basis fiir Entwicklungen zur Loésung der Orr-Sommerfeld-Gleichung inzwi-
schen weit verbreitet [9, 21, 30, 35, 36], zum Vergleich wurden alle Berechnungen
auch mit Legendrepolynomen durchgefiihrt.

B.2.1 Lo6sung der Eigenprobleme mit der Tau-Methode

Die in diesem Abschnitt eingefiihrte Schreibweise gilt sowohl fiir die Funktionen
v;(y), 0;(y), v (y), 7;(y) und n;(y) im Falle (m,n) # (0,0) als auch fiir uj,(y) und
wj,(y) bei m = n = 0. Deswegen wird, wenn nicht explizit die Funktion angegeben ist,
der Platzhalter f(y), f : [=1,1] — C, benutzt. Die hier fiir Tschebyscheffpolynome
T, (y) vorgestellte Methode wurde analog fiir Legendrepolynome L, (y) durchgefiihrt.
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Die unbekannten Funktionen werden im Raum der Tschebyscheffpolynome mit
einem Cut-Off N (0 < N € N) entwickelt:

Fly) = anTu(y) (B.1)

mit Koeffizienten a,, € C, n = 0,1,...N; fiir die [-te Ableitung (I = 1,2,3,4) wird
analog

Of &
5 =Y a0, (B.2)
n=0

gesetzt. Dann besteht zwischen den Vektoren

u 0
0 Qg
an ag\l,)
der Zusammenhang
o) =Dl (B.4)

mit Potenzen der (N + 1) x (N + 1)-Matrix D.[21] Auch die Koeffizienten a¥ =
(ag, ... ,a%) des Produktes*

N N
yfW)=yY aT,=) aT, (B.5)
n=0 n=0

lassen sich mit einer Matrix Y als Linearkombination der Koeffizienten a schreiben:
a’ =Ya. (B.6)

Mit Hilfe dieser Matrizen lassen sich die Eigenprobleme aus Abschnitt 2.3 als verallge-
meinerte Matrix-Eigenprobleme schreiben, z.B. ergibt die Orr-Sommerfeld-Gleichung
(2.25) fiir die Funktion v;(y) mit den Koeffizienten v = (vo, ... ,vn):

WE

[{ (D* - i2,,1)° — iamRU(D? — kgwl)} v} T,

p

3
Il

I
="

\R(D* — k2, ,D)v] T, (B.7)
p=0

4Die Gleichheit gilt nur im Sinne des Cut-Offs, also der Darstellung in den ersten (N + 1)-
Polynomen.
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wobei die Grundstromung in Matrixschreibweise fiir die Couette-Stromung U =Y,
U’ =1 ist. Da die Tschebyscheffpolynome ein Basissystem bilden, mufl Gleichung
(B.7) koeffizientenweise erfiillt sein:

{(D2 — k2,1)° — iamRU(D? — k;?n,nl)} v=ARMD? -k, Dv.  (BS)

Analog lassen sich die adjungierte Orr-Sommerfeld-Gleichung und die homogene
Squire-Gleichung als Matrixeigenprobleme darstellen.

Damit die Losungen der Matrixprobleme den Randbedingungen (2.9) geniigen,
miissen diese in die Matrixprobleme eingebracht werden. Die Randbedingungen der
Orr-Sommerfeld-Gleichung v;(£1) = 9,v;(£1) = 0 fithren zu vier Gleichungen fiir
die Koeffizienten v = (vp, ... ,vy) und sind wiederum als Matrixmultiplikation mit
einer 4 X (N + 1)-Matrix M darstellbar:

Mv = (0,0,0,0) (B.9)

Wiirden diese Gleichungen obigen Eigenproblemen zugestellt, wéren diese iiberbe-
stimmt und hétten nur die triviale Lésung v; = 0, A; beliebig.

Bei der von Orszag fiir T'schebyscheffpolynome vorgeschlagenen Tau-Methode [35]
werden die letzten vier Gleichungen von (B.8), also die Koeffizienten zu T _3 bis
Ty in (B.7), nur noch zur Berechnung eines Fehlers des Cut-Offs benutzt und im
Matrixproblem durch die Gleichungen (B.9) ersetzt. Bei der Squire-Gleichung ergeben
sich fiir die Koeffizienten 7 = (7jo, ... ,fv) von 7(y) analog zwei Gleichungen aus den
Randbedingungen 7(+1) = 0, so daf} bei der Anwendung der Tau-Methode die letzten
zwei Gleichungen (also die Koeffizienten zu Tyy_; und 7)) durch die entsprechenden
Zeilen von M ersetzt werden.

Die entstehenden (N + 1)-dimensionalen Eigenwertgleichungen sind wegen der
Struktur der Randbedingungen (B.9) auf der rechten Seite singulir. Aus diesem
Grunde werden im Programm die Gleichungen (B.9) genutzt, um die Koeffizienten

(uN_3,...,vn) durch die Koeffizienten (vy, ... ,vny_4) bzw. fiir 7(y) die Koeffizienten
(Mn—1,7n) durch (7, ... ,fy_2) auszudriicken:

Yo Yo Mo Mo

Un UN-4 NN NN—2

mit der (N +1) x (N —3)-Matrix M und der (N + 1) x (N —1)-Matrix M". Es sind
dann folgende Eigenprobleme zu l6sen:

[{ (D? - k2,,1)* — iamRU(D? — kﬁwI)} M] of
= A [R(D? - &2, T)M"] " (B.11)
und

[{D? - k2, I —iamRU} M"] 4" = [uRM"] 7" (B.12)
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mit den dimensionsreduzierten Vektoren vt = (vy, ... ,oy_4) und 7% = (7o, ... , fin_2).
Die Ausdriicke in den dufleren eckigen Klammern sind (N — 3) x (N — 3)- bzw.
(N —1) x (N — 1)-Matrizen, es sind also komplexe Eigenwertgleichungen der Dimen-
sion N —3 bzw. N —1 zu lésen, was z.B. bei Nutzung der IMSL-Routinen [28] durch
den LZ-Algorithmus erfolgt. Die eliminierten Koeffizienten werden dann durch die
Matrixmultiplikation (B.10) berechnet, so da die Funktionen v;(y) und 7;(y) und
die adjungierten Funktionen v;-L (y) bestimmt sind.

Die Losung der Eigenprobleme zu o = § = 0 erfolgt analog zur Losung der

homogenen Squire-Gleichung.

B.2.2 Lo6sung der inhomogenen Gleichungen

Die inhomogene Gleichung (2.34) hat in obiger Matrixschreibweise die Form
[D? — k2,1 —iamRU — RAI| n = inRv (B.13)

mit einem Eigenvektor v und Eigenwert A von oben und dem unbekannten Koef-
fizientenvektor = (ng,...,nn). Nach (B.10) wird n durch M"p® ersetzt, die sich
ergebende (N — 1) x (N — 1)-Matrix der linken Seite invertiert und auf die oberen
N — 1 Komponenten des Vektors der rechten Seite angewendet. n ergibt sich dann
durch:

Yo
n =M =ifnRM" [(D? — k2, I —iamRU — RAD)M'] " | |. (B.14)
UN-1
Analog kann die inhomogene Gleichung (2.40) nach dem unbekannten Vektor ¢ =
(Do, ... ,0n) zu 7;(y) aufgelost werden. Die Invertierung der Matrizen erfolgte mit
Hilfe einer IMSL-Routine.
Mit (2.15) und (2.16) kénnen aus den Koeffizienten v und 7 bzw. 7 die Koeffizien-

ten u, w, 4, w € CN*! der Geschwindigkeitskomponenten u;(y) und w;(y) bzw. @;(y)
und w;(y) bestimmt werden.

B.2.3 Uberpriifung der Orthogonalitit

Das Skalarprodukt (2.27) 148t sich als Bilinearform schreiben: Seien f = (fo, ..., fn)
und g = (go, ... ,gn) die Vektordarstellungen der Funktionen f(y) und ¢(y). Dann
gilt:

/_ Sw)gty) dy = 15% (B.15)

mit einer (N + 1) x (N + 1)-Matrix S@.
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Das Orthogonalsystem fiir 7; in (2.38) wird fir R = 600, « = 1.5, § = 3 und
beim Cut-Off N = 70 mit einer relativen Genauigkeit von 1071° bei Entwicklung nach
Tschebyscheff- und 107! bei Entwicklung nach Legendrepolynomen erfiillt, d.h.

[ (77|

20 <107 fiir j # k. (B.16)
| (7251715

Das Biorthogonalsystem in (2.31) wird mit der relativen Genauigkeit 107 fiir Tsche-
byscheff- und 1077 fiir Legendrepolynome erfiillt. Die schlechtere Genauigkeit liegt
in der zweiten Ableitung begriindet, wodurch die Polynome hoherer Ordnung stérker
gewichtet werden und damit die endliche Zahl von Polynomen mehr Einflufl hat. Das
dritte ”Orthogonalsystem” (2.43) ergibt bei obiger Normierung maximale Betrige
im Bereich 1075 wobei die einzelnen, sich gréfitenteils ausléschenden Terme eine
GrofBenordnung von etwa 1072 haben. Das Orthonormalsystem (2.48) der Moden zu
a = 3 = 0 wird mit der relativen Genauigkeit 1071° fiir Tschebyscheff- und 107! fiir
Legendrepolynome erfiillt.

B.2.4 Numerischer Test durch Vergleich der Tschebyscheff-
und Legendreentwicklung

Die Giite der Eigenwerte wird in den Tabellen B.1 bis B.3 durch Vergleich der
Spektren von Original- und adjungierter Gleichung (nur fiir die Orr-Sommerfeld-
Gleichung), durch die Berechnung bei verschiedenem Cut-Off N und durch die Be-
rechnung mit Hilfe von Tschebyscheff- oder Legendrepolynomen aufgezeigt. Wenn
der Cut-Off iiber N = 70 erhoht wird, sinkt die Genauigkeit der Eigenwerte und
-funktionen wieder. Dies liegt darin begriindet, dafl in (B.7) zur Matrix der vierten
Ableitung D* die Identitidtsmatrix addiert wird. In Abbildung B.1 ist das maximale
Element der Matrix D* fiir die Entwicklung nach Tschebyscheff- und Legendrepoly-
nomen iiber dem Cut-Off N aufgetragen. Es zeigt sich, dafl bei N = 70 die Eintrage
fiir die Entwicklung nach Tschebyscheffpolynomen eine Gréflenordnung von bis zu
10" haben und damit bei der doppelten Genauigkeit von FORTRAN (etwa 10'6) die
Addition der Identitdtsmatrix nur wenig iiber der Genauigkeitsgrenze Auswirkungen
hat. Die Abbildung zeigt auch, dafl die Entwicklung nach Legendrepolynomen zu-
mindest in diesem Verhalten etwas gutmiitiger ist, die Maximalwerte sind dort etwa
um den Faktor 4 kleiner.

Wie Abbildung B.2 am Beispiel der Geschwindigkeit v(111)(y) zu R = 100,
a = # = 1 und bei Entwicklung nach N 4+ 1 = 71 Polynomen (siche Abbildung
A.5) zu entnehmen ist, zeigen die Koeffizienten der Tschebycheffpolynome und der
Legendrepolynome ein annéhernd gleiches Abfallverhalten und haben jeweils in etwa
die gleiche Groflenordnung
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Polynomart N =170 N =50

Legendre A©,0,1) | -0.00411233516714137014 | -0.00411233516710944689
Tschebyscheff | A\g,1) | -0.00411233516721499440 | -0.00411233516709342932
Legendre A©0,0,2) | -0.0164493406686019861 | -0.0164493406684866998
Tschebyscheff | Ag0,2) | -0.0164493406684245690 | -0.0164493406685348488
Legendre A©0,0,3) | -0.0370110165040756570 | -0.0370110165040894654
Tschebyscheff | Ag,3) | -0.0370110165040941075 | -0.0370110165040932818
Legendre A0,0,4) | -0.0657973626739099399 | -0.0657973626739287165
Tschebyscheff | Ag0,4) | -0.0657973626740151196 | -0.0657973626737829026
Legendre A©,0,5) | -0.102808379178011264 -0.102808379178026474
Tschebyscheff | Ag0,5 | -0.102808379177925027 -0.102808379178104439

Tabelle B.1: Giite der Eigenwerte zu « = 3 = 0 bei R = 600: Untersuchung durch
Vergleich bei N + 1 =51 bzw. 71 Legendre- oder Tschebyscheffpolynomen.

Polynomart N =50

Legendre A(1,0,1) | -0.144227343154525-0.5363607652771254
Legendre )\ZFLO 1y | -0.144227342286678-0.536360761996262:
Tschebyscheff | A1 01) | -0.144227354059822-0.536360762853810:
Tschebyscheft )\670’1) -0.144227354009570-0.53636075033893 71
Legendre A(1,0,2) | -0.144227343160152+0.536360765267431¢
Legendre )\670’2) -0.1442273420123664-0.536360761590659:
Tschebyscheff | A 02) | -0.144227353084942+0.536360763730757:
Tschebyscheft )\670’2) -0.144227354009728+-0.536360750338633¢
Legendre A1,0,3) | -0.317621337875728-0.275251722883510:
Legendre )\670’3) -0.317621331915624-0.275251772079998:
Tschebyscheff | A 3) | -0.317621355056529-0.275251763569937:
Tschebyscheft )\67073) -0.317621382585481-0.275251776617025¢
Legendre A(1,0,4) | -0.317621335375503+0.275251723600483¢
Legendre )\67074) -0.3176213319369804-0.2752517720758514
Tschebyscheff | A1 04) | -0.317621353966700+0.2752517607119857
Tschebyscheft, )\670’4) -0.317621382532915+4-0.275251776436142;

Tabelle B.2: Giite der Eigenwerte der Orr-Sommerfeld-Gleichung: Untersuchung bei
N + 1 = 51 Legendre- oder Tschebyscheffpolynomen und durch Vergleich mit den
Eigenwerten der adjungierten Orr-Sommerfeld-Gleichung bei R = 600, o = 1.
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Polynomart N =170

Legendre A,0,1) | -0.144227342975293-0.5363607970872574
Legendre by -0.144227291290846-0.536360700293468:
Tschebyscheff | A\10,1) | -0.144227228167495-0.536360844465788:
Tschebyscheft )‘?1,0,1 -0.144227426533339-0.5363610200809647
Legendre A,0,2) | -0.144227343787610+0.5363607515271441
Legendre )‘FLLOJ -0.144227291290749+0.536360700293076¢
Tschebyscheff | A1) | -0.144227227635723+0.536360832671319:
Tschebyscheft )\+7 -0.144227426426601+0.536361020302600¢

Legendre A,0,3) | -0.317621334632886-0.275251735283219:
Legendre )\21073 -0.317621506960259-0.275251298390784¢

-0.317622970545009-0.275251169276070¢
-0.317622758309211-0.275250170711103¢
-0.317621334196676+0.275251736263681¢
-0.317621499893452+0.275251305426029:
-0.317622941039210+0.275251191128256¢
-0.317622761161116+0.275250146679273¢

Tschebyscheff | A10,3
Tschebyscheff | A
Legendre A(1,0,4
Legendre oy
Tschebyscheft | A0.4
Tschebyscheft )‘(+1,0, 4

Tabelle B.3: Giite der Eigenwerte der Orr-Sommerfeld-Gleichung: Untersuchung bei
N + 1 = 71 Legendre- oder Tschebyscheffpolynomen und durch Vergleich mit den
Eigenwerten der adjungierten Orr-Sommerfeld-Gleichung bei R = 600, a = 1.

Log Max D*
10 1
gl
6l
4l
+ | | | | | N
10 20 30 40 50 60 70

Abbildung B.1: Maximales Element der Matrix D* in Abhiingigkeit vom Cut-Off N
fiir Tschebyscheft- (#) und Legendre- (x) Entwicklung.
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Abbildung B.2: Logarithmische Darstellung der Betriage der Koeffizienten der ersten
Orr-Sommerfeld-Eigenfunktion zu R = 100, o = [ = 1 bei der Entwicklung nach
Tschebyscheft- (¢) oder Legendre- (x) Polynomen iiber der Ordnung des Polynoms (0
bis 70). Der starke Abfall von der GréBenordnung 10~! auf die Gréfienordnung 1012
bei den ersten 30 Koeffizienten ist deutlich zu erkennen. Die weiteren Koeffizienten
liegen im Bereich der Rechengenauigkeit von 1074, Auffallend ist der annihernd
gleiche Verlauf fiir beide Entwicklungen.
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Nﬁ?.’l?.’l?

(0,0,1)(0,1,1)(0,—1,1)

N | Tschebyscheff Legendre
50 | .00571341 .00571339
60 | .00571342 .00571337
70 | .00571360 .00571337
80 | .00571202 .00571311
Nioneonaon
N | Tschebyscheft Legendre
50 | -.1175814-.584364 7 | -.117581+.584364 ¢
60 | -.1175814-.584364 7 | -.117581+.584364 ¢
70 | -.117582+.584365 7 | -.117581+4.584364 ¢
80 | -.117581+.584364 7 | -.117581+.584364 ¢
Ny;r;r
(2,0,2)(1,—1,2)(1,1,2)
N | Tschebyscheff Legendre
50 | .182754+4.246994 ¢ | .1827544-.246994 i
60 | .182754+4.246994 ¢ | .1827544-.246994 i
70 | .182755+4-.247002 ¢ | .182754+.246994 i
80 | .182758+-.246994 ¢ | .182755+.246995 i

Tabelle B.4: Konvergenzverhalten der Kopplungskoeffizienten bei Veréinderung der
Anzahl N +1 der zur Entwicklung benutzten Tschebyscheff- bzw. Legendrepolynome
bei R =1000, « = 3 = 1.

B.3 Das Galerkinsystem

Gemafl Tabelle 3.1 kénnen die Kopplungskoeffizienten mit Hilfe der Ableitungsma-
trix D und eines Tensors S, der das Integral iiber drei nach Tschebyscheff- oder
Legendrepolynomen entwickelten Funktionen beschreibt, aus den Koeffizienten von
v, 0], 05,m;,7; und wjy, wj, und aus den Koeffizienten der nach (2.15) bzw. (2.16)
berechneten Funktionen wu;, 4;, w;, w; bestimmt werden, z.B:

Niii =222,

N
{)orere
m=0 n=0 p=0 q=0

[ =K (Wr)a (V) + 5% (w)n (wi)p + 0 (i) () + 208 (k)n (w1),

Fm+) ) Dm,qu,r(vj,)r] [ev(vr ) (wr)p + ﬁ(vk)n(wz)p]} :

q=0 r=0

N N N
SB)

m7n7p

(B.17)

+1

Zur Bestimmung der numerischen Giite der Kopplungskoeffizienten werden in
Tabelle B.4 exemplarisch einige N;i; bei verschiedenen Cut-Offs N und fiir die Ent-
wicklung nach Tschebyscheff- oder Legendrepolynomen gegeniibergestellt.

Bei der Berechnung der Kopplungskoeffizienten durch Optimierung der Lo-Norm
der Abweichung gem#f Abschnitt 3.3 werden zunichst mit Hilfe der Matrix S®
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und des Tensors S® die Koeffizienten des Gleichungssystems (3.26) bestimmt; die
entstandene Matrix wird mit der IMSL-Routine DLINCG invertiert und auf die
inhomogenen Terme angewendet.

B.4 Energiebilanz und Energietransfererhaltung

Die Berechnung der Metrikkoeffizienten e, ey und ez nach (4.14) bis (4.16) erfolgt
analog der Berechnung der Integrale in (B.15) mit Hilfe der Matrix S®). Aus diesen
kann dann fiir einen Zustand {z;(t),...,yi(t),...} die Energie E°(t) gemif} (4.17)
berechnet werden. Die Berechnung der Dissipationskoeffizienten ey4, e5 und eg erfolgt
nach (4.45) bis (4.47) analog zur Berechnung der Metrikkoeffizienten. Aus diesen und
den Metrikkoeffizienten kann dann gemifl (4.48) die Dissipation bestimmt werden.
Die Berechnung der Wandterme der Couette-Stromung erfolgt nach der linken Seite
von (4.8) durch Addition der gewichteten Amplituden z(g,). Fiir einen bestimmten
Zustand {z1(t),... ,y1(t), ...} kann analog auch die Verletzung der Energieerhaltung
der nichtlinearen Terme bestimmt werden. Hierzu wird der Term (dE® /dt)s, also die
Summe der Terme fiir zzx, yyy, yrx und ryy nach den Gleichungen in Abschnitt 4.3
berechnet.

Zur Bestimmung der renormierten Kopplungskoeffizienten werden zunéchst alle
in dem endlichen System vorkommenden Amplitudenprodukte z;z;z; oder z;z; mit
z = x oder z = y bestimmt, wobei aufgrund der Transformationseigenschaften nur
diejenigen zu betrachten sind, die bei («, 3) — (£a, £5) nicht ineinander iibergehen.
Im zweiten Schritt werden alle in diesen Gleichungen vorkommenden Kopplungsko-
effizienten N7 bestimmt und im Vektor N zusammengefafit, gleichzeitig wird fiir
jede Gleichung die Energieerhaltungsverletzung bzw. die Verletzung der Energiebi-
lanz von Wand- und Dissipationsterm berechnet und im Vektor E zusammengefaflt.
Die jeweiligen Gewichtungen, mit denen ein Kopplungskoeffizient in die Berechnung
eingeht, werden in der Matrix M abgelegt, so daf} gilt:

MN = E. (B.18)

Hierbei ist die Dimension von N deutlich grofler als die von E. Gesucht wird ein
Vektor A der gleichen Dimension wie IV, so daf} gilt:

M(N + A) =0 < MA = —E. (B.19)
Weil das System unterbestimmt ist, kann als zusitzliche Forderungen an A gestellt

werden, daf

2

(B.20)

A
|5
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klein ist. Dies entspricht einem Problem der quadratischen Programmierung: Mini-
miere den Ausdruck

G-T+ 7 HF (B.21)

mit einem Vektor g, einer selbstadjungierten, positiv definiten Matrix H und dem
unbekannten Vektor Z unter der linearen Nebenbedingung (linear constraint)

AZ=10 (B.22)

mit einer Matrix A und einem Vektor b. Fiir obigen Fall ist g =0, A =M und
b= —E. H ist eine Diagonalmatrix mit den Eintrdgen 1/ |N; | auf der Diagonalen,
also offensichtlich selbstadjungiert und positiv definit. Zur Losung gibt es effektive
Algorithmen, so z.B. eine IMSL-Routine, die auf einer Methode von Goldfarb und
Idnani [20] aufbaut.

Nachteil obigen Verfahrens ist der hohe Speicherbedarf, wenn die Anzahl M der
Unbekannten z; und die Anzahl N der zu erfiillenden Gleichungen mit der Grofle des
endlichen Galerkinsystems ansteigen (siehe Tabelle 5.1 und 5.2). So sind eine M x M-
Matrix H und einige Skalierungsvektoren der Dimensionen M und N zu speichern,
abgesehen von den Arbeitsfeldern der Prozedur. Hierdurch stoflen selbst moderne
Workstations bei o.g. Systemgréflen an ihre Grenzen, wie eine einfache Abschétzung
verdeutlicht: Eine 4000 x 4000-Matrix H benotigt bei doppelt genauer komplexer
Rechnung unter Fortran 256 MByte an Speicherplatz.

Mehrere Auswege sind moglich: Zum einen zerfillt obiges Matrixproblem in meh-
rere Blocke, was durch die Auswahlkriterien der Kopplungskoeffizienten N;i; (siehe
Abschnitt 3.4) und durch Symmetrien von Funktionen insbesondere zu m =n = 0
hervorgerufen wird. Diese Blocke sind betréchtlich kleiner, ihre Grofle wéchst mit stei-
gender Modenzahl aber ebenfalls so schnell an, dafl bei nur wenig grofleren Systemen
das analoge Speicherproblem auftritt. Die Skalierung geméf (B.20) kann durch die
Ersetzung A;/N; — z; und A; ;N; — A, ; in die Matrix A = M genommen werden,
so dafl die Aufgabe lautet:

Lose AT =5 und minimiere Z 7. (B.23)

k=1

Als praktikable Moglichkeit hat sich die Losung von

(ﬁ)f—(é) (B.24)

im Least-Squares-Sinne herausgestellt. Hierbei ist I die M x M-Einheitsmatrix und
A € R ein Parameter, der die Minimierung der Norm von ¥ steuert: Fir A = 0
findet keine Minimierung der Norm statt, es wird lediglich das (unterbestimmte)
Gleichungssystem Azx = b moglichst gut (im Least-Squares-Sinne) gelost. Bei einge-
schaltetem A wird auch die Norm minimiert, je grofler der Betrag von A, desto mehr
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Gewicht wird auf die Normminimierung gelegt, desto eher wird bei der Losung des
Gleichungssystems jedoch ein kleiner Fehler toleriert. Bei diesem Verfahren konnen
Routinen gew&hlt werden, die die ”diinne” Besetzung der Matrix A (sparse matrix)
ausnutzen (z.B. LSQR von NETLIB.ORG).

Die Aufgabenstellung 148t sich auch exakt 16sen: Man iiberfithre (B.23) durch
Pivotsuche, Zeilen- und Spaltenvertauschungen und die elementaren Gleichungssy-

stemoperationen in die Form
/ 7
(é%)f—(%) (B.25)

wobei I die N’ x N’-Einheitsmatrix, A’ eine N’ x (M — N’)-Matrix und & eine
Permutation von ¥ (geméf den Spaltenvertauschungen von A) sind. Die N — N’
Nullzeilen ergeben sich, wenn das System AZ = b linear abhéngige Zeilen enthalt.
Die Nullzeilen und die Striche an den neuen Feldern lasse ich ab jetzt weg. Hiermit
koénnen die ersten N Komponenten von & als Funktionen der iibrigen Komponenten
aufgefallt werden (i =1,... ,N):

M
zi = fi(TN+1s - TM) = b — Z Aijzj, (B.26)

i=N+1

fir die Jacobimatrix ergibt sich (k=1,...,M):

. ' . <
8xk_{ Ak] furk_N j:N+1,...,M- (B.27)

a—l‘j_ 5k,j fir k>N’

Die Losung von (B.23) entspricht nun der Losung von

min (Z fA(xngt, - xm) + Z xf) ) (B.28)

TN41,.- 0 €C
+ i=N+1

Durch Ableiten nach den unabhéngigen Variablen z;,7 = N +1,... , M, und Einset-
zen von (B.27) ergibt sich das Gleichungssystem (j = N +1,... , M)

M N N
1 i=1

k=N+1 \1=

Der geklammerte Term der linken Seite entspricht einer (M — N)2-Matrix, die inver-
tiert und auf die rechte Seite angewendet werden konnte, um die xy, k = N+1,... , M
zu erhalten. Da die Dimension (M — N) oft grof} ist und die inverse Matrix nicht mehr
(wie die Originalmatrix) diinn besetzt sein muB, ist der numerische Aufwand wieder
betrachtlich. Zum Losen grofler Gleichungssysteme gibt es spezielle iterative Verfah-
ren, die gegen die gewiinschte Losung konvergieren: Wird obige Gleichung nach z;
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aufgelost, so ergibt sich mit (j =N +1,... ,M):

N
a; =1+ A}, (B.30)
i=1
| N
Cj = — Aijbi; (B31)
e
NN A AL filr q
dp={ "o A TS 7R (B.32)
0 fir j =k

die Bestimmungsgleichung:

M
T; = Cj — Z djk.fljk. (B33)
k=N-+1
Beginnend mit xy,; = --- = x)y = 0 werden nacheinander nach dieser Gleichung
TN4+1, TN+2,---, Ty berechnet, wobei in die Berechnung von z; die soeben berech-
neten Werte von xn,1,...,x;_; eingehen. In der nichsten Iteration wird mit diesen
Werten von (zy41, ..., 2y ) von neuem begonnen, bis sich die berechneten Werte von
Iteration zu Iteration geniigend wenig geiindert haben. Nach (B.26) lassen sich die
zugehdrigen (z1, ... ,zy) bestimmen, die nach Riickpermutation den Originalvektor

Z aus (B.22) ergeben. Mit meiner Implementierung haben sich die Werte der Ver-
fahren (B.21) und (B.24) ergeben, wegen der Optimierung der benutzen Routinen ist
das ”selbstgestrickte” Verfahren deutlich langsamer und etwas ungenauer im Erfiillen
des Gleichungssystems, was m.E. durch die hohe Anzahl an Matrixoperationen, die
fiir die Form (B.25) durchgefiihrt werden miissen, begriindet liegt.
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Anhang C

Vollstandigkeitsproblem der
Orr-Sommerfeld-Funktionen

In diesem Abschnitt soll die Bemerkung aus Abschnitt 3.3 eingehender untersucht
werden, daf8 die Funktionen {v(m,n.)}ven zwar eine vollstindige Basis fiir zweimal
differenzierbare Funktionen f(y) mit f(£1) = 0,f(£1) = 0 sind [15, 26], jedoch
nicht mehr die Funktionen {(92 — k2, ,)U(mnu)}ven, nach denen die nichtlinearen
Terme Np, |, entwickelt werden.

Der Kern des Operators (9 — k,,,) kann in diesen Funktionen nicht dargestellt
werden, d.h. die Funktionen {cosh(ky),sinh(ky)} oder {exp(ky),exp(—ky)} fehlen
im Bild der N&herung. Dies fithrt z.B. zu der in der linken Spalte der Abbildung
3.1 auf Seite 24 deutlich sichtbaren Abweichung der Naherungen durch Ls-Norm-
Optimierung im Bereich 0.7 < y < 1. Wie in Abbildung C.1 dargestellt, werden die
nichtlinearen Terme deutlich besser angenéhert, wenn die fehlenden Kernfunktionen
hinzugenommen werden. Auch bei Naherung durch das Projektionsverfahren kénnen
diese Funktionen nicht dargestellt werden, und es kommt zum Gibbschen Phénomen,
d.h. die N&herung schwingt um die anzunidhernde Funktion (siehe rechte Spalte der
Abbildung 3.1).

Deutlicher kann dies durch Entwicklung der Funktion exp(ky) dargestellt werden:

Vmax

exp(kmny) = Z al,(az — k‘fmn)v(m’nﬂ,). (C.1)
v=1
Das Verfahren der Minimierung der Lo-Norm fiihrt zu der Losung a; = ... = a,,,,, =

0. Mit dem Projektionsverfahren mit Hilfe des Biorthogonalsystems {v(tn . V)} ergeben
sich jedoch im allgemeinen von null verschiedene Koeffizienten:

1
a,,:/ v} exp(kmny) dy. (C.2)

1

Fir R = 100, « = 1.1, § = 2.4 ist in Abbildung C.2 die Ndherung in 10 und
20 Funktionen dargestellt. Deutlich ist das Gibbsche Phinomen zu erkennen, d.h.
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Abbildung C.1: Vergleich der Darstellung des nichtlinearen Terms aus Abbildung 3.1
bei Entwicklung durch Minimierung der Lo-Norm der Abweichung unter Benutzung
von 20 Funktionen (links) und 18 Funktionen plus den zwei Kernfunktionen (rechts);
der Realteil ist durchgezogen, der Imaginérteil gestrichelt gezeichnet; schwicher ist

die darzustellende Funktion gezeichnet. Die Abweichung im linken Graphen wird
rechts durch die Kernfunktionen voéllig kompensiert.

die Naherung oszilliert mit immer groflerer Frequenz und hoher Amplitude um die
anzundhernde Funktion.

Dies hat fiir die Bestimmung der Kopplungskoeffizienten Nj7* aus dem nichtli-
nearen Term N, zur Folge, daB nur der Anteil orthogonal zum Kern von (92 — &7, ,,)
korrekt dargestellt werden kann. Die nichtlinearen Terme sind aber nicht von vorn-
herein orthogonal zum Kern, und auch der Orr-Sommerfeld-Operator nicht, da im
Orr-Sommerfeld-Operator der Operator (9 — k7, ,,) mit der Grundstrémung U mul-
tipliziert wird. Folglich verliert man beim Einfiigen der Entwicklung

N

Um,n (y7 t) = Z x(m,n,u) (t)v(m,n,y) (y)

v=1

in die Orr-Sommerfeld-Gleichung (2.19) diejenigen Anteile des nichtlinearen Terms
Ny, ., die proportional zu den Kernfunktionen sind.

Die analytisch sinnvolle Entwicklung nach dem vollstandigen Basissystem {v;}
ist aufgrund der Nichtvertauschbarkeit der Differentiation und des Grenziibergangs

fiir ein endliches System weniger geeignet: Die Funktionen {v(mn.)}, ab jetzt kurz
mit {v,} bezeichnet, sind zwar Basis fiir Funktionen w € C*°(|—1, 1]) mit w(+1) =
Jyw(£1) =0, d.h.

N
w = ]\}1_13(130 El Ty, =: ]\}1_121(1)0 wy (C.3)
bzw.
1
lim / |w — wy|*dy — 0 (C4)
N—oo J_4
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Abbildung C.2: Darstellung der Kernfunktion exp(ky,1y) des Operators (07 — k7 ;)
in 10 (oben) bzw. 20 (unten) Funktionen (07 — k7 ;)v(11,), wobei die Koeffizienten
durch Projektion mit dem Biorthogonalsystem bestimmt wurden. Der Realteil ist
durchgezogen, der Imaginérteil (der Ndherung) ist gestrichelt gezeichnet, schwicher
hinterlegt ist die Funktion exp(k 1y).
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mit den Partialsummen wy = Zivzl x,v,, doch der Grenziibergang N — oo ver-
tauscht nicht mit dem Orr-Sommerfeld-Operator; ansonsten wiirde fiir eine beliebige
Funktion w wie oben gelten:

1 1 N
/ e Losw dy = / e™™ Los (1\1131 Z ac,,v,,) dy
- - v=1

1 1

1 N
_ +k :
/_1 e"Y (1&1_1}100 lel,Losvy> dy

N 1
= lim » "z, / et (A R(0] — k*)v,) dy
v=1 -1

N—oo

N 1
= R lim )\l,:c,,/ [(8; — k2)eiky] v, dy

N—oo 1
v=1

- 0. (C.5)

Es lassen sich aber leicht Funktionen w finden, fiir die fjl e Losw dy # 0 gilt, so
z.B. die achsen- bzw. punktsymmetrischen Funktionen

w=(1-y?% w’=y(l-y)> (C.6)

Tabelle C.1 zeigt, dafl bei dem Versuch, die Funktion w® bei R = 100, = 1.1, 3 = 2.4
nach den Funktionen {v(m,my)} zu entwickeln, mit steigender Funktionenzahl N zwar
die Ly-Norm von 0., 1. und 2. Ableitung konvergieren, jedoch die der 4.Ableitung
bzw. des Orr-Sommerfeld-Operators divergieren.

In dieser Arbeit wird jedoch lediglich auf diese Problematik hingewiesen; da ein
endliches Galerkinsystem schon wegen seiner endlichen Amplitudenzahl nicht die volle
Dynamik der partiellen Differentialgleichungen beinhalten kann, besteht die Erwar-
tung, daf} sich dieser Fehler nicht gravierend auswirkt, zumal durch die Renormierung
die korrekten Energiebilanzen erfiillt werden.
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J 1P (w* —wy) [*dy
N P=1 P=09, P=0 P=0 P=Log
6

5.1-10° 6.0-107° 1.3 1.16-10° 1.15-10°

8 1.0-107° 2.1-1073 0.70 1.36-10° 1.38-10°
10 2.7-107% 81-10~* 0.40 1.59-10° 1.61-10°
12 86-1077 3.6-1074 0.25 1.82-10° 1.84-10°
14 3.2-1077 1.8-1074 0.16 2.06-10° 2.07-10°
16 1.3-1077 9.5-107° 0.11 2.29-10° 2.31-10°

18 6.1-107% 5.5-10° 7.9-1072 2.52-10° 2.54-10°
20 3.1-107® 3.3-107° 59-107% 2.76-10° 2.78-10°
25 7.4-107° 1.2-107° 3.1-107% 3.30-10° 3.30-10°
30 21-107° 49-10% 1.8-107% 3.94-10° 3.95-10°

Tabelle C.1: Quadrat der Ls-Norm von verschiedenen Ableitungen der Naherung der
Funktion w* = (1 — y*)® durch die Funktionen {v(mn.)} bei R = 100, o = 1.1,
B = 2.4. Deutlich ist zu erkennen, daf} 0., 1. und 2.Ableitung konvergieren, die vierte
Ableitung und auch der Orr-Sommerfeld-Operator jedoch zu Divergenz fiihren.
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