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Zusammenfassung

Die Bewegungvon Flüssigkeitendurchein porösesMedium kannnur schwerdurchBerechnender
Navier-Stokes Gleichungengel̈ost werden.Zelluläre AutomatenbieteneinengeeignetenWeg, um
nicht nurdie Strömungin solchenkomplexengeometrischenStrukturenzu simulieren,sondernauch
biochemischeReaktionendertransportiertenSubstanzenundsogardie ÄnderungderGeometrieauf-
grundvon Ausfällungzumodellieren.In derDissertationwerdeneinigebekannteZelluläreAutoma-
ten diskutiertund modifiziert.Eine Versioneines2D-Lattice-BoltzmannAutomatenwird auf Sedi-
menteausdemNorddeutschenWattenmeerangewandt.Die poröseGeometriewird ausRasterelek-
tronenaufnahmenermittelt.DurchoszillierendenTiedendruckundStrömungenmußdasinterstitielle
WasserdurchdasSedimentfließen.Die resultierendenStrömungsmusterin RaumundZeit sindsehr
komplex und weisengroßeÄhnlichkeit mit realenMusternauf. Sie zeigenvorwiegendeFließpfa-
de. Als Beispiel wird simuliert, wie dieseStrömungsmusterim Modell die Verteilungvon Sauer-
stoff, DOC und anderentransportiertenSubstanzenfestlegen.Sauerstoff wird naheder Sedimento-
berflächeproduziert(durchphotosynthetische Algen)undin tieferenSchichtenverbraucht(Oxidation
von DOC). Die biologischenImplikationenwerdendiskutiert.Die bestimmendeRolle der Poren-
raumgeometriein Bezugauf die Verteilungder transportiertenSubstanzenkannbewiesenwerden.
In einemanderenBeispielwird Kalzifikation modelliert.DurchAusfällungvon Kalziumkarbonaten
könnensichPorenzwischenräumeverkleinernodersichsogarschließen.Zu diesemZweckwurdeder
Automatumteildurchl̈assigeZellenerweitert.

Zur Berechnungund Darstellungder Modelle wurdedasProgrammDySTReM(Dynamisches
StrukturReaktionsModell) entwickelt. EserlaubteinerechtallgemeineSimulationvonAdvektions-,
Diffusions-undReaktionsprozessenin porösenMedienwie beispielsweiseSedimenteausdemWat-
tenmeer.
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Abstract

Theflow of fluids throughaporousmediumcanhardlybecalculatedby solvingNavier-Stokesequa-
tions. Cellular automataoffer a convenientway not only to simulatethe currentsin suchcomplex
geometricalsituations,but alsoto modelbiogeochemicalreactionsof thetransportedsubstancesand
eventhechangeof geometrydueto precipitation.In thedissertation,someknown cellularautomata
arediscussedandmodified.A versionof a 2D-Lattice-Boltzmannautomatonis appliedto Wadden
Seasediments.Theporousgeometryis takenfrom microphotographs.Theinterstitialwateris forced
to flow throughthesedimentby oscillatingtidal pressureandcurrents.Theresultingflow patternsin
spaceandtimeareverycomplex andhavegreatsimilaritiesto realisticpatterns.They show predomi-
nantflow paths.As anexample,it is simulatedhow theseflow patternsdeterminein amodelsituation
thedistribution of oxygen,DOC, andothertransportedsubstances.Oxygenis producednearthese-
dimentsurface(by photosyntheticalgae)andconsumedin deeperlayers(oxidationof DOC). The
biological implicationsof theobserved patternsarediscussed.Thedominantrole of poregeometry
for thedistribution of oxygenandothersubstancescouldbeproven.In anotherexamplecalcification
is modelled.By precipitationof calciumcarbonatesomeporescannarrow andevenbecomeclosed.
For thispurpose,theautomatonwasextendedto enablesemipermeabilityof cells.

A softwaretool DySTReM(DynamicalStructureReactionModel)wasdeveloped.It allowsquite
generalsimulationsof advection,diffusion,andreactionprocessesin porousmedialikesandyWadden
Seasediments.
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Kapitel 1

Einleitung

Derzeit bestehtgroßesInteresse,dasÖkosystemWattenmeerin seinerGesamtheitzu erforschen.
Wodurchwurde jedochdiesesrege Interessean einemsonstunscheinbarenSystemgeweckt?Ein
wesentlicherPunktspielt hierbeidasheuteallgemeinbestehendeUmweltbewußtsein,dasentstand,
als man feststellte,daßdie kontinuierlich steigendenBelastungender NordseedurchVerklappung
undÜberfischungdasÖkosystemnachhaltigver̈andern.Politik undWirtschaftverlangtennacheiner
Möglichkeit, die Scḧadenbzw. notwendigenSanierungsmaßnahmenabscḧatzenzu können.Die auf
diesemWegeinitialisierteForschungeröffneteneueFragestellungen,beispielsweisedie Fragenach
denAuswirkungeneinerKlimaänderungsowie der Installationvon Windparksund Fischfarmenin
Küstenn̈ahe.Der entstandeneThemenkomplex läßtsich allein durchdie Naturwissenschaftennicht
lösen,woraufhinderneueZweigdesCoastal Zone Management geschaffen wurde.

Im BereichderNaturwissenschaftenrichtetmandasAugenmerkversẗarkt auf dasWatt, daman
erkannthat,daßdie hier lebendenOrganismenin einerkomplexen Art und Weiseinteragierenund
ein enormhohesRegenerierungspotential für dasÖkosystemNordseerepr̈asentieren.DasWatt ist
gepr̈agtdurcheineVielzahlsehrunterschiedlicherProzesseundMechanismen.Hierzuzählenu.a.

� Sedimenttransporte, diedurchdieGezeitenbzw. klimatischePḧanomenegesteuertwerdenund
für die typischeSandripelbildungverantwortlich sind,

� Sedimentumlagerungen, diein jederGrößenordnungstattfindenkönnen,angefangenvomWatt-
wurm bis hin zu Ausbaggerungenzur Schaffung/Erhaltungvon Schiffahrtswegen,

� Emulsionen, z.B.Erdöle im Meer- oderPorenwasser, diedurchUmweltverschmutzung(Schif-
fahrtundÖlplattformen)in dasWattgelangen,

� Wasser-Gas-Gemische, die durchmikrobiologischeAktivitätenentstehen.Freigesetztwerden
dabeiin ersterLinie Methan,Kohlendioxid,Schwefelwasserstoffe undSauerstoff,

� Transportmechanismen, diewasserl̈oslicheSubstanzenmittelsAdvektions-undDiffusionspro-
zessendurchdasWattsedimenttransportieren,

� ChemischeReaktionen, die aufgrundlokalerBedingungenoderdurchMikroorganismenstatt-
finden,

� Biofilme, die von Mikroorganismengebildetwerdenund im Watt häufiganzutreffen sind.Sie
dienendenOrganismenzur Stabilisierungder lokalenUmweltbedingungenund beeinflussen
vor allemdie TransporteigenschaftendesSystems,

1
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

� Mineralisierungen, die die SedimentstrukturdesPorenraumesver̈andern.Sielassensichdurch
Probenuntersuchungen nachweisen.MineralisierungenfindenstattbeimAbsterbenvonMikro-
organismenodersindphysikalischerNatur.

Zum einenwerdenkonkreteSzenarienbetrachtetwie z.B. dasAuftreten von SchwarzenFlecken
(Breves1997;Höpner1996)oderder ÖlabbaudurchMikroorganismen(Berthe-CortiundEbenḧoh
1999;Haußels1997).Zum anderenwerdenMechanismenoderLebensgemeinschaftenbez̈uglich ih-
rerFunktionsweiseuntersucht,woraussichein besseresSystemwissenentwickeln kann1.

EineentscheidendeRolle spielenhierbeiProzesseim mikroskaligenSandwatt, dadiesedie geo-
logischeundphysiologischeUmgebungsowohl für mikroskopischealsauchfür makroskopischeOr-
ganismenformen.Eine sehrwichtige Komponenteist hierbeidasPorenwasser, dasals Trägerfür
chemischeSubstanzenundMikroorganismendient.Mit Hilfe derTransportprozessewerdenlokal die
nötigenBedingungenfür biologische,chemischeundphysikalischeProzessegeschaffen,diedieloka-
le Sedimentstrukturmodifizieren(können).Diesewiederumbeeinflussendie Transporteigenschaften
desSystems.Hierzuseiein Artikel von Forkel (1999)empfohlen,dersichanLeseraller Disziplinen
wendet.In ihm werdengrundlegendeTechnikenundGrenzenderzeitigerGrundwasserstr̈omungsmo-
dellevorgestelltundProblemebei derUmsetzungbzw. im praktischenEinsatzdiskutiert.

In dieserArbeit wird gezeigt,wie sich Transport-und Reaktionsprozesse,Biofilme und Mine-
ralisierungenin ihrer Wechselwirkung formal beschreibenund mit Hilfe von zellulärenAutomaten
modellierenlassen.Die Systemdynamikwird anhandeinigerkonkreterModelleveranschaulicht.Die
Arbeit gliedertsichwie folgt:

In Kapitel 2 wird zun̈achsteinekurzeEinführungin die Theorieder zellulärenAutomatenge-
gebenund eswerdendie im RahmendieserArbeit verwandtenAutomatenmodellezur Strömungs-
simulationvorgestellt.In denAbschnitten2.3 und 2.4 wird aufgezeigt,wie die Automatenmodelle
umgesetztwerden,welcheProblemehierbeientstehenkönnenundwie mandieseumgehtbzw. löst.

In Kapitel 3 werdendie TransportprozesseAdvektion und Diffusion für die zuvor definierten
zellulärenAutomatenhergeleitetsowie die BehandlungallgemeinerReaktionstermeformuliert. Zur
effizientenUmsetzungwerdendie Transportprozesseabgescḧatzt und einemaximaleIterationszeit
bestimmt.

In Kapitel 4 werdenzwei Modelle vorgestellt,die denEinfluß der Geometrieund der Gezeiten
auf die Verteilungim Porenwassergel̈osterSubstanzenbelegen.In eineranschließendenDiskussion
werdenu.a.GemeinsamkeitenundUnterschiedezugängigeneindimensionalenModellenaufgezeigt.

In Kapitel 5 werdenstrukturver̈anderndeProzesse(Mineralisierung/Ausf̈allung, Wachstum)für
diezellulärenAutomatenhergeleitetundProblemebei derUmsetzungdiskutiert.

In Kapitel 6 erfolgt eine Rekapitulationder vorhergehendenKapitel und es werdenmögliche
AnwendungsgebieteundzukünftigeEntwicklungendiskutiert.
ParallelzurModellentwicklungwurdedasSoftwarepaketDySTReMentwickelt, mit demalleModel-
le dieserArbeit gerechnetundausgewertetwurden.In AnhangA wird dieSoftwaregenauerbeschrie-
benunddie wichtigstenFunktionenerläutert.In AnhangB undC sinddie wesentlichenProzeduren
desModellssowie die Parameters̈atzesämtlicherin dieserArbeit verwendetenModelleaufgef̈uhrt.

1Beispielezur Untersuchungbzw. Modellierungder aufgef̈uhrtenMechanismenfindensich in Rutgersvan der Loeff
1981;MasselotundChopard1998(Sedimenttransport),Emertonet al. 1997(Emulsionen),Jørgensen1996(Transportpro-
zesse),Cunninghamet al. 1991;Gerdeset al. 1993(Biofilme).



Kapitel 2

Strömung

Unter demBegriff der Strömungsoll hier im engerenSinn der Fluß von Wasserdurchein poröses
Mediumverstandenwerden.Die StrömungbestimmtentscheidenddenTransportgel̈ostersowie par-
tikulärerKomponenten,undsiecharakterisiertdenRahmen,in demdie innerenProzessestattfinden.
Zunächstwird auf existierendeund derzeitgebr̈auchlicheStrömungsmodelleeingegangen.Zusam-
menḧangesowie jeweiligeVor- undNachteileeinzelnerTypenwerdendiskutiert.Schließlichwerden
dieverwendetenMethodenbeschriebenundanhandeinesBeispielsverifiziert.

2.1 ExistierendeModelltechniken

Die Strömungvon Wasserstellt sichaufatomarerEbenealsBewegungundKollision vonMolekülen
dar. So bestehtdie grunds̈atzlicheIdee aller Strömungsmodelledarin, dieseMolekülbewegung zu
simulierenunddurchMittelungüberRaumund/oderZeit aufdenmakroskopischenFlußzuschließen.
Die Tatsache,daßdiesesmakroskopischeVerhaltendurchstatistisches,abernicht notwendigexaktes
Verhaltenim Mikroskopischenbestimmtist (DeMasiet al. 1989),erlaubtes,mit relativ einfachen
Modellenzu realiẗatsnahenErgebnissenzu gelangen.

Grunds̈atzlichsindzweiAnsätzedenkbar:entweder’verfolgt’ mandieeinzelnenMoleküledurch
denRaum,odermanbetrachtetjeweils einenlokalenAusschnittdesRaumes.EinerealiẗatsnaheMo-
dellierungderStrömungerfordertdie SimulationeinersehrhohenAnzahlvon Molekülen.Esbietet
sichdaherderzweiteAnsatzan,daer einesgeringerenSpeicheraufwandesbedarf.Der Raumkann
dabeientwederin gleichgroße(diskrete)Flächeneingeteiltwerden– wasdenVorteil einerleichtum-
setzbarenundeffizientenBerechnungmit demComputerhat,oderin unterschiedlichgroßeFlächen.
Letzteresist als Finite-Elemente-Methodebekanntunderweistsichalsvorteilhaft,wennnähereIn-
formationenüberdie GeometriedesRaumesvorhandensind(siehez.B.BraunundSambridge1995;
Karlin und Succi1998;Xi et al. 1999).Hier soll der ersteAnsatzverfolgt werden,da dasModell
universell,d.h.unabḧangigvonderGeometrie,einsetzbarseinsoll.Diesgilt insbesondereim Zusam-
menhangmit denin Kapitel5 beschriebenenstrukturver̈andernden Prozessen.

Die Simulationerfolgt durchsukzessives Berechnender Molekülbewegungenbzw. Kollisionen
für alleFlächen.Demzugrundeliegt dasPrinzipderzellulärenAutomaten(vonNeumann1966;Codd
1968),die erstmit demAufkommenderComputerentstanden.Die diskretenFlächenheißenZellen
unddie einzelnenRechenschritteIterationen.

Definition 2.1: Zellulärer Automat

Ein Quadrupel
���������	�
����


heißtzellul̈arer Automatin ��� ( ����� ), falls folgendesgilt:

3
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a) �����	�������! "�"#$#$#$���&%�')( � � mit
���*�,+-#�

heißtdie MengerelativerNachbarn. Für ./�0��� ist .21 � die Nachbarschaft von . .
Dannheißt �3�547698 ( � �;:: 8 1 ���<8=�>+ � 8@?
derzellul̈are Raumzu

�
.

b) �A�5BC *D/#$#$#EBGFH(0I F�
heißtVariablenraum1.

c) J=K � %�LM ON �J
heißtdie Transitionsfunktion.

d) � K;PRQSQ �T� N �*
 N PRQUQ � � DV� N ��

mit folgendenEigenschaftenfür W � K � N �

i)
��X W �"Y ��+-�"ZE
[� W �

ii)
� X W �"Y ��\ 13] � . 
�� J_^ � X W �"Y ��\S� .`1 � � 
��"#"#"#a��� X W �"Y ��\S� .�1 � % 
cb für alle

\ �=� ,.d� �W � heißt der Anfangszustandund WOe der aus W � resultierendeZustandzur Zeit
\
. Der

Übergangii) heißtTransitionsschrittbzw. der
\
-te Iterationsschritt .

Bemerkung2.1: DieserAutomathat einenunbeschr̈anktenzellulärenRaum
�

. In derpraktischen
Anwendungist aber

�
immer beschr̈ankt, zum einengegebendurch die physikalischeSi-

tuation,in der Ränderauftreten,zum anderendurchdie Computerkapazität. Durch dieseBe-
schr̈ankungenentḧalt

�
”
Randzellen“ , alsosolcheZellen,derenNachbarschaftnicht mehrin

ganz
�

liegt. Für dieseRandzellenmußdie Transitionsregel
J

abgewandeltwerden,wofür es
vielfältigeMöglichkeitengibt (sieheAbschnitt2.2).

In der Praxisist heutebeispielsweiseselbstdie Simulationaller Moleküle einesKubikmillimeters
Wassertechnischunmöglich. Eine Möglichkeit bestehtdarin, Partikel als Repr̈asentantengrößerer
Molekülmengenzu betrachten.Die jeweilig repr̈asentierteMengehängt von der räumlichenund
zeitlichenSkalierungab. AndereVerfahrenfinden sich z.B. in Droz und Chopard(1988) und Il-
langasekareundDöll (1989).Die KlassederzellulärenAutomaten,dieeinzelnePartikelbewegungen
und-kollisionensimulieren,nenntmanLattice-GasAutomaten(LGA). Ersetztmandie binärenBe-
setzungszahlendurchErwartungswerte,sosprichtmanvon Lattice-Boltzmann-EquationAutomaten
(LBE), sieheTabelle2.1undKapitel 2.1.2.

DadieModellkonzepteentscheidendvonderZelldimensionund-geometrieabḧangen,mußdiese
zuvor diskutiertwerden:

Obwohl eserstrebenswertist, ein reales,naẗurlichesSystem,z.B.einenWassertropfenoderMee-
resablagerungen,mit einemModell gleicherDimensionzu simulieren,so ergebensich jedoch in
diesemspeziellenFall zweiProblemfelder. ZumeinenerfordertgeradedieRealisierungeinesdreidi-
mensionalenLGA bzw. LBE einensehrhohenRechenaufwand(siehedazuWolfram (1986)undKa-
pitel 6). ZumanderensinddieheutezurVerfügungstehendenMeßapparaturenentwedernichtausrei-
chendfür dreidimensionaleAnalysenvon Komponentenin realenSystemenoderbefindensichnoch

1Die Mengenf�gih�j dienenzurBeschreibungderZellzusẗandeundwerdenin derInformatikalsDatentypbezeichnet.
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HPP Hardy,PomeauundPazzis
zweidimensionalerAutomat mit quadratischenZellen und i.a. 4 oder 8 relativen
Nachbarn(Hardyetal. 1973;Giraudet al. 1998)

FHP Frisch, Hasslacher undPomeau

LG
A

zweidimensionalerAutomatmit hexagonalenZellen.Eswird zwischendreiModell-
typenunterschieden:demFHP-Imit 6 relativenNachbarn(sieheKapitel2.1.1),dem
FHP-II, eineErweiterungdesFHP-I mit siebtenRuheteilchenunddemFHP-III, ein
FHP-II mit vollständigenKollisionsregeln (Frischet al. 1986;d’HumièresundLal-
lemand1987;Koponenet al. 1997;Emertonetal. 1997)

FCHC face-centered-hypercubic
Da regelmäßigedreidimensionaleGitter nichtgen̈ugendSymmetriefür makroskopi-
scheIsometrieaufweisen,verwendetderFCHCeinvierdimensionalesBravaisGitter
mit 24relativenNachbarn.Zur Auswertungwird dasGitter in dendreidimensionalen
Raumprojiziert (d’Humièresetal. 1986;Adler etal. 1995).

LBA Lattice-BoltzmannAutomat

LB
E

Der LBA basiertauf dem FHP-III. Im Gegensatzzu den FHP, die mit diskreten
Bezetzungszahlenrechnen,werdenbeimLBA Besetzungswahrscheinlichkeiten ver-
wendet.Die Kollisionsregeln lassensichin diesemFall durcheineMatrix darstellen
(siehe2.1.2undFrischetal. 1987;Wolfram1986;Bernsdorf1994).

LBGK LatticeBhatnagar GrossKrook
Unter Annahmeeiner Gleichgewichtsverteilung wird die Kollisionsmatrix durch
einenRelaxationsparameterersetzt.Der Anteil der Partikel in Ruhewird herauf-
gesetzt(sieheKapitel 2.1.3,Bhatnagaret al. 1954;Qian et al. 1992;Masselotund
Chopard1998;Gonnellaetal. 1998).

Tabelle2.1: DerzeiteingesetzteLattice-Gas-undLattice-Boltzmann-Modelltypen

in derProbephase(DeLeoet al. 1997).Sokönnenallenfalls in mikroskaligenSedimentenElement-
verteilungenzweidimensionalbzw. Konzentrationengel̈osterStoffe eindimensional(alsTiefengradi-
enten)erfaßtwerden.Die im Modell gewonnenenInformationenüberdie dritte Dimensionkönnen
somitnurunzureichendverifiziertwerden.AusdiesenGründenwird hiereinzweidimensionalesMo-
dell gewählt2.

Die Zellgeometriesoll die folgendenEigenschaftenerfüllen: Siesollk ein Isokaedersein,daMoleküle (unterNichtber̈ucksichtigung äußererKräfte) in alle Richtun-
gengleichm̈aßigdiffundieren,k denzweidimensionalenRaumvollständigüberdecken,k dengleichen(euklidischen)Abstandzu allenangrenzendenNachbarnaufweisen,k für alle Zellengleichsein,danachVoraussetzungfür zelluläreAutomatenjedeZelle die glei-
chenrelativenNachbarnbesitzt.

Darausfolgt die Wahl einesHexagons3. Im folgendenwerdendeshalbdie ModelltypenFHP-I, LBA

2DieseVereinfachungist heutzutagedurchaus̈ublich (vgl. z.B. Emertonet al. (1997),Giraudet al. (1998),Gonnella
et al. (1998),Masselotund Chopard(1998)).Die KonstruktiondesModells wird zeigen,daßdie Erweiterungauf ein
dreidimensionalesModell vongeringemAufwandist (sieheauchKapitel 6).

3In der LiteraturwerdenmeistgleichseitigeDreiecke gewählt (Frischet al. 1987),wobei die Zellkoordinatenauf den
Schnittpunktenliegen.DerUnterschiedzumHexagonliegt allein in derDarstellung.
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undLBGK nachderTerminologievon(Def. 2.1)hergeleitet.Dafür wird zun̈achstderzelluläreRaum
spezifiziert.

Definition 2.2: HexagonalesGitter

Sei
�l(,�9��mM�	ni
"o mM�	n �p� �Cm 1 nrqts"u�vtwGst' ,� Kyx ��z N I z��mM�	ni
|{N �"} ~z my�  z nG
 �G� w ����� \ K!x � z D � z N I� .  �� . z 
 {N � ��� . z 
������ .  S
 � z �

dannheißtdermetrischeRaum
�T��� ���c� \>
 hexagonalesGitter.

Bemerkung2.2: Die Definition deshexagonalenGitters referenziertdie für die Implementierung
notwendige(ganzzahlige)Zellindizierungmit ihrer räumlichenPositionundnormiertdenZell-
abstand.

2.1.1 Der FHP-I

HexagonaleGitter wurdenals erstesvon Frisch,Hasslacherund Pomeauverwendet(Frisch et al.
1986;Frischetal. 1987).In diesemAbschnittsoll derFHP-IalsMotivationvorgestelltwerden.Einer
Gitterzelle .0� � werdensechsNachbarnzugeordnet(sieheAbb. 2.1), die – von . ausgesehen–
sechsRichtungenentsprechen(sieheAbb. 2.1undDef. 2.2):� K ���	�����"#$#$#$������' K �l� ^ ++ b � ^ ]� ] b � ^ +��� b � ^ � ]� ] b � ^ � ]] b � ^ + � b � ^ ]] b��
Die MengederrelativenNachbarnist symmetrisch(

���l���
) undsogarisotropim Sinnedeshexa-

gonalenGittersvon Definition 2.2.In derweiterenDiskussionvon FHP-I wird
� � � ^ ++ b wegge-

lassen,daderZustandderZelle selbstim FHP-I für die Transitionsfunktionnicht ben̈otigt wird:�����	�! ��"#"#"#�������'
DerVariablenraumist �����a+-� ] ' �
Die ZusẗandedesAutomatenzur Zeit

\
werdenmitW e �5� X W � Y ��\��"ZE
 � P�QUQ �T� N �*


für alle
\ ���

bezeichnet,wobei W � derAnfangszustandist. Die ZusẗandederZellensinddann� X W � Y ��\S� . 
�� K9� e � . 
[� X � e � . 
��"#"#"#�� � e� � . 
 Y � � für alle
\ ��� undalle .d� �

Bedeutung:
� e� � . 
�� ] bedeutet,daßsich zur Zeit

\
in der Zelle . ein Teilchenbefindet,dassich

in Richtung � bewegt, alsozur Zeit
\ 13] in der Nachbarzelle.`1 � � anzutreffen ist. Es gibt

höchstensein solchesTeilchen.
� e� � . 
r��+ heißtentsprechend,daßin derZelle kein Teilchen

mit Bewegungsrichtung� vorliegt.
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f4 f6

f
1f3

f5

f2

(z+p )
5

(z+p )2

(z+p )
3

(z+p )4
(z+p )

6

(z+p )
1

(z)

Abbildung 2.1: Gitterzelle desFHP-I. Zu jederZelle. und jeder Zeit
\

geḧoren sechsWerte
� � � �a+-� ] ' ,

die angeben,ob sichein Partikel in Richtungdes � -ten
Nachbarn( .�1 � � ) bewegt.

Bemerkung2.3: Bei derBetrachtungeinerfestenZelle . zueinembestimmtenZeitpunkt
\

kanndie
verkürzteSchreibweise

� � anstellevon
� e� � . 
 verwendetwerden.

Die Transitionsfunktion
J

wird in zweihintereinanderauszuführende Teilezerlegt:J � J!���[J!�
ZuerstwerdendieTeilchenbewegt (

J �
), dannwird ihreBewegungsrichtungdurchKollision gëandert

(
J��

). Der ZwischenzustandnachderBewegungundvor derKollision wird hier mit
� e LM �� z bezeich-

net.
Im ersten

”
halben“ Iterationsschrittbewegensich die Teilchenentsprechendihrer Richtungum

eineZelleweiter. Esgilt also � e LM �� z� � .�1 � � 
�� � e� � . 
�# (2.1)

Bezeichne o �C10� o K ��� � � ]O1�� 
 �� -wV¡ 1,] (2.2)

dannläßtsichdamit
J!�

folgendermaßenformulieren:J!��K � � � N ��£¢  �"#"#"#��¤¢ � 
|{N J � �£¢  �"#"#"#��¤¢ � 
 mit
� J!� �£¢9 ��"#"#"#¥�¤¢��a
	
 � K �¦¢i§ � L ~ § ¨ �

AngewandtaufeineZelle . zur Zeit
\

bedeutetdas� e LM �� z � . 
 K � J!� X � e � .
1 �)
 Y
wobei � e LM �� z� � . 
 K �ª© X � e � .�1 �)
 Y¥« � � � e� � .R1 � § � L ~ § 
¬� � e� � . ��� � 

Hier wurdedie Abkürzungverwendet:� e � .R1 �)
 K � X � e � .R1 �! �
��"#"#"#a� � e � .�1 ����
 Y
Im zweiten

”
halben“ IterationsschrittwerdenKollisionen ausgef̈uhrt. Die Partikel innerhalbeiner

Zelle tretenuntereinanderin Wechselwirkung. Dieswird durchdie Kollisionsfunktion
J � K � N �

beschrieben: � e LM � . 
 K � J!� © � e LM �� z � . 
 « �@X®­ 1�¯ Y X � e LM �� z � . 
 Y # (2.3)
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Die Zerlegungvon
J �

in die Identiẗat unddie ÄnderungderBelegung ¯ dientderBehandlungder
sp̈aterbetrachtetenAutomaten,bei denendie KollisionendurcheineMatrix beschriebenwerden.̄
beschreibtdie ÄnderungderBelegung:¯ � e LM �� z � . 
�� � e LM � . 
�� � e LM �� z � . 

Die Kollisionsregeln sind in Abbildung2.2 dargestellt.NebenderBedingung

J!� ����
°(��
muß

J!�
zweiweitere,physikalischwichtigeBedingungenerfüllen,nämlichMassen-undImpulserhaltung.± ��$²  �³ � � + �T´µvt¶>¶	s � s"u�·Gvt¸$¹ �G� qº
��± ��»²  � � ³ � � ��+-�>+;
¼��½¤��¾ � ¸»¶	s"u�·Gvt¸»¹ �G� qº
># (2.4)

Die DarstellungderKollisionsregeln in Abbildung2.2 ist vollständig,wennman– wie ausphysika-
lischenGründengeboten– Isometrievoraussetzt.Die RegelnmüssenunterdenDrehungenum

¡�+ �
und unterSpiegelungeninvariant sein.Die DrehungeinesZustandesum denWinkel

¡�+ �
läßt sich

durcheinenDrehoperator¿ beschreibenundschnellnumerischumsetzen.� ¿ � 
�À K � � § ÀSLM § mit
o ÁÂo K �3��ÁÃ� ] 
Ä�d ºwV¡ 1<] für alle

Á �p� (2.5)

Die SpiegelungenandendreiAchsen1-4,2-5,3-6werdendurch ÅCÆ , Ç � ] ���º� � beschrieben:� Å�Æ � 
�À
� � § ÆaÈ À § (2.6)

Bei derKollisionsfunktiondesAutomatenFHP-Iergibt sichdasProblem,daß
J��

keinedeterministi-
scheAbbildungist. In einigenFällenmuß– wie in Abbildung2.2dargestellt– auszwei gleichwahr-
scheinlichenMöglichkeitenausgewählt werden.In derPraxisist dasproblemlos,abereserschwert
die formaleDarstellungderTransitionsfunktionim Fall FHP-I.Mit denbeschriebenenAbbildungen
läßtsichderzelluläreAutomatFHP-I definieren.

Definition 2.3: FHP-I

Sei
�T��� ���c� \>
 ein hexagonalesGitter. Sei�����	�y U�"#$#$#$������'K � � ^ ]� ] b � ^ +��� b � ^ � ]� ] b � ^ � ]] b � ^ + � b � ^ ]] b��

die relative Nachbarschaft,�����a+-� ] ' � derVariablenraumundJ � J!���OJ��
dieTransitionsfunktion

mit demBewegungsanteilJ���K � � � N ��£¢º ��"#"#"#a�¤¢t�a
É{N J!� �£¢º ��"#"#"#a�¤¢t�a
 mit
� J!� �£¢9 ��"#"#"#¥�¤¢��a
	
 � K �,¢-§ � L ~ § ¨ �

unddemKollisionsanteil J � K � N �
�
wie er in Abbildung2.2beschriebenist.

Sei
�

wie in Definition 2.1 mit der Transitionsfunktion
J

definiert.Dannheißt
�������d�	�����*


derzelluläreAutomatFHP-I.
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Ç  ÊÊÊË Ë Ë
Ê Ê ÊËËË ÌÌ Í Í Í Í Í ÍiÎ ÊÊÊË Ë Ë

Ê Ê ÊËËËÌÌ ÏÑÐ�Ò zÓ Ó Ó Ó Ó ÓiÔ ÊÊÊË Ë Ë
Ê Ê ÊËËËÌ Ì Ï�Õ Ò Ð�Ò z

Ç z ÊÊÊË Ë Ë
Ê Ê ÊËËË ÌÌÌ Ö ÊÊÊË Ë Ë

Ê Ê ÊËËËÌÌ Ì ×iØ Ð Ø]
Ç ~ ÊÊÊË Ë Ë

Ê Ê ÊËËË ÌÌ Ì Ö ÊÊÊË Ë Ë
Ê Ê ÊËËËÌÌ Ì ÏÑÐ¥Ù]

Ç�Ú ÊÊÊË Ë Ë
Ê Ê ÊËËË ÌÌÌ Ì Í Í Í Í Í ÍiÎ ÊÊÊË Ë Ë

Ê Ê ÊËËË ÌÌÌ Ì ÏÑÐaÛ zÓ Ó Ó Ó Ó ÓiÔ ÊÊÊË Ë Ë
Ê Ê ÊËËËÌÌ Ì Ì Ï�Õ Ò ÐaÛ z

Abbildung 2.2: Kollisionsregeln des FHP-I. Dargestellt sind alle Fälle (bis auf Drehungenund
Spiegelungen),in denenKollisionenauftreten.Ein SechsecksymbolisierteineZelle . , die Punkte
stehenfür

� � � ] , wobeidieZählungwie in Abbildung2.1beschriebenerfolgt.Links ist derZustand
vor AusführungderKollision

J��
und rechtsnachderKollision dargestellt.Die Kollisionszusẗande

werdenmit Ç À , Ü � ] �"#"#"#a�	Ý bezeichnet.¿ beschreibtdie RotationdesZustandesum
¡�+ �

, Å z die
Spiegelungander2-5-Achse(vertikal).Auf dieserAchsesitzt dasungepaarteTeilchen.DerZustand
nacheinerKollision ist nicht immereindeutig.Die ZahlenandenPfeilensindWahrscheinlichkeiten.

Bemerkung2.4: BedingtdurchdienichtdeterministischeAbbildung ¯ ist derFHP-Istrenggenom-
menkein zellulärerAutomatnachDef. 2.1.In Anlehnungandie in derLiteraturüblicheNota-
tion (siehez.B.Frischetal. (1986))wird dieseBezeichnungdennochverwandt.

DerFHP-I ist idealzur Implementierunggeeignet,daeineBelegungnurdieWerte
+

und ] annehmen
kann.Demzufolgetretenbei der BerechnungdurcheinenComputerkeinenumerischenFehlerauf.
DerNachteilist allerdings,daßdurchdieVerwendungvon ’ganzen’Partikeln derZustandderZellen
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Abbildung 2.3: Stetige Approximierung der FHP-Zelle.
Die Zelle sowie ihre sechsNachbarnwerdenzu einerZelle
zusammengefaßt. JedePosition

� � (vgl. Abb. 2.1) der neu-
en Zelle Þ erḧalt die durchschnittlicheAnzahl der Partikel
in Þ mit derRichtung

� � . SukzessivesAnwendenführt zum
Lattice-BoltzmannAutomaten.

(außerin trivialen Fällen) nicht konvergiert. Jede(Brownsche)Bewegung ist sichtbar, welchesdie
VerwendunggroßerGitter notwendigmacht.Abhilfe schafft Mittelung überdie Zeit und/oderden
Raum.

Die MittelungüberdenRaumerfolgt,indemmaneineZellemit ihrensechsNachbarnzusammen-
faßt;dabei’verfeinert’sichdieBelegungumdenFaktordrei,daje dreiZellnachbarnim Zellverbund
aneineneueZelleangrenzen(sieheAbb. 2.3).

GeneriertmaneinenzellulärenAutomatenausstetigapproximiertenZellen,sorepr̈asentierendie
Belegungen

� � � . 
 denErwartungswert,daßsichein Partikel in derPosition
� � befindet.

Ein weiteresProblemliegt darin,daßMassen-und Impulserhaltungvoneinanderabḧangigsind,
wodurchphysikalischunrealistischeZustandsoszillationen entstehen.Die Einführungeinessiebten
Ruheteilchens(FHP-II) oderdie Erweiterungder NachbarschaftverringerndiesenEffekt entschei-
dend(Chenetal. 1989;Chenetal. 1992).

2.1.2 Der Lattice-Boltzmann Automat

f4 f6

f
1f3

f5

f0

f2

(z+p )
5

(z+p )2

(z+p )
3

(z+p )4
(z+p )

6

(z+p )
1

(z)

Abbildung 2.4: Gitterzelle des Lattice-Boltzmann
Automaten. Die Nachbarschafteiner Zelle im LBA
wird gegen̈uber dem FHP-I um die Position

���
(Ruh-

eposition)erweitert.

Der Lattice-BoltzmannAutomat(LBA) ist ein zellulärerAutomatmit hexagonalemGitter und
siebenNachbarn(sieheAbb. 2.4).Wie im FHPrepr̈asentierendie relativen KoordinatendenBewe-
gungsimpulsderPartikel. Die wesentlicheVer̈anderunggegen̈uberdemFHP-Ibestehtaberdarin,daß
dieBesetzungszahlenfür diesiebenPositionennichtmehrnurdieWerte0 oder1 annehmen,sondern
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reelleZahlenausdemIntervall ß +-� ]Sà sind.Damit ist derVariablenraum�A� ß +-� ]Sà£á
Die siebenKomponentenvon

� � � könnenalsErwartungswertevon Zufallsvariableninterpretiert
werden,die die Besetzung(1) oderNichtbesetzung(0) derPositionenangeben.Die Transitionsfunk-
tion bestehtwiederauszweiTeilenwie beimFHP-I:J � J!���[J!�
DerersteTeil ist ungëandert,bis aufdie HinzunahmederRuheposition0, die nichtbewegt wird:J���K � á N �

mit

X J�� �£¢����¤¢º ��"#"#"#a�¤¢t�a
 Y � K �¦¢i§ � L ~ § ¨ � � falls �ãâ +X J � �£¢ � �¤¢  �"#"#"#a�¤¢ � 
 Y � K �¦¢ � ¨ � sonst

DerzweiteTeil wird in Identiẗat undÄnderungzerlegt:J � K � N ��� J � �,­ 10¯ ��ä¤å e»æ mit ¯ ��ä¤å e»æ K � N ß � ] � ]Sà á
Bemerkung2.5: Der AutomatLBA wird dadurchso erfolgreichund einfach,daßman ¯ ��ä¤å e»æ ��ç-


durcheinelineareAbbildungersetzt,alsodurcheineMatrix beschreibt:¯ ��ä¤å e»æ K ß +-� ]Sà á N ß � ] � ]Sà á
Die Matrix ¯ ��ä¤å e»æ ist von derZelldichte– bezeichnetals

ç
–, d.h.derAnzahlderPartikel in

derjeweiligenZelle,abḧangig.Im folgendenwird gezeigt,daßsichdie Matrix ¯ ��ä¤å e»æ explizit
bestimmenläßt4.

DichteundGeschwindigkeit einerZelle . mit Zustand
� e � . 
 ist gegebendurchç K � ± ��»² � � � ��èRé»ê�·;¹	s¥
ë �3� ë�ì � ë�í 
 K �  î ± ��»² � � � � � �®ï�s�¶>ê�·9ð�é � wGé$qtñts�é$¹�
 (2.7)

Die Matrix ¯ �!äcå e»æ ��ç-
 ist eindeutigdurchMassen-undImpulserhaltung(vgl. 2.4)�òÀ ² � Q À � �,+-� �òÀ ² � � À Q À � �3��+-�>+;
�� �[� �a+-�"#"#"#¥��¡9'�� (2.8)

sowie denSätzen(2.1)und(2.2)bestimmt.

Satz2.1: Isometrieinvarianz¯ �!äcå e»æ ist eineMatrix derForm

¯ ��ä¤å e»æ ��ç-
��ôóõõõõõõõõö
Q � Q  Q  Q  Q  Q  Q  QS÷  Q z Q ~ Q Ú QSøùQ Ú Q ~Q ÷  Q ~ Q z Q ~ Q Ú QSøúQ ÚQS÷  Q Ú Q ~ Q z Q ~ Q Ú QSøQ ÷  QSøúQ Ú Q ~ Q z Q ~ Q ÚQ ÷  Q Ú Q ø Q Ú Q ~ Q z Q ~QS÷  Q ~ Q Ú Q�øùQ Ú Q ~ Q z

û"üüüüüüüüý
.

4Die Korrektheitder Bildmengeläßt sich leicht mit denEigenwertenaus(2.9) für die GleichungenþÑÿ�� �����g �	��
 ,� ��
������������ nachrechnen.
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Beweis: AusderIsometrieinvarianzderKollision desrealenSystemsfolgt für
� � ������ ¯ �!äcå e»æ Z � 
�À
��� ¯ ��ä¤å e»æ Z;��� � � 
	
�À������ Ü � �a+-�"#"#"#¥��¡9'��� ��� � �c#"#"#���± % Q F ¨ % � % �"#"#"#"
 À �5± % Q À ¨ % ��� � � 
 % "!$#&%�'� � �)(�
 Q § À�L � § ¨ % � %`� Q À ¨ § % È � § � %

Im folgendensei
� �3��+-�"#"#"#¥�>+-� � % �>+-�"#"#"#��>+;


mit
� % � ] .k Sei * � Ü , dann

Q § À�L � § ¨ À,+ ÷�-� Q À ¨ § À È � § �.�&� Ü � � ] �"#"#"#���¡9'�� d.h. ¯ �!äcå e»æ� ¨ À ²  ¨ '�'�' ¨ � ist symmetrisch,k sei * �,+ , dann
Q § ÀSL � § ¨ � + ÷�- ¨ + z ' ø -� Q À ¨ ��� K;QS÷  �k sei Ü �,+ , dann
Q � ¨ % + ÷�- ¨ + z ' ø -� Q � ¨ § %tL � §�� K;Q  "�k sei Ü�/5] und * ��o ÜR1 ��o , dann

Q § ÀSL � § ¨ § ÀSL � § + ÷�-� Q À ¨ § § ÀSL � § È � § � Q À ¨ À�� K;Q z �k sei *0/5] , dann ¯ ��ä¤å e»æ Z � �3� Q � ¨ %�� Q  ¨ %&�"#"#"#�� Q % È  ¨ %&� Q % ¨ %�� Q %�LM ¨ %��"#"#"#a� Q � ¨ %-
�#
AufgrundderAchsensymmetriederKollision folgtQ § % È F § ¨ % � Q § %tL�F § ¨ % ��Á � �a+-�"#"#"#¥��¡9'�#
DurchSetzenvon

Q � K � Q � ¨ �
,
Q ~ K � Q  ¨ z , Q Ú K � Q  ¨ Ú , QSø`K � Q  ¨ ø unddie Massenerhaltung

folgt derRest.

q.e.d.

Die Elementeder Matrix lassensich als WechselwirkungenzwischendenPartikelpositioneninter-
pretieren.So steht

Q �
für den Einfluß desRuhepartikels auf sich selbst,

Q  
für den Übergangvon

Rand-in Ruheposition,
Q ÷  

für den Übergangvon Ruhe-in Randpositionund
Q z , Q ~ , Q Ú und

QSø
für

Wechselwirkungenvon Partikeln in denrelativenRandpositionen
+�1

,
¡�+�1

, ] ��+�1 und ]$2 +�1 .
Bemerkung2.6: NachKonstruktiondesLBA sinddiePositionen

���
und

� � � �ã� � ] �"#"#"#a��¡9'�
 gleich-
gewichtet,woraus

Q  ã� QS÷  
undsomitSymmetriederMatrix ¯ ��ä¤å e»æ folgt.

Mit einemMathematikprogrammwie MAPLE lassensichEigenwerteund-vektorenbestimmen¯ ��ä¤å e»æ m���3Gmy�3  ¨ z ¨ ~ �<+-� m  ¨ z ¨ ~ �3�54��64_�87 1:9 ���;4_�<7[���;4_� 9 �64 1 7 � 9 ��7�� 9 
��=4���7�� 9 � I��3 Ú �3� � Q ~ 10� Q Ú �lm Ú �3��+-���>4[���>4��64[���>4[�64����,4�
�� 4 � I��3 ø ¨ ���5� Q�ø �Â� Q ~ �Ém ø ¨ ���3��+-���>4 �07���7��64[���>4/�87���7��64�
�� 4���7 � IÑ�3 á �3�,? Q  � m á �3�¤��¡;4[�64��64[�64��64[�64[�64�
S� 4 � I�#
(2.9)

DerLBA konvergiertbeikonstantenRandbedingungenaufgrundderBewegungundderErhaltungss̈atze,
d.h. @ .d� �BA �DC)E � . 
 � � K9�DC�E � . 
[�GF � Á eIHKJ � e � . 
�#
Für denfolgendenSatzwerdenzwei Schreibweiseneingef̈uhrt:
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1. Seien
��� Q � �A� ß +-� ]Sà á . Die FunktionL K x ß +-� ]Sà á D ß +-� ]Sà á N ß +-� ]Sà����� Q 
 {N L ���&� Q 
 K �NM ��»² � � ] �¦o � � � Q � o 


nimmt denWert 0 an,wenn
��� Q � �a+-� ] ' á und

� �KO� Q � für alle � ��+-�"#"#"#¥��¡ bzw. denWert 1
wenn

� � � Q � für alle � �<+-�"#"#"#a��¡ . Sieist ein Maßfür die Gleichheitvon
�

und
Q
.

2. Es sei P ( �a+-� ] ' á die Mengealler möglichenKollisionszusẗande(vgl. FHP-I). Weiter sei
angenommen,daßzujedemKollisionszustandÇ��QP dievollständigeMengevonÄnderungen
mit ihrenGewichtungen

³ Æ � �9�SR Æ ¨  � ³ Æ ¨  
��a�SR Æ ¨ z � ³ Æ ¨ z 
��"#"#"#a' , �SR Æ ¨ � �5ß +-� ]Sà 
 bezeichnet.Die
Summe �ò �»² � R Æ ¨ � Z ³ Æ ¨ �
beschreibtdanndie mittlereÄnderungdesZustandesÇ .

Esgilt damit(Frischet al. 1987)

Satz2.2: station̈arer Zustand

Sei
� C�E � � , �[� � ] �"#"#"#���¡9' , danngilt� ¯ �!äcå e»æ � C�E 
 � �,+ �T� � C�E� � ]][1VU$W LYX g�Z E � K;�\[^] �5_ 1 � � Z$`�
��a_ � I��b` � I z #� C�E � � ÷

ist Fermi-Dirac verteilt.

Beweis: c � c : Esgilt
�)(�
 ± F �;F�ZdFSe¥¢ Q F,�GF�e¥¢ M F Q �6fF+ � � ¯ ��ä¤å e»æ � C)E 
 � � ±Æ�g � L � � C�E � Ç 
 § h&i¥§±À ²  R Æ ¨ À � ³ Æ ¨ À 
 �j + � ±Ædg � �kF ² � � ] � � C)EF 
 +  È&Æ f -l mon p²rq s �MF ² � ^ � C�EF] � � C�EFl mon p²rqut f b Æ f § h&i¥§±À ²  R Æ ¨ À � ³ Æ ¨ À 
 �+ ÷�-� + � ±Ædg � �MF ² ��v� Æ fF § h&ia§±À ²  R Æ ¨ À Z�F�ea¢ �MF ² ��v� + h i6w x - fF

j + � ±Ædg � § h i §±À ²  R Æ ¨ À X n)Z�F�e¥¢ ìí 1 n`�/m Y
mit

m�� M �F ² � v� Æ fF und
n�� M �F ² � v� Æ f L + h&i6w x - fF

.

Aus
n)Z�F�e¥¢ ìí 1 n`�/m��H�zy íì F�e¥¢ eì � \|{A+ folgt, daß

m�� n
geltenmußundsomit�)(;(�
 ] � �kF ² � v� + h)iuw x - fF j +)�GF�e¥¢ �kF ² � v� + h&i6w x - fF + ÷�-j +°� �òF ² � � ³ Æ ¨ À 
�F¦Z$F�ea¢ v� F
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Mit (2.8)undWiedereinsetzenvon v� F ist diesäquivalentzu� C�E� � ]]O1VU W LYX g�Z E �}_ � I��b` � I z #c � c : Seiendie Bezeichnungenwie oben.Aus
�)(;(�


folgt�MF ² � v� Æ fF � �MF ² � v� Æ f L + h iuw x - fFj L � � C)E � Ç 
É� L � � C�E � Ç21 ³ Æ ¨ À 
�� Ü � � ] �"#"#"#a�¥o ³ Æ o 'j § h i §±À ²  R Æ ¨ À � Ç � 1 � ³ Æ ¨ À 
 � 
É� § h i §±À ²  R Æ ¨ À � Ç � 1 � ³ Æ ¨ À 
 � 
Z L � � C)E � Ç 
 Z L � � C�E � Ç21 ³ Æ ¨ À 
j ±Ædg � § h&i¥§±À ²  R Æ ¨ À � Ç � 1 � ³ Æ ¨ À 
 � 
É� ±Ædg � § h&i¥§±À ²  R Æ ¨ À Ç � 
 L � � C)E � Ç 
Z L � � C)E � Ç 
j + � ±Ædg � § h i §±À ²  R Æ ¨ À � ³ Æ ¨ À 
 � L � � C�E � Ç 
� � ¯ ��ä¤å e»æ � � C�E 
	
 �
q.e.d.

Falls ein lokalesGleichgewicht herrscht,so kannmanerwarten,daßdie lokale Funktion
� e� � . 
 nur

von denglobalenParameternDichte
ç�� . �	\>
 undGeschwindigkeit ë � . �	\	
 abḧangt.

Bemerkung2.7: Im station̈arenZustand
� C)E

gilt
� C�E� � î6~S�á . Dies folgt unmittelbarausSatz2.1,

wonach � � 1 ¡ �  ã�,+�� � � � C)E� 1��  ¥��ç C)E � � C�E� 
��,+-#
Derstation̈areZustand

� C�E
kannsomitgeschriebenwerdenals� C�E� � � [^] �5_ 1 � � `�
!�dé»¹�_���_y��ç�� ë 
 � Iã�b` �G`i��ç&� ë 
 � I z � �O� �a+-�"#"#"#���¡9' (2.10)

undesgiltk �\[^] �5_M��ç&� ë 
	
ã� î á , `i��ç��>+;
[�3��+-�>+;
k _y��ç&� ë 
[��_M��ç&��� ë 
 � _M��ç&� ë 
[��_ � ��ç-
 1 _ z ��ç-
 ë z 1�� � ë Ú 
k `-��ç���� ë 
[�H��`i��ç&� ë 
 � `i��ç&� ë 
��G` ] ��ç-
 ë 1�� � ë ~ 

Taylorentwicklungum ë �3��+-�>+;
 führt zu� C�E� ��ç�� ë 
[� �\[^] �5_&�a
 1 `t T� � ���[^] �5_G�a
"o ë o 1 _ z ���[^] �5_G�a
"o ë o z 1 ]� ��`� �� � 
 z ��� �[^] �5_G�¥
"o ë o z 10� � ë ~ 
 (2.11)

Mit (2.8) lassensich
_&�¥�6_ z �u`� bestimmenundmanerḧalt (siehez.B. Frischetal. (1987))� C�E� ��ç�� ë 
É� îá X ][1 á~ �E� � ë 
 1�� ��çi
U�	�E� � ë 
 z � ~ á ­ z ë 
 Y 1�� � ë ~ 
� ��ç-
�� Úu� &� á È z îá È î (2.12)

wobei
­U%

die Einheitsmatrixvom Rang* bezeichne.Im folgendensei ë�� ] angenommen.
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Die Navier-StokesGleichung

In hydrodynamischenSystemenwerdendieStrömungseigenschaften einerSubstanzdurchdieNavier-
StokesGleichungbeschrieben.Bei derBetrachtungvon Flüssigkeitenvereinfachtsichdiesezur in-
kompressiblenNavier-StokesGleichung� e ç ë 1 ç ëY�`ë � � � � 1 çY� � z ë � 1 � `�
�`ë � +-� (2.13)

wobei
�

denSystem-und
`

einenexternenDruckgradientenangibt.
�

ist die kinematischeViskosiẗat
der Flüssigkeit. Ein Modell zur Simulationvon Flußdynamiken kannnur dannad̈aquatsein,wenn
es ebenfalls dieseEigenschaftaufweist.Im folgendenwird die Navier-Stokes Gleichungausdem
Modell hergeleitet.
Für großeGitter undZeitintervalle läßtsichder Iterationsschrittdannmit

³ e � ³ æ � ] stetigapproxi-
mierenzu � e L h �� � .�1 � � ³ æ 
�� � e� � . 
O� ¯ ��ä¤å e»æ� � � e � . 
	
�# (2.14)

Mit derAnnahme,daß
³ ì � ³ er��� , erḧalt manmittelsTaylorentwicklung� e� � .
1 � � ³ æ 
�� � e� � . 
 1 � e � e� � . 
 1 � � � � e� � . 
 1 ]� � � � e 1 � � � 
 z � e� � . 
 1�� � � z 
 (2.15)

Für denFall, daß � N +
, sprichtmanvon derBoltzmann-Transport-Gleichung� e � � 1 � � � � � � ¯ � � � 
�# (2.16)

Im makroskopischenRaumformulierensichdie Erhaltungss̈atze(2.8)zu� e ç 1 � ��ç ë 
É� + ���r  � ¹>é �9� é»¹��v�¹>¶	q�¸$s�é»ê�· �G� q9
� e ë 1 � ëY� 
 ë � + ���Os"ðãs"q �G� q�¶>q�¸$s�é»ê�· �G� q-
 (2.17)

Mit (2.16)läßtsichdie Bewegungsgleichungschreibenalsò � � e �E� � � � 
 1 ò � � � �E� � � � � 
¬�,+-# (2.18)

Mit Hilfe von (2.12)läßtsichdiesentwickeln zu (sieheFrischet al. (1987)S.669-675)� e ��ç ë 
 1 � ��� � �ã1�� � � ë 
�� (2.19)

mit � � � z � ç ^ ] �0� X����� Y z b*­ z 1 ç��!­ z ë ����¸ ��� �8 Ms � ¶	 tuS
� � � � ��ç ë 
 �S¡�é ¶	ñt �¶>é$¹��v�¹>¶>¶>¹	u>s � �8 Ms � ¶	 tuS
� � á z á È z îá È î ���r tu>u>s"ñº¹ � uu¢�v�ñº¹	 tuS
� � �!��ç�� ¯ ��ä¤å e»æ 
¬�  z � Úu�î + á È î - Úu�Úu� È¤£¥ î + á È î - �  � ��ñºé � s��dv�¹>é»¶>ê�·is¤¡Ré»¶	ñt �¶�é$¹��v�¹�
� � � ¦ ~ á ��§-ê�·&vt¸»¸$qts�¶>ê�·;ð�é � wGé$qtñts�é$¹�

(2.20)

Für denFall ëz� � � und
��� ] entsprichtdiesder inkompressiblenNavier-StokesGleichung.Die

Abhängigkeit
�

s von derDichte
ç

ist Grundfür die Nichterf̈ullung derGalileischenInvarianzundes
folgt gleichzeitigdie Notwendigkeit derInkompressibiliẗat.
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Bemerkung2.8: Die Kollisionsmatrix ist unabḧangig von der Erfüllung der Navier-Stokes Glei-
chung,siebestimmtjedochdie Viskosiẗat.

Bemerkung2.9: Bei SimulationeinerFlüssigkeit läßtsichdieGalileischeInvarianzdurchpassende
Skalierungwiederherstellen(Frischet al. 1987).WerdenmehrereStoffe (z.B. Wasserund im
Wassergel̈osteSubstanzen)gleichzeitigsimuliert, ist die Skalierungnicht mehreindeutig,da�

vom jeweiligenStoff bzw. dessenDichteabḧangt.EinenAusweg bietetdie Erweiterungmit
mehrPartikelgeschwindigkeiten (Chenet al. 1989).

Mit demRaumskalierungsfaktor � � í � werdendie GrößenRaum( ¿ ), Zeit (
J

), Geschwindigkeit (
B

),
Druck ( ¨ ) undViskosiẗat wie folgt skaliert5:¿ � � � í ��© � ¨ � � È z� í � � È  �y�J � � z � í � ��\S�«ª � � È  �-�B � � È  � í � ë # (2.21)

Bemerkung2.10: Die SkalierungderViskosiẗat hatzur Folge,daßnurViskosiẗatenª â +-# �;¬ �-] (
ç¦� ] #­¬;¬;®t¡ ) simuliert werdenkönnen,wodurchder LBA nur zur Simulation

laminarerStrömungengeeignetist (Diemeret al. 1989).Zudemergebensichfür Dichten
ç â� #­® negative Viskosiẗaten.

NumerischeBerechnungdesLattice-Boltzmann Automaten

Der Iterationsschrittläßtsichschreibenals� e LM � � � e LM �� z� � ^ #"#"#a� ò � ¯ ��ä¤å e»æÀ � �°¯a±È H  ~S�gn pol m� e LM �� z�l mon p�°¯a±È H � �"#"#"# b
(2.22)

Damit stellt sichbei dernumerischenBerechnungdasProblemderAuslöschung.Diesläßtsichver-
meiden,indemmandenZustand

�
in Gleichgewichts-undNichtgleichgewichtszustand aufteilt.� e LM � � � e LM �� z� � ¯ ��ä¤å e»æ� � � e LM �� z � �DC�E 1 �DC)E 
.² ÿ�� �����g +  ~S� - ² �� ¯ ��ä¤å e»æ� � � e LM �� z � �DC�E 
 (2.23)

UnterAusnutzungderInkompressibiliẗat läßtsichdie BerechnungdesGleichgewichtszustandes ver-
einfachen � C)E� � ç9�? ^ ][1 � ? �E� � ë 
 1�� ��ç9�a
U�	�E� � ë 
 z � � ? ë z 
 b 1�� � ¯ ç-
 (2.24)

mit
çº��� çC� . �	\	
 f.a.

\ � � , .�� �
. In einemletztenSchritt läßt sich die Matrixmultiplikation

vereinfachen¯ ��ä¤å e»æ� � � � � C�E 
É� ¯ ��ä¤å e»æ� � � 
�� î6³á ¯ ��ä¤å e»æ� ��­ á 
¬� ~á î6³á ë ¯ �!äcå e»æ� �E� � 
�� î6³á � ��ç9�a
 ¯ ��ä¤å e»æ� �	�E� � ë 
 z 
1 ~ á î6³á ë z ¯ ��ä¤å e»æ� ��­ á 
� ¯ ��ä¤å e»æ� � � � î ³á � ��ç9�¥
U�E� � ë 
 z 
�# (2.25)
DerLattice-BoltzmannAutomatist danngegebendurch:

5Groß-bzw. FettbuchstabenbezeichnenmakroskopischeGrößen.
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Definition 2.4: Lattice-BoltzmannAutomat

Sei
�T��� ����� \	
 hexagonalesGitter. Sei�����	�����"#$#$#$�����t'K � � ^ ++ b � ^ ]� ] b � ^ +�
� b � ^ � ]� ] b � ^ � ]] b � ^ + � b � ^ ]] bd�

die relative Nachbarschaft,�0� ß +-� ]Sà á derVariablenraumundJ � J � �[J �
dieTransitionsfunktion

mit demBewegungsanteilJ!��K � á N �
mit

X J�� �£¢t���¤¢º ��"#"#"#a�¤¢t�a
 Y � K �¦¢ § � L ~ § ¨ � � falls �[â +X J�� �£¢t���¤¢º ��"#"#"#a�¤¢t�a
 Y � K �¦¢t� ¨ � sonst

unddemKollisionsanteilJ!��K x � N �� {N J�� � � 
¬�,­�� � 
 10¯ ��ä¤å e»æ ��çi
U� � � � � 

mit

� �� � � ��ç9�a
U�E� � ë 
 z � Úu� &� á È z î6³á È î6³ �E� � ë 
 z und

�E� ë 
 z � óõõõõõõõõõõõõõõõö

++ } ~ ��´ L ��µ -I¶Úë zí+ } ~ ��´ È ��µ -I¶Ú+ } ~ ��´ L ��µ -I¶Úë zí+ } ~ ��´ È ��µ - ¶Ú

û"üüüüüüüüüüüüüüüý
�dé$¹ ·¸¹ ¸º

ë�ì �  î ß � �  [� � ~ � � Ú[1 � ��
MZ��oe � s � àë�í �  î ß �¤� �  �� � ~ 1 � ÚO1 � ��
�Z �a��* s �1 �¤� � z 1 ��ø 
MZ �a��* s z à
Die Matrix ¯ ��ä¤å e»æ �3� Q � ¨ Àa
 ergibt sichzu

¯ ��ä¤å e»æ ��ç-
[�H� ]� © � ] � © 
2óõõõõõõõõö
Q � Q  Q  Q  Q  Q  Q  Q  Q z Q ~ Q Ú QSøùQ Ú Q ~Q  Q ~ Q z Q ~ Q Ú Q�ø¼Q ÚQ  Q Ú Q ~ Q z Q ~ Q Ú QSøQ  QSø¼Q Ú Q ~ Q z Q ~ Q ÚQ  Q Ú QSøúQ Ú Q ~ Q z Q ~Q  Q ~ Q Ú QSøùQ Ú Q ~ Q z

û"üüüüüüüüý
wobei © K � î á und Q � K � ��Ý © z �Â��Ý © 1<] � �5¡i�T� © � ] 
 zO1 ¡Q  K � ��Ý © z 1 Ý © �Â� ���¤� ] 
U�T� © � ] 
 z � ]Q z K � ] + © z � ] + © 1�2 �5�º#­®i�T� © � ] 
 z[1 ®º#­®Q ~ K � ��¡ © z 1 ¡ © �:® ���¤� ] #­®�
U�T� © � ] 
 z � � #­®Q Ú K � � © z � � © 1 ] �<+-#­®i�T� © � ] 
 z 1 +-#­®QSø K � � © z � � © 1 � �<+-#­®i�T� © � ] 
 z[1,] #­® #
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Sei
�

wie in Definition 2.1 mit der Transitionsfunktion
J

definiert.Dannheißt
�������d�	�����*


derzelluläreAutomatLBA.

Mit Hilfe desLBA (bzw. LGA mit großenGittern) lassensich Strömungenvon inkompressiblen
Stoffensehrgut simulieren(HigueraundSucci1989;Kougias1991;Bernsdorf1994;Di Pietroetal.
1994),dar̈uberhinausist derLBA bzgl.derEingabeparameternumeriscḧaußerststabil(Higueraetal.
1989).EntscheidenerNachteilist jedochdie dichteabḧangigeSkalierung.

2.1.3 Der Lattice BGK

Die Dichteabḧangigkeit von
�

in derNavier-StokesGleichungwird durchdieFermi-DiracVerteilung
verursacht.In der diskretenkinetischenTheorie(Gatignol1975)sind GaseMaxwellverteilt. Unter
dieserAnnahmekann man die Partikeldichte in der Ruhepositionerḧohenund erḧalt Galileische
Invarianz(Qianet al. 1991).Ersetztmandie Kollisionsmatrix ¯ ��ä¤å e»æ durcheinenRelaxationsfaktor» , so bleibendie EigenschaftenderNavier-StokesGleichungerhalten(Bhatnagaret al. 1954;Qian
etal. 1992).

Der Iterationsschrittim LBGK vereinfachtsichdanngegen̈uberdemdesLBA zu� e LM �� z� � . 
�� � e� � . ��� � 
��� e LM � � . 
�� � e LM �� z� � . 
�� » � � C�E � . 
�� � e LM �� z � . 
	
�# (2.26)

Im Fall
+�¼ » ¼ ] sprichtmanvon Unter- undim Fall ] ¼ » ¼�� von Überrelaxation.DerAlgorith-

musist für
+½¼ » ¼<�

linearstabil6 (Qianet al. 1992).DieseForm desAutomatenrepr̈asentiertden
derzeitigenStandder Forschung(Shanund He 1998;Karlin und Succi1998).Die Berechnungdes
Gleichgewichtszustandesbeschr̈anktesichanfangsaufdieAusnutzungdererḧohtenPartikelbelegung
dermittlerenPosition(Qianetal. 1992;Chenetal. 1992).NeuereArbeitenhingegenversuchen,auch
thermodynamischeEigenschaftenauf dasModell zu übertragenbzw. zu verallgemeinern(He und
Luo 1997;Karlin undSucci1998;Luo 1998;ShanundHe 1998).Mit derBoltzmann-Maxwellschen
Verteilung ¢��S¾;
a¿ ç�\À ¿ J U ÈbÁ�Â�Ã\Ä�Å ¶¶5Æ�Ç �

(2.27)

wobei hier ¿ die idealeGaskonstante,
J

die Temperatur,
¾

die jeweilige Partikel- und ë die Zell-
geschwindigkeit bezeichnen,erḧalt man für den hexagonalenLBGK (vgl. Glg. 2.24, He und Luo
1997) � C�E� � . 
��GR � ç X ]O1 Ý&�E� � ë 
 1V2 �E� � ë 
 z �Â� ë z Y � R � � x  z � � �,+  z � � � ] �"#"#"#a��¡ #

(2.28)

Hierbeiist ¿ J �G� z � gesetztmit derSchallgeschwindigkeit
� � � ]�È � .

Definition 2.5: LatticeBGK

Seien
���	�
� J!�

wie in Definition 2.4undJ=K � J��0�[J!�
6Für dieErwartungswerteÉ derMatrix þ ÿ�� ���Ê� gilt ËrÌ"Í�ÉÎÍ 
 .
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mit demKollisionsanteilJ��=K x � N �� {N J!� � � 
[�3� ] � » 
 � 1 » � C�E
mit demRelaxationsfaktor » �Cà +-��� ß und

� C)E
nach(2.28).

�
seinach(Def. 2.1)definiertmit

J
.

Dannheißt
���������	�
���*


derzelluläreAutomatLBGK.

Die Viskosiẗat ist im LBGK bestimmtdurch(Qianet al. 1992;DardisundMcCloskey 1998)��� ]2 ^ �» � ] b # (2.29)

und hängt allein von dem Relaxationsfaktor ab. Man erkennt sofort, daßjede beliebige(positive)
Viskosiẗat gewählt werdenkannund daßdie Dichteabḧangigkeit verschwundenist. Die Skalierung
erfolgtanalog(2.21)mit

�µ� ] .
In derPraxisist die SimulationrealistischerViskosiẗaten(z.B. Wasser:

� � ] bis�dZ ] + È � Á z È�� � » / ] �6¬;¬;¬;¬t¡ 2 ) nicht möglich, da der LBGK für » N �
unstabilwird. Diese

Unstabiliẗat ist im wesentlichendurchdenAnteil ruhenderPartikel (SterlingundChen1996)unddie
Rechengenauigkeit (Teixeira1997)bestimmt.GrößteStabiliẗat wurdefür Systemenachgewiesen,in
denen

� È�� derPartikel in dermittlerenPositionliegen(SterlingundChen1996).
Aus derHydrodynamikist bekannt,daßStrömungsmusternicht nur von derViskosiẗat, sondern

ebensovon derStrömungsgeschwindigkeit unddemRaumabḧangigsind.DieseCharakteristikwird
mit dersogenanntenReynoldszahlbeschrieben:¿KU � ë Z�Ï� �

(2.30)

wobei ë die charakteristischeFließgeschwindigkeit in ß Þ,U F�F U$*rÈ ­�\ U © �9\ � e *Cà , Ï die charakteristische
Längein ß Þ,U F�F U$*Cà und

�
die kinematischeViskosiẗat in ß ÞÎU F�F UÐ*!z�È ­�\ U © �9\ � e *Cà beschreibt(Higuera

et al. 1989;Benzi et al. 1992).Alle zitierten LGA bzw. LBE simulierenrealeWasser- odersogar
Windstr̈ome mit relativ hohenViskosiẗaten,indemdie entsprechendeReynoldszahlsimuliert wird.
HoheReynoldszahlenerreichtmandurchHerabsetzenderViskosiẗat, ErhöhungderFließgeschwin-
digkeit oderVergrößerungdesModellgitters(siehe(2.30)undWorthingetal. (1997)).Für sehrgroße
Reynoldszahlenläßtsichein Smagorinsky-Subgrid-Verfahren anwenden,indemderRelaxationsfak-
tor lokal berechnetwird (Smagorinsky 1963;Houetal. 1996;MasselotundChopard1998).

Die in dieserArbeit betrachtetenSandwattsedimenteweisenjedochhydraulischeLeitfähigkeiten
in derGrößenordnungvon ] + È Ú Á È�� auf,die Permeabiliẗaten Ç � ] + È  	 Á z entsprechen(Domenico
undSchwartz1998).In diesemBereichsinddieauftretendenStrömeausschließlichlaminar( ¿KU � ] ,
(Klenke, pers̈onlicheKommunikation)),d.h.,estretenkeineTurbulenzenauf unddie Viskosiẗat hat
einenvernachl̈assigbarenEffekt auf dasStrömungsbild.Dies wurdedurchUntersuchungengezeigt
(Freed1998),läßtsichaberfür die LBE auchdirekt herleiten(sieheSatz2.3undSatz2.4).

2.2 Die Randbedingungen

Zur Simulationvon Strömungenin (porösen)Medienist esnotwendig,die Zellenmit einerzus̈atzli-
chenInformationüberihre Strukturzu versehen,sowie eineentsprechendeErgänzungderTransiti-
onsfunktionvorzunehmen.Fernerwird gekl̈art, auf welcheWeisedie Randzellenzu behandelnsind
unddasGenerierenexternerKräfteerfolgt.
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Abbildung 2.5:Hindernisreflexion.EinPartikel,daßin derBewegungsphaseaufeinHindernistrifft,
wird in die entgegengesetzteRichtungreflektiert.DerZustandderHinderniszellenist invariant.

2.2.1 Behandlungvon Hindernissen

Im realenMediumwird zwischenPorenraum(durchl̈assig)undSedimentbzw. festenKomponenten
(undurchl̈assig)unterschieden7. An derSedimentoberfl̈acheist, aufgrundvon Reibungseffekten,die
Strömungsgeschwindigkeit Null. Dies läßtsich im Modell erreichen,indemPartikel von denOber-
flächenvollständigreflektiertwerden8.

Definition 2.6: Zellstruktur

EineZelleheißt
� � © U"�Ñ ��*!�ÒU © *���� � , wennPartikel benachbarterZellen

� ¹	u�v � ¶	¾C tu>¹>é$s"u>¹u�sÐÓGs"ñ9¹>é»s"u>¹ �
wer-

den(vgl. Abb. 2.5).Die Menge Å \ ©\Ô �*��� � © U"� � Ñ ��*!�ÒU © *���� ' heißtdannZellstruktur.

Die bishernur für freie ZellendefinierteTransitionsfunktionmußfür HindernisseunddenÜbergang
frei–Hindernisergänztwerden.Die Definitionenvom FHP-IundderLBEswerdendementsprechend
erweitert.

Definition 2.7: Hindernis-Erweiterung

Sei
�T�d�	���	�����*


ein zellulärerAutomatnach(Def. 2.3),(Def. 2.4)oder(Def. 2.5).Dannwird
derVariablenraumunddieZustandsmengeum die Strukturerweitert� � � ß +-� ]Sà£á D Å \ ©\Ô �
Die Hindernisreflexion wirkt sichauf die BewegungskomponentederTransitionsfunktionaus,
die entsprechenerweitertwird zu J �3� J!���ãJ �� � � �ÖÕ e°×�Ø � 

wobeisichdie

”
Bewegung“

J ��
mit

_��3� � � � 
 � � � schreibenläßtalsJ �� K x � � á N � �X�_&���"#"#"#a�6_G� Y {N J �� X&_&���"#"#"#��6_G� Y
7In Kapitel 5 werdenallgemeinereStrukturen(z.B. Biofilme) behandelt.
8Ein VergleichverschiedenerGrenzbedingungenfindetsichin Lavalléeet al. (1991).
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mit X J>�� �5_ � �"#"#"#¥�6_ � 
 Y � � ·¸¸¹ ¸¸º
� � ¨ �a� f

�ÖFSF �*� �*� Ñ ��*!�ÒU © *��c�� § � L ~ § ¨ � � f
�ÖFSF �*� � � � © U"� � � � � � © U"�� § � L ~ § ¨ � � f
�ÖFSF �*� �*� � © U"� � � � � Ñ �&*!�ÒU © *���� #

undder
”
Strukturver̈anderung“� � Õ e°×�Ø � K!x � � á N � �X _&���"#"#"#��6_G� Y {N � �

Sei
� �

nach(Def.2.1)definiertmit
J �

, dannheißtderzelluläreAutomat
���������	� � ��� � 
 ·¹ º �.Ù,Ú �/½Û �ÝÜÛ �*ïÞ� ß�àá

mit Zellstruktur.

Bemerkung2.11: Die Strukturver̈anderunggewinnt erstmit EinführungentsprechenderProzessein
Kapitel5 anBedeutung.

Ähnlich wie zuvor werdendie Zus̈andeabk̈urzt durch
��X W � Y ��\�� . 
�� K � � e � . 
�� � e � . 
	
 � � � .

2.2.2 Behandlungder Randzellen

Der Automatwird als zweidimensionalesFeld implementiert.Dabeisind die Nachbarschaftender
Randzellenunvollständigundmüssenseparatbetrachtetwerden.EsbietensichgenerelldreiLösungsm̈oglich-
keitenan:

a) Die Randzellenwerdenaufeineniterationsinvarianten Zustandgesetzt.DieskanneineHinder-
nisstrukturoderein vorgegebenerZellimpulssein.WährendderIterationwerdendieseZellen
ausgelassenundfungierenlediglichalsNachbarninnererZellen.

b) Für die RandzellenwerdengesonderteTransitionsfunktionen definiert.

c) Der ZustandeinerZelle wird ausdemSystemzustandberechnet,beispielsweisedergemittelte
ZustanddesSystemsbzw. einerUmgebungderZelle (keineTransitionsfunktionim Sinnevon
Def. 2.1).

d) Die Randzellenwerdenmit dengegen̈uberliegendenZellenverkn̈upft. Auf dieseWeisewerden
periodischeRandbedingungengeschaffen.DieslöstgleichzeitigdasProblemderMassenerhal-
tung.Zu beachtenist hierbei,daßdie Feldgr̈oßein x-Richtunggeradeseinmuß(folgt ausder
geometrischenAnordnungderZellen).

Wattsedimentelassensich in Schichtenmit Mächtigkeitenvon einigenMillimetern bis hin zu meh-
rerenDezimeternunterteilen.JedeSchichtweistbez̈uglich Porosiẗat undStruktureinenhomogenen
Charakterauf.Da die Größenordnungderzur SimulationverwendetenSedimentaufnahmenim Mil-
limeterbereichliegt, lassensichperiodischeRandbedingungenannehmen.

Strömungenentstehendurch lokale Druckunterschiede,die gemessenbzw. berechnetwerden
können.EinerealistischeUmsetzungim Modell ist dasGeneriereneinesÜber- bzw. Unterdrucksan
dereinenundeinesUnter- bzw. ÜberdrucksanderanderenSeite.Der soentstandeneDruckgradient
breitetsichim Simulationsprozeß̈uberdasSystemaus,bis (bei konstantenexternenParametern)ein
Gleichgewichtszustandeintritt. Die vorwiegendeStrömungsrichtungin denbetrachtetenSedimenten
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ist vertikal und die Aufnahmensind allesamtTiefenschnitte,weshalbim folgendenAbschnitt nur
vertikal gerichteteDruckgradientenbetrachtetwerden.

Abbildung 2.6: Externer Druckgradient. Währendsich in derProbederDruckgradientvon oben
nachuntenbzw. umgekehrt aufbaut,geschiehtdies im Modell von beidenSeitenausgleichzeitig.
DurchVerkn̈upfungdesoberenundunterenRandesmußnureineZellreihegesondertbehandeltwer-
den.Bei derUmsetzungin dasModell wird ����.�U í vorgegebenund �a� .�U ì ausdenDimensionender
realenProbebestimmt.

2.2.3 AnlegeneinesDruckgradienten

Gegebenseiein dreidimensionales(reales)Systemmit globalenEinheiten¿ � J ��B (Länge,Zeit und
Geschwindigkeit). DerbetrachteteAusschnitthabedieAbmessungen

�¬D Q D"� ß ¿ ~ à , dasentsprechende
Modell �a� .�U ì D �a� .�U í Zellen.Zur ErzeugungeinerStrömungwird einvertikalerDruckgradient

� � í ¨
andasrealeSystemgelegt (sieheAbb. 2.6).Esgen̈ugt, aufgrundderDimensiondesModells,einen
räumlichuniformenGradientenzubetrachten,d.h.� ì ¨ � �<+-� � æ ¨ � �,+-� � �<+-� ] # (2.31)

Sinnvoll ist jedochdieOptioneineszeitlichvariablenDruckgradienten
� í ¨ ��\>
 , beispielsweisezurSi-

mulationvonGezeiteng̈angen.BeimGenerierendesvertikalenDruckgradientensollennurdieRand-
zellendererstenbzw. der letztenZeile angeregt werden9. In diesemFall habenin denoberenRand-
zellennur die unterenPositionen

�  U� � z � � ~ bzw. in den unterenRandzellendie oberenPositionen� Ú � ��ø � � � einenEinflußaufdasinnereSystem.
AusderBeziehung� í ¨ �ãâÖä È â ³å � ä¶ + â;³ L â ä - L âçæ È X ä¶ + â;³ L â ä - È âçæ Yå � z â æå�dé$¹ ¨ ÷ ��o ¨ ���  z � ¨ � 1V¨  S
"o (2.32)

9AnsonstenmüßtenlokaleBesonderheiten,z.B.abgeschlossenePorenr̈aume,durchFallunterscheidunggetrenntbehan-
deltwerden.
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folgt, daßbei Verkn̈upfungdesoberenundunterenRandesnur eineRandzeile(die nullte) betrachtet
werdenmuß.

Mit derNewtonschenBeziehung � e BH�éèÁ � (2.33)

wobei è � � í ¨ Z Q Z���ZÒ�
und

Áú� ç�Z���Z Q Z��
, läßtsich die BeschleunigungeinerZelle .�� �

bestimmen: � e ë � ^ � í ¨ç b � ~ � í � � (2.34)

und10 � � í � � �} ~z ��� .ÒU ì Z Q�a� .�U í � �a� .�U ì �<��Zaê ]ë � �)Z ����.�U íQ ì # (2.35)

Die Mittelungvon � � í � ist notwendig,da ����.�U ì ��� .
In der Literatur finden sich noch zwei weitere Ansätze zur Integration externer Kräfte. Eine

Möglichkeit bestehtdarin, denDruckgradientennicht, wie hier vorgestellt,nur in der erstenZeile
zu generieren,sondernin jederZelle gleichzeitig(Verberg undLadd1999).EineandereMethodeist
die lokale Lösungder Navier-Stokes Gleichungmit externerKraft è (Martys et al. 1998).Hierzu
wird derIterationsschritt(2.26)erweitertzu� e LM � � . 
�� � e LM �� z� � . 
�� » � �DC�E � . 
¬� � e LM �� z � . 
	
¬� è Z;� � e� � . 
¬� � e� � . ��� � 
	
�# (2.36)

Shanund He (1998)zeigten,daßsich der Belegungszustand
�

in TermenHermitischerPolynome
entwickeln läßt,womit sichderGleichgewichtszustandaus(2.27)formuliert zu� C)E� � . 
[�íR � ç ^ ][1 Ý&�E� � ë 
 1V2 �E� � ë 
 z � � ë z � ]» X Ý&� è � � 
 1,] ¡i�E� � ë 
U� è � � 
¬�_Ý�o è ë o z Y b � (2.37)

wobei
R � für die Positionsgewichtungund » für denRelaxationsfaktorsteht.

2.2.4 Umsetzung

Durchdie in 2.2.2gemachteAnnahmeperiodischerRandbedingungenhatjedeZelle einevollständi-
geNachbarschaft.Ein IterationsschrittbestehtausderdefiniertenIteration(Def. 2.4)undeinemBe-
schleunigungsschritt dernulltenZellreihe:. � ��my�>+;
 � ��� � � � � . 
���ç�� ç�� . 
¯ � K � î µ â Z ï � µ �Ú Z � � %Dðñ�L Ú Z � � %�ð ¶ë �í � . 
[� ë�í � . 
 1 � e ë æ Z ] \ �  î ^ X � �  �� � ~ 1 � Ú[1 � � Y Z �a��* s � 1 X � � z 1 ��ø Y Z ���&* s z b 1 �î ¯ ��  î ^ X �A� �  �� ¯ � 
��¦� � ~ � ¯ � 
 1 � � Ú[10¯ � 
 1 � � � 10¯ � 
 Y Z �a��* s �1 X �A� � z � � ¯ � 
 1 � � ø 1 � ¯ � 
 Y Z �a��* s z b #

(2.38)
HierausergebensicheinigeKonsequenzen.Zumeinenwurdehiervorausgesetzt,daßdienullteReihe
nur ausfreienZellenbesteht.Zum anderenmußmanbedenken,daßdie Existenzvon Hindernissen

10 ò�ó ô bezeichnetdieGaußklammer.
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in der erstenbzw. letztenZeile, bedingtdurchdie diskreteStruktur, eineAusbreitungdesGradien-
tensüberdasSystemstarkbeeintr̈achtigtbzw. verhindert.Die Fließgeschwindigkeit amoberenRand
weichtextremvon derGeschwindigkeit im Systemab,wodurchausgepr̈agteRandeffekteentstehen.
Ein weiteresProblemstellenRückkopplungseffekte dar, die direkt von derTurbulenzderStrömung
abḧangen.Im laminarenFall stabilisiertsichjedochdie vertikaleFließrichtungbereitsnachwenigen
Zeilen.AusdiesenGründenwerdenim Modell obenunduntenReihenfreierZellenhinzugef̈ugt.Die
obereRandzeileseials Initiatorzeilebezeichnet.
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Abbildung 2.7: Idealisiertes Modell. JedesMo-
dell läßtsich auf 4 Zellen reduzieren.Diesesind
die Initiatorzelle mit dem Druckgradienten,zwei
freieZellenzumFlußausgleichunddie innereZel-
le, die die Sedimentproberepr̈asentiert.

\�e��
undQ e¥\c\�e¥Á

bezeichnenhier die Anzahl der addierten
freienZellreihen.

Esseierwähnt,daßbei SimulationturbulenterStrömungeneinezus̈atzlicheNeuausrichtungdesGe-
schwindigkeitsgradientenin derBeschleunigungszeiledenRückkopplungseffekt vermeidet(sieheda-
zuauchAnhangA).

Definition 2.8: Reflektionsgrad

DerReflektionsgrad einesSystemsseiein Wert
� �Âß +-� ]Sà , derangibt,wieviel derPartikel vom

Systemreflektiertwerden.
�

ist abḧangigvon derPorosiẗat undderHindernisstruktur.

Bemerkung2.12: Bei turbulentenStrömungennimmt derReflektionsgradzu, d.h.er ist zus̈atzlich
vom Druckgradientenabḧangig.

Satz2.3: Austauschbarkeit

In einemkonkretenSystemmit einemReflektionsgrad
+½¼G�Q¼ ] läßtsichdie Anregungmit-

telsBeschleunigungsterm
� ë (mit derstation̈arenGeschwindigkeit õë å ) durcheinenkonstanten

Term ë � (mit derstation̈arenGeschwindigkeit õë � ) austauschen,undesgiltõë �õë å �5�\�&#
Beweis: GegebenseieinSystemmit Porosiẗat ö undReflektionsgrad

�
, dasin einhexagonalesGitter

derGröße
m DVn

übersetztwird, wobeidie untersteundobersteZellreihejeweils frei sei.Dem
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Modell werdeneineInitiatorzeilemit Anregung � ¼�o õë o , sowie
\�e�� �_� freie Zellreihenoben

und
Q e�\�\�e�Á ��� freieZellreihenuntenhinzugef̈ugt. Die Zelldichtesei

ç
.

NachVoraussetzunggilt õë�ì � � C�E 
2� +
. Für denstation̈arenZustandläßtsich danndie 2-dim.

7-Nachbar-LBE Zelle vereinfachenzu einer1-dim. 3-NachbarZelle ÷ � �©� å½ø . Im Anfangszu-

standgelte
� � �úù

. Als nächstesläßtsich nun jedeZellreihezu je einerZelle mitteln. Hin-
dernisseerhaltenhierbeidie Belegung

��+-�>+-�>+;

. In einemletztenSchrittwerdendie addierten

freienZellenunddasSystemauf je eineZelle reduziert(sieheAbb. 2.7).Dabeibezeichnendie
Positionen

� � jeweilsdienachobenbzw. untenorientiertenPartikel derGrenzzeilenundesgilt� � 1 � + � LM - F ä � � � K �où . Mit denBezeichnern
�

für konstanteAnregungund
Q

für Beschleuni-
gunggilt für die Initiatorzelle� �� � ù 1�� � � � á � ù/� � �� å� � ��� 1�� ��� �å � �! �� � # (2.39)

Die restlichenPositionensinddurchdasGleichungssystem½ �! � �a� z 1 � ~ ½�¡ � Ú � � ] �8�-
 � z½>½ � z � � � ¡ � ø � �T�où/��� � 
½>½>½ª� ~ � � ] �û�-
 � ø ¡�½ ���¼� � Ú�1 ��� ø (2.40)

bestimmt(die © � werdenvernachl̈assigt,dasieauf denZellimpulskeinenEinflußhaben).Die
Durchschnittsgeschwindigkeit im Systemergibt sichausõë � � ~ ��� Únºç � �

(2.41)

wobei � ~ �3� ] �û�-
U�T�où ������
��&� Ú ��� ] �8�i
 �����&�����Vù 1 ��\� # (2.42)

Darausfolgt unmittelbar õë �õë å � � ] �8�-
¤�i��ù ��� �� 
� ] �8�-
¤�i��ù ��� å� 
 �<�\� (2.43)

q.e.d.

Bemerkung2.13: Der Term ö ��� ] ���i
 beschreibtdenAnteil der Partikel, die nur passiv an der
StrömungdurchdasSystembeteiligt sind. Der Wert ist um so größer, je mehr Nischendie
Hindernisstrukturaufweist.Für nischenloseStrukturenwie z.B.ein (zweidimensionales)Rohr
gilt ö � ] ��� . WennnurdiePorosiẗateinerStrukturbekanntist, läßtsichdieseMethodedirekt
auf die Gitterzellenanwenden,um die Permeabiliẗat desSystemszu bestimmen(Dardisund
McCloskey 1998).

Aus der Schwierigkeit,
�

zu bestimmenresultiert,die Notwendigkeit, ein sich selbstinduzierendes
Modell zu wählen.Der Satz2.3 zeigt, daßdies höchstensdurch Rundungsfehlerzu Aufschauke-
lungseffektenführenkann.Esfolgt unmittelbar11

11siehedazuauchScheidegger(1974)
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Satz2.4: fixerDruckgradient

GegebenseieineGeometrie,auf dereineStrömungmit demDruckgradienten� �  � ì ��ü � e ë 

berechnetwird. Wird einezweiteStrömungmit Druckgradienten� � berechnet,soresultiertim
laminarenFall dasselbeStrömungsmusterundesgiltõë � � �� �  � ì õë  � ì �
wobei õë  � ì und õë die jeweiligenDurchschnittsgeschwindigkeitenbezeichnen.

Beweis: Auf der Modellebenefolgt ausSatz2.3 und (2.38): õë ü � e ë , sowie Lineariẗat deseindi-
mensionalenStrömungsmusters:� ~ �3� ] �8�i
U�E��� � e ë�\� 
��d� Ú �3� ] �8�i
U�E� 1 � e ë�\� 
�# (2.44)

Die Lineariẗat im zweidimensionalenFall folgt unmittelbarausdenKollisionenundderenIso-
tropie.

Im realenSystemist diesgewährleistetdurchDarcy’s Gesetzõë �H� Çý Z � �y� (2.45)

wobei Ç für die Permeabiliẗat desSystemssteht,die im laminarenFall konstantist.

q.e.d.

Bemerkung2.14: Unter bestimmtenVoraussetzungenläßtsich die Gültigkeit von Darcy’s Gesetz
direktaufdemhexagonalenGittermit Hilfe vonSimulationsrechnungenzeigen(Balasubrama-
nianetal. 1987).

Im Modell wird ein festerGradient ¯ �  � ì � îþ��³�
gesetzt.Die makroskopischeDurchschnittsge-

schwindigkeit ergibt sichdannaus(2.38)õB�� � í ¨ Z � � í �çÒ�U� õë  � ì # (2.46)

Die Wahl einesfixen Druckgradientenbringt einengroßenVorteil mit sich: Eine Überpr̈ufung der
SkalierungsgrenzenbeimÜbersetzendesrealenDruckgradienten(

o ¯ � oÖ¼ î z ��o ë o � � � ) entf̈allt. Bei
derWahldesGradientenmußber̈ucksichtigtwerden,daßje kleinerderWert,destogrößerdienume-
rischenFehler(abḧangigvom Datentyp),und je größerderWert, destogrößerdie Abweichungvon
derdurchschnittlichenDichte(VerlustderInkompressibiliẗat, AuftretenvonTurbulenzenim LBGK).

Bemerkung2.15: Die vorangehendenSätzehabengezeigt,daßsich Druckgradientund Fließge-
schwindigkeit im laminarenFall proportionalverhalten.Wird im Modell eine von der Rea-
lit ät abweichendeViskosiẗat angenommen(sieheAbschnitt2.1.3),so mußder urspr̈ungliche
Druckgradientbzw. die resultierendeGeschwindigkeit entsprechend(2.30)skaliertwerden.
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2.3 TechnischeUmsetzung

Als Programmiersprachefür dasModell wurdedieSpracheC gewählt.Die Umsetzungerfolgteunter
Unix/Linux auf einerHP APOLLO 9000 Series700sowie auf einemPCAMD K6-2 350MHz. Im
Programmwird eineZellealsStrukturdefiniert:

typedef struct zelle
{ char inhalt; Zellstruktur(

� © U"� � Ñ ��*!�ÖU © *���� )
double f[7]; Partikelbelegung

� �3� � ��#"#"#a� � ��

struct zelle *nb[6]; Zeigeraufdie Nachbarzellen

} typ_zelle, *ptr_to_zelle;

DashexagonaleGitter wird alszweidimensionalesFeldderGröße
� �a� .�U ì � ��� .ÒU í 
 deklariert.Zus̈atz-

lich werdendie Zellenmit ihrenNachbarnverkn̈upft (sieheAnhangB.1).

Die Hindernisstrukturliegt alsGraubildin FormeinerDateivor. Dieseswird in einSchwarz/Weiß
Bild gewandeltundin dashexagonaleGitter übertragen.Ist dieAuflösungdesModellgittersgeringer
alsdiedesSedimentbildes,sowird für jedeZelledermittlereBesetzungswert12 7 bestimmt.Anhand
einesFilterwertes

+T{ ÿz{ ] erfolgt die Übersetzungnach� � . 
�� � Ñ ��*!�ÖU © *���� � ¢�vt¸»¸»¶r7O� . 
 â ÿ� © U"� ¶	  � ¶>¹"# (2.47)

Durchdie trivialeWahl
ÿ�� +-�6®

erḧalt dasModellgittereinePorosiẗat ähnlichwie dasAusgangsbild.
Da jedochstrukturelleEigenschaftenim Vordergrundder Untersuchungenstehen,ist essinnvoller,
einenhöherenWertzuwählen.Auf dieseWeisebleibenkleineZwischenr̈aumeundPfadeim Modell-
gittererhalten,wohingegendie Porosiẗat zwangsl̈aufigzunimmt.

Die IterationsschrittedesLBA und LBKG werdenimplementiert.Die aufgrunddeshohenRe-
chenaufwandesvollzogeneprogrammtechnischeOptimierunggehtzu Lastender Lesbarkeit (siehe
AnhangB.2–B.4).

Zum Vergleich beiderAlgorithmenläßtsicheineAufwandsabscḧatzungdurchf̈uhren(sieheTa-
belle2.2).Die aufwendigereMatrixmultiplikation im LBA läßtsichdurchprogrammtechnischeOp-
timierungstarkvereinfachen(sieheAnhangB). Somitist derRechenaufwanddesLBA ca.1/3höher
alsderdesLBGK. WährendderRechenaufwandvorwiegenddurchdie AnzahlderMultiplikationen
bestimmtwird, ist der Rundungsfehlerabḧangig von der Anzahl der Additionen bzw. Subtraktio-
nen.Im LBA habenalle Additionendie Größenordnung

� � , ( � �=+-�"#"#"#a��¡ ). Im LBGK mußzwischen
Additionender Größenordnung

� �
und

� � , ( � � ] �"#"#"#a��¡ ) unterschiedenwerden.Bezeichne v� den
numerischenWertvon

�
, soergibt sichproPositionundIteration������� o � � � v� � o={ ?��RZ ] +  È � f Z/�dv	�À ² � ¨ '�'�' ¨ � � � À�' � H �� á zá ç�
����
 � o � � � v� � o={ 2 Z ] +  È � f Z � � 1�� ¡RZ ] +  È � f �dv	�À ²  ¨ '�'�' ¨ � � � À�' � H �� � Úá ç�# (2.48)

Hier bezeichnet� F die Mantissenl̈angedesDatentyps(double bzw. float) und ] +  È � f die rela-
tive Maschinengenauigkeit. Damit ist derFehlertermbei beidenAlgorithmenetwa gleichgroß.Die
Kollisionstermeverteilendie Partikeldichtegleichm̈aßig überalle Positionen

� � � �dâ +;

einerZel-

le, wodurchdasStrömungsmustersehrrobust gegen̈uberRundungsfehlernist. Kritisch hingegenist

12schwarzePixel/gesamtePixel � Hindernisse/(Fl̈ache/Zelle)
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Rechenschritt LBA LBGK� ,
� � 9M+16A 9M+16A�����

6M 24M+14A� und � � 6M+12A —���
2M+2A 1M+2A������������� ��! "
#%$'&�(*)+&	,.- "�#�$0/1(*)32�,.-

Summe 65M+72A 40M+44A

Tabelle2.2: Aufwandsabscḧatzung desLattice-Boltzmann Automaten und Lattice BGK. Jeder
(iterations-)konstante Termwird nureinmalzumBeginnderIterationbzw. Simulationberechnetund
nicht weiterber̈ucksichtigt(sieheAnhangB). ZuweisungenundbedingteAnweisungenwerdenver-
nachl̈assigt.Additionenbzw. Subtraktionenwerdenmit ’A’ und Multiplikationen bzw. Divisionen
sindmit ’M’ gekennzeichnet.

derunerẅunschteMassengewinn bzw. -verlust.Die InvarianzderglobalenMasseerlaubteineMas-
senkorrekturdesModells.Dieswird erreicht,indemdie Dichteder Initiatorzellenentsprechendder
Massendifferenzmodifiziertwird.

2.4 Anwendung

DasStrömungsmodellwird aufSedimentstrukturenangewendet,dieausProbenrezenterWattablage-
rungenvon der Insel Mellum gewonnenwurden(OstfriesischesWattenmeer, sieheAbb. 2.8a).Das
SedimentweisteinevielschichtigeSequenzwechselnderfein- bis mittelsandigeQuarzsandeundmi-
krobiellerMattenmit kleinenAnteilendentritischerKörner(vorwiegendQuarzundSchwermetalle)
auf (Kropp et al. 1997).Die Mächtigkeit jederSequenzschwanktzwischen2 und8 ��� . Die Sedi-
mentkernesind charakterisiertdurcheinedurchschnittlicheKorngr̈oßevon

/�454�6 � undeinerPoro-
sität von 798 4:�<;5;

. Zur geometrischenAnalysedurchRasterelektronen-Mikroskopie (REM) wurden
kleineTeilederSedimentkerneausgeschnittenundüber12Stundenin =�> 1.5-Dipentanl̈osungfixiert.
Die Probenwurdenmehrmalsgewaschen,um kristallinesSalzzu entfernen,bevor sie in einerSerie
abgestufterEthanol/Wasser-Bideststilat-Mischungendehydriertwurden.Die präpariertenSedimente
wurdenin Epoxydharzeingebettetund poliert, um eine ebeneOberfl̈achezu erhalten.Schließlich
wurdendie Oberfl̈achenmit einerGraphitschichẗuberzogenundmit einemREM untersucht(Kropp
et al. 1997).Die erhaltenenBilder wurdenin ein gängigesDatenformat(TIFF) gewandelt,dasvom
Modell gelesenwird. Im vorliegendenFall hatdieProbe(Abb. 2.8(a))eineAuflösungvon =%? 29@A"B& =
Bildpunktenund wird mit demFilterwert CED 4:� "

in ein hexagonalesGitter der Größe ? 2F@G/�454HJI�K1LMLNK�O�P
übertragen.

DasModell wurdeinitialisiert13 mit einerDichte von QRD /��1/12:/
, einerViskosiẗat von STD 4:� =

und gleichm̈aßigerVerteilung
� �U $MVW- D � �X� $ Q � �ZY 4%-[�\VZ]_^

. Nebender Initiatorzeile(sieheAb-
schnitt2.2.4)wurdenobenund untenfreie Zellreihenhinzugef̈ugt. Als Abbruchkriteriumwird die
relative Änderungin derDurchschnittsgeschwindigkeit gewählt```` a� $cbd)_/�-fe a� $cbg-a� $cbg- ````ihGj � j D /k#%/�4Wlim5�

(2.49)

Der LBA konvergiert bei einemDruckgradientenvon n%oqprD 4:�g4B25;�s � nach1821,der LBGK

13Der vollständigeParametersatzfindetsichin AnhangC.
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(a) (b)

Abbildung 2.8: Strömungssimulationeiner Sedimentprobe.(a)zeigteineRasterelektronenmikro-
skopischeAufnahmeeinesProfilschnittesan derOberfl̈acheeinessupratidalenSedimentes(

/�� = ;�@2W�J454 ��� , Insel Mellum, OstfriesischesWattenmeer).Oben:Sedimentoberfl̈ache;schwarz: minera-
lischeKomponenten;grau:Porenraum.Die Porosiẗat betr̈agt 7�D 4:�<; =%? . (b) zeigt die Strömungim
station̈arenZustand,berechnetmit demLBA. Die Vektorenrepr̈asentierendie Zellgeschwindigkeit� D $ ��t � � o - . Weißkennzeichnetdie freien,Schwarzdie Hinderniszellen.Hinzugef̈ugtefreieZellrei-
hen(

b�u �
und v u	b�b�u � ) sindnicht mit dargestellt.Die Porosiẗat desModellgittersbetr̈agt 7wD 4:�<; ? & ,

dieermitteltePermeabiliẗat betr̈agt xTD &�� = #%/�4 l �y� �{z .
nach3186Iterationenmit einerdurchschnittlichenGeschwindigkeit14 von

a� D}| �1/\#W/�4 l ! ��~ � bzw.a� DE| � = #q/�4 l ! ��~ � . Bei WahlgleicherViskosiẗat undDichteliefernbeideAlgorithmennahezuiden-
tischeStrömungsbilder;esresultierenjedochleicht unterschiedlicheFließgeschwindigkeiten (siehe
Abb. 2.8(b) und 2.9). Das Strömungsmusterverḧalt sich äußerstrobust gegen̈uber Änderungenin
der Viskosiẗat (sieheAbb. 2.9(a)).Die Randeffekte desLBGK im oberenund unterenRandbereich
sind deutlicherausgepr̈agt als beim LBA, wohingegendie Fließgeschwindigkeit desLBA sensibler
auf SchwankungenderViskosiẗat reagiert(sieheauchBem.2.10).Ursachefür dieseAbweichungen
könnenin derBerechnungderViskosiẗatbzw. desSkalierungsfaktors

6
liegen.Hinweisehieraufsind

jedochin der Literatur nicht zu finden.Von einerÜberpr̈ufung derViskosiẗatensei an dieserStelle
abgesehen,dadiesefür dieweitereArbeit nureineuntergeordneteRolle spielt.

DasStrömungsmusterist charakterisiertdurchprononcierte,aberkurzePfademit relativ hohen
Fließgeschwindigkeiten.Es gibt keinenausgepr̈agtenWeg vom oberenzum unterenSedimentrand,
der als Hauptflußpfad interpretiertwerdenkönnte.Andererseitsbewirken die ungeordnetenFließ-
pfadeeineDurchmischungdesperkolierendenWassers.Bedingtdurchdie Inkompressibiliẗat ist der

14Der Druckgradientist hier willk ürlich gewählt undrepr̈asentiertkeinenrealistischenWert. Die Ergebnisse,insbeson-
derediePermeabiliẗat � , sind– im laminarenFall – nachDarcy’sGesetztunabḧangigvonderGrößedesDruckgradienten.
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(a) (b)

Abbildung 2.9: Geschwindigkeitsgradientenfür LBA und LBGK. In (a) und(b) sinddie durch-
schnittlichenvertikalenFließgeschwindigkeiten (in

/�4 l ! ��~ � für dasSedimentgem̈aßAbb. 2.8(a))
pro Zellreihemit jeweils unterschiedlichenGittergeometrien(a: ? 2A@�/�454

Zellen,b:
/12�4A@�/1;�4

Zel-
len)dargestellt.Für dasGitter (a) wurdezudemeineSensibiliẗatsanalysederViskosiẗat durchgef̈uhrt
( STD 4:� =�� 4:�g4B2

). DergraueBereichin (a)kennzeichnetdiemaximalenAbweichungenvom Mittel-
wert.

PartikelaustauschzwischenzweiZellreihenglobalkonstant.Die vertikaleFließgeschwindigkeit einer
Zeile ist jedochSchwankungenunterlegen(sieheAbb. 2.9).Die Ursachehierfür liegt in derhexago-
nalenZellstruktur. Mit zunehmenderGittergrößenimmtdieserEffekt jedochab(vgl. Abb. 2.9(b)).

DieSchwankungenzwischenminimalerundmaximalerGeschwindigkeit sindhoch(sieheAbb. 2.8(b)).
Dieswird durchdenunterschiedlichenAnteil anHinderniszellenproZellreiheverursachtsowie durch
Nischenin derStruktur, in denendie Fließgeschwindigkeit starkabnimmtbzw. Null betr̈agt.Die da-
durcherzeugtenhohenFließgeschwindigkeiten in denfreienPassagensindteilweisezehnmalhöher
alsdie durchschnittlicheGeschwindigkeit. Wie obenbereitserwähnt,stellt sichdie Übertragungdes
Sedimentbildesin dasGitter als problematischdar, wenn mehrerePixel auf eine Zelle abgebildet
werden(wasaufgrunddeshohenRechenaufwandesgeradebei der IntegrationweitererProzesse15

dieRegel ist).

15sieheKapitel 3 und5
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2.5 Bedeutungder Gitter größe

Eshat sich gezeigt,daßdie GrößedesGittersdie SimulationlokalerStrömungseigenschaftenstark
beeinflußt.Ein wesentlichesErgebnisderSimulationist die durchschnittlicheFließgeschwindigkeit,
woraussich beispielsweisedie Permeabiliẗat berechnenläßt.Um den Einfluß der Gittergrößeauf
die Modellergebnissezu untersuchen,wird dasobigeModell für verschiedeneGitter berechnet.Die
resultierendeFließgeschwindigkeiten

a� $ �1� V K o - sowie die Modellporosiẗaten 7 $ ��� V K o - werdenin ei-
nemGraphenaufgetragen(sieheAbb. 2.10).Eszeigtsich,daßLBA undLBKG für alleGitternahezu
gleicheErgebnisseliefern(sieheoben).Deutlichist einZusammenhangzwischenderFließgeschwin-
digkeit undderPorosiẗat desModellgitterszu erkennen.Abhängigvon derWahl desFilterwertesC
wird daszugrundeliegendeProbenbildfür ausreichendkleineGitter in eineneinzigenSedimentblock
(
/�e 79��C ) odereinhindernisfreiesGitter (

/�e 7��GC ) übersetzt,wobeidieFließgeschwindigkeit im
massigen,porenraumfreienSedimentblockNull ist. Im hindernisfreienGitterhingegendivergiert sie.
Dieseswird durchfolgendeÜberlegungklar:

NacheinerEinschwingphasekonvergiertdervertikaleGeschwindigkeitsgradient für jedeGeome-
trie gegenNull (vgl. Abb. 2.9(b)).Der horizontaleGeschwindigkeitsgradient ist im hindernisfreien
GitterebenfallsNull (derDruckgradientwird horizontaluniforminitialisiert).Somitgilt � � D 4

. Mit
konstantemDruckgradientenfolgt mit derNavier-StokesGleichung:n%� � D e � #14�e���u O � b�) S #�4��D 4

(2.50)

Hierausergebensichdie Beziehungena� $ ��� V K o -f� U�� ���[� �e�� � 4:� �M�5������/\e 7���C  �¡�M�5������/\e 7���C � a� $ �1� V K o -f� U�� ���[�£¢e¤� a�:¥
7 $ ��� V K o - � U�� ���[� �e�� � 4:�¦�c�5�§����/¨e 79��C/��¦�c�5�§����/¨e 79��C � 7 $ ��� V K o - � U�� �X�[�£¢e�� 7 � (2.51)

DasasymptotischeVerhaltenvon
a� und 7 läßteineeinfacheKorrekturderFließgeschwindigkeit zu.

Dazu

Definition 2.9: © -Korrektur

Gegebenseiein (station̈ares)StrömungsbilddesLBA bzw. LBGK auf^ D«ª 4:��������� ��� V K t e+/	¬9@ ª 4:�������	� ��� V K o e+/	¬B�
Die realePorosiẗatseimit 7 unddiedesModellgittersmit 7	­ bezeichnet.Mit Einführungeines
Faktors ®T¯±° D³² $0/´e 7	­ -µ# 77q­ #%$0/\e 7 -�¶

¯ � © ]�·
lassensichdie lokalenGeschwindigkeiten � $MV�-[�gVw]F^

korrigierenzu�5¸�¹�º�º $MV�- D ®T¯ # � $MVW-[�
DiesesVerfahrenseials © -Korrekturbezeichnet.

Es wird klar, daßdie Fließgeschwindigkeit wesentlichvon der Porosiẗat abḧangt.Eine alternative
Korrekturm̈oglichkeit bestehtdarin,die Modellporosiẗat andie realePorosiẗat durchgeeigneteWahl
von C anzupassen.Bei kleinen Gittern bestehthierbei die Gefahr, daßfeine Fließpfadedurch die
MittelungwegfallenundsodasStrömungsmustergravierendver̈andertwird. Hierbeigilt es,dasGitter
ausreichendgroßzu wählen,so daßzumindestein Fließpfad vom oberenzum unterenModellrand
existiert.HierzufolgendeDefinition:
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(a)

(b)

Abbildung 2.10: Einfluß der Gitter größe.Für die AutomatenLBA undLBGK sind in (a) die ver-
tikalenFließgeschwindigkeiten in

/�4 l ! � ��~ � sowie Porosiẗaten(bei gleichemFilterwert C ) für Mo-
dellgitterderLängen��� V K o�D /�4:��������� 2�454

aufgetragen.Die Abbildung(b) zeigteinenVergleichder
vertikalenFließgeschwindigkeiten für denLBA ohneundmit © -Korrektur( ©RD»= ).
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Definition 2.10:Cutoff

Gegebenseiein Sedimentbild,in demein freier Weg vom oberenzumunterenBildrandführt.
Als Cutoff desModells wird die maximaleGittergrößebezeichnet,bei der kein Weg freier
Zellenvom oberenzumunterenGitterrandführt.

DerCutoff gibtsomitdasgrößteGitteran,für dasdieErgebnisseaufjedenFall falschsind(
a� $ ��� V K o - D4

). Bestimmtist derCutoff durchdenbreitestenWeg vom oberenzununterenBildrand.Die Breite
desWegesläßtsichmit Hilfe einerrekursivenFunktionbestimmen.DabeiwerdendiefreienPixel der
erstenZeilealspotentielleStartpunkteangesehen.Die Wegbreiteist durchdenDurchmesseranfreien
Pixelngegeben(esreicht,wenndieSedimentpixel ausreichenddünnverteilt sind).DerersteRekursi-
onsschrittführt in diebenachbartenPixel, wobeijederNachbarfür einenneuenWeg steht.Die Breite
desWegesist danndieminimaleBreiteallerWegpunkte.Ist einNachbarpixel bereitsdurcheinenan-
derenWeg beschrieben,sowird diesesPixel ausgelassenunddieaufeinandertreffendenWegevereint
(Breite ist danndie maximaleBreitebeiderWege).Die Rekursionist beendet,wennentwederkein
unverwendetesNachbarpixel mehrexistiert oderderuntereRanderreichtwurde.Liegt ein Pixel der
letztenReiheauf einemodermehrerenWegen,soist die Breitedurchdie maximaleBreiteall dieser
Wegegegeben.DerCutoff ist danngegeben,wenndieWegbreitederZellbreiteim Modell entspricht.

Bemerkung2.16: Die beschriebeneFunktionist im Vergleichzur Simulationmit deutlichweniger
Rechenaufwandverbunden,jedochaufgrundderRekursionwesentlichspeicherintensiver.

2.6 Zusammenfassung

Die Strömungstellt die Grundlagezur Simulationvon Transport-und Reaktionsprozessendar. In
der Literatur sind zahlreicheAnsätzezu finden, in denenPartikel unterschiedlicherEigenschaften
transportiertwerden(Kougias1991;Stockmanet al. 1997).GrundlegenderAnsatzhierbei ist eine
Erweiterungder Kollisionsregeln desLGA bzw. LBA. Als problematischerweistsich dieserAn-
satz,wennweitereKomponentenintegriert werdensollen.In diesemFall mußder Programmcode
modifiziertwerdenunddar̈uberhinaussteigtderRechenaufwanderheblich,dadie Interaktionaller
Komponentenuntereinanderspezifiziertwerdenmuß.DiesmachtdieKonstruktioneinesallgemeinen
Transport-Reaktion-Modellsunmöglich. Bei VerwendungdesFHPoderLBA bleibt zudemdasPro-
blemderGalileischenInvarianz.Im folgendenwird deshalb,sofernnichtanderserwähnt,derLBGK
verwendet.

Bei derBerechnungvon geringviskösenFlüssenergebensichzwei Probleme.Zum einenerḧoht
sich die Anzahl der nötigen Iterationenbis zum ErreichendesAbbruchkriteriums16. Zum anderen
erfordertdie SimulationlaminarerFlüssezudemäußerstgeringeFließgeschwindigkeiten (

���¼�½4
),

wodurchdieSummandenbeimAddierendesDruckgradientensehrklein werdenunddieFehlerdurch
Auslöschungzunehmen.Zwangsl̈aufig lassensichgeringvisköseFlüssenur mit erḧohterReynolds-
zahl simulieren17, wodurchmanan die GrenzendeslaminarenBereichesger̈at und somit Darcy’s
Gesetzan Gültigkeit verliert. Die Permeabiliẗat sollte folglich, wie im weiterenVerlauf der Arbeit,
nurmit hohenViskosiẗatenberechnetwerden.

In Sedimentensind die meistenProzessedurchReaktionenzwischengel̈ostenSubstanzenbe-
schrieben.Da diesekeinenbzw. nur geringenEinfluß auf dasStrömungsverhaltendesumgebenen
(Salz-)wassershaben(soferndie jeweiligenKonzentrationenunterhalbderSättigungsgrenzeliegen),

16Im vorgestelltenBeispielbedeutetdiesetwa 3.000Iterationenbei ¾¨¿�À0Á ÃWÂ und10.000Iterationenbei ¾¨¿�ÀyÁ Ã5Ã .
17Die Simulationvon ¾¨Ä�ÀyÁ ÃBÅ erfordertbeidoppeltgenauenFließkommazahlenÆfÇÉÈ{À .
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läßtsichderTransportunabḧangigvon denIterationsschrittendesLGA bzw. LBE beschreiben,was
sichgeradebei konstantenStrömungsbedingungenals großerVorteil erweist.Im folgendenKapitel
werdenentsprechendeTermefür die Advektion undDiffusiondefiniertsowie eineErweiterungum
Reaktionsprozessevorgenommen.



Kapitel 3

ProzessegelösterKomponenten

In diesemKapitel werdenTransport-und Reaktionsprozessefür strukturinvarianteSystemein das
Modell integriert. In Kapitel4 werdenzwei realeSystemesimuliert,undin Kapitel5 folgenstruktur-
ver̈anderndeProzesse.

3.1 Transport

Im Porenwassernaẗurlicher Systeme(Boden,Lockersedimente,Festgestein)werdeneine Vielzahl
chemischerSubstanzentransportiert.DieseSubstanzensindgrößtenteilswasserl̈oslich,insbesondere
gasf̈ormigeundfesteStoffe in geringenKonzentrationen.Bei geringenKonzentrationenhabendiese
keinenEinflußauf die Strömungseigenschaftenbzw. die Viskosiẗat desPorenwassers.Sieweisenje-
dochunterschiedlicheDiffusionskonstantenauf,die im wesentlichenvonderTemperatur, demDruck
undderSubstanzselbstabḧangigsind.DerTransportmit demPorenwasserläßtsichin einendiffusi-
venundeinenadvektivenTermunterteilen.

Bevor derTransportvon im Wassergel̈ostenSubstanzenim Modell hergeleitetwerdenkann,muß
derZellzustandum die Stoffkonzentrationerweitertwerden.Hierzusei���������
	��
���������������
������� ������� ��� �"!$# %� & �(')��*+��,�,�,-�/.102�354 ���6� ���7* &98 �;:(<>=+?1�����)� (3.1)

wobei
�

die Stoffkonzentrationder
.

Stoffe bezeichnet,die durchdasModell simuliert werden.
Zus̈atzlichmüssendie maximalenKonzentrationen

� !$# %�
bekanntsein.SiebestimmendenGeltungs-

bereichdesTransport-Reaktions-Modells.

Bemerkung3.1: ÜbersteigteineKonzentration
� �

denMaximalwert
�"!@#/%�

, sogehtderStoff entweder
in dengasf̈ormigenZustandüberoderer fällt aus.Die maximaleKonzentrationist etwa das
DoppeltederSättigungskonzentration (Ebenḧoh,pers̈onlicheKommunikation).

3.1.1 Der diffusiveTransport

Die Diffusion einesStoffes mit der Konzentration
�

und der DiffusionskonstantenACB läßt sich im
eindimensionalenFall beschreibendurch(Crank1975)D �D < � A B D � �DFE � �

(3.2)

35
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Differentiationzeigt,daß �G�IHJ</K�LMON KQP MRTSVU�W �(HX	�Y
(3.3)

Lösungvon(3.2)ist. Damit ist esmöglich,dieDiffusionim AutomatenunabḧangigvondenPartikel-
belegungenzu definieren.In derhorizontalenDimensionergibt dies(vgl. Abb. 2.4)�"Z\[^](Z/_a`Jbdc��eZ/_a`�bf� gh<i� A B � �j % k B Smlon [ j %�p K B Sqlon pj % c B Sqlon p K B Smlon K j %�pj % r� gh<�s Wj % Mut k � Z _a`wvyx1z�b{v|� Z _a`�vyx � b{v}� Z _a`~v�x1�7b�v}� Z _a`wvyx��-b(c��O�e� Z _a`Jb r �

(3.4)
wobei

gh<
für die Realzeit,� E ��� ����/�m�"� für denZellabstandin x-Richtungund

�����
für die Anzahl

derNachbarnin x-Richtungsteht.Die DiffusionzwischenzweibenachbartenZellen
`

und
`�vhx1�

läßt
sichdannallgemeinformulierenmit

Diffusion
_a`F� `~vyx��>��< bd�Q� Z\[^](Z _a`Jb)c�� Z _a`Jbd��gh< � A B� � � �q���� ��� ��i� B Diff

� � Z _a`�vyx��qb(c�� Z _a`Jbu��,
(3.5)

3.1.2 Der advektiveTransport

Für die Advektionist die relative Geschwindigkeit zwischendenZellenmaßgeblichvon Bedeutung.
Die Fließgeschwindigkeit von

`
nach

`wvyx �
in einem(LBE) Iterationsschrittist gegebenmit� n/�� 7¡ �£¢ Z¤ � [ � ¤ _a`~vyx��qb)c ¢ Z� _a`Jb¢ Z¤ � [ � ¤ _a`~vyx��qb�v ¢ Z� _a`Jb~¥e¦ Bq§� *�-¨J© � ¢ Z¤ � [ � ¤ _a`~v�x��Tb(c ¢ Z� _a`�b � (3.6)

mit ª¬«\­
¥ �
® ¢^¯>°�© �±�+¨��³² �8 «¬­µ´i¶5·��m� «¬­µ´i¶�¸�¹ �)'(��*+��,�,�,-�/º�,

(3.7)

Eswird angenommen,daßsichdie gel̈osteSubstanzanalogzu denPartikeln überdie Zellpositionenx��
verteilt, d.h.

�"Z� _a`Jb��¼» S¡ lon p½ ¾ ¨J�"Ze_a`Jb
für

'¿�À*+��,�,�,-�/º
. Die MengedesdurchAdvektion trans-

portiertenStoffes ist proportionalzur interzellularenGeschwindigkeit und derKonzentrationin der
Ausgangszellesowie antiproportionalzur EntfernungzwischendenZellen.� Z\[^](Z _a`Jb{cy� Z _a`Jbd�Ágh<
� � K ��q��� � � Zn/�� 7¡ ��¨w�/Â Z� _a`Jbe� ­�«VÃ Â Z� _a`Jbd� ² �"Z/_a`Jbe� ÄaÅ ª¬ª¬Æ � ne�� 7¡�Ç �� Z _a`�vyx��qb Æ�È2É�Æ�Ã , (3.8)

Bei derVerwendungeinesfixenDruckgradientenwird dieGeschwindigkeit entsprechend(2.46)ska-
liert. Mit derskaliertenGeschwindigkeit ist deradvektive Transportzwischeǹ und

`~v�x �
Advektion

_a`Ê� `
vyx��m��< bd�ÁgC< *�Ë© � ¢ Z¤ � [ � ¤ _a`�vyx��qb(c ¢ Z� _a`Jb � ��Â Z� _a`Jbe�
(3.9)

bzw. beiderVerwendungeinesfixenDruckgradientennach(2.46)

Advektion
_a`Ê� `�vyx � ��<�bf�Ágh< D ��Ì�Ë© � � ®� ��� ��i� BqÍOÎÐÏ

� ¢ Z» � %+Ñ ¤ � [ � ¤ _a`�vyx � b)c ¢ Z» � %+Ñ � _a`�bu����Â Z� _a`Jbe�
(3.10)
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Bemerkung3.2: Die Advektionwird i.a. als Transportmit derStrömungverstandenunddemnach
sollteein Konzentrationspeak,wie ein Blatt auf demWasser, durchdasSystemwandern.Die
DiskretheitdesModellserfordertjedochdie BeschreibungeinessukzessivenTransportes,wo-
durcheinesogenanntenumerische Diffusion in Strömungsrichtungentsteht(siehedazuauch
Satz3.2). Die hexagonaleForm der Zellen bewirkt zudemeine,wenn auchgeringere,late-
rale Ausdehnung.DiesesProblemist allgemeinbekanntund läßt sich nur schwerund unter
hohemRechenaufwandmindern(Ebenḧoh, pers̈onlicheKommunikation).Da dieserEffekt je-
dochallein in Strömungsrichtungauftritt (sieheauchAbschnitt3.4),verliert er zunehmendan
BedeutungbeiderAnwendungin komplexenGeometrienundreaktivenSystemen.

Der gesamteTransportdefiniertsich ausDiffusionundAdvektion überalle (freien) Nachbarzellen.
Diesführt zur allgemeinenTransportgleichung Ò
Ó ¡ � 3 4 8�Ô 3 4
Ò
Ó ¡ ����� Z\[^](Z _a`Jb�c�� Z _a`Jbd� gh<�Õ K �Ö× � �1Ø × _a`wvyx × bi�J_

Diffusion
_a`Ê� `�vyx × ��< b�v

Advektion
_a`Ê� `�vyx × ��< b�b� ��� ��i� Ù�Ú # Õ � lÛn [
Ü Ñ Z p ÝÝ Þ ¡

�
Ø × _a`Jbf� ² *+�ßÄaÅ ª¬ª¬Æ)à _a`Jbd�

frei���ßÄaÅ ª¬ª¬Æ)à _a`Jbd�
Hindernis

�
(3.11)

wobei á �â� ãä�Ocå*
die Anzahlder’echten’Nachbarnbezeichnet.

Bemerkung3.3: Die HerleitungderAdvektionundDiffusionbezogsichgenerellaufdenTransport
einerSubstanzin einerRichtung.Die Termein derGleichungbeziehensichsomitauf die

'
-te

Substanzundsummieren̈uberalleRichtungen.Ò
Ó ��� ��� � � Ò1Ó ¡ ist die ErweiterungderTransitionsfunktionÒGæ auf die Stoffkonzentrationen,d.h.Ò 4 ��_ Ò�ç|è@Ò æé ��' �Jê Z Úuë B � Ò1Ó b (sieheDef. 2.7).

Die DefinitiondesTransporteserlaubtfolgendeSchlußfolgerungenì Durchdie VerwendungderDiffusionskonstanteist derTransportunabḧangigvon derPartikel-
dichte

¨
. Diesliegt daran,daßdieDiffusionskonstanteimplizit die Temperaturdefiniert.ì Die Definition von Advektion und Diffusion ist mit geeignetená �/�

auf jede symmetrische,
gleichgewichteteNachbarschaftanwendbar. Dies gilt insbesonderebei einerErweiterungauf
dreiDimensionen.ì Die Strömungist unabḧangigvom Transport.

3.1.3 Dynamisierungder Iteration

Währendder Transportprozeßvon der Strömungabḧangt, ist umgekehrt die Strömungunabḧangig
vomTransport.Die relativenFließgeschwindigkeitenändernsichnur, wennsichentwederderDruck-
gradientändertoderinnereProzessedie Sediment-bzw. Hindernisstrukturmodifizieren.Diesmacht
essinnvoll, denIterationsschrittin zwei separateSchritte

”
Strömung“ und

”
Transport“ zu unterteilen

unddie BerechnungderStrömungbei Erreichendesstation̈arenZustandeseinzustellen.Ein weite-
rer Punktist, daßdasStrömungsfeldim betrachtetenMillimeterbereichin relativ kurzer(realer)Zeit
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konvergiert1, währendTransport-undReaktionsprozessemeistStundenoderTagedauern.Durchdie
Entkopplungvon Strömungund Transportist esmöglich, denTransportschrittflexibel, wennauch
nichtbeliebig,zusetzen,insbesondereihn zuvergrößern.EineobereGrenzestellt dieZeit dar, in der
dieKonzentrations̈anderung einerZellezueinemBereichsfehler(

�Cí	�� ��� � !$# % &
) führt.Die Gleichung

(3.11)läßtsichschreibenals

Ò
Ó ¡ ��gh<-� k A B �¬� Diff
� zÖ � � � � � Z _a`
vwx��qbËcî� Z _a`Jb � vC�"ï j ¥ � Ö×�ð2ñ�ò × _a`�b>� Z _a`1vwx × b�v Ö� ð ç ò �J_a`Jb>� Z _a`Jb � r �

(3.12)

mit denrelativenPartikelflüssen

ò × _a`Jb���� ¢ » � %+Ñ ×"ó _a`~v�x × b)c ¢ » � %+Ñ × _a`�be�5ôõ���ö�e÷1� ò × _a`Jb Ç ��02��øù���µ��*+��,�,�,Ë�/ºJ0Ëú�ô��
wobei ¢ » � %+Ñ � _a`Jb die mit festemDruckgradienteninitialisierteBelegungbezeichnet.Aus denGleich-
gewichtszusẗanden(2.12)bzw. (2.28)folgt�¿û Ö×7ðOñfò × _a`Jb@��c Ö� ð ç ò ��_a`Jbd�±� à _a`Jb

(3.13)

undesgilt

Satz3.1: MaximalesTransportintervall

Für dasTransportintervall
gh<

giltgh<5ü � º A B � Diff
v|�"ï j ¥-ý � K � �±��gh< ! mit ý ���IþÿH E � à _a`Jb�� `ä	���02,gh< ! ist dasmaximaleTransportintervall.

Beweis: Sei
���Q� Z _a`Jb

und
� ! ��� ­ Å��� � � Ñ������ Ñ z _a� Z _a`~vyx��qb�b

.

1. Fall: Ò1Ó ¡�� � �Cû Ò
Ó ¡ ü gh< � º A B � Diff� ��� �� ® _a� ! c��7b�v|�"ï j ¥+ý� ��� �	 ® _a� ! c��7bu� üå� !@# % c �+_a`�b

 gh<5ü �"!@# % c��� ! c��� ��� �	 � � º A B � Diff

v}��ï j ¥-ý � K � , (3.14)

2. Fall: Ò1Ó ¡ üå� cG�~ü gh< � c º A B � Diff
�5c���ï j ¥-ý �7b � ü Ò1Ó ¡ üå�


 gC<$ü � º A B � Diff
v}��ï j ¥-ý � K � , (3.15)

Sei
`¿	��

mit

à _a`�bd� ý . Setze
� Z _a`Jb@�I� ® � �

und
� Z _a`~v;x � bd�Á�

,
'(��*+��,�,�,-�/º

. Dannfolgt:� � � �h�1_Tgh<d�Ágh<>þßv � b 
 � Z\[^](Z _a`Jb�ûå��,
(3.16)

q.e.d.

1Im Beispiel ausKapitel 2 konvergiert die Strömungnach 
�������������� Sekunden(LBA) bzw. ����������� ��! Sekunden
(LBGK).
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Bemerkung3.4: Die Bedingung(3.16)beschreibtdie Situationin der1. Iteration.

Die Limitierung durchdasmaximaleTransportintervall ist jedochnicht ausreichend,um ad̈aquate
Simulationsergebnissezugewährleisten.ZumeinenkönnenbeigroßenTransportintervallenKonzen-
trationswellenauftreten,d.h.,aufgrundzu hoherTransportmengenist die KonzentrationeinerZelle
abwechselndnahedemMaximum

�"!@#/%
bzw. naheNull. Zum anderenbeeinflußtdie Diskretheitdes

RaumesdenTransport.In einer Iterationfindet ein Konzentrationsaustausch über eineZelldistanz
statt.VerdoppeltmandasTransportintervall, sohalbiertsichdieAnzahlderIterationenunddamitder
Transportradius.Somit läßtsich ein Fehlerbei der Berechnungnicht vermeiden.Ziel ist es,diesen
FehleraufdieGrößenordnungdernumerischenRechenfehlerzusenken,wodurchervernachl̈assigbar
wird. Hierzumußzun̈achstdasTransportintervall abgescḧatztwerden.

EsseineinhindernisfreieshexagonalesGitter
�

gewählt, für dasgelte" HX	��â��� ® _aH�bd�Á� ® v$#&% � `�	��±ú���H�0 �J� ® _a`Jb@�Q� ®�' � ® � � ® v(#I	 � ��� � !@# % & ,
(3.17)

Untersuchtwerdendie Fälle reinerDiffusion( ý �µ�
) undreinerAdvektion(

D �ËÌ ý � � �q���*),+ A B © � � ® ).
Im FallederAdvektionseidie Strömungstrikt eindimensionalin Richtung- 	���*+��,�,�,Ë�/ºJ0

, d.h.� `�	��â� � ¢/. _a`Jb@� ¨�v *� ý % ¢ ¤ . [10 ¤ _a`Jbd� ¨�c *� ý % � 'f	õ��*+��,�,�,-�/ºJ0Ëú�� - �-� - v32�� 0î� ¢ ��_a`Jbd� ¨ � �
(3.18)

wobei
¨

für die Gleichgewichtsbelegung steht(siehe(3.7)). Sei
Â���� gC<�4+gh< ! , so lassensich die

Iterationsschrittefür AdvektionundDiffusionschreibenals� Z\[^]iZ _a`�b)c�� Z _a`Jbd� �z Â z5� � � � Z _a`~vyx � b(c�� Z _a`Jb _76 «98 : Æ «¬È2É b�"Z\[^]iZ/_a`�b)c��"Z/_a`Jbd� Â � �"Z/_a` c�x . b�c��eZ/_a`�bu� _ ·<; =�>@? Ã «¬È2É b (3.19)

In demgewähltenSystemkönnenKonzentrationswellennur durchDiffusionauftreten.Aus Bemer-
kung3.4 folgt, daßdiesevermiedenwerdendurchdie Forderung� � _aH�b � � � _aH
v�x��Tb�Ä�, Å�,Ë'@	õ��*+��,�,�,-�/ºJ0

A � ® v$#�v�Â�_a� ® c _a� ® cB#5b�b � � ® v�Â)_ �z _a� ® v(#�b)c �z � ® bA _u*�c�Â{bC# � �z ÂD#A Â û z 8 ,
(3.20)

Esbleibtnunzuklären,wie groß
Â

gewähltwerdenkann,sodaßdieSimulationsergebnissequalitativ
gleichbleiben.
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Iteration E�FHGJIKE Diffusion Advektion
0

� ® vÁ_u*GcõÂ{bC# � ® vÁ_u*�cõÂ�bC#
1 1

� ® v �z ÂD# � ® v�ÂL#� * � ® � ®
0

� ® vÁ_u*�c �-Â¿v 8z Â � bC# � ® vÁ_u*�cõÂ�b � #
1

� ® v �� Â�_u*�cNMz Â{bC# � ® v|�-Â)_u*GcõÂ{bC#
2 O � � ® v|�Ê_ �z Â�b � #

—
2

� ® v�_ �z Â{b � # � ® v Â � #� � � ® � ®
Tabelle 3.1: Transportschritte 1. und 2. Iteration. BerechneteAdvektion und Diffusion für das
Gitteraus(3.17)mit

Âÿ� ]iZ](ZQP und,im Fall derAdvektion,
` �QH
v á x . ( á 	SR

).

Satz3.2: LokaleStabiliẗat

Gegebensei ein hindernisfreiesGitter
�

nach(3.17).Bezeichne
# ü � � ® eineStörungund<��ÁgC<

die realeZeit, sogilt� `�	��¿� ��û}Âõû�*
� k �¿ûõxyû�*+�-� `±c�H{��û � 
 ÝÝÝÝ �"Z/_a`Ê�uÂ�b�c��"Z/_a`Ê�axFÂ�b� Z _a`Ê�axFÂ�b ÝÝÝÝ û}Â � � r ,
Beweis: Für dieDiffusionundAdvektionlassensichdieKonzentrationendererstenzweiIterationen

explizit berechnen(sieheTabelle3.1).AnhanddieserWertewird derTransportin einerIteration_9Âi�/gh< b
mit demTransportin zwei Iterationsschritten

_ �� Â(� �� gh< b
verglichen und die relative

Abweichungbestimmt(sieheTabelle3.2).

Eszeigtsich,daßderrelativeFehlerderAdvektionüberwiegt.AusderBerechnungderIteratio-
nenergibt sich,daßdieKonzentrationim Fall dereindimensionalenAdvektionbinomialverteilt
ist. Sei á 	SR

mit
Â æ � �Õ Â und

<f�Qgh<
, dannergibt sichderrelative Fehlerin

`±�QH
v|.-x . zuÝÝ B S lÛn Ñ T-p K B S lÛn Ñ T UopB S lon Ñ T U p ÝÝ ü � � Z _a`Ê�uÂ�b�c�� Z _a`Ê�uÂ æ b��WVB�Xü ÝÝ Â � _u*�c�Â{b � K � c � Õ � � _ �Õ Â{b � _u*Gc �Õ Â{b Õ K � ÝÝ �YVB�X (3.21)

1. Fall: k=0ÝÝÝÝ � Z _a`Ê�uÂ�b�c�� Z _a`Ê�uÂ æ b� Z _a`Ê�uÂ æ b ÝÝÝÝ ü ÝÝ _u*�c�Â�b)c _u*�c áá Â¿v á _ á cå*�b� á � Â � c|,�,�,"b ÝÝ #� ® ü Â � #�+� ® (3.22)

EZF[GJI�E ÝÝ�\ ]�^Q_a` bdc�e \ ]f^Q_a` bhgic\ ] ^j_�` b g c ÝÝ
0

ü 8� � V T MB X

D
iff

.

1
ü M8 � V T MBkX

0
ü �� V T MBkX

A
dv

.

1
ü �� V T MBkX

Tabelle3.2:RelativeFehler der Advektion und Diffusion.
Für

Â
,
Â æ � �� Â und

<��6gh<
werdendie relativenFehlerder

Advektion und Diffusion anhandder ErgebnisseausTabel-
le 3.1ermittelt.
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2. Fall: k=1 ÝÝÝÝ � Z _a`Ê�uÂ{bdc�� Z _a`Ê�uÂ æ b� Z _a`Ê�uÂ æ b ÝÝÝÝ ü ÝÝ Â�c áá Â)_u*Gc áá ÂCvI,�,�,�b ÝÝ #� ® ü Â � #� ® (3.23)

Für
��ûõx�û�*

folgt unmittelbar " á 	SR�� *á vÁ* ûõxyû *á
 ÝÝ B S lon Ñ T-p K B S lon Ñ   T-pB S lÛn Ñ   T-p ÝÝ ü ­ Å��ml ÝÝ B S lÛn Ñ T-p K B S lÛn Ñ Ln�o L T-pB S lon Ñ Lnpo L T-p ÝÝ � ÝÝ B STlÛn Ñ T-p K B Smlon Ñ Ln T-pB S lon Ñ Ln T-p ÝÝrql � � ��� paÑ l � � � � pü Â � VBkX sut Ú # ë �>� �ü Â � � (3.24)

q.e.d.

Bemerkung3.5: Bezeichnev ���ù*�� � K j !
die relative Maschinengenauigkeit(sieheoben),so sind

die Simulationsergebnissenumerischidentischfür
xFÂ(�uÂ

, fallsgiltÂ � � û *� v A Â�ûxw v� � ,
Jehöher die Fehlertoleranz,destokleiner muß

Â
gewählt werden.Für die Simulationender

folgendenKapitel sei � � + v willk ürlich gewählt,d.h.
Âõû �� .

3.2 Die Reaktionen

Der überwiegendeTeil anchemischenundbiologischenProzessenin SedimentenbestehtausStoff-
umsetzungen,die keinenodervernachl̈assigbarenEinfluß auf Strukturund Transporteigenschaften
haben,sofernEdukt- und Produktkonzentrationen weit unterhalbder stoffspezifischenLöslichkeit
liegen.In diesemFall gen̈ugt es,denIterationsschrittderKonzentrations̈anderung Ò
Ó ¡ (siehe(3.11))
um einenReaktionsschrittzuergänzenÒ
Ó ¡ ��gh< � Ò =OH á à _a`Gv ãC��< b�v(y N H�.�<�_a`Ê��<�b � ÝÝ Ó ¡ (3.25)y N H�.�<�_a`Ê��< bw�J� Ô �

stehtdabeifür die SummederKonzentrations̈anderungen in
�e�$	y���

durchdie
simuliertenReaktionenundhängtnurvom ZustandderZelle

:�_ <e� `Jb
ab.

3.2.1 Reaktionstypen

Redox-Reaktionen

EinenStandardtypenstellendie Redox-Reaktionendar:ÕÖ � � � N ��z��|{Ô !Ö× � � x × Ì × , (3.26)

Die á Edukte
zG�

mit Faktoren N � werdendurchdie Reaktion
y

in
þ

ProdukteÌ × mit Faktoren
x ×

umgesetzt.Die Reaktionsgeschwindigkeit ist gegebendurch� _7y bf�Á. { Õ}� � � �O_7z � b ¯ ¡ , (3.27)

Hierbeiist
. { dieReaktionskonstantevon

y
und

�+_7zG�mb
stehtfür dieKonzentrationenderEdukte

zG�
.
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Gleichgewichtsreaktionen

FindenHin- undRückreaktionauf ähnlichenEnergieniveausstatt,sosprichtmanvon einerGleich-
gewichtsreaktion ÕÖ � � � N ��z�� {~ !Ö× � � x × Ì × , (3.28)

Die Reaktionsgeschwindigkeit ist gegebendurch

� _7y bf�Á. { L Õ}� � � �O_7z��mb ¯ ¡ c . { M Õ}× � � �O_ Ì × b  W� , (3.29)

. { L ist die ReaktionskonstantederHin- bzw.
. { M die ReaktionskonstantederRückreaktion.

Enzymreaktionen

Ein wichtigerReaktionstypin biologischenSystemenist die EnzymreaktionzQv$� ~ z�� {Ô Ì ,
(3.30)

Hierbei steht
�

für dasSubstrat,
z

für dasEnzym und Ì für dasProdukt.Die Berechnungder
Reaktionsgeschwindigkeit erfolgt nachderMichaelis-Menten-Gleichung (sieheKoolmanundRöhm
1998) � _7y bd�Á. { ����_7z±b��7�O_7��b.�þ v}�O_7�
b ­�«VÃ .�þ � �O_7z±b)�7�O_7�
b�O_7z���b ,

(3.31)����_7z±bd�Q�O_7zhb�v}�O_7zm�
b
bezeichnetdie GesamtkonzentrationdesEnzyms

z
.

Reaktionshemmer

UntergewissenRandbedingungennimmt die Geschwindigkeit einerReaktionab. Sokönnenander
ReaktionunbeteiligteSubstanzendie Reaktiondurch ihre Pr̈asenzhemmenoder gar unterbinden.
DiesesPḧanomentritt beispielsweisebei derSulfidreduktionauf, die nur bei nahezuvölliger Abwe-
senheitvon Sauerstoff stattfindet.Auch kann dasErreichender SättigungsgrenzeeinesReagenten
die Geschwindigkeit herabsetzen.Andererseitskanndurchdie Verwendungvon Hemmungstermen
erreichtwerden,daßderGültigkeitsbereicheinerStoffkonzentrationnicht überschrittenwird (siehe
z.B. Abschnitt4.1). Sei � ein Reaktionshemmerder Reaktion

y
, so läßtsich diesformulierenmit

(siehe(3.26)) ÕÖ � � � N � z � {Ô !Ö× � � x × Ì × ÝÝZ� ,
(3.32)

DiegehemmteReaktionsgeschwindigkeit � � _7y b
erḧalt einenzus̈atzlichenTermmit demHemmungs-

grad
y � (siehe(3.27)) � � _7y bd� � _7y b k *�c �O_ � b� !@# % _ � b r {D� ,

(3.33)

Zu einerReaktion
y

lassensichbeliebigvieleReaktionshemmerdefinieren.
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Bemerkung3.6: JedesEduktundjedesProduktentsprichteinemvomModell simuliertenStoff, d.h.� 'f	õ��*+��,�,�,Ë� á 0 " xy	���*+��,�,�,Ë�/.10 ���O_7zG�qb$	��   �� ÷ä	���*+��,�,�,-��þõ0 " x�	õ��*+��,�,�,-�/.10 �2�+_ Ì × b5	X�   ,
Ein EduktkannauchProduktderselbenReaktionsein,z.B.bei katalytischenProzessen.

Mit denvorgestelltenReaktionstypenläßtsichdie TransitionsfunktionderReaktionenformulieren:

Definition 3.1: Transport-Reaktions-Erweiterung

Sei
_ ãC�W�¿� 3 æ ��� æ b einzellulärerAutomatmit á v�*w�6� ãä�

relativenNachbarnnachDef.2.7und�)� 3 4
nach(3.1).Weiterseien

gh<�� é�� und
gh<

die Zeit einesIterationsschrittesdesLBE bzw.
desTransportesund � die MengederModellreaktionen.Wähle � 	�R

so,daßgilt
]iZ](Zj�/��� Ç �

. Dannläßtsichdie Transitionsfunktionschreibenals(vgl. Def. 2.7undBem.3.3)Ò 4 � � _ Ò�ç|è@Ò æé b ° ��' �Jê Z Úuë B ���Ó ¡ ð Ó Ò
Ó ¡ �
mit denTransitionenfür TransportundReaktiondergel̈ostenStoffe

Ò1Ó ¡ � ² 3 4 8 Ô 3 4_�� ® ��,�,�,��W� Õ K �"b��Ô gh< � Ò =OH á à _a`Gv}ãC��<�biv$y N H�.�<�_a`F��<�b � ÝÝ Ó ¡
wobeidie Reaktionendefiniertsinddurch

y N H�.�<�_a`Ê��< b ÝÝ Ó ¡ � Ö{ ð�� � _7y b)�|���� ���
c N � Z� _a`Jbe� falls

'/,
Stoff Eduktin

y
mit Faktor Nx1�"Z� _a`Jbe�

falls
'/,

Stoff Produktin
y

mit Faktor
x�

sonst� 4
nach (Def. refza) defininiert mit Ò 4

. Dann heißt der zelluläre Automat
_ ãC�W�¿� 3�4 ��� 4 b

Transport-Reaktions-Modell .

Bemerkung3.7: Der Wert � gibt die Anzahl der LBE-Iterationenan,die pro Transportschrittaus-
geführt werden.Wurdeim Modell die (laminare)Strömungberechnetund ist derPorenraum
invariant,sowird � �6�

gesetzt.Erstdie Hinzunahmevon strukturver̈andernden Prozessenin
Kapitel5 erforderteineKorrekturderStrömung.

3.2.2 Erweiterte Randbedingungen

Ausschlaggebendfür mikrobiell gesteuerteStoffumsetzungenim Sedimentist dasNährstoffangebot.
Diesesergibt sichaus

(a) vorhandenenRessourcen,

(b) eingetragenenStoffenund

(c) internenProduktionen.
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In denbetrachtetenvertikalenSedimentschnittenläßtsichhorizontaleHomogeniẗat bzgl. desNähr-
stoffeintragesannehmen.Der Stoffeintragwird dannim Modell durcheinekonstanteKonzentrati-
onszunahmein dererstenbzw. letztenZeile simuliert,ähnlichderRealisierungdesDruckgradienten
(sieheAbschnitt2.2.3).InterneProduktionenlassensichin Stoffumsetzungennach(3.25)undStoff-
bildungenunterscheiden.Unter Stoffbildung fallen alle Reaktionen,derenEduktenicht durchdas
Modell simuliertwerden.Die Stoffbildung wird realisiertdurcheineortsgebundeneKonzentrations-
zunahme(siehedazuAbschnitt 4.1). Zeitliche Variation von Stoffeintrag und -bildung erlaubtdie
Simulationvon Tag/Nacht-bzw. Sommer/Winterzyklen.

Ein weitererwichtigerPunktbeiProzessenin WattsedimentensinddieGezeiten.WelchenEinfluß
dieseauf die Strömungim Sedimenthaben,hängtentscheidendvon denumgebendenBedingungen
ab. Ein typischesSystemwird in Abschnitt4.2vorgestellt.

3.3 TechnischeUmsetzung

Nachder InitialisierungderStrömungmit fixemDruckgradienten(sieheAbschnitt2.3) werdendas
Transportintervall

gh<
, dieDiffusions-undAdvektionskonstante(n) (

�
Diff und

��ï j ¥ ) sowie dierelativen
Flüsseò �u_a`Jb bestimmt.Hierzuwird dieTypendeklarationderZelleentsprechenderweitert:

typedef struct zelle
{ ...

float c[k]; Konzentrationder
.

Substanzen
in

þ�þ����k4��
float rvel[6]; ò × _a`Jb

} typ_zelle, *ptr_to_zelle;

Zus̈atzlich wird eine Struktur für jede Substanzangelegt mit Informationenüber maximaleKon-
zentration

� !$# %�
und stoffspezifischerDiffusionskonstante.Im Anschlußerfolgt die Berechnungder

Transport-Reaktions-Simulation. Wird der(makroskopische)Druckgradientmodifiziert,soerfolgtei-
neentsprechendeAnpassungvon

gh<
undderAdvektionskonstante

�"ï j ¥ .Ein wichtiger Aspekt ist die Randbedingungan der oberenbzw. unterenGittergrenze.Für die
Advektionreichtes,dasSubstratbei ÜberschreitenderModellgrenzenzu löschen(Rückflüssetreten
nicht auf). Im Fall der Diffusion würdedies jedocheineunnaẗurlich starke Abnahmeder Substrat-
mengeim Systemzur Folge haben,da der KonzentrationsgradientKonzentration¿gradient am Rand
zugroßist.Deshalbwird derKonzentrationsgradient derjeweilsvorletztenZeilekünstlichfortgesetzt.

Esist sinnvoll dasumgebendePorenwasserbzw. denDiffusionsraumbezogenauf die Sediment-

probealsunendlichgroßanzunehmen.DiesbedeutetbeidiffusivemTransport
� `�	��ß�2� Z� _a`Jb Z �m�c Ô �

.
Nimmt die KonzentrationzumModellrandzu bzw. bleibt siekonstant,sowürdedie Fortsetzungdes
Konzentrationsgradienten die Substratmengeim SystemeineErhöhungbzw. Stagnationbewirken.
Deshalbwird im Fall zunehmenderKonzentrationderKonzentrationsgradient negiert bzw. bei kon-
stanterKonzentrationeinartifiziellernegativer Gradientgesetzt.Die entsprechendenRoutinenfinden
sichin AnhangB.5 undAnhangB.6.

Nach dem Iterationsschrittfür den Transportwerdendie Reaktionenausgef̈uhrt. Da diesenur
von denlokalen(in derZelle befindlichen)Substanzenabḧangen,kannjedeZelle einzelnbetrachtet
werden.Für jede Zelle werdennacheinanderdie einzelnenSubstratumsetzungenmit Hilfe der ki-
netischenGleichungenberechnet.Zur Vermeidungvon Bereichsfehlernwerdendie Reaktionsraten
entsprechendminimiert.DazufolgendesBeispiel:
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Abbildung 3.1: Poiseuille-Strom.
Als idealesSystemwird ein

*����~�ä*��O�
Zellen (

*+� + ����� �
Millimeter) großes

zweidimensionalesRohr verwendet,
indem die Strömung berechnetwird.
Die Pfeile repr̈asentierendie Fließ-
richtung und -geschwindigkeit. Die
mittlere Fließgeschwindigkeit betr̈agt� �2*�� K M þ[4 à

.

GegebenseieineRedox-ReaktionderFormÕÖ � � � N ��z�� {Ô !Ö× � � x × Ì × , (3.34)

Bezeichne
� � ¡ _a`�b bzw.

��  � _a`Jb die StoffkonzentrationeinesEduktesbzw. Produktesin derZelle, so
ist die ReaktionsratederReaktion

y
gegebenmit= � � _7yh� `Jb)��gh<d�Á. { Õ}� � � � � ¡ _a`Jb ¯ ¡ gh<",

(3.35)

Die Reaktionsratewird minimiert= �Iþ�' á �7=Ë�(þ�' á��¡F�r¡ Õ � N �
�7� � ¡ _a`Jb/02�hþ�' á��¡ × ¡ ! ��� !$# %  � _a`Jb)c�x × �7�p  � _a`�b/0O0 (3.36)

unddie Konzentrationenentsprechenangepaßt

� *
ü|'$ü á �7*îü ÷äü|þ ��² � Z\[^]iZ� ¡ _a`�b�c�� Z � ¡ _a`�bd��c�= N �
��� � ¡ _a`�b : É¢;� Z\[^](Z  � _a`Jb)c �eZ   � _a`Jbd�I="x × ���p  � _a`Jbe, (3.37)

3.4 Verifikation

Zur Überpr̈ufung und zur VeranschaulichungwerdenBeispielrechnungenanhandeinesidealenSy-
stems(sieheAbb. 3.1) durchgef̈uhrt. Für die Diffusion wird die Fließgeschwindigkeit auf Null ge-
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Abbildung 3.2: Transport durch Diffusion.
Eswird dasgleicheGitterwie in Abb 3.1ver-
wendet,jedochmit £� � �Xþ[4 à

. Die Diffu-
sionskonstantewird A B ��*5��*�� K M �"þ � 4 à

ge-
setzt.Die Abbildung zeigt den horizontalen
Konzentrationsgradienten in

þ�þ�����4��
zu drei

Zeitpunkten.

setzt( � _a`Jb ���±þ[4 à
f.a.

` 	¤�
), wodurchder Advektionstermwegfällt. In der Mitte desSystems

(
` 4 � _ �� à 'm` N % � �� à 'm` N � b ) wird eineAnfangskonzentration einesfiktiven Stoffes

�
gesetzt(

� ® _a` 4 b
�*~þ�þ����k4��
). Die Parameterwerdendermaßengewählt, daßder gel̈osteStoff nachetwa 120 Sekun-

dendenlinken bzw. rechtenRanderreicht.Die AusbreitungdesStoffes verläuft erwartungsgem̈aß
konzentrischundstimmtbereitsnachwenigenIterationenmit dentheoretischenWertenüberein,un-
abḧangigvon derGittergröße.Die Abbildung3.2zeigtdie horizontaleAusbreitung.

(a) (b)

Abbildung 3.3: Transport durch Advektion. Die Abbildungenzeigenden horizontalen(a) und
vertikalen(b) Konzentrationsgradienten in

þ�þ����k4��
zu verschiedenenZeiten.

Für die Advektion wird einekonstanteFließgeschwindigkeit angenommen(sieheAbb. 3.3). In
dermittlerenZelle deroberstenReihewird wiedereineAnfangskonzentration von

�
gesetztmit der

DiffusionskonstantenA B �6� �"þ � 4 à
. NebendervertikalenläßtsichaucheinehorizontaleAusbrei-

tungerkennen(sieheBem.3.2).DieserEffekt hängtallein von demGitter abundverringertsichbei
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VergrößerungdesGitters.Der relative Effekt gegen̈uber der Diffusion nimmt proportionalmit der
LängedesIterationsschritteszu.

3.5 Zusammenfassung

Die bishierhingemachtenDefinitionenderStrömungunddesTransportesstellenmit derPorenraum-
strukturdenHintergrunddar, auf demim Sedimentdie gesamteScharinnererProzessestattfindet.
Im folgendenAbschnittwerdenReaktionengel̈osterStoffe sowie erweiterteRandbedingungenzur
SimulationexternerNährstofftransporteundGezeiteng̈angeintegriert. In Kapitel 5 folgenFällungs-,
Lösungs-undWachstumsprozesse,die StrömungundTransportbeeinflussen.



Kapitel 4

Transport-Reaktions-Modelle

Im folgendenwird einefür dieWattenderNordseetypischeSituationbetrachtet(Gerdesetal. 1985).
An der Sedimentoberfl̈achein einer lokalen Senke hat sich eine wenigeMillimeter dicke Schicht
benthischerBakterienetabliert(sieheAbb. 4.1).Die BakterienproduziereneinenviskösenFilm, der
zur Glättungder Sedimentoberfl̈acheführt und eine lokale Herabsetzungder effektiven Permeabi-
lit ät bewirkt. Der Film ist hydraulischwirksam und bewirkt einepermanenteWassers̈attigungdes
Porenraumes.

Die permanenteWassers̈attigung ist Voraussetzungfür die Behandlungim Modell, da die be-
schriebenenAutomatennur inkompressibleStrömedesPorenwasserssimulieren.Die Abmessungen
derSedimentprobeerlaubendie Annahme,daßderWasserflußinnerhalbderProbestrikt vertikal ist.
Als Porenraumgeometriewerdenzwei Sedimentprobenvon derInselMellum verwendet,die derbe-

��������������������������������������������������������������������������������������������
wassergesättigter Bereich

Sedimentprobe(n)
Richtung zum 

nächstliegenden Priel

benthischer Bakterienfilm

Wasserfluß

Abbildung 4.1: Sedimentober-
fläche.Ausschnittderlokalensedi-
mentologischenund hydraulischen
Umgebung der Meßstellebei Eb-
be.DermikrobielleFilm beeinflußt
den Wasserstandin der Nähe der
Oberfl̈ache.

schriebenenSituationentstammen(sieheAbb. 4.2) und im weiterenmit
�

bzw. � gekennzeichnet
werden.Da sichdie Simulationvon geringviskösemWasseralsproblematischerweist,wird für die
ModellrechnungeineViskosiẗat von ���	��
���
���� gewählt undderDruckgradientbzw. die Fließge-
schwindigkeit entsprechend(2.30)angepaßt.Die restlichenParameterwerdenwie in Abschnitt2.4
gewählt.

49

http://docserver.bis.uni-oldenburg.de/publikationen/dissertation/2001/hausim00/hausim00.html


50 KAPITEL 4. TRANSPORT-REAKTIONS-MODELLE

(a) (b)

(c) (d)

Abbildung 4.2:StrömungsmusterzweierSandwattsedimente.Die Abbildungen(a)und(b) zeigen
Rasterelektronenaufnahmen zweier Profilschnittean der Oberfl̈acheeinessupratidalenSedimentes
von der Insel Mellum (a: ��������������
�
���� ,  !�"
#�$�%��& ; b: ���$�!�'����
�
���� ,  (�"
#�$��
�) ; sieheauch
2.4). Oben:Sedimentoberfl̈ache;schwarz: mineralischeKomponenten;grau:Porenraum.In (c) und
(d) sind die Strömungsmusterim station̈arenZustanddargestellt.Die Vektorenrepr̈asentierendie
relative Zellgeschwindigkeit *+�-,.*%/102*�3�4 (c: 5*6�-��0879
:��
���;<�>=�? , @+�A)B02�(
:��
��DC2CE�(� ; d: 5*+���0F�F�G
H��
 ��; �>=�? , @I�J��08�G
���
 �DC2C � � . Weiß kennzeichnetdie freien, schwarz die Hinderniszellen.
Ein VergleichdesStrömungsmusters(c) mit demaus2.4zeigt,daßbei ÄnderungderViskosiẗat die
wesentlichenFließpfadeerhaltenbleiben.
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4.1 Einfluß der Geometrieauf denTransport

Essoll untersuchtwerden,inwieferndie Sedimentstrukturauf kleinenräumlichenSkalen( ��
 �LK bis��
���M<� ), in denenlokaleBesonderheitenwie StrukturnischenundBiofilme in Sandsedimentensicht-
barwerden,Transport-undReaktionsprozessebeeinflussen(Haußelset al. 2001).Als Referenzsub-
stanzwird Sauerstoff gewählt,dadiesereinewichtigeKomponentein biologischenProzessendarstellt
undmit hoherGenauigkeit gemessenwerdenkann(Michaelsenetal. 1992).Als Porenraumgeometrie
wird dieSedimentprobeA verwendet.Dafür diesenStandortkeinehochaufl̈osendenSauerstoffprofile
verfügbarsind,werdenstattdessenProfilevon SevernEstuary(U.K.) herangezogen(sieheAbb. 4.3).
An beidenStellenfindensich SedimentëahnlicherNatur, insbesonderebzgl. ihrer Korngr̈oßenver-
teilung,mikrobiellerBesiedlungundmikrobiellerAktivität (Patersonet al. 1994).Die hydraulische

0
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Abbildung 4.3: Sauerstoffgradi-
ent.Hochaufl̈osendeGradientenvon
(i) biologischensedimenẗaren Sau-
erstoffproduktion und (ii) Sauer-
stoffkonzentrationin einem tidalen
Sandwattsediment(Portishead,Se-
vernEstuary, U.K.).

Leitfähigkeit von Sandwattsedimentenliegt bei ��
L��
 �LK �>=�? (Domenicound Schwartz 1998).Bio-
logischeAktivität undEtablierungvon Biofilmen im Porenraumsetzendiesenochweiterherab. Die
resultierendenFließgeschwindigkeitensindjedochausreichendhoch,sodaßeinadvektiv kontrollier-
ter Transportstattfindet(Huettelund Gust1992)und eskannangenommenwerden,daßder Was-
serflußdurchdasgewählteMedium laminar ist. Zur SimulationdesSauerstofftransporteswird die
Diffusionskonstante�����B������
���
���;��`�(�k=�? gesetzt(Reidetal. 1986).

ZunächstseidergemesseneSauerstoffgradientvonPortishead(U.K.) betrachtet.Nimmt maneine
konstanteBiomassean,die denSauerstoff durcheineRespirationsreaktionverbraucht,so solltedie
Sauerstoffkonzentration anfangslinearunddannexponentiellmit derTiefeabnehmen.Eslassensich
verschiedeneUrsachenfür die beobachtetenSchwankungenannehmen:� bakterielleSauerstoffproduktions- undVerbrauchsratensindnichtkonstant,� die Sedimentgeometriebeeinflußtdie Transporteigenschaftenund� AuftretenvonerḧohtenSauerstoffkonzentrationen in Sedimentnischenund/oderAdsorptionan

denPartikeloberfl̈achen.
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Es wird zwar allgemeinangenommen,daßdie SedimentgeometrieeinenEinfluß auf denTransport
hat,jedochist gängigeMeinung,daßdieserehervernachl̈assigbarist unddiebeobachtbarenVariatio-
nen(vgl. Abb. 4.3)vielmehrdurchwechselndeSauerstoffproduktionbis in tiefereSedimentschichten
(einige ��
�
��D� ) verursachtwerden(Klenke,pers̈onlicheKommunikation).

Um denalleinigenEinflußderStrukturaufdie Konzentrationsverteilung untersuchenzu können,
wird ein starkvereinfachtesSystemangenommen.NebenStrömungundTransportwerdendie zwei
Reaktionsprozesse,Sauerstoffproduktionund-respiration,integriert.

4.1.1 Modellannahmen

Im Fall desSedimentesvon Portisheadfindet die sediment-intrinsischeSauerstoffproduktion dicht
unterder Sedimentoberfl̈achestatt (sieheAbb. 4.3). Dabeibestehtdie Besiedlungausepipelischen
Diatomeen,wobeiNitzschia epithemioides diedominierendeSpeziesist ( &�7�� dergesamtenGemein-
schaft,siehePatersonetal. 1994).Die SauerstoffproduktionnimmtvonderOberfl̈acheanbiszueiner
Tiefe von etwa �<��
��D� nahezulinear zu und dannauf ähnlicherDistanzwiederab. Im Modell läßt
sichdiesleicht simulieren,indemmaneinetiefenabḧangigeFunktiondefiniert� ,��B4�� � ,c����� 3 � 3��3 � ��4������ / 0 �.¡�¢£¢�¤h� ¥V�¦¥1§��1¨©¥#§
 ¤2ª�«L¤2¬ 0 (4.1)

wobei �­�+,.®¯02¥14 , ¥ § die Tiefe (in Gitterzellen)maximalerProduktionund� ��� /°�±7�
��D�(²�³d=%�`�(Mh
k´ bezeichnet.Die Tiefe ¥1§ ist bestimmtdurch� �µ�¶· �µ�6¸ ,o´H4º¹�´�� � 3 �»3<¼ ·¾½`¿ 3 ¿ 
 � ,��B4�� ½`¿ 3 ¿ 
F¥ § 
2� ��� /#� (4.2)

Die Funktion ¸ ,o´H4 bezeichnethier die realeProduktionin der Tiefe ´ und ½8¿ 3 ¿ ¥ § die realeTiefe
maximalerProduktion.WeiterseieinemaximaleSauerstoffkonzentration � �Z� / �+�°
t��À �8Á (doppelte
Sättigungskonzentration) gewählt unddie Produktionbeschriebendurch

��Â�²�¹H,��B4�� � ,��B4¯
¯Ã:�Ä� � Á Å � ,��B4� �Z� /Å � Æ 0 (4.3)

wobei � ��� /Å � für die maximaleKonzentrationim Porenwassersteht.Wird diesedurchdie Produktion
überschritten,so tritt derSauerstoff in Form von GasausdemSedimentausundwird somit für das
Modell irrelevant.

Für die Respirationwird angenommen,daßdie KonzentrationderKonsumentensowie die Reak-
tionskonstantesowohl räumlichals auchzeitlich konstantsind.Ein einfacherReaktionstermfür die
Sauerstoffrespirationist (Jørgensen1996)ÇÉÈ �FÊÌËIÊ���Í Ç Ê��ÎË È �FÊ � (4.4)

Die kinetischeGleichunglautetentsprechend

Â�Ït?2�f,��102Ð24Î�±ÑGÒ2Ó ¿ÕÔ 
 � Á Å � ,���4@�� Ë � Á Å � ,��B4 0 (4.5)

wobei ÑGÒ2Ó ¿�Ô �Ö@�Ò2Ó ¿ÕÔ 
#��×DØ � Å 
BÙ �µÚ �oÒ2Û dasProduktausder Reaktionskonstanten, der Biomassen-
konzentration(Substrat)undderDichtederMikroorganismenist. Die Sauerstoffaffinität desSystems



4.1. EINFLUSSDER GEOMETRIEAUF DEN TRANSPORT 53

(a) (b)

Abbildung 4.4: Sauerstoffverteilung im Sediment.DasVerteilungsmusterim Modell (a) zeigtdie��02���Ü�I��0E
���� großeSedimentprobeA ausAbb. 4.2. Die schwarz gef̈arbtenZellen kennzeich-
nendasSedimentunddie grauendie jeweilige Sauerstoffkonzentration in derZelle: 0 �D�(²�³ Ê � ³ �DC

500 �D�(²�³ Ê�� ³Ý�DC . In (b) ist die durchschnittlicheSauerstoffproduktion in�D�(²�³ Ê � �u�Ü��MF´Þ�DC sowie die minimale, durchschnittlicheund maximaleSauerstoffrespiration in�D�(²�³ Ê � ³ �DC dargestellt(vgl. Abb. 4.3).

liegt zwischen
#08ß¯
2��
���à und ��08�á
2��
���àk�(²%³d=%³ (Haußels1997).Die KonstanteÑGÒ2Ó ¿�Ô bestimmtim we-
sentlichendie EindringtiefedesSauerstoffes.Um einenähnlichenGradientenwie in Abbildung4.3
zu erhalten,muß Ñ]Ò2Ó ¿ÕÔ durcheineSerievon Simulationsl̈aufenkalibriert werden.Für die Strömung
wird derobigeParametersatzverwendet.NachErreichendesstation̈arenStrömungsfeldesstartetdie
SimulationdesTransport-Reaktions-Systems.Die Konzentrationsverteilung bzw. -gradientkonver-
giert nachetwa 30.000(Transport-)Iterationen(sieheAbb. 4.4). Die Konzentrationsverteilung zeigt
eininhomogenesMuster, dasin vertikalerundhorizontalerRichtunghoheVariabilitätaufweist.Diese
Variabilität spiegelt sichebensoim Gradientenwider. Die durchschnittlicheSauerstoffkonzentration
nimmt mit derTiefe nicht monotonabund ist durchdeutlicheFluktuationengepr̈agt, im Gegensatz
zumSauerstoffluß (Konzentration� Geschwindigkeit). Beispielsweiseschwankt die durchschnittli-
cheKonzentrationin ��08�%��� Tiefe um etwa ��
�
�� auf einerDistanzvon1 ��
�
��D� . Die allgemei-
neAbnahmederSauerstoffkonzentration läßtsich jedochim Konzentrationsbildund im Gradienten
deutlicherkennen.

4.1.2 Sensibilitätsanalyse

Zur UntersuchungderModellstabiliẗat wird eineSensibiliẗatsanalysedurchgef̈uhrt. Da die Strömung
bereitsin Abschnitt2.4behandeltwurde,gen̈ugt hierdie Betrachtungvon Ñ]ÒcÓ ¿ÕÔ , @�� , âHã und ���Ý��� .

1(sieheAbb. 4.4b),Zellreihen40-45
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Abbildung 4.5: Sensibilitätsanalyse.Zur AnalysewurdejederParameterleicht modifiziert ( ñÉ��� ).
Die Abbildungenzeigendie relativenAbweichungenim vertikalenProfil.

Hierzuwird jeweils ein Parameterleicht modifiziert.Die ErgebnissezeigtAbbildung4.5.DasKon-
zentrationsbildwird im wesentlichendurchdie Größen âHã�=%��� (Variabilität), ÑGÒ2Ó ¿ÕÔ (Eindringtiefe)
und @�� (lineare/exponentielle Abnahme)charakterisiert.

4.1.3 Ergebnisse

Ein Vergleich der Modellergebnissemit denProbenbioaktiver Wattsedimentezeigt, daßsich reale
und virtuelle Profile sehrähnlichsind.Durch die AnnahmekonstanterProduktions-und Respirati-
onsratenwerdendie Variationenim Gradienteneinzig durchdie strukturabḧangigePerkolation im
Porenraumverursacht.Da die Fließpfadedurchdie Geometriebestimmtsind, ist eindeutiggezeigt,
daßdieGeometrieeinenentscheidendenEinflußaufdie Sauerstoffverteilungim Sedimenthat.

Die Hauptursachehierfür liegt in derExistenzvon
”
Fließschatten“ innerhalbderSedimentstruktur

(Abb. 4.2).In BereichenderSauerstoffproduktionist hierdieKonzentrationrelativ hoch,wohingegen
in Bereichen,in denennur Respirationstattfindet,die Konzentrationbis auf Null herabsinkt,dader
Transportdurchdie Diffusionbestimmtist.

Verringertmandie Fließgeschwindigkeit bzw. denDruckgradienten,soläßtsichein Übergangin
ein diffusivesSystemerkennen.In diesemFall wird derEinflußderGeometrievernachl̈assigbarund
manerḧalt ein idealesDiffusionsprofil.

DieTatsache,daßModell- undrealesProfil ähnlich,abernichtidentischsind,hatmehrereGründe.
Zumeinenstimmendie Geometriennicht überein.Diesist in derProblematikbegründet,daßbei der
primärenFixierungder Probezur Aufnahmeeinenachtr̈aglicheMessungdesSauerstoffgradienten
unmöglichwird bzw. eineprimäreMessungdesGradientendieSedimentstrukturzersẗort. Zumande-
renwurdenim Modell idealisierteBedingungenangenommen.

4.2 Einfluß der Gezeitenauf denTransport

In tidalenSystemenlassensichstarkvariierendehydrodynamischeProzesseinnerhalbderSedimente
beobachten(DaviesundLawrence1994;KeenundGlenn1995).DieseexternenKräftezeigeneinen
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deutlichenEffekt auf denTransportvon Substanzenin Sedimenten,auf die Transformationreakti-
ver Substanzenund auf die intrinsischenCharakteristikader Struktur (Andersonund Meyer 1986;
Rutgersvan der Loeff 1981;White 1994;Whitehouse1995).EinflüsseverschiedenerProzesseauf
die Verteilungvon Substanzen(u.a.von Sauerstoff) wurdenin denletztenJahrenim mesoskaligen
RaumanhandvonFeldstudien(Cunninghametal. 1991;Gludetal. 1994;JørgensenundDesMarais
1990)sowie Modellen(Cunninghamund Wanner1994;Davies undLawrence1994)untersucht.In
diesemAbschnittsoll mit demEffekt derGezeiteneinbislangkaumuntersuchtesPḧanomenkomple-
xernaẗurlicherSystemebetrachtetwerden(Haußelsetal. 2000).Dabeiist vonbesonderemInteresse,
wie in tidalenSystemeninhomogeneKonzentrationsverteilungen beeinflußtwerdendurch� benthischemikrobielleProduktionundKonsumptionvon Sauerstoff,� strukturelleCharakteristikavon Sedimentenund� einenexternenhydrodynamischenStimulusresultierendausdemGezeitengang,

sowie die Frage,in welchemkooperativenWechselspieldieseFaktorenzueinanderstehen.

4.2.1 Modellannahmen

Ausgangspunktist wieder dasSzenariovon Abbildung 4.1. Zus̈atzlich sei angenommen,daßdas
Oberfl̈achenwasserlichtdurchl̈assigist undeinezeitkonstanteIlluminationherrscht,wodurchderEin-
flußvon Tageslichtaufdie Sauerstoffproduktionvernachl̈assigtwerdenkann.Um allgemeinereAus-
sagentreffenzukönnen,werdenhierbeideProbenausAbbildung4.2ber̈ucksichtigt.Zur Integration

Abbildung 4.6:Grundwasserfluß.Richtung
und hydraulischeBedingungender Grund-
wasserbewegung von der Position der Se-
dimentprobenbis zum nächstliegendenPri-
el. Die Probenbefindensich in einer Höhe
von ´ � �F&�7��u� über dem Wasserstand
bei Ebbe.

È � �%� beschreibtdie Tiden-
schwankungwährendeinesGezeitenzyklus,´1òh,.Ð24 den Abstandzum minimalenWasser-
standzumZeitpunkt Ð und ³¯�ó&��%� die hori-
zontaleEntfernungzumPriel.

von Gezeitenkr̈aftenin dasModell wird ein größererAusschnittder örtlichenUmgebungbetrachtet
(Abb. 4.6). Die betrachtetenSedimentesind währendder Flut etwa zwei Stundenlang mit Wasser
bedeckt(Klenke, pers̈onlicheKommunikation).Die durchschnittlicheTide betr̈agt vor Ort ungef̈ahr�L� (Reineck1982),wodurchsichdieAngabenausAbbildung4.6ergeben.Bei Ebbeverursachendie
unterschiedlichenWassersẗandeanderMeßstelleunddemnächstliegendenPrieleinenGrundwasser-
fluß.DerWasserflußist durchDarcy’s Gesetzbeschrieben5*��õô� �±@�ö÷
 ´]��´Lò³ 0 (4.6)

wobei 5* die Durchschnittsgeschwindigkeit, ô die Flußmenge,
�

die Querschnittsfl̈achedesLeiters,@�ö die hydraulischeLeitfähigkeit, ´!�ø´1ò die vertikaleund ³ die horizontaleEntfernungzwischen
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den Sedimentprobenund dem Priel bezeichnet.Die hydraulischeLeitfähigkeit ergibt sich ausder
Gravitation,Viskosiẗat desPorenwassers( �]���Ä
���
 ��à � � =�? ) undPermeabiliẗat (sieheAbb. 4.2):@�ö°�ù@ú
 ¸� (4.7)

Da sichdie Probenin einerlokalenSenke befinden,fließt bei EbbepermanentWasserdurchdasSe-
diment.DieserFaktgarantiert,daßderGrundwasserflußalleindurchdieGleichung(4.6)beschrieben
wird. Bei Flut liegt derWasserstand̈uberderSedimentoberfl̈ache( ´LòüûÌ´ ). DasNiveauanderMeß-
stelleund demPriel ist gleichhoch,wodurchkeine advektive StrömungdurchdasSedimentmehr
stattfindet.Als ReaktionsprozessewerdenSauerstoffproduktionund-konsumptionausAbschnitt4.1
übernommen.

DadieStrömungin Sandwattsedimentenlaminarist (sieheAbschnitt2.4),läßtsichdasStrömungs-
feld im GezeitengangnachSatz2.4modellieren,indemeinzuvor berechnetesFeldmit einemzeitabḧangi-
genFaktor ý�,.ÐE4 multipliziert wird. DermittlereGezeitengangfolgt einerSinusschwingung(Reineck
1982).Mit denAngabenausAbbildung4.6ergibt sichý�,.Ð24��ùâ�ã¯�Z� / 
F�(þ�®Îÿ�
#08�÷
t?���� � ��� ÁC�� �	� (4.8)

mit â�ã �Z� /Ì� 
#08��
>� . BedingtdurchunterschiedlichePermeabiliẗatenweichendie durchschnitt-
lichen Fließgeschwindigkeiten voneinanderab (sieheAbb. 4.7). Nach Berechnungder konstanten

Abbildung 4.7: Fließgeschwindigkeit
währenddesTidenzyklus.Die vertika-
le Geschwindigkeit ist für beide Sedi-
mentprobenabsolutaufgetragen(durch-
gezogen: Probe A, gestrichelt: Pro-
be B). Die Markierungen þ�0
�t0E�%0E¹ be-
zeichnenvier kritischeZeitpunkte(siehe
Abb. 4.8).

Strömungsfelder(Abb. 4.2)erfolgtdieTransport-Reaktionssimulation überdreiTidenzyklen.Zu Be-
ginn wird die Sauerstoffkonzentration in allen Gitterzellenauf Null gesetzt(�¾�������á� · ,��B4°�õ
 ).
NachderInitialisierungsphase weisenalleTransport-undReaktionsparameterperiodischesVerhalten
bzgl.desGezeitenzyklusauf.Im folgendenwird deshalbeineinziger(derzweite)Gezeitenzykluszur
Analyseherangezogen.

4.2.2 Modellverhalten während einesTidenzyklus

Der globaleSauerstoffgehalt

TrägtmandenglobalenSauerstoffgehaltin derZeit auf (Abb. 4.8),sosinddie GraphenbeiderSedi-
mentedurchje vier Extremwertecharakterisiert.Zwei dieserExtremaliegenin beidenProbenzeitlich
gleich:WennderWasserstandunterdie Sedimentoberfl̈achesinkt undsichein Grundwasserflußeta-
bliert ( Ð�� þ ), sowie kurzeZeit nachdemdieFließgeschwindigkeit ihr Maximumerreichthat( Ð�� � ).
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Abbildung 4.8: Sauerstoffgehalt
während des Tidenzyklus. Die durch-
gezogeneLinie steht für ProbeA und
die gestricheltefür Probe B. Die vier
Extremwerteder Kurve ausdem Sedi-
mentA sindmit þú�'¹ gekennzeichnet.

DasersteIntervall Ð���� 
#0Eþ�� beschreibtdie Flutphase.Es findet kein (vertikaler)Wasserflußstatt,
so daßdasSystemstrikt diffusiv ist. Der Einfluß desTransportprozessesauf die Sauerstoffvertei-
lung ist wesentlichgeringerals der desProduktions-und desRespirationsprozesses. Folglich wird
derproduzierteSauerstoff bereitsnahederQuelleanderOberfl̈achedesSedimenteskonsumiert.In
tieferenBereichendesSedimentesist Sauerstoff vollkommenabwesend(Abb. 4.9(e),(f)).Die Sau-
erstoffprofile zeigendie Charakteristikavon Konzentrationsprofilenin diffusiven Systemen.Dieses
Verhaltenzeigtsichfür beideSedimente,dadie Diffusionunabḧangigvon derPorenraumgeometrie
ist. Die Sauerstoffkonzentration ist relativ hochim BereichderProduktion,dennochist derProdukti-
onsprozeßgeringeralsderRespirationsprozeßbedingtdurchdiebegrenzteSauerstoffaufnahmedurch
dasPorenwasser(vgl. Glg. 4.3). Demzufolgesinkt der Sauerstoffgehalt,bis sich ein Gleichgewicht
zwischenProduktionund Respirationeingestellthat.EinzigerUnterschiedzwischendenProben

�
und � ist einehöhereKonzentrationin � trotz geringererglobalerPorosiẗat ( ½
� ¨ ½�� ). Ursacheist
eine lokal höherePorosiẗat naheder Sedimentoberfl̈achein Probe � (vgl. Abb. 4.2), wodurchden
Sauerstoffproduzentenein größeresVolumenzur Besiedlungzur Verfügungsteht.Zum ZeitpunktÐ � þ sinkt der Wasserspiegel unterdie Sedimentoberfl̈ache,und es bildet sich ein Grundwasser-
fluß zum nächstliegendenPriel. Ein vertikalerWasserstromtransportiertdengel̈ostenSauerstoff in
die tieferenPorendesSedimentes.Die Konzentrationim oberenPorenraumnimmtmit zunehmender
Geschwindigkeit ab. GleichzeitigsteigtdieKonzentrationin dentieferenZonen.DasVerteilungsmu-
sterändertsich fundamentalvon einemdiffusivenzu einemadvektiven Charakter(Abb. 4.9a-d).Im
Produktionsprozeßnimmt der limitierendeFaktor ,c�÷� �����
 �"!$#&% 4 zu, da in dieserPhaseTransport-und
Produktionsprozeßdominieren.Der Sauerstoffgehalt im Systemsteigtdeutlichan und demzufolge
auchdie Respiration.Zum Zeitpunkt ÐÉ�'� überwiegt schließlichdie Konsumptiongegen̈uberdem
Transport,dernunlangsamerzunimmtundderSauerstoffgehalterreichtseinenmaximalenWert. In
derProbe� wird dieserPunktfrühererreicht,dadieglobaleFließgeschwindigkeit etwasgeringerist
alsin

�
.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 4.9: Sauerstoffverteilung im Tidenzyklus I. Die linke Spaltezeigtdie Situationin Pro-
beA bzw. die rechtedie von ProbeB. In denAbbildungen(a) und(b) ist dasVerteilungsmusterund
in (c) und (d) dasentsprechendeSauerstoffprofil in der advektiven Phasewährendder Ebbedarge-
stellt. (e) und (f) zeigendie Sauerstoffverteilungbei reinerDiffusion. In denAbbildungenstehtdie
durchgezogeneLinie für denMittelwert (pro Zeile), die gestrichelteLinie für denMaximal- unddie
gepunktetefür denMinimalwert.
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NachsechsStundenist derniedrigsteWasserstanderreicht,unddieFlut setztein.Die Fließgeschwin-
digkeit nimmtab,unddieKonzentrationim oberenPorenraumnimmtwiederzu,wodurchderglobale
Sauerstoffgehaltsteigt.DadieRespirationeinirreversiblerProzeßist, tritt diesesPḧanomenverz̈ogert
in RelationzumZeitpunktdesmaximalenFlussesauf.Ein Sauerstoffminimum liegt für beideProben
bei Ð­�õ� vor. Mit abnehmenderFließgeschwindigkeit invertiert sich dasglobaleVerhalten,jedoch
nicht symmetrisch.DieseAsymmetrieist durchdie weiterhinhoheSauerstoffpräsenzim ganzenSy-
stembedingt,die einehoheglobaleKonsumptionbeisteigendemWasserstandnachsichzieht.

Zum Zeitpunkt Ð°�õ¹ wird ein zweitesMaximum desglobalenSauerstoffs erreicht,dasjedoch
wenigerstarkausgepr̈agt ist alsbei Ð��(� . DiesesMaximumwird in derProbe� sp̈atererreicht,da
der Quotientder (Gitter)Zellenmit Sauerstoffproduktionund Porenzellenhöher ist als in Probe

�
.

Folglich dominiertderProduktionsprozeßdie Respirationfür einigeStunden(im Modell).

4.2.3 DasVerteilungsmuster

Eshatsichgezeigt,daßdasglobaleVerhaltenin beidenSedimententrotz unterschiedlicherGeome-
triensehrähnlichist. In diesemAbschnittwerdenräumlicheAspektediskutiert.

Im diffusiven Fall ( Ð÷� þ ) zeigt sichdieseÄhnlichkeit sowohl in der räumlichenVerteilungals
auchim gemitteltenKonzentrationsprofil(Abb. 4.9(e),(f)).Die Sauerstoffkonzentration nimmt, von
der Schichtder Produzentenausgehend,parabolischin vertikalerRichtungab. Zum Vergleich läßt
sichdasKonzentrationsprofilim homogeneneindimensionalenRaumberechnen(sieheGlg. 3.3)¹¹�Ð ���*)>
 ¹B�¹�¥ � ����ÑGÒ2Ó ¿ÕÔ 
 �� Ë @�� 0 (4.9)

wobei ÑGÒ2Ó ¿ÕÔ , @�� aus(4.5), ¥ die vertikaleDistanzzum Produktionslayer, )+�-, und .. Á � � 
 für
denstation̈arenZustandist. Im oberenSedimentist die Konzentrationhoch ( �0/ @�� ) und (4.9)
vereinfachtsichzu
ú�*)(
 ¹ �¹�¥ � �Ä��Ñ Ò2Ó ¿ÕÔ �21 ��,.¥L4�� � · � ÑGÒ2Ó ¿�Ô�3) ¥ � ,54�¡�6`¡�7¾ª�¢98£¤�:
;¾4`0 (4.10)

wobei � · dieSauerstoffkonzentration amProduktionshorizontbezeichnet.Im tieferenSedimentnimmt
dieKonzentrationab( �=<Ö@�� ) und(4.9)wird zu


­�*)>
 ¹��¹�¥ � �h�'Ñ]ÒcÓ ¿ÕÔ �@�� �>1 ��,.¥14��±� · 
%Ï �>? @BA è�é�êC 3 ,5DFEG4Þª�«BDF«�¬�8HDF¢£¢Õ4`0 (4.11)

womit sichobigeBeobachtungerklärenläßt.
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Mit steigenderFließgeschwindigkeit dringt derSauerstoff entlangderHauptflußpfadein denPoren-
raumein (vgl. Abb. 4.2 undAbb. 4.9(a),(b)).MaximaleSauerstoffpenetrationundsẗarksteAdvekti-
on tretenzusammenmit der höchstenGeschwindigkeit auf. In der advektiv kontrolliertenSituation
weisenbeideProbenstrukturgebundene Charakteristikabez̈uglichVerteilungsmusterundKonzentra-
tionsgradientenauf. In Probe � nimmt die Sauerstoffkonzentration bis zu einerTiefe von ��02�����
linearabundin Probe

�
bis überdasuntereBildendehinaus.Wiederwird die Beobachtungmit den

ErgebnissendesidealenFallesverglichen.In einemhomogenenMediumläßtsichderadvektive Fall
schreibenals(vgl. (4.9))

¹¹�Ð �����Ä*­
 ¹¹�¥ �h�'ÑGÒ2Ó ¿�Ô 
 �� Ë @�� 0 (4.12)

wobei * die Fließgeschwindigkeit bezeichnetund .. Á �É�6
 für denstation̈arenZustandgilt. Für �I/@�� wird dieszu


­����* ¹¹�¥ �Ä�'Ñ]ÒcÓ ¿ÕÔ �>1 ��,.¥14��±� · � Ñ Ò2Ó ¿ÕÔ* ¥],�¢H8£«BDF¡�6<4`� (4.13)

Für �J<Ö@�� erḧalt manentsprechend


­����* ¹¹�¥ �Ä�¦Ñ Ò2Ó ¿�Ô �@�� �>1 ��,.¥L4µ�ø� · 
tÏ � @ A è�é�êK 3 ,5DFEL4Þª�«BDF«B¬�8MDF¢£¢.4`� (4.14)

Wird die Sauerstoffkonzentration̈ubereineTidenperiodegemittelt,soresultiertein geglättetesProfil
mit exponentiellerAbnahmein derTiefe(sieheAbb. 4.10(e),(f))undzeigtdamitdiffusivenCharakter
(sieheoben).AnalogeAussagengeltenfür die Profile der minimalenund maximalenKonzentrati-
on (gepunktetebzw. gestrichelteKurven in Abb. 4.9(b)-(f) und 4.10(e),(f)),es könnenjedochauf
sehrkurzenDistanzen(wenigerals ��
�
��D� ) Konzentrationsunterschiede von Faktorenû���
�� auftre-
ten(vgl. Abb. 4.9(d)).BetrachtetmandasProfil derVarianzen(Abb. 4.10(c),(d)),sozeigtsich,daß
die Sauerstoffkonzentration im oberenBereichrelativ kleinenund im unterenBereichrelativ hohen
Schwankungenunterliegt. Außerdemfällt auf, daßdie Varianzam oberenRandebenfalls merkbar
variiert. Allgemein kann angenommenwerden,daßdie tiefere Sedimentzonefür großeZeiträume
anoxischeBedingungenaufweist.EinenHinweis gibt hieraufdie Betrachtunglokaler Konzentrati-
onsschwankungenim Sediment(sieheAbb. 4.11).

Die unterschiedlichenPermeabiliẗatenderbeidenProbenverursachenunterschiedlichemaximale
Wasserfl̈ussegekoppelt mit einemunterschiedlichenSauerstofftransport.Als Folge davon erreicht
in der advektiven Phaseein signifikanterTeil desSauerstoffs in Probe

�
denunterenModellrand,

wohingegen in Probe � selbstbei höchstemDruckgradientender Sauerstoff praktischvollständig
konsumiertwird, bevor er denunterenGitterranderreicht.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 4.10: Sauerstoffverteilung im Tidenzyklus II. Wiederzeigtdie linke Spaltedie Situa-
tion in ProbeA und die rechtedie von ProbeB. (a) und (b) bzw. (c) und (d) zeigendie relative
VarianzderSauerstoffkonzentration N�,��B4÷� COQP OÁ ¼ · ,c��� �"R����S T���U�
 4 � ¹�Ð , wobei 5��,���4 die durchschnittliche
Konzentrationin �V��� und W dieDauereinesTidenzyklusbezeichnet.(e)und(f) zeigendenzeitlich
gemitteltenSauerstoffgradienten. In denAbbildungenstehtdie durchgezogeneLinie für denMittel-
wert (proZeile),diegestrichelteLinie für denMaximal-unddie gepunktetefür denMinimalwert.
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4.2.4 Ergebnisse

Die ErgebnissediesesModellansatzesführenzu einigenSchlußfolgerungenbez̈uglich dynamischer
Prozessein tidalen Sedimenten;insbesonderedasZwischenspielmikrobieller, geochemischerund
hydrodynamischerProzessewird klarer:

1. Die mikrobiellenBedingungendirekt unterderSedimentoberfl̈achesindstabileralsin tieferen
Bereichen,an denen,bedingtdurchdie tidalenEinflüsse,ein Wechselzwischenoxischerund
anoxischerSituationstattfindet.Esist deshalbmöglich,daßaerobeundanaerobeMetabolismen
alternierenoderbestimmtephysiologischeAktivitätenvon Mikroorganismenwährendderoxi-
schenPhaselimitiert oderunterbundenwerden(FründundCohen1992;JørgensenundRevs-
bech1983).Eswurdegezeigt,daßdiesePeriodeabḧangigist von derlokalenundderglobalen
Porenraumgeometrie,wobeidieglobalePorenraumgeometrieganzwesentlichdie Eindringtie-
fe desin situ produziertenSauerstoffs beeinflußt.Dies ist ein Beispielfür dasPḧanomen,daß
strukturabḧangigeNährstoff-/Komponentenverteilung mikrobielleKolonisierungimpliziert.

2. Die Modelluntersuchungen zeigen,daßmikrobielleAktivitäten,strukturelleEigenschaftenso-
wie gezeitenabḧangigeVariationendeshydraulischenImpulsesdie Verteilungsmustergel̈oster
Substanzenentscheidendin ihrerDynamikbeeinflussen;für einegenauereAnalysedieserPro-
zessebedarfesjedochumfangreicherexperimentellerMeßdatenmit hoherzwei- bzw. dreidi-
mensionalerräumlicherAuflösung.Analyseger̈ate,diehierzuin derLagesind,werdenzurZeit
auf der Basisvon methodischenVoruntersuchungenmit vielversprechendenErgebnissenent-
wickelt (DeLeoet al. 1997;Glud et al. 1996)undstandendeshalbnochnicht zur Verfügung.
NebentidalenEinflüssenkannein (nicht notwendigvertikaler)advektiver Flußauchdurchto-
pographischeReliefvariationenanderSedimentoberfl̈achehervorgerufenwerden(Huetteletal.
1998).

3. DaszeitlichgemittelteKonzentrationsprofil(Abb. 4.10(e)bzw. (f)) scheinteindiffusiv kontrol-
liertesSystemwiderzuspiegeln,obwohl eseinesignifikanteadvektivePhasegibt. In geochemi-
schenStudienüberSubstanzenim PorenwasserwerdengemesseneGradientendazuverwandt,
die Diffusionskonstantezu bestimmen(Jørgensenund Revsbech1983).Die Austauschraten,
die mit diesenWertenberechnetwerden,weisenjedochDiskrepanzenmit der beobachteten
Flußmengeauf, da der wesentlicheEinfluß der advektiven Phasenicht ber̈ucksichtigtwird.
Hier liefert dasModell einemöglicheErklärungfür dieseDifferenzen.Zudemist die Pene-
trationstiefedesSauerstoffs ausschließlichdurchdie interneStrukturin deradvektiven Phase
bestimmt.

Der globalediffusive CharakterdesSystemszeigt,daßein Modellansatzdurchdiffusive Ter-
medurchausbrauchbareErgebnisseliefern kann,wennDiffusionskonstanteundRaumskalie-
rung entsprechendgewählt werden.Sollen jedochProzesseauf mikroskaligemRaumunter-
suchtwerden,somußderadvektive Charakterber̈ucksichtigtwerden.

4. Transportexperimentemit gel̈ostemSauerstoff in realenSedimentstrukturenliefern qualitativ
gleichwertigeErgebnisse(Gludetal. 1996;Ziebisetal. 1996).Dennochdeckendiegemachten
ModellannahmendasgesamteSpektrumderintrinsischenProzessebei weitemnicht ab. Nicht
ber̈ucksichtigtwurdenbeispielsweise� tidale Strömungen,die einenTransportundAustauschinnerhalbderWassers̈aulesowie

einenpartikul̈arenTransportinduzieren,



4.2. EINFLUSSDER GEZEITENAUF DEN TRANSPORT 63� Oszillationenin derStrömung,die durchWind undWellenverursachtwerdenundähnli-
chenEinflußwie die Gezeitenaufweisen(RutgersvanderLoeff 1981;Glud etal. 1994),� Tag-Nacht-Zyklensowie wechselndeWetterbedingungen,diedieSauerstoffproduktionin
situ zus̈atzlichbeeinflussen,� wechselndePorosiẗat verbundenmit VariationendesDruckgradientenals eineFunktion
von Wassertiefeund-strömungen(Amoset al. 1998).
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(a)

100

200

300

Ê � � �D�(²�³d=%³9�

2 4 6 8 10 12
time ��´G�

c1

c2

c1=(42/87)
c2=(72/87)

(b)

50

100

200

Ê � � �D�(²�³d=%³9�

2 4 6 8 10 12
time ��´G�

c3

c4

X X XZY
Y Y Y
X X X
� � � �B[ [

\ \ \ \ \ \ c3=(41/67)
c4=(76/67)

(c)

25

50

100

Ê � � �D�(²�³d=%³9�

2 4 6 8 10 12
time ��´G�

c5

c6

c7

c8

� � � � Y
Y Y Y
Y Y Y
� � � � ] ] ^ ^ \ \ \9_ _ _ ` ` ` ` c5=(32/35)

c6=(41/39)
c7=(50/37)
c8=(77/37)

Abbildung 4.11:Lokale Konzentrationenim Tidenzyklus.DieAbbildungen(a)-(c)zeigendieSau-
erstoffkonzentrationausgewählterZellen (Angabein Gitterkoordinaten)im Porenraum.(a) Konzen-
trationsverhaltennahederSedimentoberfl̈ache(0.26mm):permanenteSauerstoffpräsenz.(b) Konzen-
trationsverhaltenin deroberenSedimentschicht(0.68mm):kurzeanoxischeSituation.(c) Konzentra-
tionsverhaltenin derunterenSedimentschicht(1.3mm):Wechselzwischenoxischerundanoxischer
Situation.Die schraffierteFlächein (b) und(c) kennzeichnetdie anoxischePhase.



Kapitel 5

Struktur veränderndeProzesse

NebendenvorgestelltenchemischenReaktionengibt eseineReihephysikalischerProzesse,dieeben-
falls einenwesentlichenEinfluß auf die Bildung von Konzentrationsmusternim Sedimenthaben.
HierzugeḧorenbeispielsweiseAusfällungs-undLösungsprozesse,die denPorenraumnachhaltigin
seinerStrukturver̈andernkönnen(sieheBeispielin 5.6).Weiterexistierenviele Bakterienarten,die
sichdurchdie Bildung einesBiofilmesin ihrer Umgebungein Habitatschaffen, in demsie in, unter
normalenUmsẗanden,toxischenbzw. starkvariablenUmgebungenüberlebenkönnen(Jørgensenund
Revsbech1983).

5.1 Der Durchlässigkeitswert

SounterschiedlichdieseProzesseauchseinmögen,siehabendengleichenEffekt: eineStruktur̈ande-
rungdesPorenraumes.SpontankönntemanBedingungenbilden,unterdenenfreieundHinderniszel-
len ineinander̈ubergehen.DieshatjedochdenNachteil,daßzurSimulationvonteildurchl̈assigenBe-
reichenkomplizierteBelegungsmusterim Porenraumerzeugtwerdenmüssen.Diesverlangtnichtnur
immensgroßeGitterundeinenerheblichenImplementierungsaufwand1, sondernstellt sichalsäußert
problematischdar, wenndieDurchl̈assigkeit beliebiggëandertwerdensoll.Hier bietetessichan,eine
Durchl̈assigkeit ���������
	�� für die teildurchl̈assigenZellenzu setzen.Die herabgesetzteZellporosiẗat
bedeutet(auf die ganzeZelle bezogen)einegeringereDichte 
���������
�� � ����� . Die Zellstrukturaus
(Def. 2.6)wird entsprechenderweitert:

Definition 5.1: Durchlässigkeitswert

EineZellemit Durchl̈assigkeitswert � � ���� �����
	��	� ���� heißt

����! �"$#&%('*),+-/.0.
132465 ) 5 2�78 139  5 # 9:1;.
���� , bzw.

����< 48 ����
wennderAnteil dertransportiertenPartikel � undderAnteil reflektierterPartikel 	*=>� betr̈agt.
Im weiterenheißtdie Menge ? 7 #&"$% �A@  �"*#B%('C),+-/.0.
1D2$� 465 ) 5 2�7E� 8 139  5 # 9:1;.�F bzw. ? 7 #&"$% �@  � 4 � 8 F Zellstruktur.

Bemerkung5.1: Die Unterscheidungzwischendurchl̈assigenund Hinderniszellenerfolgt ausSta-
bilit ätsgr̈unden.Die EinführungdesZustandesbelegt sei hier vorweggenommen,siehedazu
Abschnitt5.2.

1GeschicktesAnordnenvon G0HEIKJ�I,L und M�J�L�N
IKHOLPJRQKS6I,TUTUIKL erlaubtdieKonstruktiongeringererPorosiẗaten.Da jedoch
dergesamtePorenraumverbundenseinmuß,ist die Anzahlder realisierbarenDurchl̈assigkeitengepr̈agtdurchdie Gitter-
größe.
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Zur BerechnungderStrömungmußdieTransitionsfunktionderBewegungerweitertwerden.Die Kol-
lisionsfunktionbleibterhalten,jedochmüssenim LBA für durchl̈assigeZellenmit �WVX	 jeweilsneue
Kollisionsmatrizenberechnetwerden,da diesedichteabḧangigsind.Zu großeDichteabweichungen
führenim LBA zuSkalierungsproblemen(sieheGlg. (2.20)).

Die TransitionsfunktionderBewegungausDef. 2.7wird erweitertzu

YDZ\[] � 'C^ �(_(_(_`� '*a �cb(de�
�ffffffff� ffffffff�
g dRh ^ � falls . ^ � 8g�i dkj�l i h ^ � falls . ^ �  nm . d � 8g i dkj�l i h d � falls . ^ �  nm � ^ � � dg i dkj�l i h d�o Y 	p=Wq$rq*s b g i dtj�l i h ^ � falls . ^ �  nm � ^�u � dg�i dkj�l i h d � q sq*r � falls . ^ �  nm � ^ Vv� d

_ (5.1)

Die durchdieDurchl̈assigkeit simulierteverringerteZellflächemußauchbeidenTransportprozessen
beachtetwerden.Bezeichnehier % d eine Stoffkonzentrationin der Zelle % ��� oxw d � , dannwird die
Diffusionzu (vgl. Glg. 3.5)

Diffusion��� � � oyw d �K7 �z� %|{ j�} {d = % { ^ ��~ 7 � % Diff ���� {^ � Y % {d � {d = % { ^ � {^ b (5.2)

unddieAdvektionentsprechendzu (vgl. Glgn 3.8und3.10)�  �� 5`� 7�1��09 ��� � � oyw d �K7 �z� ~ 7 %6�$�,���q��s � g {� dU�&h i dtj�l i h d = g {� dU�&h d�h ^ ���(� {d ����t� � {d ��� % {^ � {^ �����B���t� �B�O�¡  r£¢ �% {d � {d �K¤�¥C�K�(_ _ (5.3)

Da sich die Reaktionenauf die Stoffkonzentrationenbeziehen,bleiben dieseinvariant. In einem
nächstenSchritt lassensichstrukturver̈anderndeProzesseintegrieren.

Es kommt zur Ausfällung einer chemischenSubstanz,wenn die maximaleKonzentration(et-
wa dasdoppeltederSättigungsgrenze)̈uberschrittenwird. Ein Teil derSubstanzwird ablagert,wo-
durchdie Konzentrationdesgel̈ostenMatierialssowie die Durchl̈assigkeit abnimmt.Wie starkdie
Durchl̈assigkeit zurückgeht,hängtvon demVolumenab, daßdie ausgefalleneSubstanzverdr̈angt.
Sinktdie KonzentrationunterhalbeinesMinimumskehrtsichderProzeßum.

Bei derBildungvon Biofilmenfindetein rechtähnlicherProzeßstatt.Bildet sicheinausreichend
großerBakterienstamm,sofixiert sichderabgesonderteFilm andenumliegendenSedimenten.Das
Sekretsenktdie lokaleDurchl̈assigkeit herabundje nachArt derMikroorganismen̈andernsichauch
dieDiffusionseigenschafteninnerhalbdesFilmes(Jørgensen1982).SterbendieBakterienab,sowird
dasausgesonderteSekretnicht mehrerneuertundbautsichab.

Im Unterschiedzur Ausfällung bleibendie Mikroorganismenauchnachdem
”
Festsetzen“ aktiv

und nehmenan den Reaktionenteil. Die Durchl̈assigkeit sinkt bei vollständigerAblagerungnicht
aufNull, sondernaufdenDurchl̈assigkeitswertdesBiofilmes.BeideProzessefindenvorwiegendauf
Oberfl̈achenvon Sedimentenstatt.Esbleibt zu klären,ob dieseEigenschaftzus̈atzlichzu implemen-
tierenist, odersichbereitsausdenlokalenStrömungsbedingungen ergibt.

Ein dritter Anwendungsbereichist die SimulationporöserMedien,derenFeinstrukturdie Zell-
größeweit unterschreitet(sieheAbb. 6.1).Die Durchl̈assigkeit kannin diesemFall auchInformatio-
nenüberdie invarianteStrukturenthalten.Aus diesemGrundwird für die durchl̈assigenZelleneine
Anfangsdurchl̈assigkeit � ^ �������
	|� gesetzt(für Hinderniszellensei � ^ � � ).

GenerelllassensichdieseProzessekoppeln,esseijedochdieEinschr̈ankunggemacht,daßinner-
halbderBiofilme keineAblagerungenstattfinden.
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5.2 Strukturmodifikation

Zur HerleitungderTransitionsfunktionstrukturver̈andernderProzessezun̈achstfolgendeDefinition.

Definition 5.2: Strukturmodifikation

Für dasTransport-Reaktions-Modell mit StrukturmodifikationwerdendieStoffkonzentrationen
aus(3.1)erweitertzu¦§©¨ �ª@ % � ¦§ �p« ¦§/¬ « �(�(� « ¦§/­�® ¦§ d � � ���E¯��°�±1 � 	&�(_(_(_²� � F
Zus̈atzlichwird derVariablenraumerweitertumdieAblagerungskonzentrationen (bezogenauf
die Zellfläche) ³ ¨ �ª@  � ³ �\« ³ ¬ « �(�(� « ³ ­�® ³ d �µ´ ��� 
 d¶ d|· �¸1 � 	&�(_(_(_`� � F�_
sowie den aktuellen( � { �¹� ���
	|� ) und den Anfangsdurchl̈assigkeitswert ( � ^ �¹� ���
	|� ). Der

Variablenraumwird somitzu¦º ¨ � � ���
	|�R» « ? 7 #&"$% « ¦§ « ³ « � ���
	|� ¬
Esbezeichnet

�
die Anzahlderim Modell vorkommendenStoffe (vgl. Glg. 3.1), 
 d die Dichte

und
¶ d die Molmasseder 1,_ Komponente.Fernerbezeichne¼ ¨ �½@²¾ � �(_(_(_
� ¾ ­ F¿�À�k� ¾ d �Á� �����
	��°�����B�t�t��1,_0ÂÃ¤���Ä�¤�¥/Å
¥P�KÅ¡Æy�kÇ�ÈO¤�¤BÈ,É��B¥*�t�,�ËÊC�� �K¤�¥C�,�

dieDurchl̈assigkeit beivollständigerStrukturmodifikation(Ablagerungbzw. Biofilmprodukti-
on).Als Durchl̈assigkeit � � seiderAnteil derZelle bezeichnet,dernicht durchStrukturmodi-
fikationbeeinflußtist, d.h. � {� ����� ¨ � � { ����� = ­Ì dtÍ �  {d ����� ¶ d
 d ¾ d _

Bemerkung5.2: An dieserStelleseidaraufhingewiesen,däss ¾ eineKonstantebeschreibt,die von
derEigenschafteinerKomponenteabḧangt,während� dieDurchl̈assigkeit einerZellebezeich-
net,die sichu.a.ausdenlokalenWertenallerKomponentenergibt.

Bemerkung5.3: Während % die Stoffkonzentrationder Zelle bezogenauf die zur Verfügungste-
hendeZellfläche( � ) angibt, bezeichnet die Konzentrationbzgl. der gesamtenZellfläche.
Wichtig ist die ErweiterungdesDefinitionsbereichesder Konzentrationender gel̈ostenSub-
stanzen,dieerstdieStrukturmodifikationermöglicht.Esseijedochangemerkt,daßÜberschrei-
tungendermaximalenKonzentrationbei derBerechnungeinesIterationsschrittesvorkommen
können.Diesewerdenin denfolgendenRechnungenber̈ucksichtigt.

Bemerkung5.4: Die Ablagerungskonzentrationen  � ³ erfüllen dieBedingungenÎ 7 ¢ ��� � �ÐÏ ¨  {d ����� ¶ d
 dvÑ � ^ ����� m ­Ì dtÍ �  {d ����� ¶ d
 dvÑ � ^ ����� _ (5.4)
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Die Durchl̈assigkeit sowie freieDurchl̈assigkeit lassensichexplizit angebenmit� ����� � � ^ ����� = ­ÒdtÍ �  {d �����&Ó rÔ r � 	\= ¾ d �� � �����Õ� � ^ ����� = ­ÒdtÍ �  {d ����� Ó rÔ r (5.5)

EineStrukturver̈anderungtritt auf,fallsdiemaximaleKonzentration̈uberschrittenbzw. eineminimale
Konzentrationunterschrittenwird. Die Konzentrations̈anderung im Struktur-Iterationsschritt läßtsich
dannformulierenmit % { ����� u %|ÖØ× � Ù % { j � �����Ú� % { ����� =ÜÛ %|ÖÝ× � �% { ����� V % Ö d°Þ Ù % { j � �����Ú� % { ����� oàß % Ö d°Þ � (5.6)

wobei �áVâÛÚ� ß V % ÖÝ× � zu bestimmendeWertebeschreiben.Zur VermeidungalternierenderModifi-
kationenmußgelten� 	 oàß � % Ö dUÞ V % Ö dUÞ V � 	p=ÜÛ � % ÖÝ× � V % ÖÝ× � � Ù � ��VxÛàVX	p= �3ã råä� ã�æcç��V ß V � 	p=ÜÛ � �3ã�æKç� ã rèä =x	&_ (5.7)

EineStrukturver̈anderungbewirkt ebensoeineÄnderungdes(freien)Zellvolumens,wodurchsichdie
Konzentrationensämtlichergel̈osterStoffe ändern.Aus diesemGrundkannz.B. die Ablagerungei-
nerSubstanzdieAblagerungeinerzweitenzurFolgehaben,wenndiezweiteeineKonzentrationnahe
desMaximumsaufweist.Die Umsetzungaller Substanzenin einemTransport-Reaktionsschritt wird
erreicht,indemmandieStrukturver̈anderungensolangewiederholt,biskeineSubstanzmehreinKri-
teriumaus(5.6)erfüllt. Für jedenProzeß(AblagerungundAuslösung)gilt eszudemBereichsfehler
zuvermeiden.DerStruktur-Iterationsschritt läßtsichformulierenzu

Satz5.1: Strukturmodifikation

Seien

¦é
,

¦§
,

³
und

¼
ausDef. 5.2, ê d ¨ � Ó rÔ r � 	ë= ¾ d � undsei ì ¨ ¦º�í ¦º

derStrukturschritt,
wobeifür � �yÏ und 7Ø��î gelte

ìï� - �£� �ff� ff� ìï��ð � � -$�K1 �K� �����B�t�t�±ñ�1Ý� @ 	&�(_(_(_0� � F ¨ % {d ����� u % ÖØ× �dìï��ð ¬ � -$�K1 �K� �����B�t�t�±ñ�1Ý� @ 	&�(_(_(_0� � F ¨ % {d ����� V %EÖ dUÞd-$� �K¤�¥*�K�
Die Funktion ð � beschreibtdanndenFall der Konzentrations̈uberschreitung und ð ¬ denFall
derKonzentrationsunterschreitung undesgilt

ð � � -$�K1 �z�
�ffffffffffffffffff� ffffffffffffffffff�

¦g � g � ¦. � .¦% d � % d = ~óò �;ôd¦%Kõ � %Kõ Y 	p=Üö ò �;ôd ê d bB÷ � �±�(_ø��_(ùÐú� 1¦ ²õ �  ²õ ���(_ø��_(ùyú� 1¦ d �  d o ö ò �;ôd �¦� � � Y 	¡=Üö ò �;ôd ê d b
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mit~ ò �;ôd ¨ ���Áû 139ÝüPÛ % ÖÝ× �d � Ô rÓ r q$ý ò � ÷*þ r � r ôq ÷ q$ý j�ÿ r�� �Á���B�t�t� ¾ d u �Û %|ÖØ× �d �K¤�¥C�,� ÊC¥�� ö ò �;ôd � ~ ò �;ôd	p= ê d � % d = ~áò �;ôd � _
Analoggilt

ð ¬ � -*�K1 �Ú�
�ffffffffffffff� ffffffffffffff�

¦g � g � ¦. � . ¦% d � % d o ~ ò ¬ ôd¦%cõ � %Kõ Y 	 o ö ò ¬ ôd ê d b0÷ � �¸�(_ø��_6ùyú� 1¦ õ �  õ �¸�(_ø��_(ùÐú� 1¦ d �  d =Üö ò ¬ ôd �¦� � � Y 	 o ö ò ¬ ôd ê d b
mit ~áò ¬ ôd ¨ � û 139Ýü ß % Ö dUÞd �  d 	p= ê d % d� o ê d  d � ÊC¥�� ö ò ¬ ôd � ~áò ¬ ôd	p= ê d � % d o ~áò ¬ ôd � _

Beweis: Im Fall der Konzentrations̈uberschreitung gilt für ein entsprechendes1y� @ 	&�(_(_(_0� � F in
einerZelle nach(5.6) ¦% d � % d = ~ ò �;ôd � ~ ò �;ôd Ñ Û % ÖÝ× �d (5.8)¦% õ � % õ � ¦� �¸�(_ø��_(ùÐú� 1 (5.9)¦% d � Y % d =Üö ò �;ôd b � ¦� �£ö d u � (5.10)¦ ²õ �  ²õ ���(_ø��_
ùyú� 1 (5.11)¦ d �  d o ö ò �;ôd � �£ö ò �;ôd u � (5.12)¦� � � ^ = ­Ì dtÍ �

¦ d ê d (5.13)

Aus (5.12)und(5.13)folgt unmittelbar¦� � � ^ = ­Ì dtÍ �  d ê d =©�ïö ò �;ôd ê d � � Y 	¡=Üö ò �;ôd ê d b _ (5.14)

(5.8)und(5.10)führenzu � % d = ~ ò �;ôd �z� Y % d =Üö ò �;ôd b q �q� � % d = ~áò �;ôd �6� 	p=Üö ò �;ôd ê d �£� % d =Üö ò �;ôd� ö ò �;ôd ��~ ò �;ôd Y 	p= ê d � % d = ~ ò �;ôd �cb ÷ � _ (5.15)
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Ein Bereichsfehlertritt auf,wenn

¦� � Vx� bzw. dieBedingung(5.4)nichterfüllt ist, d.h.esmuß
gelten ­ÒdtÍ �

¦ d Ó rÔ r Ñ � ^� ö ò �;ôd Ñ Ô rÓ r �q � � ^ = ­ÒdtÍ �  d Ó rÔ r �z� Ô rÓ r q$ýq _ (5.16)

Einsetzenin (5.15)undumformenführt zu~áò �;ôd Y qq ý =!	 o ¾ d b Ñ Ô rÓ r � 	p= ê d % d �ÿ r�� ^� ~áò �;ôd Ñ q$ýq ÷ q�ý j�ÿ r Ô rÓ r � 	p= ê d % d � (5.17)

worausdie Behauptungfolgt.

Im Fall der Konzentrationsunterschreitung gilt für ein entsprechendes1�� @ 	&�(_(_(_`� � F in eine
Zellenach(5.6)

¦% d � % d o ~áò ¬ ôd � ~áò ¬ ôd Ñ ß % Ö dUÞd (5.18)¦%Kõ � %Kõ � ¦� �¸�(_ø��_(ùÐú� 1 (5.19)¦% d � Y %Kõ o ö ò ¬ ôd b � ¦� �£ö ò ¬ ôd u � (5.20)¦ õ �  õ �¸�(_ø��_
ùÐú� 1 (5.21)¦ d �  d =Üö ò ¬ ôd �>�±ö ò ¬ ôd u � (5.22)¦� � � ^ = ­Ì dtÍ �
¦ d ê d (5.23)

Analogzu obenfolgt aus(5.22)und(5.23)unmittelbar¦� � � Y 	 o ö ò ¬ ôd ê d b (5.24)

sowie mit (5.18)und(5.20) � % d o ~óò ¬ ôd �Ú� Y % d o ö ò ¬ ôd b q �q� � % d o ~ ò ¬ ôd �6� 	 o ö ò ¬ ôd ê d �£� % d o ö ò ¬ ôd� ö ò ¬ ôd ��~áò ¬ ôd Y 	¡= ê d � % d o ~áò ¬ ôd �K�cb ÷ � _ (5.25)

Bei demAuslösungsprozeßkönnendie Ablagerungskonzentrationen negativ werden,da sichö ò ¬ ôd ausdengel̈ostenKonzentrationenberechnet.Vermiedenwird diesdurchdie Forderung¦ d ¢ � (5.26)

Einsetzenin (5.25)undumformenführt schließlichzu~áò ¬ ôd Ñ  d 	p= ê d % d� o ê d  d _ (5.27)

q.e.d.



5.3. TRANSFORMATION DESPORENRAUMES 71

Bemerkung5.5: Im Fall
� � 	 ergibt sichdieAblagerungskonzentration direktausderZelldurchl̈assig-

keit  � � 
 �¶ � � ^ =©�	p= ¾ � � � � � � = � � ^ = � �c¾ � _
Für die AbscḧatzungenausSatz5.1gilt bei Biofilmen ( ¾ d u � )~ ò �;ô� Ñ Ô rÓ r q ÷ ò q*s ÷ q ô ÿ	�q ��j ò q$s ÷ q ô ÿ
� � 	p= ê � % � � ( +� 465 # . %6'C# 5 137 " 9�2 �~áò ¬ ô� Ñ Ô �Ó � q*s ÷ qq*s ò � ÷ ÿ	� ô � 	p= ê � % � � (

� 9:7 5 # . %('C# 5 137 " 9�2 � (5.28)

undbei derMineralisierung( ¾ � � � )~ ò �;ô� � Û %|ÖÝ× �� ( +� 465 # . %('C# 5 137 " 9�2 �~áò ¬ ô� Ñ q$s ÷ qq*s Y Ô �Ó � = % � b (
� 9:7 5 # . %('C# 5 137 " 9�2 � (5.29)

EineMehrfachanwendungdesStrukturschrittesentf̈allt, d.h.ñ�1Ú� @ 	&�(_(_(_`� � Fp¥C�
�������&������_t	 Ù ì�� - �£��ð õ � -$�K1 � �eù � @ 	&����F�_
Bemerkung5.6: EineÄnderungderZelldurchl̈assigkeit bedeuteteineÄnderungvon Zelldichteund

-masse.Die Partikelbewegung in (5.1) beschreibtdenZustandbei konstanterZelldichte.Die
Dichten̈anderungerfolgt in einemIterationsschritt,wodurcheineMassenkorrekturnötig wird.

5.3 Transformation desPorenraumes

NumerischkritischbleibtderFall � � í � , dadieFaktoren� 	�=�ö ò �;ôd ê d � beizunehmenderAblagerung
gegenNull streben,falls vorwiegendeineSubstanzdeponiertwird. Liegt kein Biofilm vor, so folgt
ausder Beziehung� � � � einePolstelleim Grenzfall für die Strömungs-und Transportiteratio-
nen(5.1–5.3).Vermeidenläßtsich dieses,indemmaneineuntereSchranke für � � , denminimalen
Durchlässigkeitswert � q , einführt,derdie Bedingung� Ñ û 139����� @ � � ����� F V � q Ñ û 139����� @ � ^ ����� F (5.30)

erfüllt. Bei UnterschreitendieserSchranke wird in einemSchritt einevollständigeAblagerungder
Substanzvorgenommen,die diehöchsterelative Konzentrationaufweist,d.h.für % d�� mit1 � ¨ � û -"!dtÍ � h$#$#$# h ­ üB1&%% % d% ÖØ× �d � _ (5.31)

DieKonzentrationderZellewird aufNull gesetzt(

¦% d � � � ) unddieAblagerungmaximiert(
Ò d ¦ d Ó rÔ r �� ^ ). Die Ablagerungsmengebzw. die Konzentrations̈anderung derAblagerungsmengebetr̈agt dann

(vgl. Satz5.1) ö ò(' �;ôd�� � � 
 d��¶ d�� � � � ~áò(' �;ôd�� � % d � _ (5.32)

Hierbei ist esmöglich, daßin der Zelle selbstnicht ausreichendSubstanzvorhandenist, da dieser
SchrittunterhalbdesKonzentrationsmaximumsstattfindet.Deshalbwerdendie Konzentrationender
Nachbarzellenentsprechendherabgesetzt2. EinesolcheZelle ist dannvollständigmit einemBiofilm

2Die Diffusiongewährleistetin derRegelausreichendeSubtratmengenin derZellnachbarschaft.
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und/oderMineralenbelegt undweisteinegeringeDurchl̈assigkeit auf bzw. ist vollständigminerali-
siert.Die Zellstrukturwird auf belegt gesetzt(vgl. Def. 5.1)undwird dannin denIterationsschritten
teilsalsdurchl̈assige,teils alsHinderniszellebehandelt:. �����z� 4 � ����� u � � �����Ú� �

LBA/LBGK durchl̈assig Hindernis
Transport durchl̈assig Hindernis
Reaktionen durchl̈assig,beschr̈ankt Hindernis
Strukturmodifikation Hindernis Hindernis

Tabelle5.1: Auswertung belegterZellen. Hinderniszellenverhaltensichallenaufgef̈uhrtenIterati-
onsschrittengegen̈uberinvariant.Die Reaktionenwerdenfür denFall � ����� u � bzgl.derMaximal-
konzentrationbegrenzt,sodaßeszu keinerweiterenÜberschreitungkommenkann.DieseAnnahme
ist sinnvoll, wennmanbedenkt,daßeineZellemit maximalemBiofilm keinenPlatzmehrfür weitere
Biomassebesitzt.

DieserProzeßläßtsich durchdie folgendenzwei Funktionenbeschreiben.Dabeisteht
¶*)� für

die ÄnderungdesZellzustandesin � und
¶,+� für die Änderungin denZusẗandenderNachbarzellen� o w õ , ù � 	&�(_(_(_`��- .¶ )� ¨ ¦ºví ¦º ���k�

¶*)� � - � ¨ �
�fffffff� fffffff�
¦g � g � ¦. � 465 ) 5 2P7¦% d.� � ��� Î ù ú� 1 � ¨ ¦%Kõ �0/ ��� ���B�t�t� ¦� � �û 139 @ %|ÖÝ× �õ � %Kõ q �q F �,¤�¥C�K�¦ d�� �  d�� o Ô r �Ó r � � � � Î ùyú� 1 � ¨ ¦ 0õ �  0õ¦� � � ^ = ­ÒdtÍ �

¦ d Ó rÔ r � 	p= ¾ d �z� �â= � � � 	p= ¾ d�� �
(5.33)

und¶ +� ¨ � ¦é » � @ 	&�(_(_(_²��-�F � í ¦é ���k�
¶*+� � - ^ �(_(_(_`�,- a ��ù � ¨ �

�fffffffff� fffffffff�
¦g ��� oyw õ � � g ��� oyw õ �¦. ��� oyw õ � � . ��� o w õ �¦% d�� ��� o w õ �Õ� % d�� ��� oyw õ � Y 	p= Y Ô r �Ó r � � � ����� = % d�� ����� � �����cb�?21 ÷ �d.� �����cb¦% d ��� oyw õ � � % d ��� o w õ � o � d ����� Y %|ÖÝ× �d = % d ��� oyw õ �cb0? ¶ 1 ÷ �d ������(_ø��_&1\ú� 1 �¦ d ��� oyw õ � �  d ��� oyw õ �¦� ��� oyw õ � � � ��� o w õ �

(5.34)
wobei - d ¨ � - ��� o w d � , � d ����� ¨ � û -3! @ % d ����� � ����� = % ÖØ× �d ¦� ����� �,��F ,

?21 d ����� ¨ � aÌù � 	. ��� oyw õ �z�  % d ��� oyw õ � � ��� o w õ �
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und ? ¶ 1 d ����� ¨ � aÌù � 	. ��� o w õ �£�  
Y % ÖØ× �d = % d ��� oyw õ �cb � ��� oyw õ � _

Bemerkung5.7: Für % d � werdendie zurAblagerungben̈otigenStoffmengengleichm̈aßig(in Relati-
on) ausdenanliegendenZellenabgezogenbzw. überscḧussigeKonzentrationenverbleibender
Stoffe ù ú� 1 � in derZelle � gleichm̈aßig(in Relation)aufdieanliegendenZellenverteilt.Dieser
Schritt ist notwendig,da f.a. 1 � 	&�(_(_(_²� � die Bedingung% d ����� � § d geltenmußund belegte
Zellenim weiterenIterationsschrittnichtmehrber̈ucksichtigtwerden.

Estretenin denangrenzendenZellenkeineBereichsfehlerin denKonzentrationenauf,wenngilt¦% d�� ��� oyw õ � ¢ �54 ò76 # l98 ô: Ù ?51 d�� ����� ¢ 
 d��¶ d � � � ����� = % d�� ����� � �����<; (5.35)

und ¦% d ��� oyw õ � Ñ % ÖÝ× �d 4 ò76 # l98 ô: Ù ? ¶ 1 d ����� ¢ � d ����� �(_ø��_&1\ú� 1 � ; _ (5.36)

Die umgekehrteStrukturtransformationvon belegt nachdurchlässigsoll erfolgen,wennin derbeleg-
tenZelle eineSubstanz1 � abgelagertist undNachbareinerZelle ist, in derdie minimaleKonzentra-
tion von % d�� unterschrittenwird undkeineSubstanzmehrabgelagertist (  d�� � � ).
Bemerkung5.8: DieseAnnahmebewirkt, daßdie Porenraumstrukturrobustgegen̈uberKonzentra-

tionsfluktuationenreagiertundgewährleistetdie Stabiliẗat derGeometrie.

DadiebelegtenZellenbeiderIterationsberechnung nichtber̈ucksichtigtwerdenwird beimfolgenden
Ansatzdie Situationvon einerdurchl̈assigenZelle ausbetrachtet.Es sei � einesolchedurchl̈assige
Zellemit. �����z�  m % d�� ����� V % Ö dUÞd � m  d.� �����z� � m ñ�ù ¨ � . ��� o\w õ �z� 4 mØ d�� ��� o\w õ � u � � _ (5.37)

Die Lösungin � wird in Anlehnungzur Konzentrationsunterschreitung in Satz5.1 formuliert:¶*)¬ ¨ � ¦º » � í ¦º �À�k�
¶*)¬ � - ^ �(_(_(_`�,- a � ¨ �

�fffffffff� fffffffff�
¦g ����� � g �����¦. ����� � . �����¦% d � �����Õ� % d � ����� o ~ ò=' ¬ ôd�� ��� � � oyw õ �¦% d � % d � 	 o ö ò=' ¬ ôd�� ��� � � oyw õ �Kê d � � ÷ � �(_ø��_&1ëú� 1 �¦ d ����� �  d ����� �(_ø��_&1¦� � � � 	 o ö ò=' ¬ ôd�� ��� � � oyw õ �Kê d � � ÷ �

(5.38)

mit ~áò(' ¬ ôd � ��� � � oyw õ � ¨ � û 139Ýü ß % Ö dUÞd � �  d � ��� oyw õ � 	p= ê d � % d � ������ o ê d��  d�� ��� oÐw õ � � (5.39)

und ö ò(' ¬ ôd�� ��� � � oyw õ � ¨ � ~ ò(' ¬ ôd � ��� � � oyw õ �	p= ê d � � % d � ����� = ~ ò=' ¬ ôd�� ��� � � oyw õ �K� _ (5.40)
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Bemerkung5.9: Die Konzentrations̈anderung derStrukturmodifikationundderPorenraumtransfor-
mationstehenin derBeziehung~ ò �;ôd � û 139 ü Û % ÖÝ× �d � ~ ò(' �;ôd ��> ~ ò ¬ ôd �X~ ò(' ¬ ôd ��� � ��� _

Die belegte Zelle ändertihre Zellstrukturvon belegt nachdurchlässigundkannnun ihrerseitsSub-
stanzenlösen.HierzuläßtsichdiebereitsdefinierteStrukturmodifikationverwenden¶*+¬ ¨ / � ¦º » � @ 	&�(_(_(_0��-�F � í ¦º� - ^ �(_(_(_`�,- a ��ù � ?í ì�� ¦- � ���k�

¦- ¨ �
�ffffff� ffffff�
¦g ��� oyw õ � � g ��� oÐw õ �¦. ��� oyw õ � � d"*#B%('C),+-�.0.`1D2¦% d ��� oyw õ � � % d ��� o w õ �6� 	 o ö d � ��� � � oyw õ �Kê d � � ÷ � �(_ø��_01¦ d�� ��� o w õ �Õ�  d�� ��� oyw õ � =Üö d�� ��� � � oyw õ � � ��� oyw õ �¦ d ��� oyw õ � �  d ��� oyw õ � �(_ø��_&1\ú� 1 �¦� ��� oyw õ � � � ��� o w õ �6� 	 o ö d � ��� � � oyw õ �Kê d � � ÷ �

(5.41)

mit ~ d�� ��� � � oÜw õ � und ö d�� ��� � � oÜw õ � wie oben.Die Strukturtransformationenzwischenbelegt und
durchlässiglassensichzueinerFunktionzusammenfassen.

Definition 5.3: Strukturtransformation

Bezeichne- � � - ^ �,- � �(_(_(_²�,- a � mit3 - d ¨ � - ��� o�w d � � ¦û %A@ , soheißtdieFunktion B ¨ ¦º » í¦º » Strukturtransformation mit

B � - � ¨ �
�fffffffff� fffffffff�
� ¶ )� � - ^ � � B C¡ìDC ¶*+� � -$�
	 � �����B�t�t��. �����z�  ïm � � V � q_(_(_
� B C¡ìDC ¶*+� � -$��- �K�� ¶,)¬ � - ^ � �,- � �(_(_(_`� ���B�t�t��. �����z�  ïm ñ�1O��ùÀ� @ 	&�(_(_(_0��-�F ¨- õ ÷ � � ¶*+¬ � - õ � �,- õ j � �(_(_(_`�,- a � Y % d ����� V % Ö d°Þ mó d �����Ú� �m . ��� oyw õ �z� 4 mó d ��� o w õ � u � b- �K¤�¥C�,�

Bemerkung5.10: Die Verkn̈upfung B CpìEC ¶ +� im erstenFall gewährleistet,daßBereichsfehler
in denNachbarzellendurchentsprechendeStrukturmodifikationenund–transformationenver-
miedenwerden.Im zweitenFall werdenBereichsfehlerdurchdieBedingung(5.39)vermieden.

Bemerkung5.11: Die IntegrationderBedingungen(5.35)und(5.36)in denAlgorithmusist ratsam,
umrekursive IterationsberechnungenzuvermeidenundumdenRechenaufwandzubegrenzen.
Esgilt B CØì %%%% � ��_(F
� �� ��_(F
- �HG

1  _
3entsprechendBem.2.3
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Bezeichne1  "I � «I r � I 1  "I r die IdentiẗatsfunktionaufdenAblagerungskonzentrationen

³
und 1  �J ^ h ��K

die Identiẗatfunktionauf demIntervall � ���
	|� . Die Transitionsfunktionwird für denFall derStruktur-
modifikationaufdemResultatderbisherigenFunktion

Z � ausgef̈uhrt.¦Z � Y ìDCÃ� Z � �K1  I �K1  J ^ h ��K �K1  J ^ h ��K � b� Y ìDCÃ� ZML C Z ]
N �K1  N {PO9Q � � «R r � R Z R r �K1  I �K1  �J ^ h ��K �K1  �J ^ h ��K �cb _ (5.42)

Zur VermeidungnumerischerFehlermus̈ der Definitionsbereichder Transitionsfunktionjedocher-
weitertwerdenzu

¦Z ¨ ¦º Þ í ¦º Þ
, wobei 9 � ® S ®

die Anzahlder relativenNachbarnbezeichnet.So
formuliert sichdiesebei derVerwendungvon Strukturtransformationenentsprechenzu¦Z � Y B Cn� Z � �K1  I �K1  TJ ^ h ��K �K1  �J ^ h ��K � b� Y B Cn� Z
L C Z ]	N �K1  N {PO9Q � � «R r � R Z R r �K1  I �K1  J ^ h ��K �K1  J ^ h ��K � b _ (5.43)

5.4 TechnischeUmsetzung

Bei der Umsetzungmuß bedachtwerden,daß jede Änderungim Porenraumeine Korrektur der
Strömungerforderlichmachtund in der PraxiseinenhohenRechenaufwand bedeutet.Dieserläßt
sich in einemsinnvollen Rahmenhalten,wenndie Korrekturennur bei markantenÄnderungenvor-
genommenwerden.Hier seidie Ideekurz skizziert:

JederZelle wird nebendemDurchl̈assigkeitswert � ein zweiterWert � × ­ { angeordnet.Während� danndieDurchl̈assigkeit bzgl.desStrömungsmustersbeschreibt,gibt � × ­ { dieaktuelleDurchl̈assig-
keit bzgl. der Strukturmodifikationan. Überschreitetdie Differenz

® � =!� × ­ { ® einenvorgegebenen
Schwellenwert,soerfolgteineKorrekturderStrömungundderGelöstkonzentrationensowie einAn-
gleichenderDurchl̈assigkeiten(sieheAnhangB.7).

Der implementierteAlgorithmus(AnhangB.8–B.10)verwendetdieseMethodeund beschr̈ankt
sich auf die Simulationvon Mineralisierungs-und LösungsprozesseneinerSubstanz,wodurchsich
die Ablagerungskonzentration direkt ausdem Durchl̈assigkeitswert � (bzw. � × ­ { ) berechnenläßt
(vgl. Bem.5.5).

DerDatentypZelle ist dazuvollständigdefiniertmit:

typedef struct zelle
{ char inhalt; Zellstruktur(

g # 5 1O� 8 139  5 # 9:1;. )
double f[7]; Partikelbelegung

g � � g ^ _(_(_`� g a �
struct zelle *nb[6]; Zeigeraufdie Nachbarzellen
float c[k]; Konzentrationder

�
Substanzen

in û�û � )VU0)float d[1]; Ablagerungskonzentration
in û�û � )VU0)float rvel[6]; W õ �����

float w0, w, w_akt; Durchl̈assigkeit(en)
} typ_zelle, *ptr_to_zelle;
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5.5 Verifikation

Zur Validierungder modifiziertenStrömungsiterationausGleichung(5.1) wird der Fluß in einem
zweidimensionalenRohrmit eingebettetemKreisvariablerDurchl̈assigkeit berechnet(sieheAbb. 5.2).
Als ReferenzdienendieFälle,in denenderKreisausfreien( � � 	 ) bzw. ausHinderniszellen( � � � )
besteht.Beim Vergleich derStrömungsbildererkenntmanklar, wie sichderFluß mit abnehmender
Durchl̈assigkeit zun̈achstgering( 	 ¢ � ¢ ����X ), dannjedochdeutlichdemHindernisanpaßt(siehe
Abb. 5.2). Vergleicht mandazudie Ergebnissein Tabelle5.2, so zeigt sich,daßsich dasHindernis
beihohenDurchl̈assigkeitswertenvor allemaufdieFließgeschwindigkeit auswirkt.Hierbeispieltdie
PlazierungundderQuerschnittdesKreiseseinewesentlicheRolle.

Zur UntersuchungderStabiliẗat wird dasKonvergenzverhaltenderFließgeschwindigkeit für die
Fälle ausAbbildung 5.2 aufgetragen(sieheAbb. 5.1). Die Integration desDurchl̈assigkeitswertes
weist in keinemFall kritischesVerhaltenauf.Eszeigtsichein sehrgutesGrenzverhaltenfür � í 	
und � í � . Allein die erḧohteAnzahlanIterationenbei � � 	 � 	(� ÷ a im Vergleichzu � � ���,�B�/	
bzw. � � � ist ein Indiz für numerischeInstabiliẗat bei kleinenDurchl̈assigkeiten,weshalb� q ¢	 � 	(� ÷ a für die minimaleDurchl̈assigkeit in (5.30)gewähltwerdensollte.

(a) (b)

Abbildung 5.1: Konvergenzbei unterschiedlichenDurchlässigkeiten. DasKonvergenzverhalten
der durchschnittlichenFließgeschwindigkeit ( û U . ) ist in (a) und (b) für die sechsFälle ausAbbil-
dung5.2aufgetragen.

Bild Nr. (a) (b) (c) (d) (e) (f)� 1,0 0,99 0,8 0,5 0,2 0,05 0,001 	 � 	(� ÷ a 0� 0,905 0,902 0,860 0,792 0,724 0,690 0,679 0,679 0,679
¦� [m/s] 14,63 11,65 2,58 1,26 0,86 0,75 0,723 0,722 0,722

Iterationen 6157 5118 1366 816 1105 1232 1083 1238 1032

Tabelle 5.2: Variation desDurchlässigkeitswertes.Die Tabellezeigt einigeSimulationsergebnis-
sedesModells ausAbbildung5.2. NebenderDurchl̈assigkeit � sind Porosiẗat � , durchschnittliche
Fließgeschwindigkeit

¦� undAnzahlderIterationenbis zur Konvergenzaufgetragen.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 5.2: Variation des Durchlässigkeitswertes. Die Abbildungen(a) bis (f) zeigenein�&� « �&� Zellen ( 	 « 	 % û ) großeszweidimensionalesRohr. Die Vektorenkennzeichnendie relative
Geschwindigkeit undRichtunginnerhalbeinerGitterzelle.In derMitte ist einKreismit abnehmender
Durchl̈assigkeit eingebettet.(a) w=1; (b) w=0,8;(c) w=0,5;(d) w=0,2;(e) w=0,05;(f) w=0.
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5.6 AnwendungsbeispielKalzifizierung

(a) (b)

Abbildung 5.3: Einfluß der Mineralisierung auf die Fließgeschwindigkeit. Die Bilder zeigendie
EntwicklungderdurchschnittlichenFließgeschwindigkeit für die MineralisierungsprozesseausAb-
bildung5.4.(a): Sediment1; (b); Sediment2.

Als Beispiel für einenMineralisierungsprozeß sei die Kalzifizierung genommen.Hierzu wird
ein stark vereinfachtesReaktionssystemverwendet,bestehendausder Gleichgewichtsreaktionder
Kohlens̈aure 8 1ZY jl\[ íA8 j o 1ZY ¬ ÷l (5.44)

undderKalzifizierung 1 - ¬ j o 1ZY ¬ ÷l = í 1 - 1ZY l^] (5.45)

Die Komponenten
8 1_Y l und 1 - werdendemSystempermanentvom oberenModellrandauszu-

geführt. Zur VermeidungüberḧohterKalzifizierungdirekt am Systemrandwird die Reaktiondurch
das

8 1_Y l limitiert (sieheAnhangC.4).DieModellparameterwerdenderartgewählt,daßdievollständi-
geMineralisierungeinerZelle in wenigenSchrittenerfolgt4. Da andieserStellenur derProzeßun-
tersuchtwerdensoll, orientierensichdie Wertenicht anrealistischenGrößen.

Es wurdenzwei sehrähnlicheSedimentgeometrienmit ann̈aherndgleichenModellparametern
gewählt. Vergleicht mandie Ergebnisse,so fällt auf, daßdie Mineralisierunggenerellin Bereichen
mit geringerFließgeschwindigkeit stattfindet.Währendin Sediment1 mehrerebetonteFließpfade
vom oberenzum unterenGitterranderkennbarsind (Abb. 5.4(a)),weist Sediment2 nur einenaus-
gepr̈agtenStromin derBildmitte auf (Abb. 5.4(b)).DieserUnterschiedschl̈agt sichdeutlichin den
Ergebnissennieder: In Sediment1 findet die Kalzifizierung in relativ kleinen Bereichenstatt und
die Fließgeschwindigkeit ändertsichnur marginal (Abb. 5.3(a)).Im Gegensatzdazumineralisiertin
Sediment2 dasKalzit nahezuüberall,wodurchdie Fließgeschwindigkeit starkreduziertwird. Eine
sehrinteressanteBeobachtungist, daßdie Ablagerungenvorwiegendan der Oberfl̈acheder Sedi-
menteauftreten;ebensoerkenntmanein

”
Wachstum“ von Mineralablagerungen. DiesesVerhalten

gehtkonform mit Prozessenin realenSystemen.Es bleibt zu untersuchen,ob bei größerenGittern
und kleinerenStrukturmodifikationsschritten nochdeutlichereAussagengetroffen werdenkönnen.
Problematischist hierbeijedochderRechenaufwand5.

4In einemStrukturmodifikationsschrittwird dieDurchl̈assigkeit derZelle um0,1bis 0,2herabbzw. heraufgesetzt.
5Die hiervorgestellten

”
einfachen“ Simulationenben̈otigenjeweilsetwa 24 Stunden.
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(a) 7 � 	&_ø�B�B� Iterationen (d) 7 � 	&_ø�B�B� Iterationen

(b) 7 � X�_ø�B�B� Iterationen (e) 7 � X�_ø�B�B� Iterationen

(c) 7 �a` ��_ø�B�B� Iterationen (f) 7 �a` ��_ø�B�B� Iterationen

Abbildung 5.4: Mineralisierung. Auf zwei ähnlichen Sedimenten(Sediment1:(a)–(c); Sedi-
ment2:(d)-(f)) wird einMineralisierungsprozeß simuliert.(a)und(d) zeigendieAusgangssituationen
vor der Mineralisierung.Die VektorenzeigenFließgeschwindigkeit und -richtung.Sedimentesind
schwarzgezeichnet,verringerteDurchl̈assigkeitenundbelegteZellengrau.
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Kritisch zeigtesich auchdie Wahl der minimalenDurchl̈assigkeit � q . Der Quotientzwischen
derGrößederStrukturmodifikationsschritte unddesminimalenDurchl̈assigkeitswertesbestimmtim
wesentlichendie numerischeStabiliẗat desAlgorithmus. Im vorliegendenFall wurde � q � ���,�"b
gewählt.

Esseibemerkt,daßdie Modellemit statischenDruckgradientengerechnetwurden.Spektakul̈are
Änderungenim Strömungsbildsind dahernicht zu erwartengewesen.EineentsprechendeDynami-
sierungdesDruckgradientenundevtl. derNährstoffversorgungwird zweifelloszu markantenÄnde-
rungenim Strömungsmusterführen.

5.7 Zusammenfassung

Die Verwendungvon Durchl̈assigkeitswertenhatnur geringenEinflußauf die numerischeStabiliẗat
der LBE Automaten.FeineSedimentstrukturenlassensich nachdemSatzüberdie Austauschbar-
keit (sieheSatz2.3) durchBereichemit verringerterDurchl̈assigkeit simulieren.Mineralisierungs-
und Wachstumsprozessewerdenmit Hilfe der Durchl̈assigkeit beschriebenund für deneinfachsten
Fall anhandzweierBeispieledemonstriert.Die Ergebnisseführenzu derVermutung,daßAdsorpti-
onsprozesse,zumindestteilweise,bereitsdurchdie Strömungs-,Transport-und Strukturmodifikati-
onsprozessebeschriebenwerden.



Kapitel 6

Fazit und Ausblick

6.1 Mächtigkeit desModells

DasModell basiertauf der inzwischenweit verbreitetenLattice-BoltzmannTechnikundesexistie-
ren bereitseineReihevon theoretischenArbeiten,die sich mit Beweisenzur Stabiliẗat desVerfah-
rensundMethodenzurVerfahrensverbesserung auseinandersetzen(Ancona1994;SterlingundChen
1996;Karlin undSucci1998;Martyset al. 1998;ShanundHe 1998;Chenet al. 1997).Die schritt-
weiseErgänzungdesModellsdurchTransport-,Reaktions-undstrukturver̈anderndeProzesseerlaubt
die SimulationbeliebigerReaktionssystemeundermöglicht zudemdeneffektivenEinsatzvon Rech-
nerressourcen.Die IdeederTrennungvon Transport-undReaktionsprozessenist dabeinicht neu.So
wurdez.B. bereitsvon Liu undNarasimhan(1989)ein entsprechendesModell vorgestellt,allerdings
ohneBerechnungeinerStrömung.

In Kapitel4 wurdeanhandzweierkonkreterBeispieleeinEinsatzbereichdesModellsvorgestellt.
Dabeikonntedie in derGeologieundBiologie wichtigeFragenachderBedeutungderPorenraum-
geometriein BezugaufKonzentrationsverteilungen im Sedimentgekl̈art werden.Desweiterenbietet
dasModell einemöglicheErklärungfür DiskrepanzenbeiderBestimmungvonDiffusionskonstanten
. In Kapitel5 wurdenWachstums-undMineralisierungsprozessefür dieAutomatenhergeleitet.Dabei
erweistsich die Verwendungvon Durchl̈assigkeitswertenals hervorragendeMethodezur Beschrei-
bung von Übergängenzwischenfreien und Hinderniszellen. Anhandvon Beispielenwurdegezeigt,
daßdieseStrukturver̈anderungenad̈aquatsimuliertwerdenkönnen,wodurchsicheinbreitesAnwen-
dungsspektrumfür dasModell eröffnet.

6.2 GrenzendesModells und zukünftige Entwicklungen

Insgesamtstellt sich jedochdie Verifizierungder Modelldatenals sehrschwierigheraus,da hoch-
auflösendeSedimentbilderschwerzug̈anglichsindundnur begrenzteInformationenliefern. Die di-
rekteMessungvon lokalenProzeßratenim Sedimentist mit denheutigenMeßapparatennahezuaus-
geschlossen,wodurchmangezwungenist, globaleGrößenwie die Permeabiliẗat oderKonzentrati-
onsgradientenalsBewertungsgrundlagezu nehmen.

EinewesentlicheSchẅachedesAutomatenistdieZweidimensionaliẗat.DiePermeabiliẗat liegt je-
dochbereitsin denzweidimensionalenDimensionenin derrichtigenGrößenordnung(vgl. Abschnitt
2.4),worausmandurchausschließenkann,daßdie Ergebnisseim dreidimensionalenRaumqualita-
tiv gleichwertigsind.Der enormeRechenaufwand,dermit derdrittenDimensionerforderlichwird,
findetdennochbereitsAnwendung,vor allemzur BerechnungturbulenterStrömungen(Uchidaet al.

81
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1999).Die ErweiterungderStrömungzur drittenDimensionkannauf verschiedeneWeisenrealisiert
werden:

� Der einfachsteWeg wäre die Ergänzungum zwei weiterezweidimensionaleSchichtenund
geeigneterErgänzungderNachbarschaft.DieserSchrittist relativ einfachimplementierbarund
erḧoht denRechenbedarfum dasdrei- bis vierfache.Die Ergebnissezeigenjedochnicht die
Qualiẗat einerdreidimensionalenStrömung,sondernrepr̈asentierennureineZwischenl̈osung.

� Eine bessereLösungbietetdie KonstruktiondreidimensionalerZellen in Form von Quadern.
Ein solcher6, 18 bzw. 26-NachbarAutomat läßtsich leicht in zweidimensionalenSchnitten
darstellen,hat jedochdenNachteilnichẗaquidistanterNachbarn.Derzeitwird in einemanlau-
fendenProjektim ICBM damitbegonnendenAutomatenentsprechendzu ändern.

� EinevielversprechendeLösungbietetdie Implementierungdesin Kapitel 2 vorgestelltenvier-
dimensionalen24-NachbarFCHC,dadie Zellen,wie dasHexagonin derzweidimensionalen
Ebene,̈aquidistanteEntfernungenzu denangrenzendenNachbarnhaben.

Die ErweiterungderanderenProzesseaufeindreidimensionalesGitterstelltkeingroßesProblemdar,
dadie Transport-,Reaktions-undstrukturver̈anderndenProzesseunabḧangigvon derZellgeometrie
formuliertwurden.In denDefinitionenändertsichallein dieAnzahlderZellnachbarn.

Nicht simuliert werdenvon demModell Flüssigkeitsgemischebzw. Flüssigkeit-Gas-Gemische,
wie siebeispielsweisebei VerunreinigungendurchÖlebzw. durchTrockenfallendesSedimentesbei
Ebbeauftreten.Bereitsin Vorstufenimplementiertist ein Modul zur Simulationvon Sediment-bzw.
Partikeltransportsowie die in Kapitel 5 diskutiertenStrukturmodifikationenund -transformationen
für beliebigeKomponenten.ErsteBerechnungenzeigen,daßdasModell für dieAnwendungaufme-

Abbildung 6.1:Sandripel.DasBild zeigtein���������
ZellengroßenAusschnittauseinem�	� �
���
Gitter. Der Sand-ripel(grau)hat ei-

ne Durchl̈assigkeit von ��
�� ��� �
. Die Pfei-

le kennzeichnendie Strömungsrichtung.Die
Fließgeschwindigkeit anderOberfl̈acheliegt
um etwa zwei Zehnerpotenzenhöher als im
Sediment.

soskaligeSedimentegeeignetist. Die Sedimentstrukturläßtsichin diesemFall durchteildurchl̈assige
Zellen( ��
���� ) simulieren.Ein Beispielhierzusinddie im Watt vorkommendenSandripel.Man hat
erkannt,daßdie Oberfl̈achenstr̈omungGrundwasserstr̈ome induziert(Wirtz, pers̈onlicheKommuni-
kation).Dieselassensichauchim Modell erkennen(sieheAbb. 6.1).

Ein weitererPunkt ist die in Abschnitt5.6 beobachteteAdsorption.Es stellt sich die Frage,in-
wieferndasModell tats̈achlichAdsorptionbeschreibt.WenndiesderFall ist, eröffnet sicheineganz
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andereFragestellung:Ist dieAdsorptionwirklich eineigensẗandigerProzeßoderhandeltessichhier-
bei,zumindestteilweise,umeineKopplungausStrömungundAusfällung?In diesemZusammenhang
mußauchdie Hindernisreflexion ausAbschnitt2.2.1ber̈ucksichtigtwerden.

Zur Berechnungund Darstellungder vorgestelltenModelle wurdedasSoftwaretoolDySTReM
entwickelt. Es soll daherkurz auf dasEntwicklungsumfeldsowie die Funktionaliẗat eingegangen
werden.

6.3 Softwarepaket DySTReM

NebendemvorgestelltenModell wurdeeinegrafischeOberfl̈acherealisiert,diedieParametereingabe
der Modelle vereinfacht und die Auswertungder Ergebnisseermöglicht. Zur Implementierungder
Oberfl̈achewurdedasfür dieProgrammiersprachenC undC++ verfügbareGimp Tool Kit (GTK) ver-
wendet(Harlow 1999),daßsich(nebenQt, siehe(Lehner1999))alsStandardunterLinux durchgesetzt
hatundmit dembeispielsweisedie Gnome-Umgebung (Pennington1999)entwickelt wurde.Aktu-
elle Entwicklungenfindensich hierzuauf denentsprechendenEntwickler Homepageswww.gtk.org
bzw. www.kde.org. DasProgrammwurdestrikt modularaufgebautundweitestgehendallgemeinge-
halten,wodurchsichneueFunktionenrelativ leicht ergänzenlassen.DySTReMist im wesentlichen
gekennzeichnetdurch:

� die Parametereingabe
LogischeAbhängigkeitenzwischeneinzelnenParameternwerdenaufgel̈ost,wodurchdieÜber-
sichtlichkeit verbessertwird. Die Komponentenwerdenin Form einerListe erfaßt,auf die bei
derReaktionseingabezurückgegriffen wird. ZweidimensionaleDatenbilder, z.B. Konzentrati-
onsverteilungen,könnenauf einfacheWeiseintegriert werden.Reaktionenlassensich leicht
erstellen,werdenbeimModellstartin C Sourcecodëubersetztundmit demModell kompiliert.
WährenddesModellaufeskönnenKontrolldatenwie z.B.diedurchschnittlicheFließgeschwin-
digkeit protokolliert werden.EineModellrechnungkannmit gëandertenParameternfortgesetzt
werden.

� die Ergebnisdarstellung
Zum einenkönnendie Ergebnisdatenauf demzweidimensionalenGitter dargestelltwerden,
zumanderenkönnendie ausgewähltenKontrolldatensowie SchnitteoderLokalinformationen
ausdemzweidimensionalenModellgitter angezeigtwerden.Es bestehtauchdie Möglichkeit
zur Einbindungvon Meßdaten.

� die Analysemethoden
Alle Datens̈atzelassensichmiteinanderverkn̈upfen.Eskönnenz.B. Mittelwerteundabsolute
bzw. relative Abweichungenbestimmtwerden.In derArbeit nicht besprochenwurdenMetho-
denzum Vergleich von realenGeometrienmit denSimulationsergebnissen. Eine vielverspre-
chendeMethodeist die (Multi-)fraktalanalyse, die einigeInformationenüberVerteilungund
Musterbildungliefert (Kropp undKlenke 1997).DySTReMbietetbereitsdie Möglichkeit zur
(multi-)fraktalenAnalysebeliebigerdigitalerBilddateien.

Mit Hilfe dieserOberfl̈acheist dasModell für denEinsatzim wissenschaftlichenAlltag geeignet.Vor
allem durchdie individuelle Modellanpassungbzgl. der Komponentenund Reaktionenlassensich
mit DySTReM beliebigeReaktionssystemerealisieren.Derzeit existiert dasGTK-Paket nur unter
Linux/Unix. AktuelleEntwicklungenzeigenjedochauf,daßdiesesSoftwarepaket in absehbarerZeit
auchunterWindows erḧaltlich seinwird, wodurchsich die Einsatzm̈oglichkeit erheblicherweitert.
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Ein weiterergroßerVorteil ist die (unterLinux) freie Verfügbarkeit dervom Programmverwendeten
SpracheC und desEntwicklungstoolsGTK. DySTReMwird als (freies)Linuxpaket veröffentlicht
unterwww.sourceforge.net.



Anhang A

DySTReM Kurzr eferenz

Parallelzur theoretischenModellentwicklungentstanddasSoftwarepaket DySTReM.Diesesbesteht
zumeinenauseinergraphischenOberfl̈acheunddemeigentlichenZellulärenAutomatenModell.Die
Oberfl̈acheist anfangszur Vereinfachungder Parametereingabeund zur Darstellungder Simulati-
onsergebnisseentwickelt worden,da keineentsprechendeSoftwarezur Verfügungstand.Im Laufe
der Zeit hat sich dasProgrammweiter entwickelt und wurdeum zahlreicheTools zur Auswertung
erweitert,sodaßesinzwischenvom Funktionsumfanghermit kommerziellerSoftwarekonkurrieren
kann.

DasZelluläreAutomatenModell ist allein in C implementiertundläßtsichgenerellunabḧangig
von der graphischenOberfl̈achemit Hilfe von ASCII Dateiensteuern.Die Oberfl̈acheverwendet
mehrereLinux Pakete,die vor der Benutzungbereitsinstalliert sein müssen.DySTReM läßt sich
generellaufallenLinux/Unix Systemenverwenden.

Da die EntwicklungDySTReMseinenbetr̈achtlichenTeil der Forschungsẗatigkeit in Anspruch
genommenhatundeineIntegrationin denwissenschaftlichenAlltag dermathematischenModellie-
rung im ICBM vorgesehenist, werdenin diesemKapitel wesentlicheFunktionendesProgramms
vorgestellt.

A.1 Programmstart

Das Softwarepaket kann unter www.sourceforge.net/projects/dystrem bezogenwerden.Dort finden
sichebenfalls Beschreibungenzur Installation.

Abbildung A.1: Hauptmenü.

Nach dem Programmstarterscheintdas Haupt-
men̈u (Abb. A.1). ModellprojektekönnenunterPro-
ject/New oder Parameter... erstellt und gestar-
tet werden (siehe Abschnitt A.2). Zur Auswer-
tung der Modellergebnissedienendie drei Buttons
Results... , Lattice... und Graphs... . Results...

zeigt ein Textfenster an, daß alle Ausgaben,die
währendeinesModellaufesvom Programmprodu-
ziertwerden,ausgibt.HierzugeḧorenstatistischeDa-
ten über Laufzeit, Porosiẗat, Permeabiliẗat, Fließge-
schwindigkeit, usw. Ebensowird festgehalten,wann
bei strukturver̈andernden ProzessenStrömungskor-
rekturenvorgenommenwurden.Die unter Lattice... erreichbareGitterdarstellungwird automatisch
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gëoffnet,wennein Projektgeladenwird. Eszeigt InformationendeszweidimensionalenGitters(sie-
heAbschnittA.3). Graphs... öffnet ein Fensterzur allgemeinenDarstellungvon (zweidimensiona-
len) Funktionen.DieskönnenDatensein,die währenddesModellaufesprotokolliert werden(siehe
Abschnitt A.2), Werte,die ausdem Modellgitter extrahiert werdenoder beliebigeKombinationen
mehrererGraphen(sieheAbschnittA.4). UnterdemMenüpunktAnalyse/MFA display läßtsichein
Fensterzur fraktalenAnalysedigitalerGraubilderaufrufen.Die Ergebnisselassensichebenfalls im
FensterGraphs... darstellen.DerMenüpunktHelp/Manual führt zueinemOnlineHandbuch.

A.2 Parametereingabe

Abbildung A.2: Globale Parameter.

Abbildung A.3: LBE spezifischeParameter.

Das Parameterfensterist in vier Un-
terfenstereingeteilt. Im erstenFenster
(Abb. A.2) werden global e Modellpa-
rametereingegeben.

Hierzu zählt der model name und
die sedimentstructure, die als digitale
schwarz/weißBilddateivorliegenmuß1.
Die Dimensiondes Bildes wird in re-
al height eingegeben.Optional lassen
sichweitereBilder einladen,die entwe-
der eine ver̈andertePorosiẗat und/oder
Konzentrationeneinesunter Transport
eingetragenenStoffes aufweisen. Die
Gittergröße ( ��������� ) wird mit model
height angegeben und das Bild wird
mit dem Wert filter (entspricht 	 aus
Abschnitt 2.4) in das Gitter übertra-
gen.BoundarybestimmtdieRandbedin-
gungamlinken/rechtenRand.In derAr-
beit wurden ausschließlichperiodische
Randbedingungengewählt.

Hier lassensich außerdemlimited
(zurückstoßen)und unlimited (Fortset-
zung)einstellen.Zum oberenundunte-
ren Gitterrandwerdentop bzw. bottom
Zeilen hinzugef̈ugt. Die Modellaufzeit
nach der Initialisierung wird in simu-
lation time eingestelltund die Anzahl
derAusgabebilderentsprechendin out-
putpictures.

WährenddesSimulationslaufeskönnen
optionalglobaleModelldatenprotokol-
liert werden.Siewerdenunteroutputparameterausgewählt undkönnenzu jederZeit desLaufesin
derGraphendarstellungeingesehenwerden.

Unter LBA (Abb. A.3) lassensichEinstellungenzurStrömungssimulationvornehmen.Zunächst

1Graubilderwerdennachschwarz/weißgewandelt.
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wird derAlgorithmusbestimmt(LBA oderLBGK) sowie derfixeDruckgradient
�� , dieDichte 
 und
ggf. derRelaxationsfaktor � .

Abbildung A.4: Modellierte Stoffkomponenten.

In Kapitel 2 wurdebereitserläutert,
daßdie Simulationsehrkleiner Visko-
sitätennumerischkritisch ist. Im lami-
naren Fall läßt sich dies durch einfa-
che Skalierungbeheben.Hierzu steht
die vom Modell simulierte Viskosiẗat
unter nu. Die reale Viskosiẗat wird
bei kin. viscosityeingetragen.Der rea-
le Druckgradientkann entwederzeit-
lich konstant(permanent) oder als Si-
nusschwingungzwischenMinimal- und
Maximalwert(tide) gewähltwerden.Für
die Strömungsinitialisierung entschei-
dendist die Anzahl der maximalenIte-
rationen(initial iterations) und die Ab-
bruchkriterien (error boundary – un-
zulässige Fehler – und convergence
boundary). Ein Massenverlust kann,da dasModell bei periodischenRandbedingungenzum Torus
verkn̈upft ist, nur durchnumerischeRundungsfehlerauftreten.DiesewerdendurchHinzunahmeei-
ner Massenkorrektur (masscorrection) minimiert. Bei der SimulationturbulenterStröme kann, je
nachArt derSimulation,die Verkn̈upfungdesoberenundunterenRandeszu unerẅunschtenRück-
kopplungseffektenführen.Die Impulskorrektur(momentcorrection) homogenisiertin solchenFällen
denvertikalenFlußamoberenModellrand.

Mit CalculationwerdendieunterschiedlichenModellmechanismenaktiviert bzw. deaktiviert.On-
ly LBE stehtfür die alleinigeSimulationderStrömung,eswerdenwederTransportundReaktionen
nochStrukturver̈anderungen berechnet.Evtl. definierteKomponentenbzw. Reaktionenwerdenigno-
riert. Mit derWahlonlyT/Rwird dieStrömungzun̈achstinitialisiert. NachfolgendwerdennurTrans-
port und Reaktionenberechnet.DieseEinstellungeignetsich zur SimulationinvarianterSediment-
strukturen(sieheKapitel4).

Da sich dasStrömungsmusterbei kleinenReynoldszahlenlinearverḧalt (sieheSatz2.4), lassen
sichmit onlyT/RauchGezeitensimulieren.

Die EinstellungLBE & T/R/Sbewirkt die Simulationaller Prozesse.Findenstrukturver̈andernde
Prozessestatt,sowird bei BedarfderLBE Algorithmusaktiviert undkorrigiert die Strömung.Wer-
denin simulationtimerealeZeitengewählt,paßtsichdieLaufzeitdesLBE demTransportschritt(vgl.
Abschnitt3.1.3)an;ansonstenwerdendieParameterderInitialisierungsphaseverwendet.Die im Mo-
dell simuliertenStoffe werdenunter Transport eingegeben.Diesewerdenin Form einerListe dar-
gestellt(sieheAbb. A.4). Zu jederKomponentemüssenBezeichnercompound, Diffusionskonstante���

, maximaleGelöstkonzentration
������ undStoffeintragentrydefiniertwerden.Einenegative Dif-
fusionskonstanteunterbindetvollständigdenTransporteinerKomponente;esfindetkeinStoffeintrag
für entry ��� statt.Der modifierbestimmt,ob die KomponentemineralisiertodereinenBiofilm mit
verringerterDurchl̈assigkeit bildet2. Im Fall derMineralisierungmußdiemaximaleAblagerungskon-
zentration(Komponentendichtegeteilt durchmolekulareMasse)angegebenwerden.Bei Biofilmen
muß zus̈atzlich die Durchl̈assigkeit desFilmes und der Grad der Diffusionsminderungspezifiziert

2Zur Zeit wird vomModell höchstenseinMineralisierungsprozeßsimuliert.
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werden.Ist kein Modifier gewählt, so werdendie Reaktionenbeschr̈ankt durch den Maximalwert
������ (vgl. Abschnitt3.2).

a)

b)

Abbildung A.5: Modellierte Reaktionen.(a):Reaktions-
liste; (b) Reaktionseditor.

Auf der letzten Seite Reactions
sinddieReaktionenaufgelistet(Abb. A.5).
Die EingabeneuerReaktionenerfolgt
durcheinfachesAnwählender Kompo-
nenten.Reaktionskonstantenlassensich
auch nachtr̈aglich ändern.Die kineti-
sche Gleichung wird vom Programm
entsprechendAbschnitt 3.2 ermittelt
undangezeigt.

Nach Angabealler Parameterläßt
sich das Modell mit New Run star-
ten. Im Startfensterläßt sich der Pro-
grammaufruf des Modells unter Pro-
ject/Properties einstellen. Beispiels-
weisebewirkt derEintrag’model %s &’,
daßdasModell im Hintergrundabl̈auft,
wodurch mehrere Modelle gleichzei-
tig gestartet werden können. Wurde
bereits eine Simulation durchgef̈uhrt,
so erscheint die zus̈atzliche Option
ContinousRun , die eineweiterführen-

de Simulation startet. Wichtig hierbei
ist die BeibehaltungdesModellnamens,
derKomponentenundderAusgabeparameter!

Für jedesModell wird ein Verzeichnisangelegt, in demdie Parameterals ASCII Dateienunter
’Name.info’ und’Name.reactions ’ abgelegt werden.BeiModellstartwird dieDatei’Name.reactions ’
in C Sourceübersetzt,kompiliert undandasModell gelinkt.

A.3 Gitterdarstellung

DasModell schreibtdieSimulationsergebnisseunterAngabederBildnummerin ASCII Dateien,z.B.
wird dasBild Nr. 3 in ’Name.003’ abgelegt.

Im Lattice display lassensich die Bilder visualisieren(Abb. A.6). Ins Lattice display gelangt
man vom Startmen̈u aus über Analyse/Lattice display oder direkt über den Button Lattice... .
Im Menü Display wird der gewünschteDatensatzgewählt. Velocity Field gibt dasnormierteGe-
schwindigkeitsfeldaus.Eserscheintein Regler, mit demsichdie Vekorenl̈angeeinstellenläßtsowie
ein Button,dereinelogarithmischeDarstellungbewirkt. Die Sedimentgeometrieist schwarz darge-
stellt,ebensowerdenbelegteZellenfarbigmarkiert.Optionalkannunter Setup... – Misc auchder
Durchl̈assigkeitswertfarbighervor gehobenwerden.Alle weiterenDatens̈atzewerdendurchFärbung
derZellendargestellt.HierzuerscheinteinFarbintervall in derrechtenoberenEckesowie ein Button
setcolor. Die Einstellungabsolutezeigt denWert der Zelle ( � ) im Verḧaltnis zum definiertenMa-
ximum (sieheTransportkomponenten)und relativedenWert im Verḧaltnis zumMinimum undMa-
ximum desdargestelltenBildes ( 
�� �"! �$#%�'&)(�����$#%�'&)( ). Zu denfarbigenDarstellungenzählen:Density:
Zelldichte;Equilibrium : Gleichgewicht zwischeninterzellularenFlüssen( *,+ & -/.1032 *,+ &54 -/.7698 & 0 );
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Concentration: EserscheinteinUntermen̈u mit dendefiniertenKomponenten.DieKonzentrationder
ausgewähltenKomponentewird angezeigt;Reactionrate: Eserscheintein Untermen̈u mit dendefi-
niertenReaktionen.Die RatederausgewähltenReaktionwird angezeigt.

Abbildung A.6: Gitterdarstellung.

ZweiDatens̈atzedesgleichenTyps(Ve-
locity Field, Density, Equilibrium, Con-
centrationoder Reactionrate)lassensich
mit operation durch eine Basisoperati-
on (

6;:�2<:�=>:@?
) verkn̈upfen. Dazu wird

die Operationausgewählt und danachder
zweite Datensatz.Das Ergebniserscheint
im Display und ist danach unter Dis-
play/Concatenationsowie in derGraphen-
darstellungverfügbar.

Rechtsnebendem Menü Display läßt
sichdasAusgabebildentwederexplizit an-
gebenoder mit den Auswahlbuttons A
und B durchbl̈attern. C3A springt auf

dasersteBild zurück und BDB zeigtalle
Bilder in FormeinerAnimation.

Die Darstellung des Displays wird
überdasFenster Setup... gesteuert(siehe
Abb. A.7). Die Achsenbeschriftungwird in
Axis 1 bzw. Axis 2 festgelegt. Wird die Einstellungautoscaledeaktiviert, sokannein Ausschnitt

desGittersbetrachtetwerden.DasAusgabeformatderAchsenbeschriftungerfolgtnachdemFormat-
syntaxin C. Unter Misc werdenTitel, Fonttypund-größesowie die Farbverläufeeingestellt.Wird
kein expliziter Titel eingegeben,soerscheintein Defaultname.Mit color equilibrium ( ��E ) undcolor
exponent(

8
) könnendieFarbverläufebeeinflußtwerden.Bezeichne�GFIH � :�J�K dasrelativeDatumund
�� �LFMH � :�J�K denrelativenFarbwert,sowird 
��$� bestimmtdurch


�� �N! O ��EQPSR �TVUXW�Y : Z/[X\]\]^ �_� �`EJa2b-cJd2 �`E 0 PeRgf #%�f # ThU$W�Y :i^�j>ke^�l
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A.4 Graphendarstellung

VomStartfensterausgelangtmanüber Graphs... bzw. Analyse/Graphdisplay zur Funktionendar-
stellung (Abb. A.8).

(a) (b)

Abbildung A.7: Lattice Setup.(a)Axis description,(b) colorsettingsand
modifiers.

Unter dem Menü Se-
lect function kann ei-
ne spezifischeFunkti-
on zur Darstellungaus-
gewählt werden. Ge-
nerell werdenFunktio-
nenmit freier Variablen
auf der 1. und Funk-
tionenmit freier Varia-
blen auf der 2. Achse
unterschieden.Es wer-
dennur Funktionenmit
gleicherfreien Variable
dargestellt! Die Optio-
nenunterSelectfuncti-
on im einzelnen:m UnterLattice Data werdenDatenausdemberechnetenGitter (sieheoben)angezeigt.Für die

SpezifizierungderDatendienendieEingabefelderNo.(NummerdesgewünschtenAusgabebil-
des),x,y (KoordinatedergewünschtenZelle bzw. Spalte/Reihe)undSelectlattice data. Diese
Einstellungenwerdenautomatischaktualisiert,wenneineentsprechendeAuswahlim Gitterfen-
stererfolgt. Selectlattice data entsprichtdabeider Wahl im Display Menü der Gitterdarstel-
lung.Wird ein FunktionswertauseinerDatenmengebestimmt,sowird die im Menü markierte
Operationdaraufangewandt.Hierbeibedeutetaverage over poresMittel überalle durchl̈assi-
genZellen(relativesMittel), averageoverall Mittel überalleZellen(Mittel/Fläche)undschließ-
lich läßtsichMinimum undMaximumbestimmen.row(cell) liefert Zelldatenin der n -tenRei-
he,row(column)dieoperiertenSpaltendaten(horizontalerGradient)undrow(time)dieoperier-
teSpalte( n ) aufgetragen̈uberalleSimulationsbilder. Entsprechendbeziehensichcolumn(cell),
column(row),column(time)aufdieReihen.cell(time)trägtdasDatumderZelle ( � : n ) überalle
Simulationsbilderaufundglobal(time)denüberdasgesamteBild operiertenDatensatz.m Mit Image Analysis wird einemultifraktaleAnalysedesim MFA displaydargestelltenBildes
vorgenommen.DieseFunktionkannnur aufgerufenwerden,wennzuvor dortein Bild geladen
wurde.m Load Data erlaubtdasLadeneinerASCII Datei.Die DateibestehtauseinemHeader, in dem
derFunktionstyp3, dieAnzahlderFunktionenundevtl. weitereInformationenangegebenwer-
den.Die ersteSpaltebeinhaltetdenWert derfreienVariable,die andere(n)den/dieFunktions-
wert(e).m Unter Function operation könnenFunktionenmiteinanderVerkn̈upft werden.Die Option
ben̈otigt aktivesmultiple (sieheunten).Mit addbzw. multiply werdenalle dargestelltenFunk-
tionen miteinanderaddiertbzw. multipliziert, mediatemittelt sämtlicheFunktionswerteund
speichertzus̈atzlichdengrößtenAbstandvom Mittelwert (Fehlerbalken).

3D.h.0 für o , 1 für p , 2 für o undFehlerinformation,3 für p undFehlerinformation.
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(a) (b) (c)

Abbildung A.9: Graph Setup.

m Im Menü Output functions erscheintdie Liste von Modelldaten,derenWertewährenddes
Simulationslaufesmitberechnetwurden(sieheA.2).

Abbildung A.8: Funktionendarstellung.

Mit multiple könnenmehrereFunktionen
gleichzeitigangezeigtwerden.Wurdebei der
Achsenbeschriftungauto scale aktiviert, so
werdendieseautomatischskaliert.JedeFunk-
tion erḧalt eine vorgegebeneCharakteristika
(Form und Farbe). Ist multiple aktiviert und
wird in den EingabefeldernNo.,x oder y ein
Bereichder Form q 2sr

eingegeben,so wer-
denalleFunktionenvon q bis

r
angezeigt(sie-

he Abb. A.7). Ein Mausklick auf log x/y trägt
die Funktion logarithmischauf bzw. derivati-
onzeigtdieAbleitung.Im Setup... wird, wie
bei der Gitterdarstellung,die Achsenbeschrif-
tung festgelegt (siehe Abb. A.7). Zus̈atzlich
könnenFehlerbalken4 oderFehlerbereichean-
gezeigtwerden.Unter Functions werdendie
dargestelltenFunktionenaufgelistet.Hier könnendieEigenschaftenderFunktionmanipuliertwerden
und eskönnen,bei aktiviertemmultiply, neueFunktionenüber record definiertwerden.Die Funk-
tionenkönnenmit denOperatoren

6;:�2<:�=>:@?
beliebigverkn̈upft werden.Zus̈atzlichkönnenauf eine

Funktionenmengedie OperationenMinimum, Maximum,Durchschnittsowie Durchschnittmit ma-
ximalerAbweichungangewandtwerden.

Damit sindalle wesentlichenFunktionendesProgrammsumrissen.DeminteressiertenLesersei
empfohlen,die OnlineHilfe von DySTReMfür weitereInformationenzu konsultieren.DemBasis-
paket sindeinigeBeispielmodellebeigef̈ugt, die die einengutenEinblick in die Funktionsweisedes
Modellsliefern.Ebensoseiaufdie Parameters̈atzein AnhangC verwiesen.

4Nur für FunktionenvomTyp 2 oder3 möglich (sieheLoad Data).





Anhang B

Quellcode

NachfolgendsinddiewichtigstenProgrammroutinendesModellsaufgef̈uhrt.Die rechenintensivsten
Programmschrittewurdenoptimiert.

B.1 Verknüpfung der Zellen

...
for (y=0; y<size_y; y++) for (x=0; x<size_x; x++)

{ xr=(x+1)%(size_x); x-PositionderNachbarn��� und ���
yu=(y+((x+1)%2))%(size_y); y-Positionvon ���
xl=(x+(size_x)-1)%(size_x); x-Positionvon ��� und ���
yo=(size_y-1+y+((x+1)%2))%(size_y ); y-Positionvon ��	
cell[x][y].nb[0]=&cell[xr][ yu ];
cell[x][y].nb[1]=&cell[x ][ (y+1) % (size_y) ];
cell[x][y].nb[2]=&cell[xl][ yu ];
cell[x][y].nb[3]=&cell[xl][ yo ];
cell[x][y].nb[4]=&cell[x ][(size_y-1+y)%(size_y)];
cell[x][y].nb[5]=&cell[xr][ yo ];

}
...

B.2 Einheitlicher Schleifenrumpf für LBA und LBGK

...
for (y=0; y<size_y; y++) for (x=0; x<size_x; x++)

if (!bound(cell[x][y])) Hinderniszellensindinvariant

neu[0]=cell[x][y].p[0]; neu bezeichnetdenFolgezustand
for (i=1; i<7; i++)


if (bound((*neighbour(cell[x][y],i)))) neu[i]=reflect(cell[x][y],i);
else neu[i]=particle_transport(cell[x] [y],i) ;�

equilibrium(neu,&feq,algorithm); BerechnendesGleichgewichts
iteration(neu,cell[x][y].w,feq,algo rithm ); Iterationsschritt�

...
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typ_zelle* neighbour(typ_zelle c, int direction) Nachbarzelle

return c.nb[fnb[direction]]; ��
���� �����������

double reflect(typ_zelle c, int direction) Reflektion

return c.p[1+fnb[direction]];�

double particle_transport TransportzwischenZellen
(typ_zelle c, int direction) gleicherundunterschiedlicher


Permeabiliẗaten
typ_zelle nc;

nc=*c.nb[fnb[direction]];
if (c.w == nc.w) return c.nb[fnb[direction]]->p[direction] ;
if (c.w < nc.w) return nc.p[direction]*c.w/nc.w;
return reflect(c,direction)*(1-nc.w/c.w)+c .nb[f nb[di rectio n]]-> p[dir ection ];�

Der Ausdruckbound gibt an,ob die Zelle ein Hindernisdarstellt.HierzuzählennebendenSedimentenauch
belegteZellenmit Durchl̈assigkeit ����� (sieheKapitel 5):

#define bound(A) (A.inhalt == Hindernis || (A.inhalt == belegt && A.w == 0))

B.3 BerechnungdesGleichgewichtszustandes

void equilibrium(double neu[7],double *feq,char algorithm);

int i;
double vx,vy,pv[6],rho,v2,sq3=sqrt(3.0);

rho=f[0]; for (i=1; i<7; i++) rho+=f[i]; BerechnungderZelldichte
vx=sq3*0.5*(neu[1]+neu[6]-neu[3]-neu [4])/r ho;
vy=(0.5*(-neu[1]-neu[3]+neu[4]+neu[6 ])+neu [5]-n eu[2] )/rho;
pv[0]=0.5*(sq3*vx-vy); � � � �"! �$#%� � �'& � �"! , �(�*),+.-/+10
pv[1]=-vy;
pv[2]=0.5*(-sq3*vx-vy);
for (i=0; i<3; i++) pv[i+3]=-pv[i];
if (algorithm == LBA)


*feq=0.0;
for (i=1; i<7; i++)



feq++; *feq=pv[i]*pv[i];

�
�
else if (algorithm == LBGK)


v2=0.25-0.5*(vx*vx+vy*vy); �2)4365 ! �2)7#8- � � !
*feq=2.0*rho*v2; �2)439- !2: �;)<#=- �

� !
rho /= 3.0; : wird zurHilfsvariablen.
for (i=1; i<7; i++)



feq++; *feq=rho*(pv[i]+2.0*pv[i]*pv[i]+v2);

�
�

�
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B.4 BerechnungdesIterationsschrittes

void iteration(double neu[7],float w,double feq[7],char algorithmus);

int i;
double m,sm;
matrix Klokal;
extern matrix Kglobal; Kollisionsmatrix >@?BA;CEDGF
extern double G,d0,d1,omega;
extern model_parameter para;

if (algorithmus == LBA)

sm=0.0; m bezeichnetdasArgumentzur Matrizenmultiplikation
if (w<1.0)



Klokal=make_matrix(w*para.rho/7.0); G=Klokal.G0;

�
else G=Kglobal.G0;
for (i=0;i<6;i++)



m[i]=neu[i+1]-G*feq[i+1]; sm += m[i];

�
; H$�IHJ� :,K4!

if (w<1.0) verringerterDurchl̈assigkeit (Kapitel 5)

ncell[x][y][0]=neu[0]+Klokal.d0*n eu[0] +Kloka l.d1* sm;
for (i=1; i<7; i++)


ncell[x][y][i]=Klokal.c1*neu[0]+neu[ i];
for (j=0; j<6; j++) ncell[x][y][i] += Klokal.D[i-1][j]*m[j];�

�
else freieZelle (Kapitel2-4)


ncell[x][y][0]=neu[0]+Kglobal.d0* neu[0 ]+Kglo bal.d 1*sm; ncell bezeichnetdasneue
for (i=1; i<7; i++) Gitter


ncell[x][y][i]=d1*neu[0]+neu[i];
for (j=0; j<6; j++) ncell[x][y][i] += Kglobal.D[i-1][j]*m[j];�

�
�
else if (algorithmus == LBGK)


for (i=0; i<7; i++) ncell[x][y][i]= neu[i] + omega * (feq[i] - neu[i]);�
�

B.5 Advektiver und diffusiver Transport einer Zelle

double STrans(typ_zelle zelle,int ri,int stoff, double diff, double t)

/* ri = Bewegungsrichtung

stoff = transportierte Substanz (Nummer)
diff = Diffusionskorrektur
t = (Real)Zeit des Iterationsschrittes
Cta = Advektionskorrektur */
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double erg,v,k;

if (bound(zelle) || bound(zelle.nb[ri-1])) keinTransportin/ausHindernissen
v=-zelle.rvel[ri-1];
if (v >= 0.0) k=zelle.nb[ri-1]->k[stoff];
if (v < 0.0) k=zelle.k[stoff];
erg=t*(Cta*v*k+diff*(zelle.nb[ri-1]- >k[sto ff]-z elle. k[stof f]));
return erg;�

DerAusdruckbound ist in AnhangB.2 definiert.

B.6 BerechnungdesTransportiterationsschrittes

void transport(void)

float nKonz[XMAX][YMAX],dummy[XMAX];
int i,x,y,stoff;
double k,diff=0;

set_transport_constant();
for(stoff=0;stoff<para.comp_nr;stoff ++) if (para.comp[stoff].dc >= 0)


diff=Ctd*para.comp[stoff].dc;
/* letzte Zeile berechnen */
y=para.size_y-1;
künstlicheGradientenforsetzungdesunterenRandesin dererstenZeileerzeugen
for (x=0; x<para.size_x; x++)


cell[x][0].k[stoff] = min(0.99*cell[x][y].k[stoff],
max(0,cell[x][y].k[stoff]-fabs(cell[x ][y]. k[sto ff]-ce ll[x] [y-1] .k[sto ff])) );�

for (x=0; x<para.size_x; x++)

nKonz[x][y] = cell[x][y].k[stoff];
for (i=1;i<7;i++) nKonz[x][y] += STrans(cell[x][y],i,stoff,diff,data.t 2scal e);�

künstlicheGradientenforsetzungdesoberenRandesin dererstenZeileerzeugen
for (x=0; x<para.size_x; x++)

cell[x][0].k[stoff] = min(0.99*cell[x][1].k[stoff],
max(0,cell[x][1].k[stoff]-fabs(cell[x ][1]. k[sto ff]-ce ll[x] [2].k [stoff ])));

berechnenderrestlichenZeilen!!! 1. Zeile wird nichtberechnet!!!
for (x=0; x<para.size_x; x++) for (y=1; y<para.size_y-1; y++)


nKonz[x][y] = cell[x][y].k[stoff];
for (i=1;i<7;i++) nKonz[x][y] += STrans(cell[x][y],i,stoff,diff,data.t 2scal e);�

Konzentrationenumkopieren
for (x=0; x<para.size_x; x++) for (y=1; y<para.size_y; y++)


cell[x][y].k[stoff]=nKonz[x][y];�
�
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�

B.7 Dichte- und Konzentrationskorr ektur einer Zelle

void correct_cell_properties(typ_zelle *cell)

int i,status=0;
double dw=0.001;
double w_min=0.01;

if (cell->w-cell->w_akt > dw)

status=1;
for (i=0; i<MAXSTOFFE; i++)


if (cell->w_akt > 0)

cell->k[i] *= cell->w/cell->w_akt;
if (para.comp[i].density <= 0) cell->k[i]=min(cell->k[i],para.comp[i ].max) ;�

else cell->k[i] = 0;�
�
else if (cell->w_akt-cell->w > dw)


status=1;
for (i=0; i<MAXSTOFFE; i++) cell->k[i] *= cell->w/cell->w_akt;�

Dichteanpassung
if (status == 1) for (i=0; i<7; i++)


if (cell->w > w_min) cell->p[i] *= cell->w_akt/cell->w;
else switch (para.algorithm)


case 0: cell->p[i] = (para.rho/7.0)*cell->w_akt; break;
case 1: if (i == 0) cell->p[i] = (para.rho/2.0)*cell->w_akt;

else cell->p[i] = (para.rho/12.0)*cell->w_akt;
break;�

�
cell->w=cell->w_akt;�

B.8 Einheitlicher Schleifenrumpf für Struktur veränderungen

void struc_modify(void)

int x,y;
int status=0;

for (x=0; x<para.size_x; x++) for (y=0; y<para.size_y; y++)
if (cell[x][y].inhalt == durchl ässig || cell[x][y].inhalt == belegt)
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while ((status=modifying(&cell[x][y]))== 1) Strukturmodifikation& -transformation

correct_cell_properties(&cell[x][ y]);�
/* Korrektur der globalen Masse */
data.gm0=global_mass(&cell[0][0], para);�

int modifying(typ_zelle *cell)

int i,j=0;
int status=0; /* Änderungsstatus */
double w_min=0.01; /* minimale Durchl ässigkeit von Strukturtransformati-

on */
double c_min=0.01; /* c_min*c_max= minimale Konzentration zur Ausl ösung */

for (i=0; i<para.comp_nr; i++)

if (cell->k[i]>para.comp[i].max && cell->inhalt != belegt) AblagerungnachL1


/* keine Ablagerung vorgesehen, falls Dichte=0 */
if (para.comp[i].density <= 0) cell->k[i]=para.comp[i].max;
else
/* Ablageungskomponente(n) */


while (cell->k[i]>para.comp[i].max && cell->inhalt != belegt)

if (cell->w_akt>w_min) /* Strukturmodifikation ( Überschreitung) */


cell=L1(cell,i); status=1;
�

else /* Strukturtransformation durchl ässig -> belegt */

M1(cell,i);�

�
�

�
else if (para.comp[i].density > 0 && cell->k[i]<c_min*para.comp[i].max

&& cell->w_akt<1)

modifying(L2(cell,i));
status=1;
break;�

else if (para.comp[i].density > 0 && cell->inhalt == belegt)

/* Testen, ob freier Nachbar mit geringer Konzentration existiert */
for (j=0; j<6; j++) if (cell->nb[j]->inhalt == durchl ässig

&& cell->nb[j]->k[i]<c_min*para.comp[i ].max )

M2(cell,i,j);
break;�

�
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�
return status;�

B.9 Strukturmodifikation

typ_zelle* L1(typ_zelle *cell, int i)

double d,alpha=0.3, w_min=0.01;

d=min(alpha*para.comp[i].max,para.com p[i]. densit y*cel l->w_ akt/ce ll->w );
cell->k[i] -= alpha*para.comp[i].max;
cell->w_akt-= (alpha*para.comp[i].max*cell->w)/p ara.c omp[i ].dens ity;
cell->d[0] = para.comp[i].density*(1.0-cell->w_a kt);
return cell;�

typ_zelle* L2(typ_zelle *cell, int i)

double c_min=0.01; /* c_min*c_max= minimale Konzentration zur Ausl ösung */
double d,beta=20.0;

d=min(beta*c_min*para.comp[i].max,cel l->d[ 0]/cel l->w) ;
cell->k[i] += d;
cell->w_akt += d*cell->w/para.comp[i].density;
cell->d[0] = para.comp[i].density*(1.0-cell->w_a kt);
return cell;�

B.10 Porenraumtransformation

void M1(typ_zelle *cell, int i)

int j,k;

cell->k[i] -= para.comp[i].density*cell->w_akt/cell- >w;
cell->d[0] = para.comp[i].density;
if (cell->w*cell->k[i]+SC1(cell,i) < 0) cell->k[i]=-SC1(cell,i)/cell->w;
for (j=0; j<para.comp_nr; j++) if (para.comp[j].density <= 0)


if (cell->w*cell->k[j] > SMC1(cell,j)) cell->k[j]=SMC1(cell,j)/cell->w;�
for (k=0; k<6; k++) if (cell->nb[k]->inhalt == durchl ässig)


cell->nb[k]->k[i] += cell->w*cell->k[i]*(cell->nb[k]->k[ i]/SC1 (cell ,i));
cell->k[i] =0;
for (j=0; j<para.comp_nr; j++) if (para.comp[j].density <= 0)


cell->nb[k]->k[j] += cell->w*cell->k[j]*(para.comp[j]. max-ce ll->n b[k]-
>k[j])

/SMC1(cell,j);
cell->k[j]=0;
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�
�
cell->inhalt=belegt;�

double SC1(typ_zelle *cell, int i)

int j;
double SC=0;

for (j=0; j<6; j++) if (cell->nb[j]->inhalt == durchl ässig)
SC += cell->nb[j]->k[i]*cell->nb[j]->w;

return SC;�

double SMC1(typ_zelle *cell, int i)

int j;
double SMC=0;

for (j=0; j<6; j++) if (cell->nb[j]->inhalt == durchl ässig)
SMC += (para.comp[i].max-cell->nb[j]->k[i ])*ce ll->n b[j]-> w;

return SMC;�

void M2(typ_zelle *cell, int i, int j)

double c_min=0.01; /* c_min*c_max= minimale Konzentration zur Ausl ösung */
double d,beta=20.0;

d=min(beta*c_min*para.comp[i].max,pa ra.com p[i]. densi ty/cel l->nb [j]-> w);
cell->nb[j]->k[i] += d;
cell->w_akt = d*cell->nb[j]->w/para.comp[i].den sity;
cell->d[0] = para.comp[i].density*(1.0-cell->w_ akt);
cell->w=1.0; /* forciert Korrektur */
cell->inhalt=durchl ässig;�



Anhang C

Parameters̈atze

Im folgendensind die Parameters̈atzesämtlicherSimulationsl̈aufe für DySTReM aufgef̈uhrt. Als
realeViskosiẗat wird in allenModell die von Wasserbei Raumtemperaturgewählt
( ���������	��

��������� ).
C.1 Modelle zu Kapitel 2

Zur Herleitungder � -KorrekturwurdendieModelleLBA bzw. LBGK für �������	�����	� �	!	!	!"�$#��%� unter
VerwendungdesgleichenParametersatzesverwendet.

Modell LBA LBGK
Probe ProbeM1.tif ProbeM1.tif
Tiefe 2 mm 2 mm&('*),+�- 100(150) 100(150)
Filter 0,6 0,6
Top 5 5

Bottom 5 5
Ausgabe 1 Bild 1 Bild

Simulation 1 Iteration 1 Iteration
Algorithmus LBA LBGK
Berechnung nurStrom nurStrom

Massenkorrektur ein ein. 1,1 1,1/ — 0,470�1 �2�(�	��
43 �5�(�	��
43687
0,5Nm 0,5Nm

Initialisierung 10.000Iterationen 10.000Iterationen
Fehlertoleranz �"9 �"9

Konvergenzgrenze � !:�;�"9 � !:�;�"9

C.2 Modelle zu Kapitel 3

NachderInitialisierungsphase wird für dieAdvektiondie KonzentrationeinesStoffes < dermittleren
Zelle in deroberstenReiheauf �=�>��?�@A�B@ gesetzt.Für die Diffusionwird die Zelle in derBildmitte
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( �"������C(��#��$�"����������# ) auf �D�>��?�@A�B@ gesetzt.

Modell Advektion Diffusion
Probe Rohr.tif Rohr.tif
Tiefe 2 mm 2 mm&�'$)E+�- 100 100
Filter 0,5 0,5
Top 5 5

Bottom 5 5
Ausgabe 30Bilder 30Bilder

Simulation 30 Sekunden 60 Sekunden
Algorithmus LBA LBA
Berechnung nurT/R nurT/R

Massenkorrektur ein ein. 1,1 1,1/ — —0�1 �2�(�	��

F �2�(�	��

F6=7 #��*GH���	��
JI Nm 0,0Nm
Initialisierung 5.000Iterationen 10 Iterationen
Fehlertoleranz �"9 �"9

Konvergenzgrenze � !:�%�(K(9 � !:�%�(K(9
Für beideModellewird ein fiktiver Stoff < definiert.

Komponente< Advektion Diffusion
Diffusionskonstante � < � � ��� �����	� 

L < � � ���
max. Konzentration �D�>��?�@A�B@ �D�>��?�@A�B@

Eintrag �2�>��?�@A�B@M�ON �5�>��?B@A�B@M�"N

C.3 Modelle zu Kapitel 4

Die Modellein denAbschnitten4.1(GeomA undB) und4.2(TideA undB) unterscheidensichallein
in derWahldesDruckgradientenundderLaufzeit.
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Modell GeomA (B) Tide A (B)
Probe ProbeM1.tif(ProbeM2.tif) ProbeM1.tif(ProbeM2.tif)
Tiefe 2 mm 2 mm&('*),+ - 100 100
Filter 0,6 0,6
Top 5 5

Bottom 5 5
Ausgabe 1 Bild 98Bilder

Simulation 30.000Iteration 24 Stunden
Algorithmus LBGK LBGK
Berechnung nurT/R nurT/R

Massenkorrektur ein ein. 1,0 1,0/ 1,85 1,850�1 �����	� 
EP�Q �2�(�	� 
EP�Q6=7
(perm.) 0,5Nm —687

(min/max) — 0 Nm/0,5Nm687
(Periode) — 12h

Initialisierung 10.000Iterationen 10.000Iterationen
Fehlertoleranz �"9 �"9

Konvergenzgrenze � !:�;�"9 � !:�;�"9
Für alleModellewerdenfolgendeStoffe undReaktionendefiniert:

Komponente Cyano ( RTSVU(W ) WXU RTWXUY[Z�\ 0�] U�^ &%_ ` � �2�(�	��

L �2�(�	��

L0(acb%d \ ]e]gfJh ^ hi_ �2�(�	�%j � �lk�m �	�
Eintrag

\ ]n]gf
h ^ hpo qr_ ` � ` � ` �

s Produktion �8tvu ��w `
x �8tvu ��wzy � w{�
KinetischeGleichung: | �~}r�"��� <	�E���l�
mit �X����!:�D� P�;� .

s Respiration � w�� `Mx �8t w{�2�Ay u ��w��
KinetischeGleichung: | �n}��O��� < �,���� y < �,�
mit �X��G��$# �i�=�������� ��� und ���������lk�#v���	� 
 j ���=�8���� � .

Da das u � w keinerlei Auswirkungenauf die Ergebnissehat, wird es bei den Modellrechnungen
weggelassen.Das t w{� ist nötig, umeineReaktionin DySTReMzudefinierenunddientgleichzeitig
alsKontrollvariablezurMassenerhaltung.
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C.4 Modelle zu Kapitel 5

Modell zur VerifikationdermodifiziertenStrömungsiteration:

Modell Kr eis-xxx
Probe rohr.tif
Extra circle.tif
Tiefe 1 cm&�'$)E+�- 50
Filter 0,5
Top 5

Bottom 5
Ausgabe 1 Bild

Simulation 1 Iteration
Algorithmus LBA
Berechnung T/R/S

Massenkorrektur ein. 1,10�1 �����	��

F6=7
10 Nm

Initialisierung 10.000Iterationen
Fehlertoleranz �"9

Konvergenzgrenze � !:�;�"9
DieModelle’xxx’ simulierenverschiedeneDurchl̈assigkeiten.Demhinzugef̈ugtenBild ’circle.tif’
werdendie Durchl̈assigkeiten � �e� ���5���	� 

� ��� ���%�;����� ���(K���� �$#��$� �*K����;�$m;���;�$�(����� zugewiesen.
Modellezur Kalzifizierung:

Modell Calzit 5.3 Calzit 5neu
Probe ProbeM1d.tif(Sediment1) ProbeM1c.tif(Sediment2)
Tiefe 5 mm 5 mm&�'$)E+�- 60 60
Filter 0,7 0,7
Top 4 4

Bottom 4 4
Ausgabe 20 Bilder 20Bilder

Simulation 20.000Iteration 20.000Iterationen
Algorithmus LBGK LBGK
Berechnung T/R/S T/R/S

Massenkorrektur aus aus. 1,0 1,0/ 0,441 0,4410�1 KH���	� 
43 K��(�	� 
43687
(perm.) 1,4Nm 1,6Nm

Initialisierung 30 Iterationen 30 Iterationen
Fehlertoleranz �"9 �"9

Konvergenzgrenze � !:�;�"9 � !:�;�"9
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Für beideModellewerdenfolgendeStoffe undReaktionendefiniert:

Komponente S�RTWc� RT� S RTWc� RT��RTWX�Y[Z \ 0�] U ^ &(_ �2�(�	� 

L �2�(�	� 

L �5�(�	� 

L �2�(�	� 

L �2�(�	� 

�0(acb%d \ ]e]gfJh ^ hi_ K����	� � �2�(�	� � �����	�%j KH���	� � #��(�	� 

�
Eintrag

\ ]e]ef
h ^ hpo;q�_ ���$m �(�	�%L ���$# �(�	�%L ` � ` � ` �
Dichte/Molmasse

\ ]e]gf
h ^ h�_ – – – – � ����#

s GleichgewichtsreaktionderKohlens̈aure

�Du¡t w j�¢ x �pu y �=t w j
KinetischeGleichung: | �n}��"�£� < ���E�4¤ ` � � � < � � < �E�M¤
mit �~�¥#��*GX�4�	� �E� P�;� ; � � �¦#��*Gc�M�	� �E� �� � �8�8��� � für Sediment1 und �~�¦Kc�M�	� �E� P�J� ; � � �K��(�	�%�E� �� � �8�8��� � für Sediment2.

s Kalzifizierung �=tv§ y �8t w j `4x �=tv§ t w j�¨¨ �8�E�M¤
KinetischeGleichung: | �n}��"�c� < �,© � < �E� ¤
mit �X�g#%#r� �� � �8�8��� � undeinenHemmungsgradfür u[t w j von ª � �ek .
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