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1 Einleitung

Der Begriff der Determinante taucht fiir die meisten angehenden Mathematiker in der
linearen Algebra zum ersten Mal auf. Sie ist eine Funktion, die quadratischen Matrizen A,
also Vektorraumendomorphismen von endlichdimensionalen K —Vektorrdumen V', meist
K =R oder K = C, eine Zahl aus K zuordnet:

det : End(V) - K A — det A.

Diesen Begriff studierte bereits Leibniz Ende des 17. Jahrhunderts. Wéhrend Leibniz an
einer expliziten Formel fiir die Determinante gearbeitet hat, ging Weierstrafl den Weg iiber
Axiome und definierte auf diese Weise die Determinante.

Mithilfe der Determinante kann man auf verschiedene Eigenschaften der zugrunde liegen-
den Matrix schlieen. Urspriinglich wurde dem Begriff der Determinante nachgegangen,
um zu priifen, ob ein lineares Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist. Doch mit der aufge-
bauten Theorie lassen sich heute noch viele andere Eigenschaften aus der Determinante
schlieflen.

Betrachten wir nur ausgewéhlte n xn Matrizen A, im Speziellen die reellen symmetrischen,
ldsst sich die Determinante iiber das Produkt ihrer Eigenwerte A, berechnen:

k
det A= ] (1)
n=1

(vgl. [Fis81], historische Bemerkungen aus [Wikb]).

Es stellt sich nun in natiirlicher Weise die Frage, ob die Determinante auch allgemein
fiir lineare Operatoren definiert werden kann und ob fiir reelle, symmetrische, lineare
Operatoren L eine dhnliche Formel wie in gilt. Wir wollen also eine Definition der
Determinante finden, in der Art

o0
“det L =[] An*,
n=1

wobei der Operator L unendlich viele Eigenwerte A, besitzen kann. Dieses Produkt kann
offenbar nur dann konvergieren, wenn die Eigenwerte gegen Eins streben. Da dies fiir die
wenigsten Operatoren der Fall ist, widmen wir uns einem #hnlichen Produkt.

Ziel meiner Bachelorarbeit ist es, zu zeigen, dass fiir Sturm-Liouville Operatoren Ly das

Produkt -
11
n=1

konvergiert und explizit ausgerechnet werden kann, wobei 6 € [0, 1] ein Parameter ist. Fiir
genauere Informationen siehe Satz im letztem Kapitel.
Dieses Problem wurde bereits im 20. Jahrhundert studiert und die gewonnenen Ergebnisse

An(0)
An(0)



festgehalten. Grundlage meiner Ausarbeitung sind eben diese Ergebnisse aus der Arbeit
THEOREM ON INFINITE PRODUCTS OF EIGENVALUES OF STURM-LIOUVILLE TYPE OPE-
RATORS, 1977 von S. LEVIT und U. SMILANSKI. Das Resultat ihrer Arbeit war fiir sie bei
der Losung von Pfadintegralen, wie sie in der Quantenfeldtheorie vorkommen, von Nutzen.
Mit diesem Aspekt werde ich mich in dieser Arbeit allerdings nur sehr kurz befassen.

Im Vordergrund meiner Ausfithrung wird die Sturm-Liouville Theorie, deren Eigenwert-
problematik und der Beweis dieses Theorems stehen. Abschlielend werde ich noch kurz
auf Anwendungen dieses Theorems eingehen.

Mein Vorgehen und die vorhandenen Aussagen und Beweise stiitzen sich mafigeblich auf
die Werke [Wal00] und [AGOS] sowie zum Teil auf das Skript [Wer(2]. Werden anderweitig
Aussagen oder Ideen anderer Werke genutzt, wird dies dementsprechend gekennzeichnet.



2 Sturm-Liouville Theorie

Die Sturm-Liouville Theorie wurde von Jacques Charles Francgois Sturm (x29. September
1803 in Genf; +18. Dezember 1855 in Paris) und Joseph Liouville (x24. Mérz 1809 in
Saint-Omer; +8. September 1882 in Paris) begriindet (vgl. [Wikc|, [Wikal).

Wir widmen uns zunéchst den Sturm-Liouville Operatoren und ihren Eigenschaften.

2.1 Sturm-Liouville Operatoren
2.1.1 Definition: Sturm-Liouville Operator

Sei I = [a,b] ein Intervall, p € C1(I), p>0in I und q € C(I).
L:CYI)—C(I)  Lu:=—(p') +qu (2)
ist ein Differentialoperator 2. Ordnung und heiffit Sturm-Liouville Operator.

Bis auf Weiteres gelten alle Bezeichnungen und Eigenschaften wie in dieser Definition.

Bemerkung Fiir die Wohldefiniertheit des Operators wiirde pu’ € C1(I) geniigen. Der
Einfachheit halber und auch hinsichtlich spéterer Aussagen wird allerdings die Voraus-
setzung p € C'(I) genutzt. So weit wie moglich wird in den folgenden Beweisen nur
pu’ € CY(I) verwendet.

Beispiel Im Folgenden werden wir einige Definitionen und Sétze anhand eines Beispiels
verfolgen, um sie besser zu verstehen.
Sei dazu I = [0,7],p € CY(I) mit p =1 und ¢ € C(I) mit ¢ = 0. Dann ist L mit

Lu:=—u
ein Sturm-Liouville Operator.

Wir kommen nun zur ersten wichtigen Eigenschaft von Sturm-Liouville Operatoren:

2.1.2 Lemma: Lagrange-ldentitat
Seien u,v € C?(I). Dann gilt

vLu — uLv = [p(uv’ — u’v)]/ .



Beweis. Seien u,v € C?(I). Obige Aussage lisst sich leicht nachrechnen, denn es gilt

vLu — ulv = —(pu')'v + quv + (pv")u — quv
_(pu/)/v+ (pvl)/u
= (pvl)/u + pu'v' — (pu,vl + (pu,)lv)
= (pw') = (pu'v)’
= [p(u’ —u'v)]".
O
Die folgende Definition mit anschlieBendem Lemma ist niitzlich, um die lineare Un-

abhéngigkeit von zwei Losungen v und v der homogenen Differentialgleichung Lu = 0 zu
charakterisieren.

2.1.3 Definition: Wronski-Determinante

Seien u,v € C*(I) Lésungen der Gleichung Lu = 0.

W (u, v)(t) := det( Zj,((?) Zj,((tt)) > — u(t)' () — o' ()0 (t)

heifst Wronski-Determinante der Losungen u und v.

2.1.4 Lemma: Eigenschaft der Wronski-Determinante

Es gilt entweder W (u,v) =0 oder W (u,v)(t) = p(ct) mit C € R\ {0} fir jedest € I.

C
Beweis. Um W (u,v)(t) = o) mit C' € R zu beweisen, zeigen wir, dass fiir alle t € T
(W (u, v)()p(t)) =0

gilt.
Da u,v € C?(I) Lésungen von Lu = 0 sind, folgt mithilfe der Lagrange-Identitit

0=vLu—ulLv = [p(uv — ulv)]/ = [pW (u,v)] .

Also ist pW(u,v) = C € R. Da p > 0 ist, ist entweder W (u,v) = 0 fiir C = 0 oder

C
W (u,v)(t) = o0 mit C' € R\ {0} fiir jedes t € I. O
p
Mithilfe dieser Eigenschaft kénnen wir, wie bereits angekiindigt, die lineare Unabhéngig-
keit von Losungen u und v von Lu = 0 iiber eine Eigenschaft der Wronski-Determinante
begriinden.



2.1.5 Lemma

Seien u,v € C*(I) Losungen von Lu = 0.
Dann gilt
u und v sind linear unabhingig <Vt € I : W (u,v)(t) # 0.

Beweis. Seien u und v linear unabhéngige Losungen von Lu = 0. Bekannt ist, dass fiir
jedes tg € I der Raum aller Losungen von Lu = 0 isomorph zu R? mit dem Isomorphismus

U (u(to)) ist. Also sind u und v genau dann linear unabhingig, wenn <u(to)> und

u,(to) u/(to)
U,(to) in R? linear unabhingig sind.
v'(to)
Angenommen es existiere ein tg € I, sodass W )(to) = 0 gilt. Dann folgt mit Lemma

2.1.3} dass W (u,v) = det <s, :) = 0 ist. Also sind <u’ i))> < > fiir alle t € I linear
abhéngig 4. Also gilt W (u,v)(t) # 0 fiir alle t € I.

Sei W (u,v)(t) # 0 fiir alle t € I. Angenommen v und v wéren linear abhéngig. Dann
existiert ein ¢ € R\ {0}, sodass fiir alle t € T

u(t) = cvu(t)

gilt. Dann folgt aber W (u,v) = uwv’ — vu' = cvv’ — vev’ = 0 4. Also sind u und v linear
unabhéngig. O

Beispiel Wir fithren unser Beispiel weiter und berechnen die Wronski-Determinante. Da-
zu bendtigen wir zwei Losungen u,v € C%(I) der Gleichung Lu = 0, also

—u"=0 und —9"=0.

Wiéhlen wir zum Beispiel u(t) := ¢ und v(¢) := ¢ — 7. Dann ist

u v t t—m
W(u,v)(t)-det(u, v,>—det<1 1 >—t—t+7r—7r

die Wronski-Determinante von u und v. Wie man hieran sieht ist die Wronski-Determinante,
wie in Lemma [2.1.4] gezeigt, von der Form
C

W(u,v)(t) = o) = % =7 mit C =m.

Da u und v linear unabhéngig sind, folgt nach Lemma dass W (u,v)(t) # 0 fiir alle
t € I ist, was in diesem Beispiel offenbar der Fall ist.



2.2 Die Sturmsche Randwertaufgabe

Entgegen der in der Analysis II {iblichen Anfangswertprobleme betrachten wir in der
Sturm-Liouville Theorie so genannte Randwertprobleme. Hierbei werden statt eines oder
mehrerer Anfangswerte, die Randwerte vorgeben. Besonders ist dabei, dass Randwertpro-
bleme im Gegensatz zu Anfangswertproblemen nicht notwendiger Weise eindeutige Losun-
gen liefern.

Dazu aber erst einmal folgende Definition:

2.2.1 Definition: Sturmsche Randwertaufgabe

Seien f € C(I) und ay, a9, p1, B2 € R. Die Randwertaufgabe
Lu=f

unter den homogenen Randwertbedingungen

Riu := aqu(a) + agp(a)u’(a) =0  |aq| + |ag| > 0 (R1)
Rou := Bru(b) + Pop(b)u’(b) =0 |B1] + B2 > 0 (R2)

und den Voraussetzungen aus Definition heifst Sturmsche Randwertaufgabe.

Bemerkung
a) Rj und Ry sind linear in u.

b) Die Faktoren p(a) und p(b) in den Randbedingungen rithren daher, dass bei der
Uberfiithrung von in ein System erster Ordnung der Faktor pu’ auftritt:

vVV=—, W' =—qu+ fmitv=uw=pd (3)
Mehr dazu in Kapitel

2.2.2 Definition
Zur weiteren Ubersicht definieren wir
C%(I) := {u € C*(I)|u erfillt die Randbedingungen (RI) und (R2)}.

Wir kommen nun zur ersten Eigenschaft des Sturm-Liouville Operators, den wir in der
Einleitung angesprochen haben, die Symmetrie von L.



2.2.3 Lemma
Seien u,v € C%(I). Dann gilt
a) [P o(t)Lu(t) — u(t)Lo(t) dt = 0 und
b) L ist symmetrisch in C%(I), also < Lu,v>=<u, Lv>.

Beweis.  a) Seien u,v € C%(I). Im Folgenden wird der Ubersicht halber auf das Argu-
ment verzichtet. Es gilt

b b
/vLu —ulv dt/ (p(vu' — uv’))/ dt
b) (v

(b)u'(b) — u(b)v’(b)) —p(a) (v(a)u/(a) - u(a)v'(a)) .

=:B =:A

= p(

Da u,v € C%(I) sind, gilt Riu = Riv = 0 und Rou = Rov = 0. Wir betrachten
verschiedene Fille:

Sei zuniichst a; = 0. Dann folgt u/(a) = v'(a) = 0 und damit ist p(a) (v(a)u'(a) — u(a)v'(a)) =
0. Analog fiir 5, = 0.

Falls ag # 0 gilt, ist

_awl) e asla(a)
u(a) = a d v(a) o

und damit

p(a) (v(a)u'(a) . u(a)v/(a» = p(a) <_a2p(a)v,(a)u,(a) n azp(a)u/(a)vl(a)> —0.

o1 (03]

Analog fiir $1 # 0. Also sind die Summanden A und B jeweils Null fiir beliebige
«;, B; mit ¢ = 1,2. Damit folgt die Behauptung.

b) Seien u,v € C%(I). Da u und v reellwertig sind, gilt

b
<Lu,v> — <u,Lv>—/ vLu—uLvd:raz)O.
a

O

Zu Beginn des Kapitels habe ich angesprochen, dass Randwertprobleme im Gegensatz
zu Anfangswertproblemen im Allgemeinen keine eindeutige Lésung besitzen. Der néchste
Satz zeigt unter welchen Bedingungen eine eindeutige Losung fiir ein Randwertproblem
existiert.



2.2.4 Satz: Eindeutige Losbarkeit

Sei{u,v} ein Fundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung Lu = 0. Die Sturm-
sche Randwertaufgabe ist fir jedes f € C(I) genau dann eindeutig losbar, wenn
Lu = 0 unter (R1) und (R2|) nur u =0 als Losung besitzt. Dies ist genau dann der Fall,

wenn
R1 u Rl’U
der (e T0) £0 @
gilt.

Beweis. Offenbar ist Lu = f fiir jedes f € C(I) genau dann eindeutig losbar, wenn L
injektiv und surjektiv auf seinem Definitionsbereich C%(I) ist. Da L ein linearer Operator
ist, ist die Injektivitéit von L dquivalent dazu, dass der Kern der Nullraum ist. Also wenn
Lu = 0 nur v = 0 als Losung besitzt. Zudem ist L genau dann surjektiv, wenn L injektiv
ist.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass genau dann gilt, wenn v = 0 die einzige Losung
von Lu = 0 unter und ist.

Da {u,v} ein Fundamentalsystem ist, ldsst sich jede Losung w der homogenen Differenti-
algleichung als w = cju + cov mit ¢y, c2 € R darstellen. Dann gilt offenbar

w = cqu + cov = 0 ist unter Ryw = ciRju + coR;v = 0, ¢ = 1,2 die einzige Losung
Rlu Rl’U C1 i 0 C1 . 0
oG m) ()= 6) = (5)= ()]
Rlu R1U
Rzu RQU

R1U Rlv
< det (Rgu R2v> # 0

Damit ist auch der zweite Teil des Satzes gezeigt. O

> invertierbar

Fiir die weiteren Aussagen und Sétze ist es notwendig, dass L injektiv und surjektiv ist.
Aus diesem Grund wird bis auf Weiteres angenommen, dass Lu = 0 unter (R1)) und (R2)
nur die triviale Losung besitzt (A).

Wir wollen nun die Sturmsche Randwertaufgabe 16sen, also eine Losung der Glei-
chung Lu = f fiir beliebiges f € C(I) unter den Randbedingungen und finden.
Eine der ersten Moglichkeiten, die einem dazu in den Sinn kommt, ist, wenn moglich, den
inversen Operator von L zu finden. Dazu dient folgende Definition:



2.3 Die Greensche Funktion
2.3.1 Definition: Greensche Funktion

FEine Greensche Funktion fir den Differentialoperator L unter den Randbedingungen (R1))
und (R2) ist eine stetige Funktion

G:IxI—>R (t,7) — G(t,7),

sodass fir den Integraloperator

b
T.O0) - CAI)  TH() = / G(t,7)f(r) dr (5)
gilt:
a) Fir alle f € C(I) ist Tf € C*(I) und L(Tf) = f,

b) Tf erfiillt und und
¢) T(Lu) = u fir alle u € C%(I).

Bemerkung

1. Die Greensche Funktion kann nur existieren, wenn L bijektiv ist. Aus diesem Grund
wurde in diese Annahme gemacht.

2. Da L nach Lemma in C%(I) symmetrisch ist und Tf fiir f € C(I) in C%(1)
liegt, gilt fiir alle f,g € C(I)

<Tf,L(Tg)> =<L(Tf),Tg>
=><Tf,g>=<fTg>.

Damit ist 7' symmetrisch in C([).

Mithilfe der Symmetrie von 1" ldsst sich zeigen, dass jede Greensche Funktion symmetrisch
ist:

2.3.2 Lemma: Symmetrie der Greenschen Funktion

Fir beliebige f,g € C(I) gilt

<Tf,g>=<f,Tg> < Vt,7rel:G(t,1)=G(tT).



Beweis. Seien f,g € C(I). Dann gilt

OL<Tg,f> - <g,Tf>

/f /GtT 7)drdt — / /Gtr 7) dr dt

//f det—// (7) dr dt
Fubini //f 7)dtdr — // (T)drdt
v:j:la:ln- / / £(t) T)dtdr — / / f(t)dtdr
~ [[ 19 i616.7) - G aear

Dies ist fiir beliebige stetige f und g genau dann erfiillt, wenn G(¢,7) = G(7,t) fiir alle
t,7 eI gilt.
O]

Mit der Symmetrie von 7' ist also die Symmetrie jeder Greenschen Funktion gezeigt.
Es bleibt nun die Frage offen, ob es zum Sturmschen Randwertproblem genau eine Green-
sche Funktion gibt. Folgender Satz gibt dabei Abhilfe:

2.3.3 Satz: Eindeutigkeit der Greenschen Funktion

E's existiert genau eine Greensche Funktion zum Differentialoperator L unter den Rand-

bedingungen (R1) und ( .

Beweis. Seien G1 und G9 zwei Greensche Funktion zum obigen Problem. Definiere
T1f(t) / Gi(t,7)f(r)dr und

Tof(t) /GQtT T)dr mit f € C(I).

Wir wollen nun zeigen, dass 77 = T5 ist und damit auch G; = Gs. Es gilt mithilfe der
Eigenschaften einer Greenschen Funktion und der Tatsache, dass Kompositionen von
Operatoren assoziativ ist,

Tvf=1T (LTQf) = (TlL)TQf =Tsf fiir beliebige f € C(I)

und damit 77 = T5. Es gibt also nur eine Greensche Funktion zum Differentialoperator L

unter den Randbedingungen (R1)) und (R2]).
O

10



Als Nichstes beweisen wir einen Satz, der zum Teil aus der Analysis II bekannt sein
sollte. Da er aber meist nicht in dieser Form behandelt wird, wird er hier noch einmal
gezeigt. Er dient uns lediglich als Hilfsmittel, um den darauffolgenden Satz beweisen zu
konnen.

2.3.4 Satz

Sei I = [a,b] und
fiPP=R o (zy) = flzy)

stetig in (z,y) € I2. Zudem sei O f stetig auf I?. Dann gilt fiir alle x € I

Cg‘;(/:f@,y)dy) — f(wa)+ [ g f@a)dy und
CZ;(/:f(x,y)dy> :—f(x,x)+Lb§z (z,y) dy.

Beweis. Sei f € C(I?) und stetig differenzierbar in x € I. Um die Behauptung zu zeigen,
benoétigen wir eine Hilfsfunktion

&(x)
H(E(x), n(z)) = / fn(@)y)dy  mit €(z) = n(z) = .

Es ist offenbar &, € C'(I). Dann gilt

L H(E@). @) = e mE@). @) S 1+ p(e(w), i) )

R .
M o) o)+ [ pata) ) dy

Analog ldsst sich

o/ ' fay) i) = ~fwa) + "2 ey ay

zeigen. ]

Unser néchstes Ziel ist es, die Greensche Funktion explizit auszurechnen. Dazu dient
folgendes Lemma:

11



2.3.5 Lemma

Sei
G:IxI—R (t,7) — G(t,7)

eine Funktion mit den Figenschaften

1. G ¢ C’(Iz) und sowohl 0yG als auch OfG existieren jeweils ina < 7 <t < b und
a <t <71 <bund sind dort stetig,

2. fiir festes 1o € I ist LiG(t,179) =0, falls t # 19,

3. auf der Geraden t = 7 hat 0;G(t,T) einen Sprung:

DG+, 1) — 0,G(t,1) = lim,_or DGt + €,1) — DG(t — e, ) = —p(lt)

4. und fiir jedes 19 € (a,b) gilt R1G(t,79) = R2G(t,79) = 0.

Dann z'st G eine Greensche Funktion zum Differentialoperator L unter den Randbedingun-
gen und (| .

Beweis. Wir zeigen die Eigenschaften a) - ¢) einer Greenschen Funktion aus Definition

231

a) Zu zeigen ist: Fiir alle f € C(I) ist Tf € C?(I) und L(Tf) = f. Sei also f € C(I)
beliebig. Mithilfe von Satz [2.3.4] und den Voraussetzungen aus 1. gilt

_ (/ba(t,T)f(T) dT>/ _ (/tG(t,T)f(T) dT+/bG(t, () df)l

— G S /at (t.7)f d¢+/ 0.G(t, ) f(7) dr — Gt ) F(2)
_ /a 0,G(t,7)f(r) dr (6)
und
o (/ st - (/tatG@,T m/ sctscrin)
= G /at (t,7) d7+/ O2G(t, 7) [ (7) dr — G (™, 1) f(1)
= 0,G(tT, ) f(t) — QG ) f /82 (t,7)f(T)dr
= —]J;g;+ / 9RGt) f(7) dr (7)

12



Da @ und stetig sind, folgt T'f € C*(I).
Es bleibt LT f = f zu zeigen:

LTf(t) = —p&)(Tf)"(t) — o' O)(T ) () + a()Tf(2)

—pﬂ(L%ﬁG@Tﬁﬁﬂh— §> /‘@ (t,7)f
a0 | G () e

b

— / _p(HORG(t,T) F(r) — P (OOG(E 7 f(7) + a(DG(E 7) F(7) dr + (1)
b

- / FOV LGt ) dr + £(8) V2 F(b).

b) Zu zeigen ist, dass T'f die homogenen Randbedingungen (R1]) und (R2) erfiillt.
Es gilt
R\Tf = a1Tf(a) + azp(a)(Tf) (a)

—Oq/G(lT T)dT + asp(a /315 (a,7)f()dr
_ / a1G(a,7) f(7) + azp(a)8G(a,7) f(r) dr

b
:/ RiG(t, ) f(r) dr = 0.
a
RoT f = 0 verlduft analog.
c¢) Seien u,v € C’%(I). Wir zeigen, dass T'Lu = w gilt, indem wir
<TLu,Lv>=<u,Lv>

fiir beliebiges v zeigen.
Nach b) ist TLu € C%(I). Damit folgt

L symm

<TLu,Lv>" = <LTLu,v>=<Lu,v>=<u,Lv>.

Da dies fiir jedes v € C%(I) gilt und L nach a) ein Rechtsinverses besitzt, also
surjektiv ist, gilt 7Lu = u fiir alle u € C%([).

Mithilfe dieser Eigenschaften, lésst sich eine explizite Formel der Greenschen Funktion
herleiten.
Sei G(t, 7) eine Greensche Funktion mit den Eigenschaften 1. - 4. aus Lemma Zudem
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seien u # 0 und v # 0 Losungen von Lu = 0, wobei u und v erfiillt. Diese
Losungen sind linear unabhéngig, da sie sonst jeweils beide Bedingungen erfiillten und so
nach Annahme u=uv =0 gelte. Also ist {u,v} ein Fundamentalsystem von Lu = 0.
Sei 19 € I beliebig und H(t) := G(t,70). Dann gilt L;H(t) = 0 und R1H = 0 auf [a, 7).
Da zudem Lu = 0 und Rju = 0 gilt, muss ein a,, € R existieren mit

H(t) = aru(t) fir alle t € [a, 7).
Analog folgt fiir das Intervall (79, b], dass ein 5, € R existiert mit
H(t) = Br,o(t) fiir alle t € (79, b].
Da G und somit H nach den obigen Eigenschaften stetig sind, gilt
ar,u(1) = Br,v(10).
Da Lu = Lv = 0 gilt und v und v linear unabhingig sind, existiert kein ¢ € I, sodass

u(t) = v(t) = 0 gilt. Sei also 0.E. u(my) # 0.
Mithilfe der Sprungeigenschaft folgt fiir t = ¢

elg& H' (19 +€) — H'(10 — €) = Bryv'(10) — aryu/(70) = _p(io)
& —p(10) (B’ (10) — anu/(10)) =1
w0 oy (B () — 205 )
p(70) | Bro?’ (7o) ( 0)> 1
& W (u(r0)v(10) — v/ (r0)v(70)) = ;(fsp(TO)W(U?”)(TO) =1

2L Bry = u(ro) mit ¢ := —p(79)W(u,v)(79) € R nach [2.1.4

= Q=
Also ist nun fiir beliebiges 19 € 1

H(t) = 1 u(7o)v(t) fallsa <1 <t <b
T \ultu(n)  fallsa<t<m<b

Damit kommen wir zu folgender Definition:
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2.3.6 Definition: Die Greensche Funktion

Die Greensche Funktion zum Differentialoperator L und den Randbedingungen R, Ry ist
definiert durch

(8)

1 {u(T)U(t) fallsa <1 <t<b
c

':IxI—R L(t,r):=-
u(t)v(T) fallsa <t <7 <b

mit ¢ :== —p(T)W (u,v)(T).

Beispiel Wir wollen nun anhand unseres Beispiels aus die Greensche Funktion ex-
plizit ausrechnen. Auf dem Intervall I = [0, 7] war L definiert durch Lu = —u” . Fiir unser
Beispiel betrachten wir die Randbedingungen

Riu=u(0)=0 und Rou=u(mr)=0.

Wir benétigen nun zwei Losungen u,v € C?(I) des Problems Lu = —u” = 0, wobei
Riu =0 und Ryv = 0 gilt.

Offenbar ist u(t) := t eine Losung, die die erste Randbedingung erfiillt, und v(¢) :=¢t — 7
eine Losung, die die zweite Randbedingung erfiillt.

Wir kénnen jetzt ¢ = —p(t)W (u, v)(t) berechnen. Es gilt

c=—pt)W(u,v)(t) = =1 (u()V'(t) — ' (t)o(t)) =t — 7 —t = —.

Damit ist die Greensche Funktion I' definiert durch

t(r —m) fals 0 <t<rt<m

D(t,7) = — 2 {T@ —m) falsO<T<t<7
™
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3 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem

Im Folgenden befassen wir uns weiter mit den Eigenschaften von L. Insbesondere unter-
suchen wir L hinsichtlich seiner Eigenwerte und Eigenfunktionen.

3.1 Das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem
3.1.1 Definition: Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem

Seien weiterhin L und Ry, Ry wie in und (R1),(R2) definiert. Dann nennt man
Lu=MXu in I =la,b] mit Riju= Reu=0, A€ R (9)

das Sturm-Liouvillesche Figenwertproblem.

A heifit Eigenwert des obigen Problems, falls zu diesem eine Losung u # 0 fir () ewis-
tiert. Diese nicht-triviale Lésung wird Eigenfunktion genannt. Fine Eigenfunktion ist bis
auf einen konstanten Faktor bestimmt. Zu jedem Eigenwert A kann es mehrere linear un-
abhdngige normierte Figenfunktionen geben. A heifst dann mehrfacher Eigenwert. Er heifit
einfacher Eigenwert, falls es nur eine solche Figenfunktion zu A gibt.

Bemerkung Die Eigenwerte des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems @D sind ein-
fach.

Beweis. Seien u und v zwei Eigenfunktionen zum Eigenwert A, die die Randbedingungen
erfiillen.

Wegen Riju = Riv = 0 und Rou = Rov = 0 ist W(u,v)(a) = 0. Damit ist W = 0 und
nach sind w und v linear abhiingig.

Also gibt es keine zwei linear unabhéingigen Eigenfunktionen zu einem Eigenwert. Es ist
also jeder Eigenwert einfach. O

Bemerkung In wurde angenommen, dass L bijektiv ist. In Anbetracht der Definiti-
on der Eigenwerte ist diese Aussage dquivalent dazu, dass L keinen Eigenwert A = 0 besitzt.

Wir fiihren unser Beispiel fort:

Beispiel Betrachten wir fiir A € R das Eigenwertproblem
Lu=—u" = \u u(0) = u(m) = 0.

Fir A = 0 ist offenbar ug = c1t + co mit ¢, co € R eine Losung. Mithilfe der Randbedin-
gungen folgt ug = 0.

Fiir A < 0 ist u_ = c1eV"™M + o™V eine Losung. Mit u(0) = u(r) = 0 folgt wieder
u_ = 0.
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Interessant wird die Losung erst fiir A > 0. Dann ist
u(t) = 1 cos(VAL) 4 ¢osin(VAt)

die allgemeine Losung. A ist genau dann ein Eigenwert, wenn « # 0 ist. Mithilfe der Rand-
bedingungen folgt ¢; = 0 und ¢y sin(v/Ar) = 0. Damit u # 0 ist, muss ¢z # 0 sein. Also
existieren genau abzihlbar viele Eigenwerte A\, = n?, n € N mit den Eigenfunktionen
Un(x) = ¢ sinna.

Anhand des Beispiels kommen folgende Fragen auf: Unter welchen Voraussetzungen exis-
tieren Eigenwerte und sind es immer unendlich beziehungsweise abzihlbar viele? Wenn ja,
kann etwas iiber das asymptotische Verhalten gesagt werden? Zum Beispiel, dass A, ~ n?
fiir n — oo gilt? Gilt zudem immer A, > 07 Eine Antwort liefert folgender Satz:

3.1.2 Vorschau: Existenzsatz fiir Eigenwerte

Das Sturm-Liouvillesche Figenwertproblem @ hat unendlich viele einfache und reelle Fi-
genwerte A, mit
M <A <X<- Ap~n? fir n— oo

Die zugehirigen Eigenfunktion u,(t) bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in C(I),
falls L invertierbar ist.

Es gibt verschiedene Methoden diesen Satz zu beweisen. Mein Beweis stiitzt sich auf
die Beweismethode von H. Priifer (1926), genauer auf die Priifer-Transformation der Dif-
ferentialgleichung. Dazu wird zunéchst die Differentialgleichung zweiter Ordnung auf ein
zweidimensionales System erster Ordnung zuriickgefiihrt, welches dann in Polarkoordina-
ten untersucht wird. Im Fokus der Untersuchung steht dabei die so genannte Argument-
funktion.

Sei A € R bis auf Weiteres ein beliebiger Parameter und u # 0 eine Losung des An-
fangswertproblems

Lu=—(pu) +qu= 2>, Riu=aju(a)+ azp(a)u’(a)=0.

Wir transformieren die Differentialgleichung zweiter Ordnung in ein zweidimensionales
System erster Ordnung der Form

w=(qg—Nv, = Y omit w= pu', v =u. (10)

p

Wir schreiben dies in Polarkoordinaten um. Seien also w = r cos(¢) und v = rsin(¢) mit
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r > 0. Dann gilt

, ww' +ovv T cos(¢)(q — \)rsin(¢) —r sjn(¢)rcos(¢)

. 1
= rcos(¢) sin(¢) (q —A— p>
L w — r cos(¢) (%@) — rsin(¢)(qg — M\)rsin(¢)
¢ = ) - )
Cco(e) o cod(e) sind(o) sind(¢) o
== in2(¢)(q — \) = St . HOICEPY

1 1

=—+ <)\ —q— ) sin?(¢).

p p

Anzumerken ist, dass sogar r > 0 gilt, da, falls r(¢) = 0 fiir ein ¢ ist, u(t) = u/(t) = 0 gilt,
und damit u = 0 folgt.

Die Anfangsbedingung Rju = 0 ldsst sich durch

Riu = aqu(a) + asp(a)u'(a) = av(a) + asp(a)v’(a)
= aqr(a)sin g(a) + azp(a) <r(a)cos¢@n)>

p(a)
= air(a)sin¢(a) + asr(a)cos p(a) =0

2 asin ¢(a) + agcosp(a) =0

ausdriicken. Sei ¢, := ¢(a) € [0,7) eine Losung obiger Gleichung. Dann lauten die An-
fangsbedingungen

w(a) = r(a)cos ¢q

v(a) = r(a)sin ¢q.

Da R? = C ist, lassen sich die Polarkoordinaten auch in komplexer Schreibweise, also
in der Form w + iv = 7€’®, notieren. Aus diesem Grund wird ¢ als Argumentfunktion
bezeichnet.

Wir kommen nun zu einem bekannten Lemma, welches uns wichtige Eigenschaften von ¢ si-
chert. Ich zitiere dieses Lemma in einer abgeéinderten Form aus dem Differentialgeometrie-
Skript von Daniel Grieser ([Gri09], S. 15f).

3.1.3 Lifting Lemma

Sei v : [a,b] = C\ {0} eine Kurve und ¢, € argy(a).

Dann ezistiert genau eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R mit ¢(a) = ¢, und ¢(t) € arg~y(t)
fir alle t € [a,b].

Falls ~ stetig differenzierbar ist, so ist auch ¢ stetig differenzierbar.
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Da die Lénge von wu irrelevant fiir die weiteren Betrachtungen ist, setzen wir ohne Ein-
schrinkung r(a) = 1.
Wir kommen nun zu einem Satz der zum Einen zeigt, dass die Losung des Anfangswert-
problems

¥ = rcos(®) sin(o) <q - ;) r(a) = 1
o=+ (A-a- 1 )sinto) $(a) = 6

eindeutig ist und zum Anderen zeigt, dass diese Losung u reell analytisch von A abhéingt.
Da wir in einem spéteren Kapitel einen weiteren Parameter einfithren und ebenfalls die
analytische Abhéngigkeit von u in diesem Parameter benétigen, formulieren wir den Satz
direkt fiir zwei Parameter.

Um dies zu zeigen, zitieren wir einen Satz aus ([Wal00], S. 155, Satz III). Aus ihm lasst
sich die gewiinschte Behauptung direkt folgern. Hierbei wird als bekannt vorausgesetzt,
dass eine komplexwertige Funktion genau dann holomorph in einem Gebiet ist, wenn sie
in diesem komplex analytisch ist.

3.1.4 Satz iiber die analytische Abhangigkeit vom Parameter

Sei I = [a,b] ein Intervall und K C C™ kompakt.
Die Funktionen g : I x K — C" h: K — T und k : I? x C" x K — C" seien stetig in
thren Definitionsbereichen und k geniige dort der Lipschitzbedingung

\\k(t, 7,u,0) — k(t,7,v,0)| < L||u—v| fir L >0.

Dann hat .

u(t,0) = g(t,0) + /h(é)) k(t, 7, u(r,0),0)dr

fiir jedes 6 € K genau eine Losung u(t,0).

Ist h konstant, g(t,-) fir festes t € I holomorph beziiglich 0 in IO( und ist k(t,T,-,-) fir
festes (t,7) € I? holomorph beziiglich (y,0) in C" x [O(, so ist die Losung u fiir festest € T
holomorph beziiglich 0 in IO(

Um diesen Satz auf unser Differentialgleichungsproblem anwenden zu kénnen, miissen
wir die Differentialgleichung zunéchst in eine Integralgleichung umschreiben. Dazu trans-
formieren wir die Differentialgleichung zweiter Ordnung wieder in ein Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung wie in ([10]).

Fiir unsere Zwecke benétigen wir nur Parameter aus R oder R2. Sei also 0.E. ()\,0) € K C
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R? kompakt. Wir betrachten das Anfangswertproblem
L\, 0)u=—(pu') + Oqu = \u u(a) = (1 € R,/ (a) = €R.

Wie in ldsst sich obiges Anfangswertproblem in ein System erster Ordnung umschrei-

ben, sodass
()= (") Cl) - () - (76")

gilt. Wir schreiben nun die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um

()= (8%) = [ ("Wt ”) o
= A+/atk(t,7, (w,v),0) dr. (11)

Mit dieser Darstellung kénnen wir nun aus obigem Satz folgern:

3.1.5 Korollar

Sei (X, 0) € R? ein beliebiger Parameter. Dann hat das Anfangswertproblem
L(O)u = —(pu) + 0qu = \u, ula) = eRU(a) =G eER
ewne eindeutige Losung u. Diese ist fiir festes t € I reell analytisch in A und 6.

Beweis. Sei K C C? kompakt und zunéchst (), 0) € K.

Als erstes zeigen wir die Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems mithilfe der
Integralgleichung .

Da k linear in (w, v) ist und p und ¢ stetig auf einer kompakten Menge sind, ist & lipschitz-
stetig in (w,v). Damit hat die Intgralgleichung nach Satz fiir jedes (X,0) € K
genau eine Losung (w,v).

Kommen wir nun zur holomorphen Abhéngigkeit der Losung von den Parametern A und
0.

Mit A = g(t, (A, 0)) € R? fiir alle t € I und a = h(), ) sind g und h konstant und damit
holomorph in A und 6. Da k sowohl in A als auch 6 linear ist, ist auch k& holomorph in
A und 6. Damit folgt nach dass die Losung (w,v) fiir festes ¢ € I holomorph in

(A, 0) € K ist.

Da sowohl die eindeutige Existenz als auch die Holomorphie fiir eine beliebige kompakte
Menge K C C? gilt, gilt dies auch fiir beliebige (), 6) € C2.

Jetzt zeigen wir die verbliebene Aussage. Hierzu sei § € R fest. Dann ist die Losung (w, v)
auf ganz C beziiglich A holomorph, also komplex analytisch, und ldsst sich nach dem aus
der Funktionentheorie bekannten Entwicklungssatz als Potenzreihe beziiglich \ darstellen.
Schranken wir die Potenzreihe auf A € R ein, ist auch die reelle Analytizitidt in A gegeben.
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Analog fiir 6 fiir festes A. O

Bemerkung Da fiir eine Losung v von Lu = Au die Anfangsbedingungen

p(a)(a) = w(a) = r(a) cos(q) = cos(@,) und
u(a) = v(a) = r(a) sin(¢) = sin(d.)

gelten, folgt mit Korollar zum Einen, dass u eindeutig ist, und zum Anderen, dass u
reell analytisch in A und 6 ist. Damit ist auch ¢ reell analytisch in A und 6.

g

Um letztendlich Satz zu beweisen, bendtigen wir noch weitere wichtige Eigen-
schaften der Argumentfunktion ¢. Dazu dienen folgende Lemmata, fiir die wir in Teilen
die stetige Differenzierbarkeit von ¢ in A benttigen.

Sei weiterhin u # 0 die Losung des Anfangswertproblems mit Argumentfunktion ¢.

3.1.6 Lemma: Eigenschaften der Argumentfunktion |

Sei tg € I. Dann gilt

u(to) =0« ¢(to) =km  firemnkeZ
u'(tg) =0 & ¢(to) = kmr + g fiir ein k € Z.

Beweis. Sei k € Z und tg € I. Zudem seien (w,v) wie in gegeben.
Dann gilt

ulto) = v(to) = r(to) sin((ty)) = 0 "€ @(to) = kn

ul(to) _ v/(t()) _ w(to) _ 7(to) cos(d(to)) =0 d(to) = kr + g

p(to) p(to)

O]

Im néchsten Satz charakterisieren wir die Nullstellen beziehungsweise die Anzahl der
Nullstellen von u genauer.

3.1.7 Satz: Nullstellen von Lésungen

Seiu # 0 eine Losung von Lu = 0. Dann hat u endlich viele Nullstellen. Diese sind zudem
einfach.

Beweis. Sei u # 0 eine Losung von Lu = 0. Alle Nullstellen sind einfach, da aus u(t) =
u/(t) = 0 nach dem Eindeutigkeitssatz folgt, dass u = 0 ist. Zu zeigen ist also nur, dass es
endlich viele Nullstellen gibt.

Angenommen es giébe unendlich viele Nullstellen ¢; mit einer gewissen Indexmenge j €
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J C R. Wir betrachten eine abzihlbare Teilfolge (t,,)nen. Da I C R beschriankt ist, hat
die Folge t1, to, ... nach Bolzano-Weierstraf3 eine konvergente Teilfolge (¢, ) mit ¢, — t¢ fiir
t — 00.

Da u € C?(I) ist, ist mit u(t,) = 0 fiir alle n € N auch u(ty) = 0. Nach obigem Argument
ist aber u/(t9) # 0. Damit existiert nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung eine Umge-
bung U um to und eine Umgebung U um u(ty), sodass u : U — U ein Diffeomorphismus,
also insbesondere bijektiv, ist. Damit ist u(t) # 0 fiir alle ¢t € U \ {to} 4. Also hat u nur
endlich viele Nullstellen. O

Bemerkung Dieser Satz gilt i.A. fiir alle nichttrivialen Losungen von Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung.

Wir kommen nun zu einem Lemma, dass uns die wichtigsten Eigenschaften der Argu-
mentfunktion liefert.

3.1.8 Lemma: Eigenschaften der Argumentfunktion Il

a) Falls ¢(to, o) = km fir k € Z und ty € (a,b] gilt, so ist ¢'(to, N\o) > 0. Weiterhin
gilt ¢(t, A) > 0 fiir alle (t,\) € (a,b] x R.

b) ¢(t, \) ist streng monoton wachsend in X € R fir a < x <b.
c) Es gilt ¢(b,\) = 0 fiir A - —ooc.
d) Es gibt Sy, So, Ao > 0 mit

SuVA < (b, \) < S,V fiir A > Ao.

Beweis. a) Sei tg € (a,b] und A9 € R mit ¢(tg,\o) = km, k € Z. Da ¢/ =
<>\ —q— %) sin?(¢) und p > 0 ist, ist

1
I+

, o 1\ .
@' (to, Ao) = (o) + <>\o —q(to) — p(to)> sin”(¢(to, Ao))
_ 1 _ b sin? (k) = 1
= sy + (o at0) — sy ) smtam) = s >0

Zum zweiten Teil der Aussage: Da ¢(a) > 0 und fiir ¢(¢) = 0 nach der eben bewie-
senen Aussage ¢'(t) > 0 gilt, ist ¢(¢, \) > 0 fiir alle (¢, \) € (a,b] x R.

b) Um zu zeigen, dass ¢(t, \) streng monoton wachsend in A ist, zeigen wir d\¢ (¢, A) > 0.
Dazu wird v (t) := 0x¢(t, A) fiir festes A definiert (nach Korollar bzw. anschlie-
Bender Bemerkung ist ¢ stetig differenzierbar in \). Mit

o

16,0 = 903) = o+ (A= a(0) - 1) sn(e)
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gilt dann

Schgarz 62¢(t1 )‘) _ af(tv ¢7 )\) _ 8f(ta ¢> )\) 8¢(t7 )‘) + af(t7 d)a )‘)

() nor . on 0o B o\
_ (A ) - p(lt)) Sin(26) () + sin(9)
:=h(t)
=g(t)

mit 1(a) = Org(a, A) = drgq = 0.

1) ist also als Losung dieses Anfangswertproblems gegeben. Zu l6sen ist dieses mithilfe
der Methode der Variation der Konstanten und es gilt

P(t) = /t CO=CO (1) dr mit G(t) := /tg(T) dr,

was leicht nachzurechnen ist.

Offenbar gilt & > 0 und h(t) = 0 genau dann wenn ¢(¢) ein Vielfaches von 7 ist, was
nach Lemma genau dann der Fall, wenn wu(t) = 0 gilt. Da u nach Lemma
nur endlich viele Nullstellen besitzt, ist A > 0 bis auf endlich viele Stellen. Damit ist
dann ¢ (t) > 0 fur alle ¢ € (a,b] und die Behauptung b) gezeigt.

¢) Wir zeigen nun ¢(b, \) — 0 fir A — —o0. Da ¢, € [0, 7), ist das Intervall (0,7 — ¢,)
nicht leer. Sei also € € (0,7 — ¢,) beliebig. Setze fiir ¢ € [a, D]
e(t—a)+ (mr—e€)(b—1)

h(t) :== — .

Damit ist ¢(a, A) = ¢q < 7™ — € = h(a) fiir alle A € R.
Sei nun Ay < 0 so klein, dass fiir alle t €

S (AO —q(t) - ) sin®(e) < T—— = W'(#) (12)
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gilt. Unter diesen Voraussetzung gilt nun fiir alle A < A\g und ¢ € [a, b]

b — b sin?
0.0 = i+ (A= a(0) = ) s0)
L — —L sin? eachte €T —€
<t (Yol = ) sint(he) - (beacite h(o) € (e~ )
<0
i — — L sin?(e a minsin = sin(e
<t (o= a0 - ) sin0, da minsinGh(0) = sin(e)
<0
2;__;7 = K(t). (13)

Zu zeigen bleibt ¢(b, \) < h(b) = € fiir alle A < A\¢p und damit die Behauptung c).
Sei also A < A\g. Angenommen es existiert ein ty € (a, b mit ¢(tg, A) — h(tg) = 0 und
o(t, A) < h(t) fir alle t € [a,tp). Dann gilt

h(to) — h(to — 1)

K (ty) = li

(to) = i, z
< lim gb(tO? )\) - ¢(t0 - la )‘)
T =0t l

= ¢/(to, \) = f(to, ¢(to, A), A) = f(to, h(to), ) 4 zu (13).

Also gilt
Vit € [a, b, A < Xo:  o(t,\) < h(t).

Damit folgt die Behauptung c).

d) Im Folgenden werden wir die beiden Ungleichungen
SuVA < ¢(b, A) und ¢(b, \) < Sov/A

fiir A > A\¢ und positive Konstanten .5,,, .S, separat zeigen. Der Beweis verliuft dabei
analog.

Zunéchst betrachten wir die Funktion p. Da I kompakt und p > 0 ist, existiert das
Minimum und das Maximum von p, welches ebenfalls positiv ist. Sei nun Ag > 0 und
positive Konstanten Ay, A, By, B derart, dass fiir alle (t,A) € I x [\, o0) gilt

Ag + ABgsin? ¢(t, \) < p(lt) I ()\ —q(t) — p(lt)) sin? ¢(t, \)
< A+ ABsin® ¢(t,\)
¢'(t, ) <1 ¢'(t,\)

A+ ABsin? ¢(t, \) ~ Ao+ ABgsin? ¢(t, \)’
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Da jeder Ausdruck positiv ist, folgt fiir alle A\ > Ao und ¢ € [a, b]

b / t )\ b / t )\
o A+ ABsin® ¢(t, \) o Ao+ ABgsin® ¢(t, \)

o— #(b,\) (b,N\)
MA)/ dS'QSb_GS/ ds ——. (14)
. A+ ABsin“s . Ag + ABpsin® s

Sei nun A > X\g und n € N so, dass ¢(b,A) € [nm, (n + 1)7). Dann gilt

) (b,N) ds nm ds
—a> -7 0> -
a/a A—F)\Bsinzs/7r A+ \Bsin? s
|y —

>0
4 ds T ds
-1 — % s T
(n )/0 A—l—)\Bsinzs*(n )/0 A+ \Bs?
e n—1 VATt D(n—1)

>
VA Jo  A+Bt2ET /)
fiir eine Konstante D > 0. Mit ¢(b, \) € [nm, (n + 1)7) gilt ¢(b,A\) — 27 < (n — 1)7

und damit
(b—a)VAr

db,A) —2n < (n—1)r < D

und damit

d(b,A) < SoVA

fir A > Ao mit einer geeigneten Konstante S, > 0.

Der Beweis der zweiten Ungleichung verlduft dhnlich. Hierzu vergréflert man die
rechte Seite der Ungleichungskette (14)), indem man iiber das Intervall [0, (n + 1)n]
integriert:

b—a<(n+1)fr ds <2(n+1)/ﬂ/2 ds
o 0 A0—|—)\B()Sin25 o 0 A0+)\Bosin2$

Da ; < sin s auf [0, 7/2] gilt, ist mit ¢ = v/Xs

/2 ds 2(n41) [ dt C(n+1)
b—a<2 1 < —
a<2(n+ )/0 Ao+ ABos2/4 = /0 Ao + ABot2/4 N5

mit C' > 0. Mit ¢(b,\) € [n7, (n 4 1)7) gilt (n + 1)1 < ¢(b, \) + 7 und damit

(b—a)VAr

c <(n+Dm<ob, N+

also

SuVA < ¢(b, \)
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fiir A > Ao mit einer geeigneten Konstante S, > 0. Damit ist auch Aussage d)

bewiesen und somit das gesamte Lemma.
O

3.2 Die Eigenwerte des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
3.2.1 Existenz der Eigenwerte

Wir betrachten nun die zweite Randbedingung Rou = 0. Diese ist genau dann erfiillt,
wenn, wie bereits fiir Ry gezeigt,

Brsin(¢(b, A)) + B2 cos(d(b, A)) =0

gilt. Mit ¢(b, \) ist offensichtlich auch ¢(b, \) + nr fiir n € Z eine Losung. Sei nun ¢, €
[0,7) eine Losung von 1 sin(¢p) + B2 cos(pp)) = 0. Dann ist Reu = 0 genau dann, wenn
¢(b, \) = ¢p + n gilt. Da nach Lemma [3.1.8 (b, \) beziiglich A\ den Wertebereich (0, co)
hat und zudem streng monoton wachsend ist, existiert zu jedem n > 0 genau ein A = A,
sodass

d(byA\p) = ¢p +nm gilt. (15)

Fiir n < 0 hat die Gleichung offenbar keine Losung. Die Parameter A, sind damit die ge-
suchten Figenwerte des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems (9)). Die Losungen u, () :
u(t, \p) sind die zugehorigen Figenfunktionen.

Wie bereits angekiindigt, ldsst sich nun mithilfe des Lemmas das asymptotische Ver-
halten der Eigenwerte bestimmen:

3.2.2 Satz: Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte

Fiir die Eigenwerte A, des Sturm-Liouville Problems (9) gilt fiir hinreichend grofe n € N

en? <\, < Cn?.

Beweis. Sei n € N hinreichend grof}, sodass Lemma fiir A\, angewandt werden kann.
Dann gilt fiir ¢(b, A\p) = ¢p + nw

Su\/ A < ¢y +nm < So\/ An
& 2N, < (¢ +nm)? < S2N,
= en? < A < Cn?

mit geeigneten Konstanten ¢, C' > 0. O

In der zweiten Bemerkung in wurde angesprochen, dass L genau dann bijektiv ist,
wenn A = 0 kein Eigenwert von L ist. Das néichste Lemma zeigt unter welchen Bedingungen
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dies der Fall ist.

3.2.3 Lemma

Seiv die Losung des Anfangswertproblems Lu = 0 unter den Anfangsbedingungen v(0) = 0
und v'(0) = 1. Seien zudem \,, die Figenwerte des Eigenwertproblems Lu = Au unter den
Randwerten u(a) = u(b) = 0. Dann gilt

v(b) =0 3IneN:\, =0.

Beweis. Seiv(b) = 0. Damit erfiillt v die Randbedingungen. Da nach Voraussetzung v # 0
ist und Lv = v fiir A = 0 erfiillt, ist A = 0 ein Eigenwert mit Eigenfunktion v.

Ist A = 0 ein Eigenwert existiert eine zugehorige Eigenfunktion u # 0, die die Randbedin-
gung erfiillt. Diese normieren wir mit «/(0) = 1. Damit erfiillt u auch die Anfangswertbe-
dingung und ist nach dem Eindeutigkeitssatz gleich v. Damit ist dann v(b) = u(b) = 0. O

Wir kommen zu einer weiteren wichtigen Eigenschaft der Eigenwerte.

3.2.4 Lemma: Positivitat der Eigenwerte fiir nicht negatives q

Der Sturm-Liouville Operator L hat fiir ¢ > 0 unter den Randbedingungen u(0) = u(b) =0
nur positive Eigenwerte.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von L und u # 0 die zugehorige Eigenfunktion. Wir wenden
auf die Gleichung Lu = Au das Skalarprodukt mit u an. Dann gilt

Lu=—(pu) +qu = u
= <—(pu'),u> + <qu,u>=<u,u>=\| u|?

b b
- u'(t) u u? = u ||?
= / (p(t)d (1)) u(t) dt + / (B2t di = A u |
p.l / b / ’ b
Lt (Bu(®)]] + / p()d (£ (1) di + / a(t0(t) dt
0 0
Vor. b o 2 b »: _ i
for o+/0p<t>< ) dt+/0 B2y di =\ u |

>0 >0

Da die linke Seite echt positiv ist, folgt A > 0. O
Bemerkung Diese Randbedingungen werden Dirichlet-Randbedingungen genannt.
Mit all diesen Aussagen iiber die Eigenwerte von Sturm-Liouville Operatoren haben wir

mehr als in der Vorschau angedeutet bewiesen. Unbewiesen bleibt jedoch, dass die
Eigenfunktionen ein Orthonormalsystem bilden. Dazu folgender Satz.
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3.2.5 Satz: Orthonormalsystem von Eigenfunktionen

Die Figenfunktionen des Sturm-Liouvilleschen Figenwertproblems @D bilden ein vollstindi-
ges Orthonormalsystem in C(I).

Beweis. Sei zunichst A = 0 kein Eigenwert von L. Dann existiert 7" aus [2.3.1] Da T of-
fenbar linear, kompakt und selbstadjungiert ist, ldsst sich der aus der Funktionalanalysis
bekannte Spektralsatz von Hilbert-Schmidt fiir selbstadjungierte, kompakte Operatoren
anwenden. Siehe dazu beispielsweise ([Werll], S. 271 f, Theorem VI1.3.2).

Zunéchst ist es aber wichtig anzumerken, dass 7" und L die selben Eigenfunktionen besit-
zen, da

Lu:/\u<:>TLu:)\Tu<:>§u:Tu

gilt, wobei % genau dann ein Eigenwert von T ist, wenn A ein Eigenwert von L ist. Also
hat 7" wie auch L unendlich viele Eigenfunktionen. Zudem ist ker 7' = {0}. Damit bilden
nach dem Satz von Hilbert-Schmidt die Eigenfunktionen von 7" und damit die von L ein
vollstandiges Orthonormalsystem von C([).

Habe nun L einen Eigenwert A = 0. Betrachte dann L + C' fiir geniigend grofies C' > 0. Da
die Eigenwerte von L + C' die Eigenwerte von L bis auf die Verschiebung um C' sind, hat
L + C fiir groles C' nur positive Eigenwerte. Damit gilt nach obigem Argument, dass die
Eigenfunktionen von L + C' ein vollstindiges Orthonormalsystem in C'(I) bilden. Da sich
aber die Eigenfunktionen von L durch Verschiebung um C nicht dndern, bilden auch die
Eigenfunktionen von L ein vollstéindiges Orthonormalsystem. O
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4 Satz iiber das unendliche Produkt von Eigenwerten eines
Sturm-Liouville Operators
4.1 Formulierung des Satzes und der notwendigen Hilfsaussagen

Mithilfe der Theorie, die wir erarbeitet haben, kann nun das Ziel meiner Arbeit formuliert
werden. Sei dazu [ := [0,b] und fiir # € [0, 1] der Sturm-Liouville Operator L(6) definiert
durch

L(6) : C*(I) — C(I)
L(O)u = — (pu') + qu, (16)

wobei wiederum p € CY(I), p > 0in I und ¢ € O(I) ist.
Zudem seien A, = A, (0) die Eigenwerte fiir das Randwertproblem

L(0)u = \u, u(0) =u(b) =0 (17)

L®)wv =0, v(0)=0, 2'(0)=1 (18)

Bemerkung Im Folgenden steht v fiir die Ableitung nach ¢ € I und ¢ fiir die Ableitung
nach 0 € [0, 1].

4.1.1 Satz iiber das unendliche Produkt von Eigenwerten eines Sturm-Liouville
Operators

Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir alle 6 € [0, 1]:

a) FEs existiert ein ng € N, sodass das Produkt

= Aa(6)
I 5w 7°

gleichmdfSig konvergiert.

b) Es gilt zudem

o7 An(0)  v(0,b)
g A (0)  0(0,b) (19)

Bemerkung Der Quotient existiert fiir alle n, da nach Lemma |3.2.4{ fiir # = 0 der

An(6)
0

n

Fall ¢ = 0 eintritt und alle Eigenwerte A, echt positiv sind.
Falls ein A,(0) = 0 ist und dementsprechend das Produkt aus nicht konvergiert,
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kénnen wir mit Lemma sicherstellen, dass die rechte Seite von genau dann ver-
schwindet, wenn die Linke verschwindet, da genau dann, wenn ein \,(f) = 0 ist, auch
v(6,b) = 0 ist.

Bevor wir den Beweis dieses Satzes fithren, benttigen wir noch einige weitere Aussagen
unter den obigen Voraussetzungen.
Zunéchst zeigen wir die analytische Abhéingigkeit der Losung v sowie der Eigenwerte A,
und gewisser Eigenfunktionen wu,, vom Parameter 6.

Wir wollen nun mithilfe des Satzes {iber implizite Funktionen folgern, dass A an jeder
Stelle lokal als analytische Funktion von 6 dargestellt werden kann. Da der Satz {iber
implizite Funktionen, den man in der Analysis in den ersten Semestern kennenlernt, zum
Einen reell formuliert ist und zum Anderen nur stetige Differenzierbarkeit von A\(9) liefert,
zitiere ich den Satz iiber implizite Funktionen fiir holomorphe Funktionen aus ([Erel4], S.
321, Bem. 3.4).

4.1.2 Satz iiber implizite Funktionen, komplexe Version

Sei f:Q — C, (z,w) — f(z,w) holomorph auf einer offenen Teilmenge Q C C2. Sei
(a,b) € Q ein Punkt mit

fla,b) =c und Oyf(a,b)#0.

Dann ezistiert eine offene Umgebung U von a, eine offene Umgebung U’ von b und eine
holomorphe Funktion 1) : U — U’, sodass fiir alle z € U, w € U’

Y(z)=w<e f(z,w)=c gilt.

Die Formulierung des Satzes wurde etwas gedndert und an die reelle Version des Satzes
aus [Gril0] angepasst.

Da wir diesen Satz fiir reell analytische f verwenden méchten, formulieren wir folgendes
Korollar:

4.1.3 Korollar

Sei f: M — R, (z,y) — f(z,y) reell analytisch auf einer offenen Teilmenge M C R2. Sei
(a,b) € R? ein Punkt mit

fla,b) =c wund 0yf(a,b) #0.

Dann existiert eine offene Umgebung U von a, eine offene Umgebung U’ von b und eine
reell analytische Funktion v : U — U’, sodass fiir alle x € U, y € U’

V() =y & flz,y)=c gil.
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Beweis. Sei f : M — R? reell analytisch auf einer offenen Teilmenge M C R2. Sei (a, b) ein
Punkt mit f(a,b) = cund 9, f(a,b) # 0. Da f reell analytisch ist, existiert eine Umgebung
Q) C C2? auf die f holomorph fortsetzbar ist. Sei f diese Fortsetzung.

Da f(a,b) = c gilt, gilt auch f(a,b) = c. Zudem ist mit d, f(a,b) # 0 auch 8, f(a,b) # 0.
Damit existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine holomorphe Funktion ¢ in
einer Umgebung U von a und eine Umgebung U’ von b, sodass fiir alle z € U, w € U’

V() =w e flz,w) =c gilt. (20)

Da ¢ holomorph ist, also komplex analytisch, lisst sich ¢ auf I = U N R einschrinken,
sodass Y := 1;\ 1 reell analytisch auf I ist.

Da unter obigen Voraussetzungen auch der Satz {iber implizite fiir reelles f, vgl. zum
Beispiel ([Gril0], S. 141), erfiillt ist, existiert ein stetig differenzierbares v, welches auf
einer gewissen reellen Umgebung /s um a definiert ist. Wir wéhlen I so klein, dass Iy C U
gilt. Zudem existiert eine weitere Umgebung I; C U’ um b, sodass fiir alle z € I, y € I»

Y1(z) =y & flo,y) =c gilt. (21)

Wegen der Aquivalenzen aus und muss ¢ = ¢ = 11 auf I; C I gelten. Insbeson-
dere ist also ¢(z) € R fiir z € Io.
Damit gilt dann fiir alle z € I, und y € I1

O

Hiermit haben wir nun alle Voraussetzungen geschaffen, um zu zeigen, dass die Eigen-
werte und gewisse Eigenfunktionen unter den Dirichtlet-Randbedingungen analytisch von
dem Parameter 6 abhéingen.

4.1.4 Satz: Analytizitit der Eigenwerte und -funktionen

Sein € N. Fiir jedes 6 € [0,1] sei A, = Ay (0) der n-te Eigenwert des Sturm-Liouvilleschen
FEigenwertproblems
L(0)u = Au, u(0) =u(b) =0
und up () = un(0,-) die durch u},(0) = 1 normalisierte Eigenfunktion.
Dann sind A, und u, analytische Funktionen von 6.

Bewets. Zunédchst mochten wir anmerken, dass nach Korollar das Anfangswertpro-
blem
L(O)u, = Mup, un(0) = 0,u,,(0) =1
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genau eine Losung hat. Die Eigenfunktion u,, zum Eigenwert A\, unter obigen Anfangsbe-
dingungen ist also eindeutig bestimmt.

Sei zunéchst fiir beliebige 6 € [0, 1] und A € R die Funktion
v(-) = v(0,A,-)
die Losung des Anfangswertproblems
L(0)v = A, v(0) = 0,7'(0) = 1.

Nach Korollar [3.1.5]ist v eine analytische Funktion in A und 6.
Sei nun ¢(+, 0, \) eine Argumentfunktion zu v wie in Abschnitt Dann gilt nach
dass der Eigenwert A, (6) die eindeutige Losung A der Gleichung

¢(b’ 0, /\) = ¢p +nm (22)

ist. In haben wir gesehen, wie sich ¢, mithilfe der Randbedingungen bestimmen lasst.
Im Fall der Dirichlet-Randbedingungen, also

Riu =u(0) =0 und Rou = u(b) =0,
ist ¢y € [0, 7) eine Losung der Gleichung
sin(¢yp) = 0.
Offenbar ist ¢ = 0 € [0, 7) eine Losung. Damit erhalten wir aus
(b, 0, \,) = nm. (23)

Die Eigenwerte sind also als Funktion von 6 implizit durch diese Gleichung gegeben.
Wir wollen nun Korollar anwenden. Dazu priifen wir alle Voraussetzungen.
Da v analytisch in # und X ist, ist auch die zugehorige Argumentfunktion ¢ analytisch in

6 und \. Zudem ist nach Lemma Or¢ # 0 fiir alle (6, ).

Mithilfe von ldsst sich nun der Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Damit
existiert fiir alle 8 eine reell analytische Funktion vy auf einer gewissen Umgebung U von
6 und eine Umgebung U’ von \,, sodass fiir alle # € U und X € U’ gilt:

An = U9(0) < (b, 0, \n) = n.

Da fiir jedes 6 € [0, 1] eine solche Funktion existiert und diese immer eindeutig ist, existiert
eine Funktion ¢ auf ganz [0, 1], sodass fiir alle 6 € [0, 1] gilt:

An = 0(0) < (b, 0, \) = nr.

Also héngt A, analytisch von 6 ab.
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Nach Lemma ist aquivalent dazu, dass v(b, 8, \,,) = 0 ist.
Damit ist v(-) = v(6, A\n(0),-) eine Eigenfunktion von L(#) zum Eigenwert \,(#). Da v
zudem die Normalisierung v'(0) = 1 erfiillt, gilt nach der Eingangsbemerkung v = u,,. Da
v(0, A\, (0), ) analytisch in 6 und A\(#) analytisch in 6 ist, ist auch w, analytisch in §. [

Der Vollstiandigkeit halber formulieren wir noch folgenden Satz:

4.1.5 Satz: Analytizitat der Lésung des Anfangswertproblems

Die Lésung v € C?(I) des Anfangswertproblems ist eindeutig und fir festes t € I
analytisch in 6.

Bewers. Folgt direkt aus Korollar mit 07 = 0. O
Bemerkung Beachte: Im Folgenden wird die Notation @ := Jypu genutzt.
4.1.6 Lemma: Darstellung der Ableitung der Eigenwerte
Sei \(0) ein Eigenwert des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
L(O)u = u, u(0) = u(b) =0

und U(-) = U(0,-) eine durch | U(0) ||z2= 1 normalisierte Eigenfunktion zu \.
Dann existiert ein M € R, sodass fiir alle A\, 6 und Eigenfunktionen U mit || U(0) || 2= 1

AO) =<qU(0),U(0)>

und '
‘/\(0)‘ <M

gilt.
Beweis. Sei A(0) ein Eigenwert des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems
L(6)u = Au, u(0) =u(b) =0

und U(-) = U(#, ) eine durch || U(0) ||;2= 1 normalisierte Eigenfunktion. Differenzieren
wir L(0)U = AU nach 6, erhalten wir (zur Ubersicht ohne Variablen)

. / . . .
8 (LU) = — (pr) 4 0qU + qU = AU + AU

& L(U) +qU =AU +20. (24)
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Wenden wir jetzt < -,U > beziiglich ¢ an, erhalten wir

<LU,U>+ <qU,U>=<\U,U> 4+ <\U,U >
& <U,LU>+<qU,U>= A<UU>4+\<U,U>
S <UN>+<qUu,U>= A+ A<U,U>
AN O US>+ <qU,U>= A+ A <U,U>
& <qU,U>= M.
Also gilt fiir alle 6 € [0, 1] '
AO) =<qU(0),U(0)> .

Kommen wir nun zur Abschiitzung fiir [A(9)|. Da g stetig auf [0, b] ist, existiert ein M € R
mit |g(t)| < M fir alle ¢t. Damit gilt

IA0)] = ‘/Obq(t)UfL(Q,t) dt‘ < M/Ob U2(0,t)dt = M.

O]

Es folgt nun eine wichtige Abschétzung, um die gleichméflige Konvergenz des Produktes

= Aa(6)
IBw

n=ng

zu gewahrleisten.

4.1.7 Lemma: Abschiatzung der Eigenwerte

Es gilt
M € NVnV0 € [0,1] : A (0) — A (0)] < OM.

Beweis. Es gilt fiir alle n € N

A0 = O ‘/og Mol0) de‘ = /09 (0| do 2 o,

Kommen wir jetzt zur gleichméfligen Konvergenz des Produktes.
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4.1.8 Lemma: GleichmaBige Konvergenz

Fiir n € N sei \,(0) der Eigenwert von L(0). Dann existiert ein ng € N, sodass gilt:

a) [Tnzn,

An(0)

2 (0) konvergiert gleichmdf$ig und

An(6)

b) >t o (0) konvergiert gleichmdfSig.

Beweis.  a) Da A, analytisch in € ist, existieren fiir festes n nur endlich viele 6 mit

An(0) = 0. Zudem wissen wir, dass A\, (0) — oo fiir n — co. Also existiert ein ng € N,
sodass A\, (0) # 0 fiir alle @ und n > ny.
Nach Lemma existiert ein M € R, sodass fiir alle n und 6 € [0, 1]

An(8) = A, (0)] < 6M

gilt. Bekannt ist, dass ein unendliches Produkt [[,,, (1 + an(f)) von analytischen
Funktionen a,(6) gleichmiflig gegen eine analytische Funktion konvergiert, falls
Y n>no an(0) absolut und gleichméflig konvergiert.
o M) | dal0) = Ma(0)

An(0) An(0)
ist, lédsst sich die gleichméflige Konvergenz des Produktes zeigen, indem wir zeigen,

dass >~ YO

und Satz gilt fiir alle 6 € [0, 1] und geniigend grofie n

gleichm#fig konvergiert. Mithilfe obiger Abschitzung

)\n(e) - )‘n(o)

M
Da ) g konvergiert, konvergiert >_, -, o 0)
n

gleichméfBig und absolut

n=no ) (0)

nach dem Weierstraf-Kriterium und damit konvergiert auch [ | gleichméfig.

Auch hier zeigen wir mithilfe des Weierstrafischen Konvergenzkriteriums, dass

2

n>ng

An(6)
An(0)

gleichméfig konvergiert.
Es gilt nach Lemma fiir alle n und 6

[An(6)] < M.
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Damit folgt fiir geniigend grofie n

M
<5
cn?

An(0
Wie auch schon in a) gilt damit, dass znzno )\Eog gleichméfig konvergiert.

O

Damit haben wir bereits Teil a) des Satzes bewiesen. Um den restlichen Beweis
fithren zu kénnen, benttigen wir noch zwei wichtige und bekannte Sétze. Diese méchte ich
hier zitieren:

4.1.9 ldentitdtssatz fiir analytische Funktionen

Sei U C C ein Gebiet und f und g analytische Funktionen auf U. Gilt f(z) = g(2) fir alle
z aus einer Menge mit Haufungspunkt in U, so ist f = g.

Vergleiche zum Beispiel ([Borl3], S. 36, Korollar 13.3). Des Weiteren benétigen wir
noch eine Aussage iiber die Greensche Funktion. In haben wir gesehen, wie die
Greensche Funktion dargestellt werden kann. Es gibt aber noch einen weiteren Ansatz
iiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Sturm-Liouville Operators. Ich verwende
hierbei eine Formulierung wie sie in ([Oev03], S. 109, Satz 2.25) zu finden ist.

4.1.10 Satz: Darstellung der Greenschen Funktion iiber Eigenfunktionen

Sei L ein Sturm-Liouville Operator. Falls dieser invertierbar ist, lisst sich die zugehdrige
Greensche Funktion G darstellen als

G(t,T) = Z un(ti\':n(T)’

n=1

wobei u, Eigenfunktionen von L unter den Randbedingungen u,(0) = u,(b) = 0 mit
| un ||2=1 sind.

Wir kommen nun zum Beweis von b) des Satzes [4.1.1]
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4.2 Beweis des Satzes und Anwendungen
4.2.1 Formaler Beweis

Beweis. Seien )\, die Eigenwerte fiir das Randwertproblem

Wir definieren

= 1 )\n(G) un

f(0) = Hl oo (25)
_ (0. 7)

9(0) = - 0.7 (26)

Zu zeigen ist nun
f(0) = g(0) fiir alle 6 € [0, 1].

Nach Lemma gilt f(0) = 0 genau dann, wenn g(f) = 0 gilt. Zudem ist nach
Konstruktion f(0) = ¢(0) = 1.
Unser Ziel ist zunéchst zu zeigen, dass fiir alle 6 mit f(0) # 0

(o 7(6)) = 3 = 215

gilt. Daraus lasst sich dann die gewiinschte Behauptung folgern.

= (log g(9))

Betrachte im Folgenden also nur alle § mit f(6) # 0. Soweit moglich, wird in Rechnungen
und Umformungen der Ubersicht halber auf @ verzichtet.

Da nach Lemma {4.1.8 f(6) = HnENi EH; gleichméaBig konvergiert, ist auch log f(0) =
An(6)

> nenlog o (0) gleichmiBig konvergent. Dann gilt (zur Ubersicht wird fiir Summen auf
n

den Laufindex verzichtet)

; (log f) = <Z log

)X

A
da )\—n nach Lemma |4.1.8| gleichméfig konvergiert.

n
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Nach Lemma ist A, =< qU,,U, >, wobei U, eine Eigenfunktion zu A, mit
|| Un ||L2=1 ist. Dann gilt

f )\n_ <QUn,Un>
J 7_2)\7”

=Y [ vktat e

Integral und Reihe diirfen nach dem Satz von Beppo Levi vertauscht werden, da nur
endlich viele Summanden negativ sind. Dies ist der Fall, da \,,(8) — oo fiir jedes . Man
kann also die endliche Summe raus ziehen und den Satz von Beppo Levi auf die restliche
Reihe anwenden.

Also gilt

LAV /G(H,t,t)q(t) dt. (27)

Der néchste Schritt ist es, auch

zZu zeigen.
Dazu definieren wir uns z(0,t) := 0(0,t). Da v die Losung des Anfangswertproblems ist,
gilt

L(O)wv(t) =0, v(0)=0, '(0)=1.

Differenzieren wir diese Gleichung nach 6, erhalten wir wie in mit A, =0

Weiter bendtigen wir die Losung des Anfangswertproblems
L®)o(t) =0, o0b)=0, ¥(b)=1

bei t = b, um damit wie in [2.3.6] die Greensche Funktion I' definieren konnen. Jetzt lisst
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sich 16sen und es gilt

mit C1,Ce € R und T wie in weil —T'(qv) = w eine spezielle Losung der Differenti-
algleichung Lw = —qu ist.
Wir bestimmen nun C7 und Cs mithilfe der Anfangsbedingungen:

2(0) = 0= 0 = C1(0) + C25(0) — T(qu)(0) = Co5(0)
= CQ =0

Z(0)=0=0=C1'(0) = (T(qv)(t))' |0
= C1 = (T(qv)(1)) li=0-

Also
2(0,t) = (T(qu)(t)) [i=0v(0,t) — T(qu)(2).
Wir bestimmen nun (7(qv)(t)) |i=o:
b
T@)©) 10 [ ar©,matryo(r)dr
0
b ~

v\T )T b
) [ H gy ar = [0 ar

Cc

Damit lésst sich z(6,b) bestimmen und es gilt
b
(6.0) = 0(6.8) | T(6.1.0)a(t)dt ~ T(a0)0)
0

— 0(0,b) /0 10,1, 0)q(t) d.

Also ist

g(0)  0(0,b)  2(0,b) [
g(0) — v(6,b)  v(6,b) —/0 ['(6,t,t)q(t) dt.

Da nach Satz die Greensche Funktion eindeutig ist, gilt I' = G und mit folgt
fiir alle 6 € [0, 1] mit f(6) # 0

(log 7(0)) = ;Eg - ggg; — (log 4(0)). (20)

Es bleibt also noch zu zeigen, dass f = g auf [0, 1] gilt. Das wére trivial, wenn f keine
Nullstellen besitzen wiirde oder f analytisch ist. Die Analytizitdt von f ist jedoch nicht
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offensichtlich, da zwar die A\, (0) fiir jedes n analytisch sind, aber die Umgebungen, auf
denen die Eigenwerte holomorph fortgesetzt werden kénnen, fiir n — oo beliebig klein
werden kénnten, was a priori nicht ausgeschlossen werden kann. Aus diesem Grund wer-
den wir die Analytizitéit von f auf einem etwas komplizierterem Weg zeigen.

Da v(0,b) reell analytisch ist, ist auch g reell analytisch. Da g # 0 ist, kann g also nur
endlich viele Nullstellen 0; < 63 < ... < 0 mit k € N besitzen. Da f() = 0 genau dann,
wenn g(f) = 0 gilt, hat auch f eben diese endlich vielen Nullstellen.

Da A, (0) — oo fiir n — oo, gibt es fiir jedes 6 nur endlich viele n mit \,(0) = 0.
Wir definieren so die endliche Menge N := {n € N : 360 € [0, 1] mit \,(f) = 0} und damit

PR = AP (V)
for=11 55y

f ist analytisch, da das Produkt endlich ist und alle A, () analytisch sind. Wir kénnen
damit f ausdriicken als

wobei h(0) der Rest des Produktes ist. Offenbar ist dann h(6) # 0 fir 6 € [0,1] ist. Im
ersten Teil des Beweises wurde gezeigt, dass log h stetig differenzierbar ist. Somit ist auch
h stetig differenzierbar.

Nach gilt (loé f) = (log g) auf [0,61) und f(0) = ¢g(0) = 1. Damit ist log f = log g
auf [0,6;). Daraus ergibt sich

F(0) = g(0) fiir alle 6 € [0, 0y). (30)

Wir betrachten folgende Gleichung fiir 6 # 61 nahe 6 in R

_i
f

_9_
g

) i
g
i
=. 31
7 (31)

| .

=

Ss > >

Da g holomorph fortsetzbar ist und nur endlich viele Nullstellen besitzt, ist g meromorph
g

mit Polen 1. Ordnung in 6y, . .., 0, fortsetzbar. Das gleiche gilt fiir f . Somit ist die gesamte
rechte Seite meromorph auf Q mit [0,1] C © C C fortsetzbar.
Da die linke Seite stetig in 61, ..., 0 ist, lasst sich die rechte Seite sogar holomorph auf €

: h
fortsetzen. Damit ist auch (logh) = — nach Q fortsetzbar.

Es stellt sich nun die Frage, ob auch log A holomorph nach 2 fortsetzbar ist. Wahle dazu
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6y € [0,1]. Dann ist
log h(6p) + / (log h(©))dO, ~ C'-Kurve von 6y nach © in Q
v

die holomorphe Fortsetzung von log h, da fiir § € R wegen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung

0
log h(8) = log h(60) + / (log (©)) d©
o
gilt.
Mit log h ist auch h holomorph auf Q fortsetzbar und damit nun auch f = fh.
Da nach f(6) = g(0) fiir alle 0 < 6 < 0; gilt, gibt es ein reelles Intervall I C Q, auf
dem f = g gilt. Da dieses Intervall einen Haufungspunkt besitzt, gilt nach Satz dass
die holomorphen Fortsetzungen von f und g auf €2 identisch sein miissen. Damit gilt dann
auch f = g auf [0, 1].
O

Damit ist das Ziel dieser Arbeit bewiesen.
Ich mo6chte nun kurz darauf eingehen, wie, abgesehen vom formalen Beweis, die Idee auf-
gekommen sein kénnte, dass die Gleichung

= 00) _ o(0,7)
1 Swoon (&)

n=

> | >

beziehungsweise

“T An(6) v(0,7T)
tog g M(0) ~ 850, 7)

gilt. Diese Herleitung soll nicht formal korrekt gefiihrt werden, sondern nur einen Ideengang
widerspiegeln. Auch werden Konvergenzen und Ahnliches aufler Acht gelassen.
4.2.2 Informelle Herleitung des Satzes

Zunichst definieren wir, wie bereits in der Einleitung dieser Arbeit, die Determinante eines
Sturm-Liouville Operators L(0):

det L := H .
neN

Wie auch im Beweis betrachten wir den Logarithmus der rechten und linken Seite
von beziehungsweise die Ableitung des Logarithmus nach 6.
Untersucht wird zunéchst die rechte Seite. Wie wir im Beweis gezeigt haben, ist

logv = /qut.
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Mit Kenntnis iiber die Spur von Operatoren erhalten wir
logv = /Gq dt = tr(L71 - M),
wobei L~! der inverse Operator von L und M, der Multiplikationsoperator mit ¢ ist.

Wir betrachten nun die linke Seite. Auch hier ist zu erkennen, dass sich ebenfalls die Spur
ergibt. Dazu setze ich die Kenntnis folgender Gleichheit voraus:

% det L =det L -tr(L™% - L).
Also ist .
d _detL 1oy 1
0 logdet L = il tr(L7 - L) =tr(L™" - My).
Damit gilt

log v = log det L

0 detL A
v detL H Ao
neN

Dies ist ein moglicher Weg, um auf die Aussage des Satzes zu stoflen.
Abschlielend wollen wir uns noch zwei Anwendungen dieses Satzes widmen.

4.2.3 Korollar
Sei k € R\ {0}. Dann gilt

H n? 4+ k?>  sinh(km)
n? kr

neN
Beweis. Sei k € R\ {0} und I = [0, 7]. Definiere
LO)u = —u" + 0k*u

fir & € [0,1]. L ist offenbar ein Sturm-Liouville Operator wie in Um Satz
anwenden zu kénnen, benotigen wir die Losung v(6, -) des Anfangswertproblems

Lv=0 v(0,0) = 0,7'(,0) = 1.

Da wir Satz nur fiir & = 0 beziehungsweise = 1 anwenden, suchen wir nur eben
diese Losungen.
Da L(0)u = —u” ist, ist v(0,t) = ¢1t + co, wobei mittels der Anfangsbedingungen

v(0,t) =t
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folgt. Die Losung von L(1)u = —u” + k?u = 0 ist v(1,t) = C sinh(kt) + Cy cosh(kt). Mit
den Anfangsbedingungen folgt
inh
o(1,1) = sin k(k:t)

Zu bestimmen sind noch die Eigenwerte A(6) von L(#) beziehungsweise genauer A\(0) und
A(1).
Sei n € N. Fiir den Eigenwert A, (0) gilt, wie im Beispiel in Kapitel gezeigt,

A (0) = n2.

Hier haben wir auch gesehen, dass —u” = (A, (1) — k?)u nur Eigenfunktionen u # 0 unter
den Randbedingungen u(0) = u(7) = 0 haben kann, wenn A, (1) — k? = n? ist. Also sind
die gesuchten Eigenwerte

Ao(1) = n? + K2

Damit folgt nun mit

H n? +k%*  sinh(kn)

n2 km
neN

O
AbschlieBend mdchte ich noch kurz auf eine physikalische Anwendung des Satzes [4.1.1
eingehen.
4.2.4 Physikalische Anwendung

Aus der Analysis sollte das folgende Integral bekannt sein:

/ e dx = /7.
R

Erweitern wir dieses auf x € R™, folgt

/ 1ol gy — /2.

Sei nun a > 0 ein Parameter. Dann ldsst sich leicht nachrechnen, dass

/ e~ (g = ﬁ
R Va

gilt. Erweitern wir dies wieder auf x € R” und A € R™*" mit A > 0 eine Diagonalmatrix,
ergibt sich
n/2

—<z,Ax> m
e ™" dr = .
/ n Vdet A
Selbiges gilt auch fiir symmetrisch positiv definite Matrizen A, da fiir diese eine orthogo-
nale Matrix @ € R™*" und eine Diagonalmatrix D € R™*" mit D = Q' AQ existiert. Mit
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der Variablentransformation y = Qz folgt dann die Behauptung.
Wir gehen nun einen Schritt weiter und betrachten zum Beispiel Integrale auf dem Hil-
bertraum H = C%(I) mit I = [0, 1] und einem gewissen Maf} y auf H, also

/ e*<u,Lu> dﬂ(u)
H

mit einem reellen symmetrischen Operator L.

Um Integrale dieser Art fiir Sturm-Liouville Operatoren L 16sen zu kénnen, ist das Resultat
dieser Arbeit niitzlich. Solche Integrale tauchen beispielsweise in der Quantenfeldtheorie
auf, wie ich bereits in der Einleitung angesprochen habe.
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