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Kapitel 1

Einleitung

Im allgemeinen ist es das Bestreben der Physik, die Beschreibung realer Systeme
auf einige wenige und im physikalischen Sinn einfache Gesetzmässigkeiten zu redu-
zieren. Der Höhepunkt dieser Bemühungen wäre zweifellos die Entdeckung der sog.
Weltformel, also der einheitlichen Beschreibung aller vier in der Natur auftretenden
fundamentalen Kräfte.

Zur Beschreibung der meisten in der Natur real existierenden Systeme wäre
die Weltformel allerdings völlig nutzlos. Die entsprechenden Gleichungen würden im
konkreten Fall derart komplizierte Formen annehmen, dass man nicht hoffen könnte,
sie jemals zu lösen. Man beobachtet dies bereits im Fall der klassischen Mechanik und
der Quantenmechanik, denen jeweils vergleichsweise einfache Gesetzmäsßigkeiten
zugrunde liegen, die jedoch bereits für Systeme mit drei Teilchen allenfalls noch
näherungsweise gelöst werden können.

Zu noch komplexeren Systemen muss man daher einen anderen Zugang wählen.
Mit dem Zweig der statistischen Physik wurde eine erfolgreiche und adäquate Metho-
de zur Beschreibung solcher komplexer, insbesondere thermodynamischer, Systeme
entwickelt. Auch die Turbulenzforschung, welcher der größte Teil der vorliegenden
Arbeit gewidmet ist, macht im wesentlichen Aussagen über statistische Größen.

Neben diesen
”
klassischen“Anwendungsgebieten der Statistik in der Physik eta-

bliert sich aber zunehmend auch eine Forschungsrichtung, die bestrebt ist, Methoden
und Konzepte der statistischen Physik auf komplexe Systeme anzuwenden, deren
einzelne Komponenten für sich genommen nicht Gegenstand physikalischer Unter-
suchungen sein können. Beispiele hierfür sind soziologische oder auch ökonomische
Systeme. Die Hoffnung ist, dass ein System, das sich aus vielen miteinander wech-
selwirkenden Elementen bzw. Individuen zusammensetzt, auf der Ebene des Ge-
samtsystems ein Verhalten zeigt, das hauptsächlich durch die (eventuell auch beob-
achtbaren) Wechselwirkungen zwischen den Elementen bestimmt ist und in das die
individuellen Eigenschaften der einzelnen Elemente allenfalls statistisch eingehen.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit statistischen Eigenschaften sowohl
eines

”
klassischen“physikalischen Systems, der voll entwickelten Turbulenz, als auch

der dem Zweig der sog. Ökonophysik zuzuordnenden Untersuchung von Finanzmärk-
ten. Beide Systeme zeichnen sich durch komplexe statistische Eigenschaften aus, die
sich bislang einer auf first principles basierenden Modellierung entziehen. Die vorlie-
gende Arbeit beschäftigt sich aus diesem Grund nicht mit der Modellierung dieser
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Systeme oder der Validierung der verschiedenen Modelle durch einen Vergleich ihrer
Vorhersagen mit experimentellen Ergebnissen. Vielmehr wird der Ansatz verfolgt,
aus einer statistischen Analyse empirischer Daten möglichst weit reichende Aussa-
gen über den den Daten zugrunde liegenden stochastischen Prozess zu gewinnen. In
einem zweiten Schritt soll dann versucht werden, aus den gewonnenen Ergebnissen
Rückschlüsse auf die verschiedenen Modelle für die beiden Systeme zu ziehen.

Die in dieser Arbeit verwendete Methode ist die der Markowanalyse. Ihre Grund-
idee ist es, einen stochastischen Prozess durch eine ausschließlich auf beweisbaren
mathematischen Zusammenhängen basierende Datenanalyse zu spezifizieren und da-
durch schließlich die stochastische Differentialgleichung zu finden, der die analysier-
ten Daten gehorchen. Diese Gleichung wird im Fall der stochastischen Markowschen
Prozesse die Fokker-Planck- bzw. Langevin-Gleichung sein.

Das bekannteste Beispiel für einen solchen Markowprozess ist die Brownsche
Bewegung. Die Diffusionsgleichung, die diesen Prozess beschreibt, ist zugleich der
einfachste Spezialfall der Fokker–Planck–Gleichung. Salopp gesagt besteht die Vor-
gehensweise bei der Markowanalyse darin, zu klären, ob für gegebene Daten die
Beschreibung durch einen Diffusionsprozess zulässig ist und, falls dies der Fall ist,
den (bzw. die) Diffusionskoeffizienten zu messen.

Die Markowanalyse hat zwei wichtige Eigenschaften. Zum einen können, wie be-
reits erwähnt, mit ihrer Hilfe Aussagen über stochastische Prozesse gemacht werden
ohne dass man auf Annahmen über das betrachtete System zurückgreifen muss:
Man kann sowohl die Voraussetzungen, unter denen ein Prozess als Markowprozess
beschrieben werden kann, mathematisch formulieren und anhand der Daten über-
prüfen, als auch die (Diffusions-) Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung gemäß
ihrer mathematischen Definition aus den Daten bestimmen. Die Beschreibung des
Prozesses, die man auf diese Weise erhält, ist aber zudem auch vollständig: Die
Kenntnis der Entwicklungsgleichungen (Fokker–Planck– bzw. Langevin–Gleichung)
erlaubt es nicht nur, die Wahrscheinlichkeitsverteilung der untersuchten Zufalls-
variablen zu einem gegebenen Wert des Prozessparameters zu berechnen, sondern
ermöglicht auch Aussagen über die Dynamik eines stochastischen Prozesses. Im oben
angesprochenen Beispiel der Brownschen Bewegung etwa ermöglicht die Mathema-
tik der Markowprozesse nicht nur die Berechnung der Aufenthaltswahrscheinlich-
keit eines Teilchens zu einem gegebenen Zeitpunkt, sondern auch Aussagen über
die Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein diffundierendes Teilchen in einer Folge von
Zeitpunkten jeweils an bestimmten Orten aufhält. Man erhält eine im stochastischen
Sinn vollständige Beschreibung der Dynamik des Teilchens.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf den statistischen Eigenschaften voll
entwickelter turbulenter Strömungen, denen dementsprechend auch der größere er-
ste Teil der Arbeit gewidmet ist. Hier findt sich in Kapitel 2 zunächst eine kurze
Einführung in die Problemstellung der Turbulenz sowie, im folgenden Kapitel 3,
auch eine Einführung in die wichtigsten Konzepte und theoretischen Ansätze zur
Behandlung des Spezialfalls der voll entwickelten, homogenen, stationären und iso-
tropen Turbulenz. In Kapitel 4 werden die wichtigsten mathematischen Definitionen
und Sätze zu Markowprozessen vorgestellt und im Hinblick auf ihre Anwendung in
der Analyse experimenteller Daten diskutiert. Nach einer kurzen Beschreibung des
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verwendeten experimentellen Systems (Kapitel 5) wird dann in Kapitel 6 die kon-
krete Anwendung des mathematischen Formalismus der Markowschen Prozesse zur
Analyse gemessener turbulenter Daten anhand eines exemplarischen Datensatzes
diskutiert. In Kapitel 7 finden sich die Ergebnisse der Markowanalyse für Datensätze
unterschiedlicher Reynoldszahlen, und in Kapitel 8 wird eine Erweiterung der Me-
thode auf zweidimensionale stochastische Variablen vorgestellt, die es erlaubt, die
gemeinsamen statistischen Eigenschaften des Geschwindigkeits- und Energiedissipa-
tionfeldes zu untersuchen. Eine Zusammenfassung der Ergbnisse für die Turbulenz
sowie deren Diskussion schließt den ersten Teil ab.

Der zweite Teil widmet sich der empirischen Analyse von hochfrequenten Wech-
selkursdaten. Nach einer kurzen Einführung in das Themengebiet in Kapitel 10
werden in Kapitel 11 die Ergebnisse der Markowanalyse des Wechselkurses des US-
Doller gegenüber der deutschen Mark vorgestellt und diskutiert. Daran anschließend
wird in Kapitel 12 die vor allem für die Finanzdatenanalyse interessante Frage der
Richtungsumkehrung stochastischer Prozesse behandelt. Eine kurze Zusammenfas-
sung und Diskussion werden auch den zweiten Teil der Arbeit abschließen.
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Teil I

Markowanalyse der
vollentwickelten Turbulenz
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Kapitel 2

Problemstellungen der Turbulenz

Bei weitem die meisten der in der Natur und auch der Technik auftretenden Strömun-
gen zeigen, mehr oder minder stark, turbulentes Verhalten. Das Geschwindigkeitsfeld
weist irreguläre, zeitlich schnell veränderliche Fluktuationen auf, und auch die in sol-
chen Strömungen eventuell noch vorhandenen regulären Strukturen (Wirbel) treten
zu unregelmäßigen Zeiten in unvorhersagbarer Grösse und Richtung auf. Neben der
grundsätzlichen physikalischen Herausforderung, ein solch ungeordnetes Feld zu be-
schreiben, haben die lokalen turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen aber auch
für die quantitative Beschreibung der globalen Eigenschaften der Strömung eine
wichtige Bedeutung, wie die im Folgenden kurz skizzierten Überlegungen zeigen.

Ausgangspunkt dieser Überlegungen sind die Navier-Stokes-Gleichungen für das
Geschwindigkeitsfeld ~w(~x, t)1. Im einfachsten Fall, d.h. für inkompressible Fluide
deren Materialeigenschaften isotrop sind und weder vom Druck noch von der Tem-
peratur oder der Geschwindigkeit abhängen, nehmen die Bewegungsgleichungen für
das Geschwindigkeitsfeld ~w(~x, t) die folgende Form an:

∂

∂t
~w(~x, t) + (~w(~x, t) · ∇) ~w(~x, t) = −1

ρ
∇p(~x, t) + ν∇2 ~w(~x, t) + ~f. (2.1)

Die Navier–Stokes–Gleichungen (2.1) sind, anschaulich gesprochen, nichts anderes
als die Newtonschen Bewegungsgleichungen für ein sich im Geschwindigkeitsfeld
~w(~x, t) bewegendes infinitesimal kleines Flüssigkeitsvolumen dV . Die linke Seite
entspricht der totalen Zeitableitung dieses Geschwindigkeitsfeldes, die Terme der
rechten Seite beschreiben die auf das Volumenelement wirkenden Kräfte: Der Term
1
ρ
∇p(~x, t) gibt die Kräfte des Druckfeldes wieder, der sog. Viskositätsterm ν∇2 ~w(~x, t)

beschreibt den Einfluss der molekularen Reibung und ~f schließlich subsummiert die
von außen auf die Strömung wirkenden Kräfte.

Die Navier-Stokes-Gleichungen werden durch die Kontinuitätsgleichung komplet-
tiert. Sie lauten für den Fall inkompressibler Fluide (d.h. ρ = const) :

∇ · ~w(~x, t) = 0. (2.2)

1Die ungewöhnliche Bezeichnung des Geschwindigkeitsfeldes mit ~w wurde gewählt, da für die
im folgenden diskutierten Fluktutationen der Geschwindigkeit und der sog. Geschwindigkeitsinkre-
mente die Buchstaben v bzw. u verwendet wurden.
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12 KAPITEL 2. PROBLEMSTELLUNGEN DER TURBULENZ

Das komplexe Verhalten turbulenter Strömungen rührt wesentlich vom zweiten Term
der linken Seite der Navier–Stokes–Gleichung, dem sogenannten Advektionsterm
(~w(~x, t) · ∇) ~w(~x, t), her. Er koppelt die Gleichung einer bestimmten Komponen-
te des Geschwindigkeitsfelds nichtlinear an die Gleichungen für die anderen bei-
den Komponenten an und macht eine analytische Behandlung der Navier-Stokes-
Gleichung praktisch unmöglich.

Der Einfluss des Advektionsterms ist allerdings nicht in allen Fällen gleich groß.
Sehr zähe Fluide bzw. Strömungen bei sehr kleinen Geschwindigkeiten werden vom
Dissipationsterm dominiert, der eine glättende Wirkung hat und dafür sorgt, dass
die Strömung laminar bleibt. Eine erste Charakterisierung einer Strömung hinsicht-
lich ihres Verhaltens (turbulent bzw. laminar) ist durch die sog. Reynoldszahl Re
möglich. Man erhält sie, indem man die Navier–Stokes– und die Kontinuitätsglei-
chung in eine dimensionslose Form überführt. Dazu werden neben der Viskosität
ν (ihre SI-Einheit ist m2/s) eine typische Längenskala L sowie eine typische Ge-
schwindigkeitsskala W benötigt. Beide sind im Prinzip frei wählbar, also beliebig.
Das jeweils betrachtete konkrete System legt aber meist eine bestimmte Wahl na-
he, für das in dieser Arbeit betrachtete Freistrahlexperiment etwa ist es üblich, den
Düsendurchmesser und die Austrittsgeschwindigkeit des Strahls aus der Düse zu
verwenden, siehe auch Kapitel 5 (diese beiden Größen legen die Randbedingungen
dieser Strömung eindeutig fest).

Die mit Hilfe von ν, L und W in dimensionslose Form überführte Navier-Stokes-
Gleichung enthält als einzigen Parameter die Reynoldszahl

Re =
W L

ν
, (2.3)

deren Kehrwert als Vorfaktor des Dissipationsterms in die Gleichung eingeht. Je
grösser die Reynoldszahl wird, desto geringer wird daher der Einfluss des Dissi-
pationsterms und desto turbulenter wird die Strömung. Der Übergang in turbu-
lentes Verhalten findet, abhängig vom konkreten Strömungstyp, typischerweise bei
Reynoldszahlen von einigen hundert statt [86].

Die bei großen Reynoldszahlen auftretenden turbulenten Geschwindigkeitsfluk-
tuationen haben einen entscheidenden Einfluss auf die globalen Eigenschaften der
Strömung. Dies wird deutlich, wenn man die aus der Navier-Stokes-Gleichung re-
sultierende Gleichung für die Mittelwerte der Geschwindigkeit betrachtet, die sog.
Reynoldsgleichung. Man zerlegt dazu das Geschwindigkeitsfeld ~w(~x, t) in seinen zeit-

unabhängigen Mittelwert ~W (~x) = 〈~w(~x, t)〉 und die zeitabhängigen Fluktuationen
~v(~x, t) (mit 〈~v(~x, t)〉 = 0 ) um diesen Mittelwert:

~w(~x, t) = ~W (~x) + ~v(~x, t) . (2.4)

(Der Mittelwert < . . . > ist hierbei das Ergebniss einer Ensemblemittelung.) Eine
analoge Zerlegung wird für den Druck p(~x, t) vorgenommen. Man erhält damit aus

der Navier-Stokes-Gleichung die folgende Gleichung für ~W (~x):

(

~W · ∇
)

~W = −1

ρ
∇〈p〉+ ν∇2 ~W +

〈

~f
〉

+
1

ρ
∇τ, (2.5)
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wobei die Komponenten des Tensors τ sich aus den Korrelationen der Geschwindig-
keitsfluktuationen zusammensetzen: τij = ρ 〈uiuj〉.

Die Reynoldsgleichungen (2.5) nehmen für viele praktische Probleme eine sehr
viel einfachere Form an als die volle Navier-Stokes-Gleichung (eine Diskussion der
Gleichung für den Freistrahl etwa findet sich in [88] und [90]), weisen aber einen
entscheidenden Nachteil auf: Die im sog. Reynoldschen Spannungstensor τ ent-
haltenen Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen müssen als unabhängige
unbekannte Variablen behandelt werden. Das Gleichungssytem ist daher unterbe-
stimmt. Ähnliche Schwierigkeiten ergeben sich, wenn man aus der Navier-Stokes-
Gleichung eine Gleichung für die Zweipunktkorrelationen 〈uiuj〉 ableitet. Auch diese
Gleichungen sind nicht geschlossen, sondern enthalten ihrerseits Korrelationen der
Form 〈uiujuk〉. Im allgemeinen ist die Gleichung für die Korrelation von N Kompo-
nenten der Geschwindigkeitsfluktuationen von den sog. N + 1-Punkt-Korrelationen
abhängig. Dieses Problem ist als das Schliessungsproblem der Fluiddynamik bekannt.

Ein ähnliches Problem tritt bei dynamischen numerischen Simulationsverfahren
auf, wobei hier insbesondere die Methode der large eddy simulation (LES) zu nen-
nen ist [61]. Diese Methode wird vorzugsweise dann eingesetzt, wenn man zwar die
zeitliche Entwicklung der globalen Strömung berücksichtigen muss, nach wie vor
aber nicht an den kleinskaligen turbulenten Fluktuationen interessiert ist. In diesen
Fällen wendet man einen räumlichen Tiefpassfilter einer gewählten Breite ∆ auf
das Geschwindigkeitsfeld ~w(~x, t) an und erhält aus der Navier-Stokes- Gleichung so
eine Gleichung für das gefilterte Geschwindigkeitsfeld w̃. Der Vorteil dieses Verfah-
rens besteht darin, dass das gefilterte Geschwindigkeitsfeld auf Skalen kleiner als der
Filterbreite ∆ glatt ist und daher mit sehr viel geringerem numerischen Aufwand
simuliert werden kann als das ungefilterte Feld ~w. Diese Vereinfachungen werden
allerdings zu dem Preis erkauft, dass die resultierende Gleichung für das gefilterte
Geschwindigkeitsfeld Terme enthält, die den Einfluss der kleinskaligen Fluktuationen
auf das gefilterte Feld beschreiben und keinesfalls vernachlässigt werden können.

Theoretische und auch experimentelle Untersuchungen zu den kleinskaligen Ei-
genschaften turbulenter Strömungen folgen der in der Physik üblichen Vorgehens-
weise, das zu untersuchende System zunächst möglichst weit zu vereinfachen, die
grundlegenden physikalischen Gesetzmäßigkeiten anhand dieses vereinfachten Pro-
blems zu klären, und anschließend mögliche Anwendungen auf komplexere (und da-
mit realistischere) Systeme zu untersuchen. In diesem Sinne beschränken sich die in
den folgenden Kapiteln besprochenen Turbulenzmodelle auf den stark vereinfachten
Spezialfall der stationären, homogenen und isotropen Turbulenz.

Erste Modelle zur voll entwickelten Turbulenz wurden bereits in den vierziger
Jahren des vorigen Jahrhunderts entwickelt [58]. Dass es heutzutage, nach mitt-
lerweilen sechzig Jahren, selbst für diesen so stark vereinfachten Spezialfall noch
keine allgemein akzeptierte Theorie gibt, mag die Komplexität des Themas verdeut-
lichen. Insbesondere exisitiert immer noch kein auf der Navier–Stokes–Gleichung
basierendes Modell, das alle experimentell beobachteten Aspekte der voll entwickel-
ten Turbulenz zu erklären vermag. Vor diesem Hintergrund wurde die Methode
der Markowanalyse entwickelt [37, 38], die ausschliesslich auf beweisbaren mathe-
matischen Zusammenhängen basiert und daher von Modellannahmen unabhängige
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Aussagen über die kleinskalige Turbulenz erlaubt.



Kapitel 3

Theoretische Grundlagen

3.1 Vorbemerkung

Das folgende Kapitel fasst in kurzer Form die wichtigsten grundlegenden Konzep-
te der Stochastik sowie der gängigsten Turbulenzmodelle zusammen und erhebt
keinesfalls Anspruch auf Vollständigkeit. Detaillierte Diskussionen der angeführten
Definitionen und Sätze der Stochastik finden sich in den Standardwerken der Sto-
chastik wie etwa in [20]. Als einführende Lektüre in die Theorie und Modellierung
der voll entwickelten Turbulenz seien die Lehrbücher von Frisch [41] und Pope [85]
empfohlen.

3.2 Grundlagen statistischer Turbulenzmodelle

3.2.1 Grundlegende Definitionen der Wahrscheinlichkeits-

rechnung

Unter einer Zufallsvariablen soll im folgenden eine reelle Variable U verstanden wer-
den, die je nach (zufälligem) Ausgang eines Versuchs verschiedene Werte u annehmen
kann. Die Verteilungsfunktion F (u) der Zufallsvariablen U ist definiert als die Wahr-
scheinlichkeit W dafür, daß die Zufallsgröße U einen Wert kleiner als u annimmt:

F (u) = W (U < u). (3.1)

Ist der Wertebereich der Zufallsvariablen kontinuierlich, läßt sich die Verteilungs-
funktion als Integral über die Wahrscheinlichkeitsdichte p(u) darstellen:

F (u) = W (U < u) =

u∫

−∞

p(u′) du′. (3.2)

Im folgenden werden für p auch die Bezeichnungen Dichte oder pdf (von engl.
probability density function) verwendet. Einem mit Sicherheit eintretenden Ereignis
wird die Wahrscheinlichkeit 1 zugeordnet. Daraus folgt die Normierungsbedingung

15
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für die Wahrscheinlichkeitsdichten:

1 = lim
u→+∞

W (U < u) = lim
u→+∞

F (u) =

+∞∫

−∞

p(u) du. (3.3)

Das n-te Moment 〈un〉 von U ist definiert als:

〈un 〉 =

+∞∫

−∞

un p(u) du. (3.4)

Das erste Moment wird auch Erwartungswert von U genannt und oft mit E(U)
bezeichnet. Die Größe µn,

µn =

+∞∫

−∞

( u− E(U) )n p(u) du, (3.5)

heisst n-tes zentrales Moment von U . Das erste zentrale Moment ist per Definition
Null, das zweite wird als Varianz von U bezeichnet. Die Wurzel der Varianz ist die
Standardabweichung σ der Zufallsvariablen.

Es lässt sich zeigen, dass die Kenntnis aller Momente 〈un〉 äquivalent ist zur
Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsdichte p(u). Man definiert hierzu die Fouriertrans-
formierte der Dichte p(u), die sogenannte charakteristische Funktion f(t):

f(t) =

+∞∫

−∞

p(u) eiut du. (3.6)

Die Existenz des n-ten Moments vorausgesetzt gilt für die n-te Ableitung der cha-
rakteristischen Funktion:

∂n

∂tn
f(t) =

+∞∫

−∞

p(u)
∂

∂tn
eiut du

= in
+∞∫

−∞

un p(u) eiut du. (3.7)

Dieser Ausdruck kann an der Stelle t = 0 leicht berechnet werden:

∂n

∂tn
f(t)

∣
∣
∣
∣
∣
t=0

= in
+∞∫

−∞

un p(u) 1 du

= in 〈un 〉 . (3.8)

Bei Kenntnis aller Momente einer Zufallsvariablen U ist es daher möglich, die cha-
rakteristische Funktion f(t) in einer Taylor-Reihe um t = 0 zu entwickeln. Aus f(t)
wiederum lässt sich über eine Fouriertransformation die Dichte p(u) berechnen.
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Die wohl bekannteste Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Gauß- oder Normalver-
teilung

p(u) =
1√
2πσ

exp

(

−(u− a)2

2σ2

)

. (3.9)

Sie ist durch ihren Erwartungswert a und ihre Standardabweichung σ vollständig
charakterisiert. Ihre besondere Bedeutung erhält die Normalverteilung aus dem zen-
tralen Grenzwertsatz. Dieser besagt insbesondere, dass die Summe Un von n un-
abhängigen Zufallsgrössen Xn im Limes großer n normalverteilt ist, vorausgesetzt
alle Xn haben dieselbe (beliebige) Verteilung sowie endliche erste und zweite Mo-
mente [20] (sieh Gleichung (3.16) zur Definition der statistischen Unabhängigkeit).

Besteht zwischen zwei Zufallsvariablen U und X ein eineindeutiger funktionaler
Zusammenhang, so kann aus der Wahrscheinlichkeitsdichte p(u) gemäß

p(x) = p(u(x))
du

dx
(3.10)

die Dichte p(x) der Zufallsvariablen X berechnet werden. Dieser Zusammenhang
kann recht einfach mit Hilfe der Normierungsbedingung (3.3) verstanden werden:

1 =

+∞∫

−∞

p(u) du =

+∞∫

−∞

p(u(x))
du

dx
︸ ︷︷ ︸

p(x)

dx . (3.11)

Mehrere Zufallsvariablen U1, U2, . . . , UN können durch eine gemeinsame Verteilungs-
funktion F (u1, u2, . . . , uN) beschrieben werden:

F (u1, u2, . . . , uN) = W (U1 < u1, U2 < u2, . . . , UN < uN). (3.12)

Analog zu (3.2) kann eine N-dimensinale Wahrscheinlichkeitsdichte p(u1, u2, . . . , uN)
definiert werden:

F (u1, u2, . . . , uN) =

u1∫

−∞

u2∫

−∞

. . .

uN∫

−∞

p(u′1, u
′
2, . . . , u

′
N) du′1 du′2 . . . du′N . (3.13)

Die Normierungsbedingung lautet in diesem Fall

1 =

+∞∫

−∞

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

p(u1, u2, . . . , uN) du1 du2 . . . duN . (3.14)

Die Dichte einer der Zufallsvariablen lässt sich aus der N -dimensionalen Dichte durch
einfache Integration über die restlichen N − 1 Variablen berechnen. So gilt z.B. für
p(u1):

p(u1) =

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

p(u1, u2, . . . , uN) du2 . . . duN . (3.15)

Die Zufallsvariablen U1, U2, . . . , UN heißen statistisch unabhängig, wenn ihre gemein-
same Dichte faktorisiert:

p(u1, u2, . . . , uN) = p(u1) p(u2) . . . p(uN). (3.16)
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Ein ebenfalls häufig verwendeter Begriff zur Charakterisierung der gegenseitigen
Abhängigkeiten zweier Zufallsvariablen Ui und Uj ist ihre Kovarianz oder Korrela-
tion Rij:

Rij =

+∞∫

−∞

. . .

+∞∫

−∞

(ui − E(Uj)) (uj − E(Uj)) p(u1, u2, . . . , uN)du1du2 . . . duN .

(3.17)
Ui und Uj heissen unkorreliert, wenn ihre Kovarianz Null ist. Aus der statistischen
Unabhängigkeit zweier Zufallsgrößen folgt Unkorreliertheit, der Umkehrschluß gilt
aber im allgemeinen nicht.

Aus der gemeinsamen Dichte zweier Zufallsvariablen kann die bedingte Wahr-
scheinlichkeitsdichte definiert werden:

p(u1|u2) =
p(u1, u2)

p(u2)
. (3.18)

Die bedingte Dichte p(u1|u2) misst die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Zufallsva-
riable U1 einen bestimmten Wert annimmt, unter der Voraussetzung, dass der Wert
u2 für die Größe U2 bekannt ist. Sind U1 und U2 unabhängig, so faktorisiert p(u1, u2),
und die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte p(u1|u2) ist gleich der eindimensionalen
Dichte p(u1).

Im streng mathematischen Sinn muss zwischen einer Zufallsvariablen U und den
Werten u, die sie annehmen kann, unterschieden werden. Diese Trennung wird im
folgenden allerdings nicht aufrecht erhalten werden; so werden z.B. die Dichten der
turbulent fluktuierenden Geschwindigkeit ~v vereinfachend mit p(~v) bezeichnet.

3.2.2 Stationarität, Homogenität und Isotropie

Alle in den folgenden Kapiteln besprochenen Turbulenzmodelle behandeln den Spe-
zialfall stationärer, homogener und isotroper Strömungen. Die mit diesen Einschrän-
kungen einhergehenden Vereinfachungen sollen hier kurz dargestellt werden.

Aufgrund der angenommenen Stationarität des Geschwindigkeitsfeld ~w(~x, t) hängt

der Mittelwert ~W (~x) = 〈~w(~x, t)〉 nicht von der Zeit ab (der Mittelwert < . . . > ist
hierbei das Ergebniss einer Ensemblemittelung). Für die hier untersuchten stati-
stischen Eigenschaften turbulenter Geschwindigkeitsfluktutionen bedeutet es daher
keine Einschränkung, wenn man anstelle des Geschwindigkeitsvektors ~w nur seinen
fluktuierenden Anteil ~v(~x, t) betrachtet:

~v(~x, t) = ~w(~x, t) − ~W (~x). (3.19)

Aus der Definition (3.19) der Geschwindigkeitsfluktuationen folgt sofort, dass der
Mittelwert von ~v(~x, t) verschwindet.

Die Statistik des Geschwindigkeitsfeldes ~v(~x, t) kann als vollständig erfasst gel-
ten, wenn eine allgemein gültige Beschreibung für den Korrelationstensor von N
Komponenten des Geschwindigkeitsvektors an M verschiedenen Orten, die soge-
nannte M–Punkt–Korrelation N -ter Stufe, gefunden ist [11, 74]. Der erste Schritt
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in diese Richtung besteht darin, eine Beschreibung der Korrelation zwischen jeweils
einer Komponente der Geschwindigkeit an zwei verschiedenen Orten zu finden. Die
Elemente Rij dieses Zweipunktkorrelationstensors zweiter Stufe sind im allgemeinen
Fall definiert als

Rij(~x,~r, t, τ) = 〈 vi(~x, t) vj(~x + ~r, t + τ) 〉 . (3.20)

Da das Geschwindigkeitsfeld ~v(~x, t) stationär sein soll, hängt R nicht von der Zeit
ab. Homogenität bedeutet, dass R invariant gegen Translation im Raum ist, d.h.
unabhängig von der Wahl des Ortsvektors ~x. Aufgrund der angenommenen Isotropie
schließlich ist R auch unabhängig von der räumlichen Lage des Verschiebungsvektors
~r, also lediglich eine Funktion des Betrages r von ~r:

Rij(~x,~r, t, τ) = Rij(r, τ). (3.21)

Man beschränkt sich zudem meist auf räumliche Korrelationen, setzt die zeitliche
Verschiebung τ also konstant gleich Null:

Rij(r) = Rij(r, τ = 0). (3.22)

Legt man das Koordinatensystem so, dass x1 in Richtung des Verschiebungsvek-
tors ~r zeigt, so diagonalisiert R: Rij,i6=j = 0 [60]. Die Diagonalelemente Rii wer-
den auch als Autokorrelationsfunktionen der entsprechenden Geschwindigkeitskom-
ponente bezeichnet. Man unterscheidet zwischen der Autokorrelation Rll der Ge-
schwindigkeitskomponente in Richtung von ~r (longitudinale Komponente) und den
Autokorrelationen Rtt der beiden Komponenten senkrecht zu ~r (transversale Kompo-
nenten). Aufgrund der Isotropie sind die Autokorrelationen der beiden transversalen
Komponenten identisch.

Aus der Kotinuitätsgleichung (2.2) kann überdies eine Beziehung zwischen den
Autokorrelationsfunktionen der longitudinalen und transversalen Geschwindigkeits-
komponente hergeleitet werden [60]:

Rtt(r) = Rll(r) +
r

2

∂

∂r
Rll(r). (3.23)

Der erste Schritt bei Untersuchungen zur voll entwickelten Turbulenz wird also darin
bestehen, eine Beschreibung für die Autokorrelationsfunktionen zu finden. Gleichung
(3.23) sagt aus, dass es dabei genügt, eine der beiden Komponenten (longitudinal
oder transversal) zu betrachten. Sowohl aus theoretischen (siehe Kapitel 3.2.3) als
auch aus experimentellen Gründen (siehe Kapitel 5) wählt man üblicherweise die
longitudinale Komponente. Es sei aber ausdrücklich darauf hingewiesen, dass diese
Vereinfachung nur bei der Diskussion der Autokorrelationsfunktionen zulässig ist; für
Zweipunktkorrelationen höherer Ordnung sowie N–Punkt–Korrelationsfunktionen
gibt es keinen allgemeinen Zusammenhang der Form (3.23), und es müssen sowohl
die transversalen als auch die longitudinalen Komponenten berücksichtigt werden.

Im Folgenden soll die longitudinale Komponente der Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen ~v(~x, t) mit vl(~x, t) bezeichnet werden, ihre Autokorrelationsfunktion mit R(r).
Es ist zudem üblich, die Korrelationen zu normieren:

R(r) =
〈 vl(~x, t)vl(~x + ~r, t) 〉

〈 v2
l (~x, t) 〉 . (3.24)
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Mit dieser Normierung gilt −1 ≤ R(r) ≤ 1. Bei R = 1 spricht man von totaler
Korrelation, den Fall R = −1 bezeichnet man als totale Antikorrelation und bei
R = 0 spricht man von Unkorreliertheit der beiden Größen vl(~x, t) und vl(~x + ~r, t).
Für r = 0 folgt aus der Definition (3.24) unmittelbar R(0) = 1, im Grenzfall sehr
großer Skalen r geht die Autokorrelation turbulenter Geschwindigkeitsfelder dagegen
gegen Null.

Eine ebenfalls häufig verwendete Größe zur Charakterisierung des turbulenten
Geschwindigkeitsfeldes ~v(~x, t) ist das Wellenzahlspektrum E(k), d.h. das Betrags-
quadrat der räumlichen Fouriertransformierten von ~v(~x, t). E(k) seinerseits hängt
mit der Aurokorrelationsfunktion R(r) wiederum über eine Fouriertransformation
zusammen [85]. Die Korrelationsanalyse ist also äquivalent zur Analyse des Wellen-
zahlspektrums.

3.2.3 Das Geschwindigkeitsinkrement

Anstelle der Korrelationsfunktionen wird in der Turbulenz meist das longitudinale
Geschwindigkeitsinkrements u(r) untersucht:

u(r) = ~e~r · (~v(~x + ~r, t)− ~v(~x, t) )

= vl(~x + ~r, t)− vl(~x, t). (3.25)

Aufgrund der Homogenität, der Isotropie und der Stationarität des Geschwindig-
keitsfeldes hängt die Statistik des Inkrements u nur vom Betrag r des Verschie-
bungsvektors ~r ab und ist unabhängig von der Wahl des Referenzpunktes ~x, der
Richtung ~e~r des Verschiebungsvektors ~r sowie der Zeit t.

Der klassische Ansatz zur Charakterisierung der Statistik des Geschwindigkeit-
sinkrements [58, 59] besteht in der Analyse seiner Momente 〈u(r)n〉, die auch als
Strukturfunktionen n-ter Ordnung bezeichnet werden:

Sn
u (r) = 〈u(r)n 〉 = 〈 ( vl(~x + ~r, t)− vl(~x, t) )n 〉 . (3.26)

Die Beschreibung des turbulenten Feldes durch Strukturfunktionen Sn
u (r) ist äquiva-

lent zum Korrelatiosansatz. Am Beispiel der Strukturfunktion zweiten Grades, die
in einfachem Zusammenhang zur Autokorrelation steht, ist dies leicht zu sehen:

S2
u(r) =

〈

( vl(~x + ~r, t)− vl(~x, t) )2
〉

=
〈

v2
l (~x + ~r, t)

〉

− 2 〈 vl(~x + ~r, t)vl(~x, t) 〉 + 〈 vl(~x, t) 〉
= 2

〈

v2
l

〉

− 2 〈 vl(~x + ~r, t)vl(~x, t) 〉
= 2

〈

v2
l

〉

( 1− R(r) ) . (3.27)

Analog lassen sich Strukturfunktionen höherer Ordnung in Zweipunktkorrelationen
höherer Stufe umrechnen.

Eine Sonderstellung kommt der Strukturfunktion dritten Grades zu. Für sie kann
aus der Navier–Stokes–Gleichung eine exakte Beziehung abgeleitet werden, die soge-
nannte Kolmogorov–Karman–Howarth–Gleichung, oder kurz Kolmogorovsches 4/5-
Gesetz. Es lautet (in homogener, isotroper und stationärer Turbulenz) [60]:

S3
u(r) = −4

5
ε̄r + 6ν

∂

∂r
S2

u(r). (3.28)
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ε̄ ist hierbei die mittlere Rate, mit der die kinetische Energie des Geschwindigkeits-
feldes dissipiert wird (siehe dazu auch das folgenden Kapitel 3.3).

Neben der Beziehung zwischen den Autokorrelationen der longitudinalen und
transversalen Geschwindigkeitskomponente (3.23) ist das 4/5-Gesetz das (bisher)
einzige exakte, d.h. aus der Navier-Stokes-Gleichung abgeleitete, Ergebnis für die
Strukturfunktionen. Für große Skalen r dominiert der erste Term auf der rechten
Seite von Gleichung (3.28), und die Strukturfunktion dritter Ordnung wird nähe-
rungsweise linear in r:

S3
u(r) ≈ −4

5
ε̄r. (3.29)

Die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements u(r) kann anstatt über die Struk-
turfunktionen auch über seine Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben werden. Die
Dichte des Inkrements u(r) wird im folgenden mit p(u, r) bezeichnet werden, was
streng genommen nicht korrekt ist. Die Längenskala r ist selbstverständlich keine
Zufallsvariable, sondern ein Parameter, und dürfte dementsprechend nicht als Argu-
ment einer Wahrscheinlichkeitsdichte auftauchen. Andererseits hängt die Dichte von
u(r) entscheidend vom Wert von r ab (siehe Abbildung 5.6), ist also eine Funktion
von r. Genau diesem Umstand soll durch die Schreibweise p(u, r) Rechnung getragen
werden.

3.3 Das Kaskadenmodell nach Richardson

Den weitaus meisten Theorien zur Turbulenz liegt das Kaskadenmodell von L.F. Ri-
chardson (1922) zugrunde [94]. Es basiert auf der Annahme, dass sich eine turbulente
Strömung aus Elementen (Wirbeln) verschiedener Größenordnungen zusammenge-
setzt denken lässt, die aufgrund der Nichtlinearität der Navier-Stokes-Gleichung in-
stabil sind und zerfallen. Beim Zerfall eines solchen Wirbels oder Turbulenzelements
geht die in ihm enthaltene kinetische Energie an die entstehenden Tochterwirbel
über. Die Reynoldszahl sei dabei so hoch, dass der Einfluss des Dissipationsterms
zunächst vernachlässigt werden kann. Die Energie des zerfallenden Wirbels geht
dann komplett auf die entstehenden Wirbel über. Diese sind nun ebenfalls instabil
und zerfallen ihrerseits in noch kleinere Strukturen. Dieser Prozess setzt sich fort
bis hin zu einer charakteristischen kleinsten Länge, der sog. Kolmogorovschen Dissi-
pationslänge η, auf der die Reibung dominiert und die kinetische Energie dissipiert
wird.

Angetrieben wird die sog. turbulente Kaskade von den externen Kräften ~f in
der Navier-Stokes-Gleichung (2.1). Diese verursachen großräumige Strukturen einer
typischen Skala L und führen dem System auf diese Weise kinetische Energie zu. Die
daraufhin einsetzende Kaskade transportiert diese Energie zu kleineren Strukturen
hin ab und sorgt so für ein Fließgleichgewicht zwischen der auf der grössten Skala L
zugeführten und der auf der kleinsten Skala η dissipierten Energie. Die Rate, mit der
ein zerfallender Wirbel seine Energie an die Tochterwirbel weitergibt, ist also gleich
der Rate ε(~x, t), mit der auf der Skala η Energie dissipiert wird. Dementsprechend
wird zwischen den beiden Raten nicht unterschieden, für beide ist die Bezeichnung
Energiedissipationsrate gebräuchlich.
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Die aus der Navier–Stokes–Gleichung folgende Gleichung für die Energiebilanz
des Strömungsfeldes liefert für die Energiedissipationsrate den folgenden Ausdruck
[60, 74, 85]:

ε(~x, t) =
ν

2

3∑

i,j=1

(

∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)2

. (3.30)

Um die Energiedissipationsrate gemäß ihrer Definition (3.30) berechnen zu können,
müssen die Ableitungen aller Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes nach allen
Raumrichtungen bekannt sein. Eine experimentelle Bestimmung aller neun Ablei-
tungen ∂iuj des Geschwindigkeitsfelds ist aber nur mit sehr hohem Aufwand möglich
[56, 44].

In homogenen und isotropen Geschwindigkeitsfeldern kann die Energiedissipati-
onsrate näherungsweise aber auch aus einem eindimensionalen Schnitt durch dieses
Feld berechnet werden. Dieses in der Literatur oft auch

”
Energiesurrogat“genanntes

Dissipationsfeldberechnet sich zu [85]:

ε(x, r) = 15 ν

(

∂vi

∂xi

)2

, (3.31)

wobei die Wahl der Komponenten i in isotroper Turbulenz beliebig ist. Die Ver-
wendung des Surrogats hat sich in der Literatur weitgehend durchgesetzt und wird
allgemein akzeptiert (siehe z.B. [78, 77, 72]). Es sei aber auch erwähnt, dass Untersu-
chungen an Daten aus direkten numerischen Simulationen signifikante Unterschiede
zwischen der nach (3.30) definierten Dissipationsrate und ihrem gemäß (3.31) be-
stimmten Surrogat ergeben [52]. Andererseits wurde auch argumentiert [106], dass
die in [52] beobachteten Abweichungen zwischen beiden Raten klein sind gegen die
im Experiment üblicherweise auftretenden Messfehler.

Das Bild der turbulenten Kaskade motiviert die Wahl einiger charakteristischer
Längenskalen, die den Gültigkeitsbereich des Modells eingrenzen. Die obere Grenze
für den Bereich relevanter Längenskalen ist durch die Korrelationslänge oder inte-
grale Längenskala L gegeben:

L =

+∞∫

0

R(r) dr. (3.32)

L ist ein Maß dafür, wie schnell die Autokorrelation mit wachsender Skala r auf Null
abfällt (für exponentiell abfallende Autokorrelationsfunktionen etwa gilt R(L) =
1/e). L kann daher anschaulich als die typische Abmessung des größten einheit-
lich bewegten Flüssigkeitsvolumens, also des größten Wirbels, interpretiert werden.
Tatsächlich zeigt sich im Experiment, dass die Größenordnung der nach Gleichung
(3.32) definierten integralen Länge mit der Skala der die Kaskade treibenden exter-
nen Kräfte übereinstimmt [64, 90, 41].

Die Kolmogorovsche Dissipationslänge η kann durch eine Dimensionsanalyse ab-
geschätzt werden. In diese Analyse geht neben der mittleren Energiedissipationsrate
ε̄ nur noch die kinematische Viskosität ν ein, da der Mechanismus der Dissipation
dem Modell zufolge nicht vom Antrieb der Kaskade auf großer Skala abhängt. Die
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SI-Einheit Energiedissipationsrate ε ist m2/s3, die der kinematischen Viskosität ν
ist m2/s. Für η = η(ε̄, ν) ergibt sich daher:

η =

(

ν3

ε̄

)1/4

. (3.33)

Die Dissipation hat allerdings bereits auf größeren Skalen als der Kolmogorovschen
einen merklichen Einfluss auf die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements. Die-
ser Einfluss zeigt sich unter anderem auch in der Autokorrelationsfunktion R(r),
die auch auf Skalen grösser als der Dissipationslänge η eine negative Krümmung
aufweist. Diese negative Krümmung wird durch die gängigen (in Kapitel 3.4 dis-
kutierten) Kaskadenmodelle nicht erklärt und kann dem Einfluss der Dissipation
zugerechnet werden [41, 85].

Um ein Maß dafür zu erhalten, wie weit der Einfluss der Dissipation reicht,
entwickelt man R(r) in einer Taylorreihe um r = 0 und definiert so die Taylorlänge
λ:

R(r) ≈ 1− 1

2

(
r

λ

)2

. (3.34)

(Der lineare Term der Taylorentwicklung verschwindet wegen R(−r) = R(r).) Die
drei charakteristischen Längenskalen η, λ und L teilen den Bereich von Skalen r in
deutlich voneinander verschiedene Bereiche ein.

Taylorskala λ und integrale Länge L bilden die Grenzen des sogenannten Inerti-
albereichs. Innerhalb dieses Bereichs sollten dem Kaskadenmodell zufolge sowohl die
Einflüsse der externen, die Kaskade antreibenden Kräfte als auch der Einfluss der
molekularen Dissipation vernachlässigt werden können. Das Geschwindigkeitsfeld
sollte daher auf Skalen innerhalb des Inertialbereichs ausschliesslich vom Mechanis-
mus des Energietransfers zwischen Wirbeln verschiedener Längenskalen bestimmt
sein. Hin zu kleineren Skalen schließt sich, im Intervall η ≤ r ≤ λ, der sogenannte
Dissipationsbereich an. Hier dominiert der Einfluss der Dissipation, was sich u. a. in
einer im Vergleich zum Inertialbereich deutlich unterschiedlichen Abhängigkeit der
Strukturfunktionen von der Skala r bemerkbar macht (vergleiche Abbildung 5.5).

Die Taylorsche Längenskala λ wird auch zur Definition der sog. Taylor-Reynoldszahl
Rλ verwendet. In diese gehen neben λ noch die Standardabweichung σ der Geschwin-
digkeitsfluktationen und die Viskosität ν ein:

Rλ =
λ σ

ν
. (3.35)

Der Vorteil der Definition (3.35) ist, dass sie ausschließlich auf intrinsischen Größen
der betrachteten Strömung basiert und nicht von der Wahl einer durch die äuße-
ren Randbedingugen gegebenen (und damit nicht universellen) Längen– bzw. Ge-
schwindigkeitsskala abhängt. Ergebnisse aus unterschiedlichen Turbulenzexperimen-
ten (wie etwa Freistrahl, Zylinder– oder Gitternachlauf) werden daher meist mithilfe
der Taylor–Reynoldszahl verglichen. In allen genannten Experimenten findet man
einen Zusammenhang der Form

Rλ ∝
√

Re , (3.36)
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wobei die Proportionalitätskonstante jeweils in der Größenordnung von eins ist [64,
85, 90].

3.4 Skalierungsanalysen

3.4.1 Kolmogorov 1941

Die erste Theorie zur Statistik der vollentwickelten, homogenen, isotropen und stati-
onären Turbulenz stammt von A. N. Kolmogorov aus dem Jahr 1941 [58]. Ausgehend
vom Bild der Kaskade nahm er an, dass die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements
für Skalen r kleiner als der integralen Länge L außer von der Skala r selbst nur noch
von der Energietransferrate ε und der kinematischen Viskosität ν abhängen (erste
lokale Ähnlichkeitshypotheses):

Sn
u (r) = f(r, ε, ν). (3.37)

Für Skalen r, die darüberhinaus auch groß sind im Vergleich zur Kolmogorovschen
Dissipationslänge η, also für Skalen im Bereich η � r < L, kann überdies der Ein-
fluss der Dissipation vernachlässigt werden (zweite lokale Ähnlichkeitshypothese).
Es kann dann angenommen werden, dass die Strukturfunktionen nicht mehr von
der Viskosität abhängen:

Sn
u (r) = f(r, ε). (3.38)

Aus einer einfachen Dimensionsanalyse folgt damit unter der Annahme einer kon-
stanten Energietransferrate sofort

Sn
u (r) ∼

〈

( ε̄ r )
n
3

〉

∝ r
n
3 . (3.39)

In Übereinstimmung mit dem Kolmogorovschen 4/5-Gesetz (3.29) ergibt sich auch
aus Gleichung (3.39) eine lineare Abhängigkeit der Strukturfunktion dritten Grades
von r. Mit der Vorhersage für die r–Abhängigkeit der Strukturfunktion zweiten
Grades folgt aus (3.27) für die Autokorrelationsfunktion der Zusammenhang: R(r) =
1 − cr2/3 (und damit zu der oben erwähnten positiven Krümmung für R(r)). Für
das Leistungsspektrum E(k), das nichts anderes ist als die Fouriertransformierte der
Autokorrelation, folgt [41, 85]:

E(k) ∝ k−5/3 (3.40)

Der Vergleich experimenteller Daten mit der Vorhersage (3.40) dient allgemein als
erste Charakterisierung eines gemessenen turbulenten Datensatzes, siehe Abbildung
5.5.

3.4.2 Das Lognormal-Modell (Kolmogorov 1962)

Die einfache Vorhersage (3.39) des Kolmogorovschen Modells hält einer experi-
mentellen Überprüfung nicht stand [2, 3, 41, 85]. Innerhalb des Inertialbereichs
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λ ≤ r ≤ L lassen sich die Strukturfunktionen Sn
u (r) zwar tatsächlich näherungs-

weise durch Potenzgesetze der Form

Sn
u (r) ∝ rζn (3.41)

beschreiben, die experimentell bestimmten sog. Skalenexponenten ζn stimmen jedoch
nicht mit der Vorhersage ζn = n

3
nach Gleichung (3.39) überein.

Aber auch von theoretischer Seite ist Kolmogorovs Argumentation angreifbar
[60, 79]. Die Kritik zielt insbesondere auf die Annahme einer konstanten Energie-
transferrate ε. Ins Bild der turbulenten Kaskade übersetzt bedeutet dies, dass ein
zerfallender Wirbel die in ihm enthaltenen Energie zu gleichen Teilen an die entste-
henden Tochterwirbel weitergibt. Sehr viel naheliegender ist dagegen die Annahme,
dass ein zerfallender Wirbel seine Energie ungleichmäßig verteilt an die entstehen-
den kleinskaligen Turbulenzelemente weitergibt. Die Energiedissipationsrate ε(~x, t)
muss daher als räumlich variierende statistische Größe betrachtet werden.

Um den Einfluss der räumlichen Fluktuationen von ε zu berücksichtigen, be-
trachtet man die über eine Kugel an der Stelle ~x mit Radius r gemittelte Energie-
dissipationsrate εr:

εr(~x, t) =
1

V (r)

∫

V (r)

ε(~x, t) dV. (3.42)

Eine analoge Dimensionsansanalyse, wie sie auch zu Gleichung (3.39) führt, kann
nun für die Strukturfunktion n-ten Grades durchgeführt werden:

Sn
u (r) ∼

〈

( εrr)
n
3

〉

∼
〈

ε
n
3
r

〉

r
n
3 . (3.43)

Im allgemeinen gilt
〈

εn/3
r

〉

6= 〈εr〉n/3, was die beobachteten Abweichung von dem
nach K41 zu erwartenden linearen Verlauf der ζn erklärt. Für n = 3 allerdings gilt〈

ε3/3
r

〉

= 〈εr〉 = ε̄ = const und man erhält die direkte Proportionalität von S3
u zu r,

wie sie vom Kolmogorovschen 4/5-Gesetz (3.29) gefordert wird.

Um den Erwartungswert
〈

εn/3
r

〉

berechnen zu können, muss die Wahrscheinlich-

keitsdichte p(εr) der gemittelten Energiedissipationsrate bekannt sein. Im Bild der
turbulenten Kaskade kann man sich einen Wirbel der Größe r als das Ergebnis ei-
nes wiederholten Zerfalls größerer Wirbel denken, wobei der Bruchteil der an einen
Tochterwirbel weitergegebenen Energie eine Zufallsvariable ist. Der Energieinhalt
eines Wirbels der Größe r, der nach N Zerfällen aus einem Wirbel der Größe L ent-
standen ist, ergibt sich demnach als Produkt der Energie des ursprünglichen Wirbels
und N unabhängiger Multiplikatoren. Der Logarithmus des Energieinhalts eines sol-
chen Wirbels läßt sich dann als Summe der Logarithmen der ursprünglichen Energie
und der N unabhängigen Zufallsvariablen darstellen. Diese Summe sollte nach dem
zentralen Grenzwertsatz Gaußverteilt sein.

Diese Überlegungen motivieren die Annahme einer sog. Lognormalverteilung für
die gemittelte Energiedissipationsrate εr auf der Skala r:

p(εr) =
1√

2π Λ(r) εr

exp






(

ln
(

εr

ε̄

)

+ Λ2(r)
2

)2

2 Λ2(r)




 . (3.44)
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Λ(r) ist die skalenabhängige Standardabweichung der über r gemittelten Energie-
dissipationsrate, ε̄ = 〈εr〉 ihr (konstanter) Mittelwert.

Für die r-Abhängigkeit von Λ(r) nahm Kolmogorov den folgenden Zusammen-
hang an [59]:

Λ(r)2 ∝ −µ ln(r). (3.45)

Für den sogenannten Intermittenzfaktor µ macht das Modell keine Vorhersage, sein
Wert muss experimentell bestimmt werden. Aus (3.44) und (3.45) kann nun der

Erwartungswert
〈

εn/3
r

〉

berechnet werden. Man erhält:

〈

εn/3
r

〉

∝ r−
µ

18
n(n−3). (3.46)

Damit folgt aus (3.43) für die Strukturfunktionen

Sn
u (r) ∝ rζn

mit : ζn =
n

3
− µ

18
n(n− 3). (3.47)

Fits der gemessenen Skalenexponenten ζn gemäss dieser Gleichung beschreiben die
experimentellen Ergebnisse in guter Näherung (vergleiche Kapitel 5.4) und ergeben
für den Intermittenzfaktor µ einen von der Reynoldszahl und dem konkreten expe-
rimentellen Aufbau unabhängigen Wert von etwa 0, 26 [6]. Anstelle von µ wird zur
Charakterisierung der Intermittenz auch oft der Skalenexponent sechster Ordnung
verwendet. Aus Gleichung (3.47) folgt für den Zusammenhang zwischen ζ6 und dem
Intermittenzfaktor: ζ6 = 2− µ.

Ein Problem bei der Untersuchung der Skalenexponenten ist allerdings, dass sie
nur bis zur achten Ordnung zuverlässig bestimmt werden können. Momente höher-
er Ordnung werden von extrem grossen Werten von |u(r)| bestimmt, die bei den
derzeit handhabbaren Datenmengen zu selten gemessen werden als dass sie eine si-
chere Aussagen über ihre Statistik erlaubten. In [82, 83, 92] wurde gezeigt, dass die
Strukturfunktionen aus diesem Grund höchstens bis zur achten Ordnung bestimmt
werden können.

Der überhaupt analysierbare Wertebereich von n ist also stark beschränkt. Es
ist daher experimentell kaum zu entscheiden, ob das Lognormalmodell Kolmogorovs
konkurrierenden Modellen wie etwa dem Log-Poisson-Modell von She und Leveque
[99] vorzuziehen ist. Ein Hinweis darauf, dass K62 nicht streng gültig sein kann,
ist die Tatsache, dass die Skalenexponenten ζn für grosse n wieder abnehmen und
schliesslich sogar negativ werden, was allgemein als unphysikalisch angesehen wird
[41, 85, 67].

3.4.3 Extended Self–Similarity

Die direkte Bestimmung der Skalenexponenten ζn aus den gemessenen Strukturfunk-
tionen Sn

u(r) erweist sich in der Praxis als schwierig. Hierfür gibt es im Wesentlichen
zwei Gründe: Zum einen erstreckt sich der Bereich von Skalen, in dem sich die
Strukturfunktionen als Potenzgesetze in r beschreiben lassen, in typischen Labor-
experimenten (d.h. bei Reynoldszahlen bis maximal 106) über kaum mehr als eine
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Größenordnung, zum anderen finden sich selbst in diesem Bereich noch Abweichun-
gen vom Skalenverhalten [90, 6].

Diese Schwierigkeiten umgeht das Verfahren der extended self–similarity, kurz
ESS, nach Benzi [13]. Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist das 4/5-
Gesetz, demzufolge die Strukturfunktion dritter Ordnung linear in r sein sollte.
Der Skalenexponent dritter Ordnung ζ3 müsste demnach exakt gleich eins sein.

Die im realen Experiment beobachteten Abweichungen vom linearen Verhalten
von S3

u(r) kann man durch einen Korrekturterm f(r) beschreiben:

S3
u(r) ∝ ( rf(r) )ζ3 = ( rf(r) )1 . (3.48)

Die zentrale Annahme der ESS ist nun, dass diese Abweichungen aufgrund experi-
menteller Unzulänglichkeiten bei allen Strukturfunktionen in ähnlicher Weise auf-
treten. Man postuliert einen Zusammenhang der Form

Sn
u (r) = cn ( rf(r) )ζn . (3.49)

Aus (3.49) folgt für zwei Strukturfunktionen der Ordnung n bzw. p sofort der Zu-
sammenhang

Sn
u ∝ (Sp

u )
ζn
ζp . (3.50)

Die Logarithmen der Strukturfunktionen sollten demnach in linearem Zusammen-
hang stehen:

ln(Sn
u ) =

ζn

ζp

ln((Sp
u)) + const . (3.51)

Dieser Zusammenhang ist experimentell gut erfüllt [6] und erlaubt eine exakte Be-
stimmung der relativen Skalenexponenten ζn/ζp. In der Praxis wählt man meist die
Strukturfunktion dritten Grades als Bezugsgröße, bestimmt also die Skalenexpo-
nenten relativ zu p = 3, und erhält so wegen ζ3 = 1 direkt die Skalenexponenten
ζn.

Problematisch ist hierbei allerdings, dass Strukturfunktionen ungerader Ordnung
aus Datensätzen endlicher Länge nur sehr ungenau bestimmt werden können, da sich
Beiträge positiver und negativer Fluktuationen teilweise gegenseitig aufheben und
damit effektiv nur wenige Messpunkte zur Bestimmung der Momente beitragen. Es
ist daher ein weit verbreitetes Vorgehen, anstelle der Strukturfunktionen ungerader
Ordnung die Momente T n

u (r) = 〈|u(r)|n〉 des Absolutbetrags der Geschwindigkeit-
sinkremente zu verwenden. Damit setzt man implizit voraus, dass die Momente des
Absolutbetrags bis auf einen konstanten Faktor mit den Strukturfunktionen iden-
tisch sind [6, 13]. Das ist zwar über einen gewissen Bereich von Skalen in etwa
tatsächlich erfüllt [68, 14], eine theoretische Motivation oder Begründung für diesen
Zusammenhangs steht bislang aber noch aus [108]. Die in Kapitel 6.6.4 der vorlie-
genden Arbeit vorgestellten Ergebnisse belegen zudem, dass diese Übereinstimmung
allenfalls näherungsweise gelten kann.

3.5 Die multiplikative Kaskade nach Castaing

Die in den vorhergehenden Kapitel vorgestellten Überlegungen können auf die Be-
schreibung der Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) übertragen werden [23]. Das ein-
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fache Skalenverhalten nach Kolmogorovs Theorie von 1941 entspricht dem Fall, dass
die Inkremente u einer Gaußverteilung gehorchen, deren Standardabweichung σ mit
r1/3 skaliert: σ(r) ∝ r1/3. Man verifiziert leicht, dass die Momente 〈u(r)n〉 in diesem
Fall proportional zu rn/3 sind.

Da die Strukturfunktionen dieser einfachen Vorhersage nicht folgen, ist auch nicht
zu erwarten, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) durch Gaußverteilungen
beschreiben lassen. In der Tat weisen die gemessenen Dichten mit kleiner werdender
Skala r immer stärkere Abweichungen von der Gaußschen Form auf (siehe Abbildung
5.6). Das herausragendste Charakteristikum dieser Dichten sind ihre ausgeprägten
Flügel, die eine im Vergleich zur Gaußverteilung sehr hohe Wahrscheinlichkeit für
große Fluktuationen ausdrücken, ein Effekt, der in der Turbulenzforschung Inter-
mittenz genannt wird.

Die Intermittenz hat, ebenso wie die nichtlineare Abhängigkeit der Skalenexpo-
nenten ζn von n, ihren Ursprung in den Fluktuationen der Energiedissipationsrate.
Deren Einfluss auf die Statistik von u(r) kann man berücksichtigen, indem man die
Dichte p(u, r) unter Verwendung der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r|εr)
darstellt:

p(u, r) =

+∞∫

0

p(u, εr, r) dεr =

+∞∫

0

p(u, r|εr) p(εr, r) dεr . (3.52)

Die grundlegende physikalische Aussage des Intermittenzmodells von B. Castaing
besteht in der Annahme, dass die bedingten Dichten p(u, r|εr) Gaußverteilungen
sind, wobei die Standardabweichung s von der gemittelten Energiedissipationsrate
εr abhängt [23]:

p(u, r|εr, r) =
1√

2π s(εr)
exp

(

− u2

2 s2(εr)

)

. (3.53)

Diese Annahme ist im Rahmen der Kolmogorovschen Theorien naheliegend und
konnte auch experimentell verifiziert werden [78]. Die gemittelten Energiedissipati-
onsraten εr werden, ebenfalls in Anlehnung an K62, als lognormalverteilt angenom-
men (vergl. Gleichung (3.44)). Für den Zusammenhang zwischen der Standardab-
weichung s der bedingten Dichten und der gemittelten Energiedissipationsrate εr

findet man experimentell ein Potenzgesetz [78]:

s(εr) ∝ εα
r . (3.54)

Wegen ln(s) ∝ α ln(εr) ist damit auch s lognormalverteilt. Aus den Gleichungen
(3.44), (3.52), (3.53) und (3.54) folgt für die Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r):

p(u, r) =
1

2πλ(r)

+∞∫

−∞

exp

(

− ln2 (s/s0(r))

2λ2(r)

)

exp

(

− u2

2s2

)

d ln s

s
. (3.55)

Die Dichte p(u, r) wird durch die zwei Parameter s0(r) und λ2(r) vollständig be-
schrieben. s0(r) ist das Maximum der Dichte von s und bestimmt im wesentlichen
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die Standardabweichung von p(u, r). Die Varianz λ2(r) der Lognormalverteilung für
s wird auch Formparameter genannt und bestimmt die Form der Dichte p(u, r). Die
Bedeutung des Formparameters erschließt sich aus dem Grenzfall λ2(r) → 0. In die-
sem Fall geht die Lognormalverteilung in die δ–Funktion über und das Integral in
(3.55) liefert eine Gaußverteilung für p(u, r). Dieser Fall wird für Skalen r oberhalb
der integralen Länge L tatsächlich beobachtet (siehe Abbildung 5.6).

Auf kleineren Skalen hat λ2 Werte ungleich Null und p(u, r) stellt sich gemäß
der Castaing–Formel (3.55) als Überlagerung von Gaußverteilungen unterschiedli-
cher Standardabweichungen dar. Diese Überlagerungen weisen die für die Turbulenz
typische intermittente Form auf (siehe Abbildung 5.6).

Obwohl die Überlegungen zu ihrer Herleitung stark an Kolmogorov angelehnt
sind, hat die Castaing–Formel den Vorteil, im Gegensatz zu den Theorien Kolmo-
gorovs kein Skalenverhalten der Strukturfunktionen vorauszusetzen. Es ist vielmehr
möglich, durch Fits der gemessenen p(u, r) den Formparameter λ2(r) und damit,
über (3.54), auch die Standardabweichung Λ(r) von εr zu bestimmen. Man findet
(siehe Abbildung 5.6), dass sich die so bestimmten Formparameter λ2(r) innerhalb
des Inertialbereichs sehr viel besser durch Potenzgesetze in r als durch die von
Kolmogorov geforderte logarithmische Abhängigkeit darstellen lassen. Damit stehen
die Ergebnisse der Castaing–Analyse im Widerspruch zum postulierten Skalenver-
halten der Strukturfunktionen, denn die Annahme eines linearen Zusammenhangs
zwischen Λ2(r) und dem Logarithmus der Skala r ist (siehe Kapitel 3.4.2) eine we-
sentliche Voraussetzung dafür, trotz der Intermittenzkorrekturen ein Skalenverhalten
der Strukturfunktionen zu erhalten.

Die Castaing–Formel weist allerdings den gravierenden Nachteil auf, in ihrem
Argument u symmetrisch zu sein: p(u, r) = p(−u, r). Alle ungeraden Momente die-
ser Verteilung sind daher gleich Null, was im Widerspruch sowohl zum 4/5–Gesetz
als auch zu den experimentellen Beobachtungen steht. In [23] wurde ein zusätzlicher
empirischer Term eingeführt der es erlaubt, auch asymmetrische Verteilungen kor-
rekt zu beschreiben. Eine theoretische Herleitung des sog. Asymmetrieterms existiert
allerdings bislang nicht.

Auf einer abstrakteren Ebene kann der Ansatz Castaings als multiplikatives Kas-
kadenmodell interpretiert werden, bei dem das Geschwindigkeitsinkrement u1 auf der
(kleinen) Skala r1 über einen zufälligen Multiplikator α12 mit dem Inkrement u2 auf
der größeren Skala r2 verbunden ist:

u1 = α12 u2 . (3.56)

Die Multiplikatoren α12 werden als statistisch unabhängig von den Inkrementen
angenommen. Für die Dichte p(u1, r1) gilt dann [24]

p(u1, r1) =

∞∫

−∞

G12(lnα)p
(

u1

α
, r2

)
d ln α

α
, (3.57)

wobei G12 die Dichte der Multiplikatoren a12 ist. Auf der integralen Skala L sind
die Geschwindigkeitsinkremente näherungsweise normalverteilt (s.o.) und (3.57) be-
schreibt für r2 = L, ähnlich wie (3.55), eine Überlagerung verschieden breiter Gauß-
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verteilungen. Die Formulierung (3.56) hat aber den Vorteil, über

〈αp
12 〉 =

〈(
u1

u2

)p 〉

(3.58)

eine direkte Untersuchung der Momente der Dichte G12 zu ermöglichen. Entspre-
chende experimentelle Untersuchungen des dritten Moments von G12 haben signifi-
kante Abweichungen von der Lognormalverteilung [68] ergeben.

3.6 Weiterführende Ansätze

Ein vor allem im Zusammenhang mit der in den folgenden Kapiteln diskutierten
Markowanalyse interessanter theoretischer Ansatz zur voll entwickelten Turbulenz
ist der von A. M. Polykov verfolgte feldtheoretische Zugang [84]. In der zitierten
Arbeit wurde ein Verfahren vorgeschlagen, wie ausgehend von der eindimensiona-
len drucklosen Navier–Stokes–Gleichung (der sog. Burgers–Gleichung) Differential-
gleichungen für die Evolution der Mehrpunktkorrelationsfunktionen des Geschwin-
digkeitsinkrements abgeleitet werden können. Die resultierenden Gleichungen sind
aufgrund der Beiträge des Dissipationsterms nicht geschlossen (interessanterweise er-
weist sich die Behandlung des Advektionsterms als unproblematisch). Um die vom
Dissipationsterm verursachten Probleme zu umgehen, betrachtet man nun wieder-
um den Grenzfall unendlich hoher Reynoldszahlen bzw. verschwindender Viskosität.
Hierbei kann der Dissipationsterm allerdings nicht einfach vernachlässigt werden, da
er Singularitäten aufweist, die selbst nach der Multiplikation mit der verschwinden-
den Viskosität zu endlichen Beiträgen führen.

In [84] konnten die führenden Singularitäten des Dissipationsterms mit Hilfe der
sog. operator product expansion abgeschätzt und die Gleichungen somit geschlossen
werden. Dieser Ansatz wurde von V. Yakhot zur Bestimmung der Gleichung für die
Dichten p(u, r) des longitudinalen Geschwindigkeitsinkrements aus der kompletten
dreidimensionalen Navier–Stokes–Gleichung verallgemeinert [113]. Eine wesentliche
Grundlage dieses Ansatzes ist die Annahme, dass für die Dichten des longitudinalen
Geschwindigkeitsinkrements auch in dreidimensionaler Turbulenz eine geschlosse-
ne, d.h. vom transversalen Inkrement in erster Näherung unabhängige Gleichung
existiert. Es zeigt sich, dass die von den äußeren Kräften bzw. der Dissipation stam-
menden Terme unter dieser Voraussetzung erfolgreich mit den in [84] entwickel-
ten Methoden behandelt werden können. Allerdings ergiben sich durch den Druck-
term zusätzliche Schwierigkeiten. Umgeht man diese, indem man annimmt, dass
sich durch den Druckterm keine neuen Beiträge in der Gleichung für p(u, r) erge-
ben, sondern sich lediglich die Vorfaktoren der ohnehin bereits vorhandenen Terme
ändern, so erhält man die folgende Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsdichte des
Geschwindigkeitsinkrements [113]:

− ∂

∂U
U

∂p(U, r)

∂r
+ B

∂p(U, r)

∂r
= −A

r

∂

∂U
(Up(U, r)) +

σ

L

∂2

∂U2
(Up(U, r)) . (3.59)

Hierbei ist U das dimensionsbehaftete, also nicht durch σ∞ dividierte, Geschwindig-
keitsinkrement. Dieses Modell weist die interessante Eigenschaft auf, als Parameter
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die integrale Längenskala L und die Standardabweichung σ der (einpunkt–) Ge-
schwindigkeitsfluktuationen v zu enthalten und damit Eigenschaften der die Kaskade
treibenden äußeren Kräfte zu berücksichtigen. Während üblicherweise angenommen
wird, dass σ lediglich die Skala der Geschwindigkeitsinkremente definiert, erhalten
die äusseren Kräfte hier einen direkten Einfluss auf die Modellgleichung und damit
natürlich auch auf die Form der Wahrscheinlichkeitsdichten p(U, r).

Aus dem Kolmogorovschen 4/5–Gesetz folgt für die Koeffizienten A und B in
(3.59) der Zusammenhang A = (3 + B)/3. In erster Näherung, d.h. unter Ver-
nachlässigung des letzten Termes in Gleichung (3.59), folgt damit für die Skalenex-
ponenten

ζn =
(3 + B)n

3(n + B)
, (3.60)

was mit B ≈ 20 mit den experimentellen Werten gut übereinstimmt. Auch die
(numerischen) Lösungen der (vollständigen) Gleichung (3.59) finden sich in guter
Übereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen und zeigen die typischen Inter-
mittenzeffekte auf kleinen Skalen [113].

Ein weiterer aktuell diskutierter Ansatz sind die von V. L’vov und I. Procac-
cia betriebenen Untersuchungen sogenannter fusion rules [65, 67]. Man betrachtet
hierbei das Verhalten der Mehrpunktkorrelationsfunktionen

F (~x1, ~x
′
1; ~x2, ~x

′
2; . . . ; ~xN , ~x′N) = 〈 ~u(~x1, ~x

′
1) ~u(~x2, ~x

′
2) . . . ~u(~xN , ~x′N) 〉 (3.61)

für den Fall, dass zwei oder mehrere Paare ~xi, ~x′i der Ortskoordinaten sich einander
annähern (die Inkremente ~u in Gleichung (3.61) sind als ~u(~x1, ~x

′
1) = ~v(~x) − ~v(~x′)

definiert).
In diese Betrachtungen gehen die Annahmen ein, dass F für Skalen ri = |~xi − ~x′i|

innerhalb des Inertialbereichs eine universelle funktionale Abhängigkeit von den ri

hat und außerdem eine homogene Funktion der Skalen ri ist. In diesem Fall können
für Systeme, in denen ein Fließgleichgewicht von Energie herrscht, weit reichende
Aussagen über das Verhalten der Mehrpunktkorrelationen gemacht werden, die in
manchen Fällen sogar eine Bestimmung der Skalenexponenten ζn erlauben [65]. Für
den konkreten Fall der Turbulenz wurde so eine Theorie entwickelt, mit der die
Skalenexponenten ζn in einem Parameter δ entwickelt werden können [67]. Dieser
Parameter ist von der Größenordnung der Anomalie des Skalenexponenten zweiter
Ordnung, d.h. δ ≈ ζ2−2/3 ≈ 0.03, ist also klein. Es konnte gezeigt werden, dass sich
im Rahmen dieser Theorie als Näherung nullter Ordnung Skalenverhalten nach K41
ergibt und die Näherung erster Ordnung dem Lognormalmodell K62 entspricht. Die
in [67] diskutierte Näherung zweiter Ordnung lautet

ζn =
n

3
− n(n− 3)

2
δ [ 1 + 2δ(n− 2)b ] , (3.62)

wobei b negativ und betragsmäßig von der Größenordnung eins ist. Die Skalenexpo-
nenten nach Gleichung (3.62) weichen zwar erst für n ≥ 8 merklich von K62 ab [67],
was die beiden Modelle experimentell fast ununterscheidbar macht (siehe Kapitel
3.4.2), haben aber den Vorteil, für große n nicht negativ zu werden.
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Abschließend sei noch ein in jüngster Zeit verfolgter thermodynamischer An-
satz erwähnt, der auf dem Formalismus der nicht–extensiven statistischen Mechanik
aufbaut [5, 12]. Ausgangspunkt dieser Überlegungen ist die von C. Tsallis vorge-
schlagene verallgemeinerte Entropie Sq [110]

Sq =
1

q − 1

(

1−
∑

pq
i

)

. (3.63)

Hierbei ist q ein zunächst beliebiger reeller Parameter und pi die Wahrscheinlichkeit
für den durch sein Energielevel ei charakterisierten Zustand i ist. Für q → 0 geht
die nach (3.63) definierte Entropie in die gewöhnliche Gibbssche Entropie über.

Der einfachste Ansatz für ein solches Energielevel in der Turbulenz ist, ei einfach
mit der kinetischen Energie eines Wirbels der Längenskala r zu identifizieren und
durch ei = 1

2
u(r)2 abzuschätzen. Maximiert man die Entropie (3.63) mit diesen

Energielevels unter der Randbedingung
∑

piei = E, so erhält man den folgenden
Ausdruck für p(u) [12]:

p(u) =
1

Zq

(

1 +
q − 1

2
βu2

) −1
q−1

. (3.64)

Die Zustandssumme Zq ist für 1 ≤ q < 3 definiert und kann explizit berechnet wer-
den. Die inverse Temperatur β definiert die Geschwindigkeitsskala, d.h. die Stan-
dardabweichung von u(r).

Diese Wahrscheinlichkeitsdichten zeigen einen Übergang von Gaußverteilungen
für q → 1 hin zu intermittenten Verteilungen bei größeren Werten von q. Wählt
man den Parameter q gemäß

k =
1

q − 1
= 1 + log2

r

η
, (3.65)

so finden sich die resultierenden Dichten p in guter Übereinstimmung mit experi-
mentell bestimmten Verteilungen; k kann daher als der Index einer binären Kaskade
aufgefaßt werden, die bei r = η beginnt und bei der r in jedem Schritt verdoppelt
wird [12].



Kapitel 4

Die Mathematik der
Markowprozesse

4.1 Motivation

Aufgrund der Komplexität des Problems sind alle Modelle und Theorien zur voll ent-
wickelten Turbulenz auf Annahmen angewiesen, die aus der Navier–Stokes–Gleichung
allenfalls motiviert, nicht jedoch streng abgeleitet werden können. Das betrifft so-
wohl die auf dem Kaskadenmodell basierenden Modelle wie die von Kolmogorov
oder Castaing als auch die in Kapitel 3.6 diskutierten, auf eine direkte Behandlung
der Navier–Stokes–Gleichung zielenden Ansätze

Eine Möglichkeit, dieses Problem zu umgehen, ergibt sich aus der von R. Fried-
rich und J. Peinke in [37, 38] vorgeschlagenen Methode der Markowanalyse. Wie in
diesen Artikeln gezeigt wurde, lässt sich mit Hilfe der Markowanalyse eine stocha-
stische Modellierung experimenteller Daten ableiten, wobei die gewonnenen Ergeb-
nisse ausschließlich auf mathematischen Aussagen beruhen, deren Gültigkeit empi-
risch überprüft werden kann. Das Geschwindigkeitsinkrement u wird dabei als eine
stochastische Variable aufgefasst, die eine Entwicklung in der Skala r durchläuft.
Gelingt es, den experimentellen Nachweis zu erbringen, dass dieser Prozess den ma-
thematischen Voraussetzungen eines Markowprozesses genügt, so ist es möglich, die
Entwicklung des Inkrements u in der Skala r durch eine partielle Differentialglei-
chung für die Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r) zu beschreiben. Es ist dann außer-
dem möglich, sämtliche in dieser Gleichung auftretenden Koeffizienten experimentell
zu bestimmen. Sowohl die Bestimmung dieser Koeffizienten als auch der Nachweis
der Markoweigenschaften selbst können ohne jede Annahme über die physikalische
Natur des untersuchten Systems vorgenommen werden.

Aus der Mathematik der stochastichen Prozesse folgt außerdem, dass die so ge-
wonnene Beschreibung des Prozesses vollständig ist, d.h. sie liefert nicht nur In-
formationen über die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements auf nur einer Skala,
sondern auch die vollständige Information über die gemeinsame Dichte von N In-
krementen auf N verschiedenen Skalen.

Die folgenden Kapitel geben eine kurze Zusammenfassung der mathematischen
Konzepte und Sätze, die im Zusammenhang mit kontinuierlichen Markowprozes-
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sen und insbesondere ihrer experimentellen Anwendug von Bedeutung sind. Wei-
terführende Beschreibungen sowie ausführliche Beweise der angeführten Sätze finden
sich z.B. in [95, 47] und [49]. Bemerkenswerterweise stammt eine der frühesten Ar-
beiten zur Mathematik der kontinuierlichen Markowprozesse von A. N. Kolmogorow,
dem Begründer der statistischen Turbulenzforschung, selbst [57].

4.2 Eindimensionale Markowprozesse

4.2.1 Die Fokker–Planck–Gleichung

Von zentraler Bedeutung für den folgenden mathematischen Formalismus ist das
Konzept der mehrfach bedingten Wahrscheinlichkeit. Ausgangspunkt für deren De-
finition ist die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte p(u1, r1; u2, r2; . . . ; uN , rN) der
Inkremente u1 = u(r1), . . . , uN = u(rN) auf den Skalen r1 bis rN . Hier, wie auch
im folgenden, soll die Konvention ri < ri+1 gelten. Es sei darauf hingewiesen, dass
die N Geschwindigkeitsinkremente ui hierbei zwar auf unterschiedlichen Skalen ri,
jedoch am selben Referenzpunkt ~x berechnet werden (vergleiche Gleichung (3.25)).

Die mehrfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte des Inkrements kann in Ana-
logie zur einfach bedingten Dichte (3.18) definiert werden:

p(u1, r1|u2, r2; . . . ; uN , rN) =
p(u1, r1; u2, r2; . . . ; uN , rN)

p(u2, r2; . . . ; uN , rN)
. (4.1)

p(u1, r1|u2, r2; . . . ; uN , rN) misst die Wahrscheinlichkeit dafür, auf der Skala r1 das
Inkrement u1 zu messen unter der Voraussetzung, dass auf den größeren Skala
r2, . . . , rN die Inkremente u2, . . . , un beobachtet werden.

Der stochastische Prozess, der die Evolution der Zufallsgröße u in der Variablen
r beschreibt, ist ein Markowprozess, wenn die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten
die folgende Bedingung erfüllen:

p(u1, r1|u2, r2; u3, r3; . . . ; uN , rN) = p(u1, r1|u2, r2). (4.2)

Die Definition (4.1) der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten mit ri < ri+1 legt die
Richtung des stochastischen Prozesses eindeutig fest: Man betrachtet den Übergang
von der großen Skala r2 auf die kleine Skala r1, läßt den Prozess in r also in nega-
tiver Richtung laufen. Für diese spezielle Wahl der Prozessrichtung gibt es keinen
mathematischen Grund, das Kaskadenmodell der Turbulenz jedoch, das einen ste-
tigen Energiefluss von großen hin zu kleinen Skalen annimmt (siehe Kapitel 3), legt
diese Wahl nahe. Die Analyse kann aber ebenso in der entgegengesetzten Richtung
durchgeführt werden (siehe dazu Kapitel 12).

Eine direkte Folge der Bedingung (4.2) ist die folgende Beziehung für die gemein-
same N–Punkt–Verteilung der Inkremente u1, u2, . . . , uN auf den Skalen r1, r2, . . . , rN :

p(u1, r1; . . . ; uN , rN) = p(u1, r1|u2, r2) p(u2, r2|u3, r3)× . . .

. . . ×p(uN−1, rN−1|uN , rN) p(uN , rN). (4.3)

Gleichung (4.3) verdeutlicht die große Bedeutung, die der bedingten Wahrschein-
lichkeit für Markowprozesse zukommt: Bereits die Kenntnis der einfach bedingten
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Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r|u0, r0) (für beliebige Skalen r und r0 mit r < r0)
ist ausreichend, um die komplette Information über den stochastischen Prozess zu
erhalten.

Desweiteren kann die bedingte Verteilung, vorausgesetzt Gleichung (4.2) ist erfüllt,
in einer Reihe entwickelt werden, der sogenannten Kramers-Moyal-Entwicklung:

− r
∂

∂r
p(u, r|u0, r0) =

∞∑

k=1

(

− ∂

∂u

)k (

D(k)(u, r)p(u, r|u0, r0)
)

, (4.4)

wobei wiederum r < r0. Die sog. Kramers-Moyal-Koeffizienten D(k)(u, r) sind als
Grenzwert der bedingten Momente M (k)(u, r, ∆r) definiert:

D(k)(u, r) = lim
∆r→0

M (k)(u, r, ∆r), (4.5)

M (k)(u, r, ∆r) =
r

k! ∆r

∞∫

−∞

(u′ − u)k p(u′, r −∆r|u, r) du′

︸ ︷︷ ︸

m(k)(u,r,∆r)

. (4.6)

Das negative Vorzeichen der linken Seite von Gleichung (4.4) folgt aus der Festle-
gung der Prozessrichtung von großen hin zu kleinen Skalen r. Es sei auch darauf
hingewiesen, dass hier im Gegensatz zur allgemein üblichen Notation (wie etwa in
[95]) beide Seiten der Kramers-Moyal-Entwicklung mit r multipliziert wurden. Der
Faktor r auf der linken Seite von Gleichung (4.4) findet sich in der Definition (4.6)
der bedingten Momente M (k) wieder.

Von entscheidender Bedeutung für die experimentelle Anwendung ist die Tat-
sache, dass die bedingten Dichten p(u′, r − ∆r|u, r) und damit auch die bedingten
Momente M (k)(u, r, ∆r) aus Messdaten bestimmt werden können. Die Koeffizienten
M (k)(u, r, ∆r) sind daher messbare Grössen und es besteht die Hoffnung, dass über
eine Extrapolation gegen ∆r = 0 auch die Kramers–Moyal–Koeffizienten D(k)(u, r)
abgeschätzt werden können.

Im allgemeinen sind alle Kramers-Moyal-Koeffizienten ungleich Null. Verschwin-
det jedoch der Koeffizient vierter Ordnung, so sind dem Satz von Pawula zufolge
auch alle Koeffizienten D(k) mit k ≥ 3 gleich Null [95]. In diesem Fall ergibt sich aus
der Kramers-Moyal-Entwicklung die Fokker-Planck-Gleichung:

− r
∂

∂r
p(u, r|u0, r0) =

{

− ∂

∂u
D(1)(u, r) +

∂2

∂u2
D(2)(u, r)

}

p(u, r|u0, r0). (4.7)

Die Klammer {. . .} ist dabei als Differentialoperator aufzufassen, der auf p(u, r|u0, r0)
wirkt. Der Koeffizient D(1) wird als Driftterm, D(2) als Diffusionskoeffizient bezeich-
net. Durch Multiplikation der Gleichung (4.7) mit p(u0, r0) und Integration nach
u0 lässt sich leicht zeigen, dass auch die Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r) derselben
Gleichung gehorchen muss:

− r
∂

∂r
p(u, r) =

{

− ∂

∂u
D(1)(u, r) +

∂2

∂u2
D(2)(u, r)

}

p(u, r). (4.8)
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Durch Multiplikation mit un und anschließender Integration nach u lässt sich
aus der Fokker-Planck-Gleichung (4.8) für die Dichten p(u, r) eine Gleichung für die
Strukturfunktionen Sn

u (r) herleiten:

− r
∂

∂r
Sn

u (r) = −r
∂

∂r

+∞∫

−∞

unp(u, r)du

= −
+∞∫

−∞

un

{

∂

∂u

(

D(1)p
)

+
∂2

∂u2

(

D(2)p
)
}

du

= n

+∞∫

−∞

un−1D(1)(u, r)p(u, r)du

+ n(n− 1)

+∞∫

−∞

un−2D(2)(u, r)p(u, r)du . (4.9)

Für den Fall, dass sich die Koeffizienten D(k) als Polynome in u der Ordnung k
darstellen lassen, können die Integrale auf der rechten Seite leicht berechnet werden.
Man erhält dann geschlossene Gleichungen für die Strukturfunktionen, d.h. in der
Gleichung für Sn

u(r) treten nur Strukturfunktionen der Ordnungen n und kleiner auf
(siehe Kapitel 6.6.2).

Durch die Transformation l = ln(L/r) (mit beliebiger Referenzskala L) kann die
Fokker-Planck-Gleichung (4.7) in die folgende Form überführt werden:

∂

∂l′
p(u′, l′|u, l) =

{

− ∂

∂u′
D(1)(u′, l′) +

∂2

∂u′2
D(2)(u′, l′)

}

p(u′, l′|u, l). (4.10)

(Wegen l = ln(L/r) gilt hierbei l′ > l.) Für kleine Schrittweiten ∆l = l′ − l kann
eine Näherungslösung für diese Gleichung angegeben werden [95]:

p(u′, l + ∆l|u, l) =
1

2
√

πD(2)(u, l)∆l
exp




−

(

u′ − u−D(1)(u, l)∆l
)2

4D(2)(u, l)∆l




 . (4.11)

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte ist für kleine ∆l also einfach durch eine
Gaußverteilung in u′ mit dem Mittelwert u − D(1)(u, l)∆l und der Standardab-
weichung 2D(2)(u, l)∆l gegeben. Der Driftkoeffizient D(1) beschreibt demnach die
deterministische Entwicklung des Systems, während der Diffusionskoeffizient D(2)

die Wirkung stochastischer Einflüsse beschreibt (dies wird auch an der im folgenden
Kapitel besprochene Langevin-Gleichung deutlich).

Die einfache Form der Näherungslösung (4.11) erlaubt es auch, die zentrierten
Momente m(k)(u, l, ∆l) der bedingten Dichten p(u′, l + ∆l|u, l) zu berechnen. Man
erhält [95]:

m(k)(u, l, ∆l) =

+∞∫

−∞

(u′ − u)k p(u′, l + ∆l|u, l) du′

=
(

−i
√

D(2)(u, l)∆l
)k

Hk

(

i

2
D(1)(u, l)

√

∆l

D(2)(u, l)

)

,(4.12)
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wobei Hk(x) das Hermitsche Polynom k-ter Ordnung bezeichnet (H1(x) = 2x,
H2(x) = 4x2 − 2, . . . ).

Durch Gleichung (4.12) sind die führenden Terme einer Taylorentwicklung der
bedingten Momente m(k) in ∆l gegeben. Die expliziten Ausdrücke für die Koeffizi-
enten M (k) = 1

∆l k!
m(k) lauten für k = 1, 2:

M (1)(u, l, ∆l) = D(1)(u, l) + O(∆l) ,

M (2)(u, l, ∆l) = D(2)(u, l) +
∆l

2
D(1)2 + O(∆l2) . (4.13)

Die Entwicklungsgleichungen (4.13) können wegen

∆l = ln
(

L

r′

)

− ln
(

L

r

)

= ln
(

L

r −∆r

)

− ln
(

L

r

)

= − ln
(

1− ∆r

r

)

=
∆r

r
+ O(∆r2) (4.14)

in dieser Form auch für die Koeffizienten M (k)(u, r, ∆r) in der linearen Skala ∆r
formuliert werden. Dieser Zusammenhang erweist sich bei der Bestimmung der
Kramers-Moyal-Koeffizienten D(k) aus den (experimentell zugänglichen) Momenten
M (k) als nützlich (siehe Kapitel (6.3) und (11.3)).

4.2.2 Die Langevin–Gleichung

Alternativ kann ein stochastischer Prozess auch durch eine gewöhnliche Differenti-
algleichung für die Entwicklung der Zustandsvariablen u beschrieben werden, der
sogenannten Langevin–Gleichung

− ∂

∂r
u(r) = f(u, r) + g(u, r)Γ(r). (4.15)

Die Lösungen der Langevin–Gleichung beschreiben einzelne Entwicklungspfade der
Zufallsvariablen u in r, liefern also konkrete Realisierungen des Zufallsprozesses.
Die Funktion f(u, r) beschreibt dabei die deterministische Entwicklung von u in r,
während der zweite Term der Gleichung stochastische Einflüsse auf die Dynamik
von u(r) modelliert. Γ(r) ist eine auf Mittelwert Null und Standardabweichung eins
normierte fluktuierende Rauschkraft. Somit liefert die Funktion g(u, r) ein direktes
Maß dafür, wie stark die Dynamik von u(r) an diese Rauschkraft ankoppelt.

Man kann nun zeigen, dass u(r) genau dann Markoweigenschaften besitzt, wenn
Γ(r) δ- korreliertes Rauschen ist: 〈Γ(r)Γ(r′)〉 = δ(r − r′). Die Wahrscheinlichkeits-
dichte p(u, r) der durch Gleichung (4.15) beschriebenen Zufallsvariablen u(r) ge-
horcht in diesem Fall der Kramers–Moyal–Entwicklung (4.4). Desweiteren kann ge-
zeigt werden, dass sich die Kramers–Moyal–Entwicklung genau dann zur Fokker–
Planck–Gleichung reduziert, wenn Γ(r) überdies auch noch Gaußverteilt ist. In die-
sem Fall hat sich für Γ(r) auch die Bezeichnung Langevin-Kraft eingebürgert.

Ist Γ(r) Gaußverteiltes, δ-korreliertes (weisses) Rauschen, so sind Fokker-Planck-
(4.7) und Langevin-Gleichung (4.15) äquivalent und die Funktionen f(u, r) und
g(u, r) lassen sich durch die Kramers-Moyal-Koeffizienten D(1) und D(2) ausdrücken.
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Dieser Zusammenhang ist allerdings nicht eindeutig, da sich bei der mathemati-
schen Behandlung der Langevin-Gleichung Probleme ergeben. Das Konzept der δ–
korrelierten, also nirgendwo stetigen, Langevin–Kraft Γ(r) erfordert eine Erweite-
rung der herkömmlichen Formalismen der Integral– und Differentialrechnung. Dies
ist auf zwei verschiedene Weisen – nach Itô bzw. Stratonovich – möglich, was zu der
erwähnten Uneindeutigkeit führt. Zu Details der mathematischen Behandlung der
Langevin-Gleichung sei neben den bereits in der Einführung erwähnten Literatur-
stellen hier auch auf die Arbeit von M. Siefert [101] verwiesen.

Abschließend seien die Zusammenhänge zwischen den Kramers-Moyal-Koeffizien-
ten und den Funktionen f(u, r) und g(u, r) angegeben. In der Definition nach Itô
ergibt sich

f(u, r) =
1

r
D(1)(u, r),

g(u, r) =

√

1

r
D(2)(u, r), (4.16)

während im Formalismus nach Stratonovich gilt:

f(u, r) =
1

r
D(1)(u, r) + g(u, r)

∂

∂u
g(u, r),

g(u, r) =

√

1

r
D(2)(u, r). (4.17)

Erwähnenswert ist, dass im Falle eines in u konstanten Diffusionsterms beide For-
malismen dasselbe Ergebnis liefern.

4.3 Prozesse in mehreren Dimensionen

Der mathematische Formalismus der Markowprozesse kann auf höherdimensionale
Zufallsvariablen ~ξ(r) = ( ξ1(r), ξ2(r), . . . , ξm(r) ) verallgemeinert werden. Die Bedin-
gung für einen Markowprozess lautet analog zum eindimensionalen Fall

p
(

~ξ1, r1|~ξ2, r2; ~ξ3, r3; . . . ; ~ξN , rN

)

= p
(

~ξ1, r1|~ξ2, r2

)

. (4.18)

Auf die allgemeine Formulierung der Kramers-Moyal-Entwicklung sei hier der Ein-
fachheit halber verzichtet. Die Fokker-Planck-Gleichung in m Dimensionen lautet:

− r
∂

∂r
p
(

~ξ, r|~ξ0, r0

)

= −
m∑

i=1

∂

∂ξi

(

D
(1)
i

(

~ξ, r
)
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(

~ξ, r|~ξ0, r0

))

+
m∑

i,j=1

∂2

∂ξi∂ξj

(

D
(2)
ij

(

~ξ, r
)

p
(

~ξ, r|~ξ0, r0

))

, (4.19)

wobei ξi die i-te Komponente des Vektors ~ξ bezeichnet und die Komponenten des
Driftvektors und der Diffusionsmatrix wie folgt definiert sind:

D
(1)
i

(

~ξ, r
)

= lim
∆r→0

r

∆r

〈

(ξ′i(r−∆r)− ξi(r))| ~ξ(r)
〉

, (4.20)

D
(2)
ij
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~ξ, r
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∆r→0

r

2∆r

〈

(ξ′i(r−∆r)− ξi(r))
(

ξ′j(r−∆r)− ξj(r)

)∣
∣
∣ ~ξ(r)

〉

.
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Auch die Funktionen h und g der eindimensionalen Langevingleichung werden im
mehrdimensionalen Fall zu Vektoren bzw. Matrizen:

− r
∂

∂r
ξi(r) = hi(~ξ, r) +

m∑

j=1

gij(~ξ, r)Γj(r). (4.21)

Die Γj(r) sind voneinander unabhängige Langevin–Kräfte. In der Integraldefinition
nach Itô gilt für den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der Fokker–Planck–
und der Langevin–Gleichung:

hi(~ξ, r) =
1

r
D

(1)
i (~ξ, r)

gij(~ξ, r) =





√

1

r
D(2)





ij

, (4.22)

wobei die Wurzel
√

D(2) aus der Diffusionsmatrix D(2) berechnet wird, indem man
die Matrix diagonalisiert, die Wurzel der Eigenwerte berechnet und das Ergebnis
anschließend in das ursprüngliche Koordinatensystem rücktransformiert.

Nach Stratonovich gilt analog zum eindimensionalen Fall

hi(~ξ, r) =
1

r
D

(1)
i (~ξ, r) +

m∑

j,k=1

gkj(~ξ, r)
∂

∂ξk
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√

1

r
D(2)





ij

. (4.23)

Insbesondere für mehrdimensionale stochastische Variablen bietet die Langevin–
Gleichung eine Alternative zur Überprüfung der Markoweigenschaften bzw. der
Gültigkeit der Fokker–Planck–Gleichung. Bei dem erstmals in [102] vorgeschlage-
nen Verfahren versucht man zunächst, über die Gleichungen (4.20) Schätzwerte für
Driftvektor und Diffusionsmatrix zu erhalten. Mit diesen und den aus den Daten
bestimmten Realisierungen der Zufallsvariablen ~ξ(r) bzw. deren Ableitungen ist
es dann möglich, aus der Langevin–Gleichung (4.21) konkrete Realisierungen der
Rauschkräfte Γj zu bestimmen.

Sind die so bestimmten Werte von Γj δ–korreliert, gehorcht die Zufallsvariable
~ξ(r) einem Markowprozess. Sind diese Werte zudem noch Gaußverteilt, ist auch die
Beschreibung durch eine Fokker–Planck– bzw. Langevin–Gleichung zulässig. Die-
se Methode ist, gerade bei mehrdimensionalen Variablen, der direkten Analyse der
Fokker–Planck–Gleichung vorzuziehen: Der numerische Aufwand, der notwendig ist,
um den Kramers–Moyal–Koeffizienten k–ter Ordnung einer m–dimensionalen Zu-
fallsvariablen zu berechnen, wächst mit mk. Es ist daher bereits für zweidimensio-
nale Variablen kaum mehr möglich, den Koeffizienten vierter Ordnung zu berechnen
und zu entscheiden, ob er vernachlässigt werden kann und sich die Kramers–Moyal–
Entwicklung zur Fokker–Planck–Gleichung reduziert. Auch der Aufwand zur Über-
prüfung der Markowbedingung (4.18) wächst mit der Dimension der Zufallsvariablen
stark an.
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Kapitel 5

Das experimentelle System

5.1 Versuchsaufbau

Eines der Standardexperimente zur vollentwickleten Turbulenz ist der sogenannte
Freistrahl. Ein solcher Freistrahl entsteht, wenn ein Fluid mit konstanter Geschwin-
digkeit aus einer Düse austritt und sich im weiteren in einer mit demselben Fluid
gefüllten Experimentierkammer ungestört ausbreiten kann. Ungestört bedeutet in
diesem Zusammenhang insbesonders, dass der Strahl nicht mit den Wänden der
Kammer wechselwirken darf. Zwischen dem Freistrahl und dem (ursprünglich ruhen-
den) Medium in der Experimentierkammer treten Scherkräfte auf, die zu Störungen
der anfangs laminaren Strömung führen. Diese Störungen wachsen mit zunehmen-
dem Abstand von der Düse stark an und führen schließlich zu einem turbulent fluk-
tuierenden Geschwindigkeitsfeld. In hinreichend großer Entfernung von der Düse
kann dieses turbulente Feld im Zentrum des Strahls lokal als homogen und isotrop
angenommen werden. In der Praxis wird hierfür ein Abstand von 30–40 Düsendurch-
messern D als ausreichend akzeptiert [88, 50, 2, 27].

Die in dieser Arbeit analysierten Daten stammen (sofern nichts gegenteiliges
erwähnt ist) aus dem in der Arbeitsgruppe Hydrodynamik an der Universität Ol-
denburg betriebenen Freistrahl, wobei als Fluid Luft verwendet wurde. Das Experi-
ment besteht im wesentlichen aus vier Komponenten (siehe Abbildung 5.1): einem
Druckluftreservoir, der Regeleinheit für den Durchfluss, der Düseneinheit und der
eigentlichen Experimentierkammer.

Das Druckluftreservoir besteht aus zehn 50l–Druckluftflaschen mit einem Ma-
ximaldruck von 200bar, die über einen Atemluftkompressor (Bauer Utilus) gefüllt
werden können.

Die Regeleinheit für den Durchfluss setzt sich aus insgesamt vier Durchflussmes-
sern mit nachgeschalteten Regelventilen (Bronkhorst EL-FLOW) zusammen. Die
Maximaldurchflüsse der vier Regler sind 150 ml/min, 1, 5 l/min, 15 l/min sowie
130 l/min bei einer Genauigkeit von jeweils 1% des Maximalwerts. Diese Anord-
nung erlaubt es, die Reynoldszahl über einen Bereich von fünf Grössenordnungen zu
variieren.

Die Düseneinheit besteht aus einer Beruhigungszone und der Düse selbst. In der
Beruhigungszone sorgen mehrere Gitter unterschiedlicher Maschenweiten dafür, dass
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Abbildung 5.1: Der experimentelle Aufbau. Die Abmessungen der Experimentier-
kammer sind 2.5 × 1× 1m3, weitere Details zu den einzelnen Komponenten finden
sich im Text.

in der Zuleitung entstandene Turbulenzen geglättet werden (siehe dazu auch Abbil-
dung (5.2)). Die Düse hat, einer Empfehlung von H.E. Fiedler und B. Blümel vom
Hermann-Föttinger-Institut Berlin folgend, ein konvexes Innenprofil. Eine detaillier-
te Beschreibung des Profils findet sich in [55]. Es stehen zwei verschiedene Düsen
zur Verfügung, deren Austrittsöffnungen Durchmesser von 2 bzw. 8mm haben. In
dieser Arbeit wurde die Düse mit 8mm Durchmesser verwendet. Beim maximalen
Durchfluss von 130 l/min (siehe oben) beträgt die Geschwindigkeit des Strahls am
Austritt von der Düse etwa 45 m/s. Die maximal erreichbare Reynoldszahl beträgt
damit Remax ≈ 3 ·104 (als typische Längenskala wurde der Durchmesser D der Düse
verwendet).

Die Experimentierkammer schließlich hat ein Höhe von 2, 5m bei einer Quer-
schnittsfläche von 1 m2. Die Abmessungen gewährleisten, dass der Strahl bis zu
einer Entfernung von 1, 5 m von der Düse nicht mit den Wänden wechselwirkt [90].
Ein im Abstand von x = 1, 5m von der Düse angebrachtes Gitter glättet die noch
vorhandenen Turbulenzen und sorgt somit dafür, dass der Strahl im weiteren Verlauf
nicht noch in Kontakt mit den Wänden kommt. Eine in allen drei Raumrichtungen
verstellbare Positionierungseinheit erlaubt Messungen an jedem beliebigen Punkt
unterhalb der Düse. Weiterführende Details des Versuchsaufbaus und seiner einzel-
nen Komponenten finden sich in [97, 55, 90]

Um die Güte des Freistrahls zu charakterisieren, wurden in verschiedenen Ab-
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ständen x von der Düse die radialen Geschwindigkeitsprofile wx(y) vermessen (die
Koordinaten sind in Abbildung 5.1 definiert). Am Austritt des Strahls aus der Düse,
im sogenannten Nahfeld, sollte das Profil des Strahls idealerweise kastenförmig sein
[88], d.h. die Geschwindigkeit sollte außerhalb des Strahls Null sein und unterhalb
der Düse einen konstanten Wert annehmen. Abbildung 5.2(a) zeigt das in einem
Abstand von x = 2mm gemessene Profil. Tatsächlich steigt die Geschwindigkeit
von einem Wert nahe Null außerhalb des Strahls rasch auf einen konstanten Wert
an. Der Anstieg der Geschwindigkeit erfolgt über eine Strecke von 2mm, was in der
Größenordnung der räumlichen Auflösung des verwendeten Geschwindigkeitssensors
liegt (siehe Kapitel 5.2).

Aus theoretischen Betrachtungen [88, 90] erwartet man im Fernfeld Profile, die
bei geeigneter Normierung eine universelle Form aufweisen. In Abbildung 5.2(b) sind
die radialen Profile in den Abständen x = 10D, x = 50D, x = 100D und x = 150D
dargestellt. Die Profile wurden auf ihre jeweiligen Halbwertsbreiten b(x) und ihre
jeweiligen Maximalgeschwindigkeiten normiert. Tatsächlich erweist sich die Form
der so normierten Profile im Fernfeld als universell. Bemerkenswerterweise liegen
die Maxima aller Profile bei y = 0, d.h. im Zentrum des Freistrahls. Dieses Ergebnis
kann als Beleg für die Stabilität des Strahls gewertet werden, insbesondere dafür,
dass die Strömung nicht mit den Wänden der Experimentierkammer wechselwirkt. In
diesem Fall wäre zu erwarten, dass der Strahl sich aufgrund des sog. Coanda-Effekts
[86] an eine der Wände ansaugt. Die radialen Geschwindigkeitsprofile müssten in
diesem Fall deutlich von der Radialsymmetrie um y = 0 abweichen.
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Abbildung 5.2: Radiale Geschwindigkeitsprofile des Freistrahls in unterschiedlichen
Entfernungen x von der Düse. (a): Profil bei x = 2mm. (b): Mehrere Profile im
Fernfeld. Kreise: x = 10D, Quadrate: x = 50D, Rauten: x = 100D, Dreiecke:
x = 150D. Die Profile wurden auf ihre jeweiligen Halbwertsbreiten und Maxima
normiert, jedoch nicht in y-Richtung verschoben.
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5.2 Messtechnik

Zur Unterschung der kleinskaligen Eigenschaften turbulenter Strömungen wird ein
Messverfahren benötigt, das zeitlich und räumlich hochaufgelöste Daten in ausrei-
chender Menge liefert. Die Wahl fiel auf die Hitzdrahtanemometrie, deren Messprin-
zip in diesem Abschnitt kurz erläutert werden soll. Der Einsatz optischer Messme-
thoden wie der Laser–Doppler–Anemometrie (LDA) oder der Particel Image Veloci-
metry (PIV) wurde verworfen, obwohl sie im Gegensatz zur Hitzdrahtanemometrie
berührugslose Messverfahren sind, bei denen die Strömung nicht durch einen Sen-
sor gestört wird. Diesem Vorteil der optischen Methoden stehen jedoch gravierende
Nachteile bei der Qualität der gemessenen Daten gegenüber. So ist bei der LDA das
Signal/Rausch–Verhältnis wesentlich schlechter als bei der Hitzdrahtanemometrie
[10, 96], während die PIV ein für statistische Analysen zu kleines Datenvolumen lie-
fert [44]. Bei beiden Verfahren ist überdies die zeitliche Auflösung wesentlich geringer
als bei der Hitzdrahtanemometrie [10, 34, 44].

Die Hitzdrahtanemometrie beruht auf einem recht einfachen Prinzip: Ein kurzer,
dünner Draht (typische Abmessungen sind 1mm für die Länge und 5µm für den
Durchmesser) wird durch einen elektrischen Strom stark aufgeheizt, wodurch sich
auch das Fluid in der unmittelbaren Umgebung des Drahts erwärmt. Die Strömung
um den Draht sorgt nun für einen Abtransport des erwärmten Volumens und damit
für einen Abtransport von Wärme. Mit welcher Rate der Umgebung des Drahts,
und damit letztlich dem Draht selbst, Wärmeenergie entzogen wird, hängt über
die Massenstromdichte des bewegten warmen Fluids von der Geschwindigkeit der
Strömung ab.

Dieser Effekt kann auf zwei verschiedene Weisen zur Messung der Geschwindig-
keit am Ort des Sensors genutzt werden. Bei der Konstanttemperaturmethode wird
der Hitzdraht in eine Wheatstonsche Brücke eingebaut und so angesteuert, dass
sein Widerstand konstant bleibt. Einen eindeutigen Zusammenhang zwischen Wi-
derstand und Temperatur vorausgesetzt bedeutet dies, dass auch seine Temperatur
konstant bleibt. Gemessen wird in diesem Fall die über dem Hitzdraht abfallende
Spannung. Aus dieser Spannung und dem (konstant gehaltenen) Widerstand des
Drahts ergibt sich die elektrische Leistung mit der der Draht geheizt werden muss,
um die Temperatur konstant zu halten. Diese Leistung hängt direkt von der Stärke
des Wärmetransports durch die Strömung ab und liefert somit ein Mass für die
Geschwindigkeit des Fluids am Ort des Sensors. Alternativ kann auch die sog. Kon-
stantstrommethode benutzt werden, bei der der Strom durch den Hitzdraht konstant
gehalten und sein Widerstand gemessen wird. Der Widerstand des Drahts hängt von
seiner Temperatur ab, welche ihrerseits davon abhängt, mit welcher Rate der Ab-
transport von Wärmeenergie durch die Strömung erfolgt.

Die in dieser Arbeit analysierten Daten wurden mit einem kommerziellen Anemo-
meter der Firma Dantec-Invent aufgenommen. Die verwendete Messbrücke des Typs
Streamline 90N10 arbeitet mit der Konstanttemperaturmethode, wobei die Tempe-
ratur des Drahts bei Messungen in Luft typischerweise bei ca. 200◦C liegt. Der
verwendete Hitzdraht (Typbezeichung 55P01) hat eine sensitive Länge von 1, 25mm
und einen Durchmesser von 5µm. Die über dem Hitzdraht abfallende Spannung
kann in der im Anemometer integrierten Signal-Konditioniereinheit verstärkt, ge-
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filtert und am Ausgang der Messbrücke abgegriffen werden. Das Signal wird dann
schließlich über eine AD-Wandlerkarte mit einer Auflösung von 12 Bit und einer ma-
ximalen Summenwandlungsrate von 1MHz in einen handelsüblichen PC eingelesen
und ausgewertet.

Um die an der Messbrücke ausgegebene Spannung in die Geschwindigkeit am Ort
des Sensors umrechnen zu können, wurde zu Beginn der Messung eine Geschwindig-
keitskalibrierung vorgenommen. Nach King [34] gilt für den Zusammenhang zwischen
dem Betrag w der Geschwindigkeit und der Spannung E der Zusammenhang

w = c(E − E0)
n. (5.1)

Um die Parameter c, E0 und n zu bestimmen, wird an mehrere gemessen Wertepaa-
re (w, E) ein Fit der Form (5.1) angepasst. Der Hitzdraht wird dazu unmittelbar
unterhalb der Düse in der Mitte des Freistrahls positioniert. An dieser Stelle ist
das Geschwindigkeitsprofil des Strahls konstant (siehe Abbildung 5.2(a)) und die
Strömung laminar. Die Geschwindigkeit w der Strömung am Ort des Sensors ist al-
so wohldefiniert und einfach durch den Quotienten des (vorgegebenen) Durchflusses
und der Querschnittsfläche der Düse gegeben. Abbildung 5.3 zeigt das Ergebniss
einer solchen Kalibrierungsmessung.
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Abbildung 5.3: Typische Eichkurve des im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Hitz-
drahts. Die Symbole sind die Ergebnisse des im Text beschriebenen Kalibrierungs-
verfahrens, die Linie ist ein Fit an diese Daten gemäs dem Gesetz von King (5.1).

Den Vorteilen bei Datenmenge und zeitlicher sowie räumlicher Auflösung stehen
bei der Hitzdrahtanemometrie zwei wesentliche Nachteile gegenüber. Zum einen ist,
wie bereits erwähnt, die Hitzdrahtanemometrie keine berührungslose Messmethode.
Die Sonde muss direkt in die Strömung eingebracht werden, was natürlich Störun-
gen verursacht. Dabei stammt der stärkste Einfluss nicht vom Draht selbst (wie mit
einer einfachen Abschätzung gezeigt werden kann [64], wird ein Draht der Dicke
10µm bei den im Labor üblichen Geschwindigkeiten laminar umströmt und stört
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die Strömung im weiteren nicht), sondern von seiner Halterung und der Positio-
nierungseinheit. Dies ist einer der Gründe, warum die Hitzdrahtanemometrie nur in
Experimenten mit einer ausgezeichneten Hauptströmungsrichtung eingesetzt werden
kann: Die Halterung des Drahts kann in diesem Fall so aufgebaut werden, dass sie
sich, in Strömungsrichtung gesehen, hinter dem Sensor befindet. An der Halterung
entstehende Wirbel werden dann von der Strömung vom Sensor weg transportiert
und stören die eigentliche Messung somit nicht [10].

Gravierender ist dagegen das Problem der Richtungsauflösung. Als Beispiel sei
hierzu ein in z-Richtung orientierte Hitzdraht in einem Geschwindigkeitsfeld ~w be-
trachtet, dessen Hauptströmungsrichtung die x-Richtung sei: ~w = (〈wx〉+vx, vy, vz).
Die vi seien die Geschwindigkeitsfluktuationen um den Mittelwert mit 〈vi〉 = 0 und

〈v2
x〉 =

〈

v2
y

〉

= 〈v2
z〉 = σ2.

Für einen unendlich langen Draht kann gezeigt werden, dass die Komponente
der Geschwindigkeit in Längsrichtung zum Draht, in diesem Fall also vz, keinen
Beitrag zur Kühlung des Drahts liefert [34]. Bei handelsüblichen Hitzdrähten wie
dem in dieser Arbeit verwendeten ist das Verhältnis von Länge l zu Durchmesser
d typischerweise l/d ≈ 200, so dass vz in guter Näherung vernachlässigt werden
kann [34]. Die beiden Komponenten senkrecht zum Draht tragen jedoch beide zur
Kühlung bei. Da der Kühleffekt von der Richtung der Geschwindigkeit unabhängig
ist, berechnet sich die effektiv zur Kühlung beitragende Geschwindigkeit weff zu:

weff =
√

(〈wx〉+ vx)2 + v2
y . (5.2)

Ist die mittlere Geschwindigkeit 〈wx〉 gross gegen die Fluktuationen vi, kann die
Wurzel entwickelt werden:

weff ≈ | 〈wx〉+ vx |

√
√
√
√1 +

(

vy

〈wx〉

)2

≈ | 〈wx〉+ vx |


 1 +
1

2

(

vy

〈wx〉

)2


 . (5.3)

Die typische Größenordnung der Geschwindigkeitsfluktuationen vy ist durch ihre
Standardabweichung σ gegeben. weff lässt sich daher abschätzen zu:

weff ≈ | 〈wx〉+ vx |
(

1 +
1

2
t2
)

, (5.4)

wobei der sog. Turbulenzgrad t als das Verhältnis der Standardabweichung σ der
turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen zur mittleren Geschwindigkeit 〈wx〉 de-
finiert ist: t = σ/ 〈wx〉.

In Strömungen mit kleinem Turbulenzgrad t wird das Signal eines Hitzdrahts
demnach überwiegend von der Geschwindigkeitskomponente in Hauptströmungs-
richtung dominiert, die Beiträge der Querkomponente sind von der Größenordnung
t2. Im Freistrahl misst man in der Nähe der Düse (in einem Abstand von x ≈ 30D)
einen Turbulenzgrad von ca. 0, 25, mit zunehmender Entfernung von der Düse fällt
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er auf unter 0, 2. Im letzten Fall liegen die Korrekturen aufgrund der Querkompo-
nente im Bereich einiger Prozent des Meßsignals und können in erster Näherung ver-
nachlässigt werden. In Strömungen, deren mittlere Geschwindigkeit sehr viel größer
sind als die turbulenten Fluktuationen, ist auch das Vorzeichen der gemessenen Ge-
schwindigkeit eindeutig festgelegt: Es richtet sich nach der Hauptströmung.

5.3 Interpretation gemessener Zeitserien -

Die Taylorhypothese

Bei der Interpretation der mit einem Hitzdraht im Freistrahl gemessenen Daten
ergibt sich ein grundsätzliches Problem: Im Experiment werden an bestimmten Po-
sition in der Strömung Zeitserie der Geschwindigkeit gemessen, die gängigen Tur-
bulenzmodelle arbeiten jedoch im Ortsraum (siehe Kapitel 3). Man bedient sich
daher der sog. Taylorhypothese. Sie besagt, dass sich ein zeitlicher Abstand ∆t über
die mittlere Geschwindigkeit 〈~w〉 der Strömung in eine räumliche Verschiebung ~r
umrechnen lässt:

~r = 〈~w〉 ∆t. (5.5)

Der Taylorhypothese liegt die Annahme zugrunde, dass sich eine turbulente Struktur
der Größe r in der Zeit, in der sie von der mittleren Strömung am Sensor vorbei-
getragen wird, nicht wesentlich verändert. Salopp gesagt: Anstatt einen Wirbel der
Länge nach gleichzeitig an verschiedenen Punkten zu vermessen, kann man auch
warten, bis er über den Sensor hinweggezogen ist.

Selbstverständlich ändert sich ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld in der Zeit,
in der es den Sensor passiert. Erwartungsgemäß hält die Taylorhypothese daher einer
strengen Überprüfung nicht stand. Mehrere experimentelle Untersuchungen zeigen
jedoch, dass sie, insbesondere für kleine Skalen r, eine durchaus gute erste Näherung
ist [10, 51, 48]. Insbesondere der Intermittenzeffekt der kleinskaligen Turbulenz wird
korrekt erfasst [10].

Mit Hilfe der Taylorhypothese können nun die in einem Freistrahl mittels Hitz-
drahtanemometrie gemessenene Zeitserien in Verbindung zu den Modellen für die
Skalenabhängigkeit der Geschwindigkeitsinkremente gesetzt werden. Die in den vor-
hergehenden Kapiteln besprochenen Schritte seien hier noch einmal kurz zusammen-
gefasst:

Im Freistrahl läßt sich das Geschwindigkeitsfeld ~w(~x, t) als Summe der mittleren
(zeitunabhängigen) Geschwindigkeit 〈~w〉 und der Fluktuationen vi(~x, t) darstellen.
Legt man die x-Koordinate in Hauptströmungsrichtung (vergleiche Abb. 5.1), so
gilt:

~w(~x, t) = (〈wx〉+ vx(~x, t), vy(~x, t), vz(~x, t)) . (5.6)

In hinreichend großer Entfernung von der Düse (ab etwa 30D) kann das Geschwin-
digkeitsfeld als lokal homogen, isotrop und stationär angenommen werden. Turbu-
lenzgrade von 25 − 20% erlauben den Einsatz der Hitzdrahtanemometrie um die
x–Komponente des Geschwindigkeitsfelds an einem Ort im Strahl zu messen. Da
nur die x–Komponente der mittleren Geschwindigkeit von Null verschieden ist, ent-
spricht nach der Taylorhypothese (5.5) eine zeitliche Differenz ∆t einer rämlichen
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Verschiebung ~r in x–Richtung. Man misst also die Geschwindigkeitskomponente par-
allel zum Verschiebungsvektor und kann daher aus der gemessenen Zeitserie das nach
Gl. (3.25) definierte longitudinale Geschwindigkeitsinkrement u(r) bestimmen.

5.4 Charakterisierungsmessungen

In Kapitel 6 werden Daten aus dem Freistrahlexperiment hinsichtlich ihrer Mar-
koweigenschaften untersucht. Um sicherzustellen, dass der verwendete Datensatz
die typischen Merkmale voll entwickelter Turbulenz aufweist, soll er im Folgenden
auf dem Hintergrund gängiger Turbulenzmodelle einer charakterisierenden Analyse
unterzogen werden.

Der Datensatz besteht aus 1, 25 × 107 Messwerten der Geschwindigkeit, die im
Zentrum des Freistrahls in einer Entfernung von x = 1m = 125D aufgenommen wur-
den. Die Geschwindigkeit des Strahls bei Austritt aus der Düse betrug 45, 5m/s, was,
wenn man den Düsendurchmesser D = 8mm als typische Längenskala zugrunde legt,
einer Reynoldszahl von etwa 27000 entspricht. Am Ort der Messung war die mitt-
lere Geschwindigkeit auf 2, 25m/s abgefallen, der Turbulenzgrad betrug etwa 17%.
Die Daten wurden mit einer Samplefrequenz von 8kHz aufgenommen, der vorge-
schaltete Tiefpass (Stanford SR640) mit einer Flankensteilheit von 114dB/Oktave
war auf eine Filterfrequenz von 20kHz eingestellt (dem Gerät der Firma Stanford
wurde in diesem Fall wegen der erheblich besseren Flankensteilheit der Vorzug vor
dem in der Messbrücke integrierten Tiefpassfilter gegeben). Der Taylorhypothese
zufolge entspricht die zeitliche Auflösung der Messung einer räumlichen Auflösung
von 0.28mm.

Für die nach Gleichung (3.32) definierte integrale Längenskala L ergibt sich ein
Wert von 6, 7cm. Die Bestimmung der Taylorlänge λ dagegen erfolgte nicht gemäß
ihrer Definition (3.34), da dieses Verfahren je nach der Auflösung der Messung und
der für den Fit verwendeten Datenpunkte sehr unterschiedliche Ergebnisse liefert
[90]. Zur Verwendung kam vielmehr das von D. Aronson und L. Löfdahl vorgeschla-
genen Verfahren [8], das den für isotrope Strömugen gültigen Zusammenhang

λ2 =
〈v2

x〉
〈(

∂vx

∂x

)2
〉 (5.7)

ausnutzt. Gleichung (5.7) kann unter der Annahme der Isotropie direkt aus der
Definition (3.34) der Taylorschen Längenskala hergeleitet werden (siehe etwa [90]).
Problematisch ist allerdings die Frage nach der korrekten Bestimmung des Gradien-
ten der Geschwindigkeit: Aufgrund der endlichen räumlichen Auflösung des Sensors
und des den Daten überlagerten Messrauschens (siehe dazu auch Kapitel 8 und
Ref. [90]) liefert eine einfache Abschätzung des Gradienten über einen Differenzen-
quotienten auf der kleinsten zugänglichen Längenskalen meist sehr unzuverlässige
Ergebnisse. Um dieses Problem zu umgehen, wird die partielle Ableitung des Ge-
schwindigkeitsfelds nach x durch Differenzenquotienten über die variable Distanz r
genähert:

λ2 = lim
r→0

l2(r),
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l2(r) =
〈 vx(x)2 〉 r2

〈

(vx(x + r)− vx(r))
2
〉 . (5.8)

Um den Grenzübergang r → 0 zu vollziehen, fittet man ein Polynom zweiten Grades
an die gemessenen Werte l2(r), wobei man Werte von r, die kleiner sind als die räum-
liche Auflösung des Sensors, vernachlässigt (siehe Abbildung 5.4). Dieses Verfahren
liefert für die Taylorlänge einen Wert von λ = 6, 6mm. Zum Vergleich: Die gemäß der
Definition (3.34) aus der Autokorrelationsfunktion berechnete Taylorlänge beträgt
8, 3mm [90].
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Abbildung 5.4: Der in Gleichung (5.8) definierte Differenzenquotient l2 als Funktion
der Skala r (Kreise). Für Skalen grösser als die räumliche Auflösung des Sensors
(volle Kreise) wurde zur Extrapolation gegen r = 0 ein Polynom zweiten Grades
angefittet (durchgezogene Linie). Dieses Verfahren liefert für die Taylorlänge λ einen
Wert von 6, 6mm.

Zur Bestimmung der Kolmogorovschen Dissipationslänge η gemäß ihrer Defi-
nition (3.33) muss die mittlere Energiedissipationsrate ε̄ abgeschätzt werden. Der
in homogener und isotroper Strömung geltenden Näherung (3.31) zufolge wurde ε̄
durch folgenden Ausdruck genähert:

ε̄ = 15 ν

〈(

∂vx

∂x

)2〉

. (5.9)

Der Erwartungswert des quadrierten Gradienten kann nach Gleichung (5.7) aus der
Taylorlänge λ berechnet werden. Für η ergibt sich damit ein Wert von η = 0.3mm.
Eine Zusammenfassung der wichtigsten Daten der hier verwendeten Messung findet
sich in Tabelle 5.1.
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Re Rλ W
√

v2 L λ η

2, 7 · 104 190 2, 26 m/s 0, 38 m/s 67 mm 6, 6 mm 0, 25 mm

Tabelle 5.1: Die wichtigsten Daten der in Kap. 5 und 6 untersuchten Messung.

Abbildung 5.5(a) zeigt das Wellenzahlenspektrum E(k) des Datensatzes. Im In-
ertialbereich folgt das Spektrum näherungsweise dem nach Kolmogorov 1941 zu er-
wartenden Verlauf E(k) ∝ k−5/3. Abweichungen von der K41-Theorie zeigen sich für
höhere Ordnungen n der Strukturfunktionen Sn

u . Die Skalenexponenten ζn wurden
mit der Methode der extended self-similarity (ESS) nach Benzi ermittelt [13]. Das
Ergebnis ist in Abbildung 5.5(b) dargestellt und zeigt für n > 4 deutliche Abwei-
chungen von der Vorhersage des K41-Modells. Ein Fit der Daten nach Kolmogorov
1962 (Gleichung (3.47)) ergibt für den Intermittenzfaktor µ einen Wert von 0, 23,
was mit dem in [6] angegebenen Wert von 0, 26± 0, 04 gut übereinstimmt.
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Abbildung 5.5: (a): Wellenzahlspektrum des untersuchten Datensatzes. Die durch-
brochene Linie entspricht dem von Kolmogorov 1941 vorhergesagten Verhalten
E(k) ∝ k−5/3.
(b): Die mit Hilfe der ESS bestimmten Skalenexponenten ζn als Funktion der
Ordnung n. Für den Exponenten sechster Ordnung liefert der Datensatz einen
Wert von 1, 77, was innerhalb des Fehlers mit dem in [6] angegebenen Wert von
1, 74 ± 0, 04 übereinstimmt. Die gepunktete Linie entspricht dem linearen Verlauf
nach K41, ζn = n/3, die durchgezogene Linie dem nach K62 zu erwartenden Ver-
lauf ζn = n/3− µ

18
n(n− 3).

Auch die Analyse der Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) des longitudinalen Ge-
schwindigkeitsinkrements zeigt gute Übereinstimmung mit älteren Ergebnisse. Auf
großen Skalen r ≈ L sind die Dichten Gaußverteilt, hin zu kleineren Skalen zei-
gen sie zunehmend intermittente Formen, siehe Abbildung 5.6(a). Auf allen Ska-
len können die Dichten durch den Castaing-Fit (3.55) beschrieben werden, der
angefittete Formparameter λ2(r) findet sich in guter Übereinstimmung mit den
in der Literatur angegebenen Werten (Abbildung 5.6(b)). Hinsichtlich der

”
klas-

sischen“Intermittenzanalysen weist der hier untersuchte Datensatz also die nach
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dem bisherigen Stand der Turbulenzforschung zu erwartenden Merkmale der voll
entwickelten Turbulenz auf (siehe dazu auch [90] und [92]). Die mit diesen Daten ge-
wonnenen Ergebnisse, insbesondere auch die der im folgenden Kapitel vorgestellten
Markowanalyse, dürfen also als typisch für experimentelle turbulente Daten gelten.
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Abbildung 5.6: (a): Die Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) des Geschwindigkeitsin-
krements u(r) (offene Symbole) für die Skalen (von oben nach unten): r = 0, 01L ≈
3η, r = 0, 04L, r = 0.15L, r = 0, 6L und r = 1, 2L. Die durchgezogenen Linie sind
Fits an die Daten nach der Formel (3.55) von Castaing. Die Dichten wurden auf
ihre jeweiligen Standardabweichungen σr normiert und der Übersichtlichkeit halber
in vertikaler Richtung gegeneinander verschoben.
(b): Der durch Castaing-Fits auf mehreren Skalen r bestimmte Formparameter λ2

als Funktion der Längenskala r. Im Bereich 0, 01L ≤ r ≤ L läst sich λ2 in gu-
ter Näherung durch ein Potenzgesetz beschreiben: λ2 ∝ rβ. Der entsprechende Fit
(durchgezogene Linie) ergibt einen Wert von β = 0, 59, in Übereinstimmung mit den
in [26] angegebenen Werten.
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Kapitel 6

Markowanalyse experimenteller
Daten

6.1 Vorbemerkungen

Die Vorgehensweise einer Analyse experimenteller Daten auf dem Hintergrund der
Markowprozesse ist durch die Mathematik bereits im wesentlichen vorgegeben: Zu-
nächst muss anhand der Daten überprüft werden, ob die bedingten Wahrscheinlich-
keitsdichten p(u1, r1|u2, r2; . . . ; uN , rN) die Bedingung (4.2) für einen Markowprozess
erfüllen. Ist das der Fall, können ausgehend von den Definitionen (4.6) und (4.5) die
Kramers–Moyal–Koeffizienten D(k)(u, r) aus den bedingten Momenten M (k)(u, r, ∆r)
abgeschätzt werden. Letztere sind leicht messvare Größen. Gelingt es ausserdem zu
zeigen, dass der Koeffizient vierter Ordnung verschwindet bzw. keinen messbaren
Einfluss auf die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements hat, so wird die Evolution
der Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) und p(u, r|u0, r0) durch die Fokker–Planck–
Gleichung beschrieben. Um dieses Ergebnis zu verifizieren, werden die Lösungen der
so erhaltenen Fokker–Planck–Gleichung abschliessend mit den empirisch bestimm-
ten Dichten verglichen.

Zur Vereinfachung der Notation werden Geschwindigkeiten und Geschwindig-
keitsinkremente im folgenden dimensionslos in Einheiten der Größe σ∞ angegeben.
Sie ist definiert als:

σ2
∞ = 2

〈

v2
x

〉

. (6.1)

Diese Wahl motiviert sich aus der Tatsache, dass σ2
∞ der Grenzwert der Struktur-

funktion S2
u(r) zweiten Grades für große Skalen r ist. Dies folgt direkt aus dem

Zusammenhang (3.27) zwischen S2
u(r) und der Autokorrelationsfunktion R(r) der

Geschwindigkeitsfluktuationen vx und der Tatsache, dass R(r) für große r gegen
Null geht:

lim
r→∞

S2
u(r) = lim

r→∞
2
〈

v2
x

〉

( 1− R(r) )

= 2
〈

v2
x

〉

= σ2
∞ . (6.2)

Für den hier untersuchten Datensatz beträgt σ∞ etwa 0, 54m/s.

53
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6.2 Test der Markoweigenschaften

Um in einem streng mathematischen Sinn zu beweisen, dass das Geschwindigkeit-
sinkrement ur einem Markowprozess gehorcht, müsste die Bedingung (4.2) für alle
positiven Werte von N ≥ 3 und jede mögliche Kombination von Skalen r1, ..., rN

überprüft werden. Das ist offensichtlich unmöglich. Im Experiment kann Gleichung
(4.2) nur für den Fall N = 3 überprüft werden:

p(u1, r1|u2, r2; u3, r3) = p(u1, r1|u2, r2). (6.3)

Die Beschränkung auf den Fall N = 3 liegt in der endlichen Anzahl von Messwerten
für die Geschwindigkeit vx begründet. Numerisch wird die zweifach bedingte Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(u1, r1|u2, r2; u3, r3) durch einen Tensor dritter Stufe repräsen-
tiert. Teilt man den Wertebereich der Geschwindigkeitsinkrement ui in 100 Klassen
ein (was eine eher grobe Auflösung ist), so hat dieser Tensor 100× 100× 100 = 106

Komponenten. Mit vertretbarem Aufwand kann man experimentell Zeitserien mit
typischerweise 107 Werten gewinnen. In diesem Fall sind die Komponenten des Ten-
sors von durchschnittlich je 10 Werten bestimmt. Die Tatsache, dass die gemessenen
Ereignisse um ui = 0 zentriert liegen (vergleiche Abb. 5.6) ermöglicht zwar quantita-
tive Aussagen für die zweifach bedingten Dichten p(u1, r1|u2, r2; u3, r3), Verteilungen
höherer Ordnung sind experimentell jedoch nicht zugänglich.

Die im folgenden diskutierten Ergebnisse für die bedingten Wahrscheinlichkeits-
dichten wurden mit einer Einteilung von 201 Klassen für die Geschwindigkeitsin-
kremte gewonnen. In der Praxis werden die Inkremente ui dazu auf ganzzahlige
Werte zwischen −100 und +100 abgebildet: −100 ≤ ui ≤ +100. Durch einfaches
Abzählen erhält man die Anzahl N(u1, u2, u3) von Ereignissen, bei denen die Inkre-
mente u1, u2 und u3 gemeinsam aufgetreten sind. Normiert mit der Anzahl N aller
überhaupt gemessener Ereignisse erhält man aus N(u1, u2, u3) eine Schätzung für
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte p(u1, r1; u2, r2; u3, r3). Durch Integration
gemäß Gleichung (3.15) lässt sich aus ihr die Dichte p(u2, r2; u3, r3) bestimmen. Mit
Kenntnis dieser beiden Verteilungen kann, nach Gleichung (4.1), die bedingte Dich-
te p(u1, r1|u2, r2; u3, r3) berechnet werden. Die Bestimmung der einfach bedingten
Dichte p(u1, r1|u2, r2) erfolgt analog.

Abbildung 6.1 zeigt den Vergleich zwischen einer einfach und einer zweifach
bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Inkremente wurden in diesem Fall auf den
Skalen r1 = λ, r2 = L/2 und r3 = L berechnet (L ist die integrale Längenskala, λ die
Taylorlänge). Die gute Übereinstimmung entsprechender Konturlinien in Abbildung
6.1(a) sowie die Schnitte durch die zweidimensionale Darstellung in 6.1(b) zeigen,
dass die zweifach bedingte Dichte p(u1, r1|u2, r2; u3 = 0, r3) in diesem Fall tatsächlich
gleich der einfach bedingten Dichte p(u1, r1|u2, r2) ist. Ein ähnliches Ergebnis findet
sich auch, wenn man für das Inkrement u3 auf der grössten Skala r3 den Wert
u3 = −σ∞ wählt, siehe Abbildung 6.2. Für diese spezielle Wahl der Skalen ri ist
Gleichung (6.3) also in der Tat erfüllt.

Ein anderes Bild ergibt sich allerdings, wenn man den Abstand zwischen den
Skalen ri kleiner wählt. Für Abbildung 6.3 wurde r1 = L/2−λ/4, r2 = L/2 und r3 =
L/2+λ/4 verwendet. In diesem Fall weichen die Konturlinien von p(u1, r1|u2, r2; u3 =



6.2. TEST DER MARKOWEIGENSCHAFTEN 55

u2 / σ∞

u 1
 /

 σ
∞

ln p( u1 | u2 = -σ∞ ) ln p( u1 | u2 = +σ∞ )

-4 -2 0 2 4
-4

-2

0

2

4
(a)

u1 / σ∞

-3 -2 -1 0 1 2

-3

-2

-1

0

-2 -1 0 1 2

-3

-2

-1

0

u1 / σ∞

(b) (c)

Abbildung 6.1: (a) Konturliniendarstellung der bedingten Dichten p(u1, r1|u2, r2)
(durchbrochene Linien) und der zweifach bedingten Dichte p(u1, r1|u2, r2; u3 = 0, r3)
(durchgezogene Linien) für r1 = λ, r2 = L/2 und r3 = L.
(b) und (c): Schnitte durch die bedingten Dichten für u2 = ±σ∞. Offene Kreise:
p(u1, r1|u2, r2; u3 = 0, r3), durchgezogene Linien: p(u1, r1|u2, r2).

0, r3) und p(u1, r1|u2, r2) deutlich voneinander ab, die notwendige Bedingung (6.3)
ist in diesem Fall nicht erfüllt.

Die bisher diskutierten Ergebnisse deuten darauf hin, dass Gleichung (6.3) erfüllt
ist, wenn die Skalen ri und die Differenzen ri+1 − ri zwischen ihnen groß sind, wo-
hingegen sie verletzt ist, wenn die Abstände zwischend den Skalen zu klein werden.
Es scheint also eine endliche Schrittweite lmar zu geben, oberhalb derer das Ge-
schwindigkeitsinkrement Markoweigenschaften besitzt. Eine solche Grenze existiert
für alle realen physikalishen Prozesse, die durch stochastische Gleichungen beschrie-
ben werden. So kann z.B. die Brownsche Bewegung erst auf Skalen, die groß sind
im Vergleich zur mittleren freien Weglänge der Moleküle, als stochastischer Prozess
beschrieben werden.

Um die Schrittweite lmar zu bestimmen, wurde ein statistisches Testverfahren
angewandt, der sogenannte Wilcoxon-Test. Dieser soll im folgenden kurz beschrie-
ben werden, eine ausführliche Beschreibung dieses Testverfahrens findet sich z.B. in
[22]. Man betrachtet zwei stochastische Variablen x und y. x bezeichnet in diesem
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Abbildung 6.2: (a) Konturliniendarstellung der bedingten Dichten p(u1, r1|u2, r2)
(durchbrochene Linien) und der zweifach bedingten Dichte p(u1, r1|u2, r2; u3 =
−σ∞, r3) (durchgezogene Linien) für r1 = λ, r2 = L/2 und r3 = L.
(b) und (c): Schnitte durch die bedingten Dichten für u2 = −1, 5σ∞ und u2 = 0.
Kreise: p(u1, r1|u2, r2; u3 = 0, r3), durchgezogene Linien: p(u1, r1|u2, r2).

Fall das Geschwindigkeitsinkrement u1, das auf Skala r1 gemessen wurde unter der
Voraussetzung, dass auf Skala r2 das Inkrement u2 aufgetreten ist. Entsprechend ist
y das auf u2 und u3 bedingte Inkrement u1:

x = x(u2, r1, r2) = u1(r1)|u2(r2) ,

y = y(u2, u3, r1, r2, r3) = u1(r1)|u2(r2),u3(r3) . (6.4)

Die Hypothese, die zu testen ist, lautet somit

p(x) = p̃(y), (6.5)

wobei die beiden Wahrscheinlichkeitsdichten p und p̃ beide unbekannt sind. Es wer-
den nun zwei Stichproben x1, .., xn und y1, ..., ym von unabhängigen Realisierungen
von x und y gemessen. Die Bedingung der Unabhängigkeit der Stichproben bedeutet,
dass die räumlichen Intervalle, in denen die einzelnen xi und yj gemessen werden,
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Abbildung 6.3: (a) Konturliniendarstellung der bedingten Dichten p(u1, r1|u2, r2)
(durchbrochene Linien) und der zweifach bedingten Dichte p(u1, r1|u2, r2; u3 = 0, r3)
(durchgezogene Linien) für r1 = L/2− λ/4, r2 = L/2 und r3 = L/2 + λ/4.
(b) und (c): Schnitte durch die bedingten Dichten für u2 = ±σ∞. Offene Kreise:
p(u1, r1|u2, r2; u3 = 0, r3), durchgezogene Linien: p(u1, r1|u2, r2).

sich (i) nicht überlappen dürfen und (ii) einen Abstand von mindestens der Kor-
relationslänge L haben müssen (siehe dazu auch [111]). Diese beiden Bedingungen
führen bei der hier betrachteten Messung dazu, dass nur etwa 0, 5% der ursprünglich
107 Daten für den Test verwendet werden kann. Dies ist ein weiterer Grund dafür,
weshalb die Markowbedingung (4.2) nur für den Spezialfall N = 3 überprüft werden
kann.

Die gemessenen Stichproben von x und y werden zusammen in aufsteigender
Reihenfolge sortiert. Man erhält eine Serie der Art

x1 < x2 < y1 < x3 < y2 < y3 < x4 < ... (6.6)

Um die Hypothese p(x) = p̃(y) zu testen, bestimmt man die Anzahl der Inversionen.
Die Anzahl der Inversionen für ein yi ist einfach die Anzahl der xj, die kleiner sind
als yi. Im obigen Beispiel bildet y1 zwei Inversionen (mit x1 und x2), für y2 sind es
drei (mit x1, x2 und x3).
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Mit Q sei die Gesamtzahl aller Inversionen bezeichnet, die man durch Summation
über alle yi erhält. Falls die Hypothese p = p̃ gilt, so ist Q eine Gaußverteilte
Zufallsvariable [22]. Ihr Mittelwert ist durch

〈Q 〉p=p̃ =
m n

2
(6.7)

gegeben. Betragen die Längen m bzw. n der Stichproben {xi} und {yi} jeweils
mindestens 25 Werte, kann die Standardabweichung σ näherungsweise zu

σ(m, n)p=p̃ =

√

nm(n + m + 1)

12
. (6.8)

berechnet werden.
Abweichungen vom Erwartungswert (6.7) misst man üblicherweise durch den

Absolutwert q der Differenz zwischen der experimentell bestimmten Anzahl von
Inversionen Q und dem unter der Annahme p = p̃ theoretisch bestimmten Wert
〈Q 〉p=p̃:

q =
∣
∣
∣Q − 〈Q 〉p=p̃

∣
∣
∣ = q(u2, u3, r1, r2, r3). (6.9)

Die Hypothese wird nur dann akzeptiert, wenn der gemessene Wert von q unterhalb
eines gewissen, zum Signifikanzniveu gehörigen, Grenzwerts qα liegt. qα wird so be-
stimmt, dass die Wahrscheinlichkeit, bei p = p̃ einen Wert von q grösser als qα zu
messen, gleich α ist:

α = W (q > qα|p = p̃). (6.10)

Da Q Gaußverteilt ist (siehe oben), kann qα in Abhängigkeit von den Längen n
und m der Stichproben mit Hilfe der inversen Fehlerfunktion berechnet werden [22].
Lehnt man die Hypothese aufgrund eines Testresultats q > qα ab, so tut man dies
nach (6.10) mit einer Wahrscheinlichkeit von α zu unrecht. Man wählt α daher
üblicherweise sehr klein, ein typischer Wert ist 5%. Anders formuliert: Bei einem
Signifikanzniveau von fünf Prozent kann man bei einem negativen Ausgang des
Tests (d.h. q > qα) die Hypothese mit 95%-iger Sicherheit als falsch ablehnen.

Nach der Definition (6.4) von x und y ist q eine Funktion von der Geschwin-
digkeitsinkremente u2 und u3 sowie der Skalen r1, r2 und r3. Um die Anzahl der
Parameter zu reduzieren, wurde u3 = 0 gesetzt und die Abstand zwischen den Ska-
len ri+1 und ri für alle i gleich gewählt: ∆r = r3− r2 = r2− r1. q ist dann nur noch
eine Funktion der Basislänge r1, der Schrittweite ∆r und des Geschwindigkeitsin-
krements u2.

Abbildung 6.4(a) zeigt das Ergebnis des Test für die Basislänge r1 = L/2 und
eine Schrittweite von ∆r = 2λ für alle Werte von u2. Das Signifikanzniveau lag in
diesem Fall bei fünf Prozent. Damit die Hypothese akzeptiert werden kann, dürfen
demnach nur fünf Prozent der Testergebnisse negativ ausfallen. In der Tat sind nur
8 der insgesamt 163 Testergebnisse (d.h. 4, 9%) negativ. Der Test liefert in diesem
Fall also keinen Grund dafür, die Hypothese als falsch abzulehnen.

Wählt man die Schrittweite ∆r kleiner, so erhält man ein völlig anderes Bild.
In Abbildung 6.4(b) wurde eine Schrittweite von ∆r = λ/4 gewählt, die übrigen
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Parameter wurden beibehalten. Bis auf drei Werte (von in diesem Fall etwa 80) fällt
das Ergebnis des Tests negativ aus, die Hypothese muss in diesem Fall eindeutig als
falsch verworfen werden.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0

1.103

2.103

3.103

u2 / σ∞

-0.5 0.0 0.5
0

2.104
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(a) (b)
q, qα

Abbildung 6.4: q (Kreise) und qα=0,05 (durchgezogene Linien) als Funktion des
Inkrements u2 für zwei verschiedene Kombinationen von Skalen. Die vollen Kreise
markieren Werte von q mit q > qα.
(a): r1 = L/2 und ∆r = r2 − r1 = r3 − r2 = 2λ.
(b): r1 = L/2 und ∆r = r2 − r1 = r3 − r2 = λ/4.

Um dieses Verhalten zu quantifizieren, wird im folgenden der Absolutbetrag t
der auf Mittelwert Null und Standardabweichung eins normierten Anzahl von In-
versionen betrachtet:

t :=
q

σ(m, n)p=p̃
=

∣
∣
∣Q − 〈Q 〉p=p̃

∣
∣
∣

σ(m, n)p=p̃
= t(r, ∆r). (6.11)

Falls die Hypothese p = p̃ wahr ist, ist t der Absolutwert einer Gaußverteilten Zufalls-
variablen mit Mittelwert Null und Standardabweichung eins. Der Erwartungswert
〈 t 〉 (wobei die Mittelung über u2 erfolgt) kann für diesen Fall leicht berechnet wer-

den und ergibt sich zu
√

2/π ≈ 0, 8. Liegt der gemessene Wert von 〈 t 〉 über diesem

Wert, muss die Hypothese verworfen werden, Gleichung (6.3) gilt dann nicht.
In Abbildung 6.5 ist der Erwartungswert 〈 t 〉 für die Basislängen r1 = λ, L/2, L

jeweils als Funktion der Schrittweite ∆r aufgetragen. Für große Werte von ∆r liefert
der Test keinen Grund, die Hypothese p = p̃ abzulehnen. Bei kleineren Schrittweiten
ist die Gleichheit der Verteilungen p und p̃ dagegen erwartungsgemäß nicht gegeben.
Die Skala, ab der die Markowbedingung nicht mehr erfüllt ist, ist von der Größen-
ordnung der Taylorlänge λ und zeigt keine starke Abhängigkeit von der Wahl der
Basislänge r1. Dieses Ergebnis findet sich in guter Übereinstimmung mit den in [39]
beschriebenen Ergebnissen eines χ2-Tests für die Mehrpunktstatistik des turbulenten
Geschwindigkeitsinkrements.

Um die sog. Markowlänge lmar abzuschätzen, wurden drei verschiedene Verfahren
angewandt. Abbildung 6.5 lässt erkennen, dass 〈t〉 für kleine Werte von ∆r (bis etwa
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Abbildung 6.5: Der Erwartungswert 〈t〉 als Funktion von ∆r für die Basislängen
r1 = λ (Kreise), r1 = L/2 (Quadrate) und r1 = L (Dreiecke). Um einen Schätzwert
für die Markowlänge zu erhalten, wurde an die Daten für r1 = L/2 im Bereich 0 <
∆r ≤ λ/2 eine Exponentialfunktion angefittet (durchgezogene Linie), im Intervall
λ/2 ≤ ∆r ≤ λ wurde eine Potenzfunktion angepasst (durchbrochene Linie).

∆r = λ/2) durch einen exponentiellen Abfall beschrieben werden kann. Eines der
Verfahren zur Bestimmung der Markowlänge besteht daher darin, im Intervall 0 <
∆r ≤ λ/2 eine Exponentialfunktion anzupassen und den Wert von ∆r zu bestimmen,

bei dem dieser Fit den Wert
√

2/π ≈ 0, 8 annimmt. Für etwas größere Werte von

∆r, in etwa im Intervall λ/2 ≤ ∆r ≤ λ wird der Abfall von 〈t〉 dagegen besser durch
ein Potenzgesetz beschrieben. Dementsprechend besteht die zweite Methode darin,
in diesem Intervall eine Potenzfunktion an die Daten anzupassen und wiederum

den Schnittpunkt mit 〈t〉 =
√

2/π zu bestimmen. Desweiteren wurde das in [64]
vorgeschlagene Verfahren verwendet, nach dem die Markowlänge einfach durch den
Wert von ∆r abgeschätzt wird, bei dem der gemessene Erwartungswert 〈t〉 zum

ersten Mal um nicht mehr als zehn Prozent vom Idealwert
√

2/π abweicht.

Diese drei Methoden wurden jeweils für alle drei Basislängen durchgeführt. Der
Mittelwert der so erhaltenen neun Werte liefert einen Schätzwert für lmar, die Extre-
ma der Werte eine Abschätzung des Fehlers. Das Ergebnis für den hier untersuchten
Datensatz ist: lmar = ( 0, 9± 0, 2 ) λ. Innerhalb des Fehlers von lmar stimmen beide
Skalen also gut überein. Auch wenn kaum davon auszugehen ist, dass die hier ge-
fundene Übereinstimmung zwischen beiden Skalen rein zufällig ist, kann doch aus
diesem Ergebniss allein noch keine allgemein gültige Aussage darüber getroffen wer-
den, ob Markow- und Taylorlänge in der Turbulenz übereinstimmen; eine solche
Aussagen erfordert eine eingehende Analyse der Reynoldszahlabhängigkeit von lmar

in unterschiedlichen experimentellen Systemen (siehe dazu auch Kapitel 7). Aus die-
sem Grund werden im folgenden alle Längenskalen und Differenzen von Skalen in
Einheiten der Markowlänge lmar = 0, 9λ und nicht der Taylorlänge λ angegeben.
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6.3 Die Kramers-Moyal Koeffizienten

Nach Gleichungen (4.6) können die bedingten Momente Mk(u, r, ∆r) aus den be-
dingten Dichten p(ũ, r − ∆r|u, r) berechnet werden. Diese wiederum können nach
der im vorhergehenden Kapitel besprochenen Methode einfach durch auszählen der
Anzahl N(ũ, u) der Ereignisse (ũ, u) bestimmt werden. Nimmt man an, dass der

Fehler von N(ũ, u) durch
√

N(ũ, u) gegeben ist, so kann man über eine einfache

Fehlerrechnung auch die Fehler der Koeffizienten M k(u, r, ∆r) bestimmen.
Um Schätzwerte für die Koeffizienten Dk(u, r) zu erhalten, müssen die bedingten

Momente Mk(u, r, ∆r) schließlich nach Gleichung (4.5) gegen ∆r = 0 extrapoliert
werden. Abbildung 6.6 zeigt den Koeffizienten erster Ordnung M 1(u, r, ∆r) für ex-
emplarisch gewählte feste Werte von u und r als Funktion von ∆r. Es sind zwei
deutlich voneinander verschiedene Bereiche zu erkennen: Für ∆r > lmar zeigt M (1)

eine in erster Näherung lineare Abhängigkeit von ∆r, auf kleineren Skalen, bei denen
die Markoweigenschaften nicht mehr erfüllt sind, zeigt sich ein davon stark abwei-
chendes Verhalten.
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Abbildung 6.6: Der Koeffizient M (1)(u, r, ∆r) als Funktion von ∆r für u = −σ∞ und
r = L/2 (offene Kreise). Für ∆r > lmar, also in dem Bereich von Skalen, in dem die
Markoweigenschaft als erfüllt betrachtet werden können, ist M (1) in erster Näherung
linear in ∆r. Um M (1) gegen ∆r = 0 zu extrapolieren, wurden die gemessenen Werte
im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar (volle Kreise) durch Polynome erster (volle Linie),
zweiter (gepunktete Linie) und dritter Ordnung (durchbrochene Linie) angefittet.

Den Entwicklungsgleichungen (4.13) der Koeffizienten M (k) zufolge sollte M (1)

für kleine Werte von ∆r näherungsweise konstant sein. Aus Abbildung 6.6 wird
jedoch ersichtlich, dass diese Näherung in dem Bereich, in dem die Markoweigen-
schaften erfüllt sind, allenfalls noch in erster Näherung gilt. Der Einfluss höherer
Potenzen von ∆r in der Entwicklung von M (1) kann hier also bereits nicht mehr
vernachlässigt werden.
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Es ist jedoch nicht von vornherein möglich, eine Aussage darüber zu machen,
bis zu welcher Ordnung die Entwicklungsterme berücksichtigt werden müssen. Aus
diesem Grund wurden, um die Extrapolation gegen ∆r = 0 durchzuführen, an die
gemessenen Daten Polynome unterschiedlicher Ordnungen angepasst. Abbildung 6.6
zeigt die Ergebnisse dieser Fits im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar für Polynome der
Ordnung eins, zwei und drei. Die Fits erster und zweiter Ordnung in ∆r liefern
extrapolierte Werte für D(1), die um weniger als fünf Prozent voneinander abweichen
(1, 25 bzw. 1, 19), das Ausgleichspolynom dritter Ordnung dagegen einen deutlich
kleineren Wert (0, 94).

Bei der Beurteilung der Frage, welche der Extrapolationsmethoden das verlässlich-
ste Ergebniss liefert, ist es lohnend, einen Blick auf den Verlauf der gefitteten Funk-
tionen für ∆r > 2lmar zu werfen. Es zeigt sich (siehe Abbildung 6.6), dass in diesem
Bereich die gemessenen Werte von M (1)(∆r) am besten von der linearen Ausgleichs-
geraden beschrieben wird, die Polynome höherer Ordnung, insbesondere das der
dritten Ordnung, von den tatsächlichen Werten dagegen stark abweichen. Die Er-
gebnisse der fehlergewichteten least–square fits (nach [87]) bestätigen den Eindruck,
dass das Polynom dritten Grades nicht sinnvollerweise zur Extrapolation verwendet
werden kann: Die Koeffizienten des Ausgleichspolynoms dritten Grades haben Feh-
ler, die durchweg größer sind als die Werte der Koeffizienten selbst. Das Polynom
dritten Grades ist numerisch also nicht eindeutig bestimmt, für D(1) etwa liefert
diese Methode für den in Abbildung 6.6 dargestellten Fall einen Wert von 0, 9±1, 1.

Aus diesen Gründen werden im folgenden zur Extrapolation von M (1) gegen
∆r = 0 nur Polynome erster und zweiter Ordnung verwendet. Der Mittelwert der
Ergebnisse beider Methoden liefert eine Abschätzung für D(1), die Abweichung zwi-
schen den Ergebnissen eine untere Grenze für den Fehler des Driftkoeffizienten.

Abbildung 6.7 schließlich zeigt den Koeffizienten M (1) für einige weitere aus-
gewählte Werte von u und r jeweils als Funktion von ∆r. In allen Fällen können
die gemessenen Werte durch Geraden bzw. Polynome zweiten Grades extrapoliert
werden.

Die oben beschriebene Extrapolationsmethode führt zu einer erwähnenswerten
Einschränkung für die kleinste Skala r, auf der die Koeffizienten Dk(u, r) noch be-
stimmt werden können. Um etwa den Driftkoeffizienten D(1)(u, r) abzuschätzen,
müssen die bedingten Momente M (1)(u, r, ∆r) im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar be-
rechnet werden. Es ist also notwendig, das Moment der bedingten Dichte p(u′, r −
2lmar|u, r) zu berechnen. Aus der Forderung, dass alle Skalen im Gültigkeitsbe-
reich des Markowprozesses liegen müssen, folgt dann unmittelbar die Bedingung
r − 2lmar ≥ lmar bzw. r ≥ 3lmar. Unterhalb von r = 3lmar können die Kramers-
Moyal-Koeffizienten also prinzipiell nicht bestimmt werden.

Trägt man die extrapolierten Werte von D(1)(u, r) zu festen Werten von r als
Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u auf, ergibt sich eine einfache funktionale
Abhängigkeit des Driftkoeffizienten von u: Wie aus Abbildung 6.8 ersichtlich wird,
kann D(1) im Intervall 3lmar ≤ r ≤ L in guter Näherung durch eine Ursprungsgerade
in u mit kleinen Korrekturen zweiter und dritter Ordnung beschrieben werden:

D(1)(u, r) = −γ(r)u + κu2 − ε(r)u3 . (6.12)

Die Terme zweiter und dritter Ordnung in (6.12) sind klein in dem Sinn, dass auf
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Abbildung 6.7: Der Koeffizient M (1)(u, r, ∆r) als Funktion von ∆r für verschiedene
Werte von u und r. Kreise: r = 3lmar, u = −σ∞. Rauten: r = L/2, u = −0, 5σ∞.
Dreiecke: r = L/2, u = +σ∞. Quadrate: r = L, u = +σ∞

den meisten Skalen r die Abweichungen zwischen einem rein linearen Fit und den ex-
perimentellen Werten in der Größenordnung der Fehler von D(1) liegen (in Abb. 6.8
der Übersichtlichkeit halber nicht gezeigt). Bei größeren Skalen allerdings (in etwa
ab r ≥ L/2) sind dieser Terme signifikant von Null verschieden: Auf der integralen
Längenskala r = L weicht ein rein linearer Fit bei u = −2σ∞ um etwa dreizehn
Prozent von den experimentellen Daten ab. Diese Abweichung liegt deutlich über
dem relativen Fehler von lediglich 3, 3 Prozent an dieser Stelle. Im Vorgriff auf Ka-
pitel 7 sei bemerkt, dass die Korrekturterme κ und ε mit steigender Reynoldszahl
verschwinden; es handelt sich hier allem Anschein nach um einen Effekt der ver-
gleichsweise niedrigen Reynoldszahl von Rλ = 190 dieser Messung.

Least-Square Fits an die extrapolierten Daten nach Gleichung (6.12) liefern
Schätzungen für die Koeffizienten γ(r), κ(r) und ε(r) sowie deren Fehler (hierbei
werden, wie auch schon bei der Extrapolation von M (1), die gefitteten Daten mit
ihrem Inversen Fehler gewichtet; Details zu diesem Verfahren finden sich in [87]). Ab-
bildung 6.9 zeigt den linearen Koeffizienten γ als Funktion der Längenskala r sowohl
für die lineare als auch für die quadratische Extrapolationsmethode. Die Ergebnisse
beider Extrapolationsmethoden zeigen einen näherungsweise linearen Anstieg von
Werten um eins am unteren Ende des Inertialbereichs auf Werte um 1, 4 (für die li-
neare Methode) bzw. 1, 3 (quadratische Extrapolation) am oberen Ende. Die größte
auftretende relative Abweichung zwischen den verschiedenen Werten von γ beträgt
acht Prozent.

Die Koeffizienten κ(r) und ε(r) des quadratischen bzw. kubischen Terms in (6.12)
können beide durch Ursprungsgeraden in r dargestellt werden, siehe Abbildung 6.10.
Die Abweichungen zwischen den Ergebnissen der beiden Extrapolationsmethoden ist
für diese Koeffizienten zwar deutlich größer ist als für den linearen, innerhalb ihrer
jeweiligen Fehler stimmen beide jedoch gut überein.
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Abbildung 6.8: Der durch die lineare Extrapolationsmethode ermittelte Diffusions-
koeffizient D(1)(u, r) als Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u für r = 3lmar

(Kreise), r = L/2 (Quadrate) und r = L (Dreiecke). Die Linien sind Fits an die
Daten gemäß Gleichung (6.12).
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Abbildung 6.9: Die Steigung γ(r) des Diffusionskoeffizienten D(1)(u, r) als Funkti-
on der Skala r für die lineare (Kreise) und die quadratische Extrapolationsmethode
(Quadrate).
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Abbildung 6.10: Quadratischer (offene Kreise, linke Skala) und kubischer (voll
Equadrate, rechte Skala) Term in D(1) als Funktion der Skala r für lineare Extra-
polation. Beide Koeffizienten können als Ursprungsgeraden in r beschrieben werden
(durchgezogene Linien). Aus Gründen der Übersichtlichkeit werden hier die Ergeb-
nisse der quadratischen Extrapolation nicht gezeigt. Auf die näherungsweise lineare
Abhängigkeit der beiden Koeffizienten von der Skala r hat die Wahl der Extrapola-
tionsmethode keinen Einfluss.

Auch für die Bestimmung des Diffusionskoeffizienten D(2) erweist sich die Ent-
wicklungsgleichung (4.13) als nützlich. Sie lautet für den Koeffizienten zweiter Ord-
nung:

M (2)(∆r) = D(2) +
1

2

(

D(1)
)2

∆r + O(∆r2) . (6.13)

Der lineare Term in der Entwicklung von M (2) kann demnach eliminiert werden,
wenn man den korrigierten Koeffizienten M

(2)
korr betrachtet, der wie folgt definiert

ist:

M
(2)
korr(∆r) = M (2)(∆r) − 1

2

(

M (1)
)2

∆r

= D(2) + O(∆r2) . (6.14)

Hierbei wurde verwendet, dass nach der Entwicklungsgleichung (4.13) der Zusam-
menhang M (1) = D(1) +O(∆r) gilt.

Abbildung 6.11 zeigt den korrigierten Koeffizienten M
(2)
korr als Funktion von ∆r,

wobei für die Skala r und das Inkrement u wiederum die Werte r = L/2 und
u = −σ∞ gewählt wurden. Es ist deutlich zu erkennen, dass in dem Bereich, in
dem die Markoweigenschaften erfüllt sind, die Entwicklungsterme der Ordnungen
zwei und höher in Gleichung (6.14) nicht zu vernachlässigen sind. Wie auch schon
im Fall der Koeffizienten M (1) wurden daher an die gemessenen Werte Polynome un-
terschiedlicher Ordnungen angepasst, nämlich zweiter, dritter und vierter Ordnung.
Da nach Gleichung (6.14) der lineare Entwicklungsterm des korrigierten Koeffizien-

ten M
(2)
korr verschwinden sollte, wurden die linearen Terme der Polynome auf Null

gesetzt.
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Es zeigt sich (siehe Abbildung 6.11), dass der tatsächliche Verlauf von M
(2)
korr in

∆r durch ein Polynom zweiten Grades nur sehr unzureichend wiedergegeben wird.
Dies gilt insbesondere für den Bereich ∆r > 2λ, der durch die Polynome dritter
und vor allem vierter Ordnung wesentlich besser approximiert wird. Bemerkenswert
ist ausserdem, dass die extrapolierten Werte für die Polynome dritter und vierter
Ordnung innerhalb ihrer Fehler übereinstimmen. Diese Ergebnisse sprechen dafür,
dass im Fall des Diffusionskoffizienten D(2) Polynome dritter und vierter Ordnung
die verlässlicheren Ergebnisse liefern. Aus diesem Grund werden im folgenden aus-
schließlich diese beiden Extrapolationsmethode zur Bestimmung von D(2) verwendet
werden.
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Abbildung 6.11: Der korrigierte Koeffizient M
(2)
korr(u, r, ∆r) zweiter Ordnung als

Funktion von ∆r für r = L/2 und u = −σ∞. Im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar wur-
den Polynome zweiter (durchgezogene Linie), dritter (gepunktete Linie) und vierter
Ordnung (durchbrochene Linie) angepasst, deren linearer Term jeweils Null ist.

Die Extrapolierten Diffusionskoeffizienten D(2)(u, r) zeigen für alle Skalen r in-
nerhalb des Inertialbereichs eine quadratische Abhängigkeit vom Geschwindigkeit-
sinkrement u, siehe Abbildung 6.12:

D(2)(u, r) = α(r) − δ(r)u + β(r)u2 . (6.15)

Wiederum wurden die Koeffizienten α(r), δ(r) und β(r) durch fehlergewichtete least-
square fits an die extrapolierten Daten bestimmt. Die Abbildungen 6.13 und 6.14
zeigen die Ergebnisse dieser Fits für die r-Abhängigkeiten der Koeffizienten α(r),
δ(r) bzw. β(r). Die Koeffizienten nullter und erster Ordnung, α und δ, sind linear
in der Skala r. Während δ jedoch durch eine Ursprungsgerade beschrieben werden
kann, weist α einen von Null verschiedenen negativen Achsenabschnitt auf 1. Der

1D(2) ist per Definition eine positive Grösse. Der negative Achsenabschnitt von α(r) führt
allerdings dazu, dass D(2) auf kleinen Skalen für bestimmte Werte von u negativ wird. Da jedoch
unterhalb von r = lmar der stochastische Prozess ohnehin nicht als Markowsch betrachtet werden
kann, führt dies zu keinem Widerspruch.
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quadratische Term β weist keine systematische Abhängigkeit von der Skala r auf
und kann näherungsweise als konstant angenommen werden.
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Abbildung 6.12: Der Driftkoeffizient D(2)(u, r) als Funktion des Geschwindigkeit-
sinkrements u für r = 3lmar (Kreise), r = L/2 (Quadrate) und r = L (Dreiecke)
(zur Extrapolation wurde hier ein Polynom vierten Grades verwendet). Die Linien
sind Fits an die Daten gemäß Gleichung (6.15).
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Abbildung 6.13: Konstanter (offene Kreise, linke Skala) und linearer (volle Qua-
drate, rechte Skala) Term in D(2) als Funktion der Skala r. Beide Koeffizienten
sind lineare Funktionen von r (durchgezogene Linien). Zur Extrapolation wurden in
diesem Fall Polynome vierter Ordnung verwendet; auf die lineare Abhängigkeit der
beiden Koeffizienten von der Skala r hat die Wahl der Extrapolationsmethode keinen
Einfluss ( die Ergebnisse der Extrapolation mit Polynomen dritter Ordnung sind hier
aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht gezeigt).
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Abbildung 6.14: Der quadratische Term β in D(2) als Funktion von r. Zur Extrapola-
tion wurden Polynome dritter (Kreise) und vierter (Quadrate) Ordnung verwendet.

Zusammengefasst lauten die Ergebnisse für Drift- und Diffusionskoeffizient (mit
ρ = r/lmar):

D(1)(u, r) = − γ(r) u + κ(r) u2 − ε(r) u3 ,

γ(r) = γ0 + γ1 ρ ,

κ(r) = κ0 ρ

ε(r) = ε0 ρ ,

D(2)(u, r) = α(r) − δ(r) u + β(r) u2 ,

α(r) = α0 (ρ− ρ0) ,

δ(r) = δ0 ρ ,

β(r) = β = const . (6.16)

Abschätzungen für die numerischen Werte der einzelnen Koeffizienten in (6.16) und
ihre Fehler ergeben sich aus den Mittelwerten der Ergebnisse der verschiedenen
Extrapolationsmethoden und deren Abweichungen voneinander zu:

γ0 = 0, 93 ± 0, 02 ,

γ1 = 0, 03 ± 0, 01 ,

κ0 = 0, 011 ± 0, 004 ,

ε0 = 0, 005 ± 0.002 ,

α0 = 0, 058 ± 0, 002 ,

ρ0 = 0, 5 ± 0, 1 ,

δ0 = 0, 017 ± 0, 002 ,

β = 0, 075 ± 0, 005 . (6.17)
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6.4 Der Koeffizient vierter Ordnung

Dem Satz von Pawula zufolge spielt dem Koeffizienten vierter Ordnung, D(4)(u, r),
eine entscheidene Rolle: Verschwindet er, so verschwinden alle Koeffizienten D(n)

mit n ≥ 3 und die Kramers-Moyal- Entwicklung reduziert sich zur Fokker-Planck-
Gleichung.

Abbildung 6.15 zeigt den Koeffizienten M (4)(u, r, ∆r) als Funktion von ∆r, wie-
derum für u = −σ∞ und r = L/2. In der Abhängigkeit des Koeffizienten M (4)

von ∆r zeigt sich ein deutlicher Unterschied zu den Koeffizienten erster und zweiter
Ordnung: Während sowohl M (1) als auch M (2) bei Annäherung an ∆r = 0 ansteigen
(vergleiche Abbildungen 6.6 und 6.11), fällt M (4) mit kleiner werdendem ∆r streng
monoton. Dem Augenschein nach scheint M (4) im Limes ∆r → 0 zu verschwinden.
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Abbildung 6.15: Der Koeffizient M (4)(u, r, ∆r als Funktion von ∆r für u = −σ∞
und r = L/2. Zur Extrapolation wurden Polynome erster (fett durchgezogene Linie),
zweiter (gepunktete Linie), dritter (durchbrochene Linie) und vierter Ordnung (dünn
durchgezogene Linie) verwendet. Für alle Fitpolynome der Ordnung zwei und höher
erhält man Werte, die innerhalb ihrer Fehler Null sind. Dass Fitpolynom zweiten
Grades etwa liefert einen Wert von D(4)(u = −σ∞, r = L/2) = (0, 4± 1, 5)10−2.

Der Augenschein allein liefert allerdings noch kein gültiges Kriterium für das Ver-
halten des bedingten Moments M (4) im Grenzübergang ∆r → 0. Deshalb wurden
an die Koefizienten M (4) im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar wiederum Polynome un-
terschiedlicher Ordnung angepasst um die gemessenen Wert des Koeffizienten M (4)

gegen ∆r = 0 zu extrapolieren 2.

2Hierbei wurde das bedingte vierte Moment M (4) gemäss seiner Definition (4.6) verwendet und
nicht das nach der Entwicklungsgleichung (4.12) korrigierte. Eine solche Korrektur nach dieser
Entwicklungsgleichung ist für den Koeffizienten vierter Ordnung nicht zulässig, da ja durch seine
Untersuchung erst festgestellt werden muss, ob die Koeffizienten der Ordnung k > 2 Null sind.
Das wiederum ist aber eine der Voraussetzungen, unter denen die Entwicklungsgleichung (4.12)
überhaupt nur gültig ist.
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Von allen verwendeten Extrapolationsmethoden führt einzig ein linearer Fit zu
einem signifikant von Null verschiedenen Ergebniss (siehe Abb. 6.15). Allerdings
wird sowohl durch die deutlich von Null verschiedene Krümmung des Koeffizienten
M (4)(u, r, ∆r) im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar als auch durch seinen weiteren Verlauf
für ∆r > 2lmar deutlich, dass ein linearer Fit die Abhängigkeit des Koeffizienten M (4)

von ∆r nicht korrekt beschreibt.
Extrapoliert man M (4) mit quadratischen Fits, so erhält man sowohl positive als

auch negative Werte für D(4)(u, r), die in allen Fällen betragsmäßig kleiner sind als
ihre jeweiligen Fehler. (siehe Abbildung 6.16). Dies ein starker Hinweis darauf, dass
D(4) verschwindet, da D(4) nach Definition eine positive Grösse ist
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Abbildung 6.16: Das Ergebnis der quadratischen Extrapolation für D(4)(u, r) als
Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u auf der Skala r = L/2. Die extrapolier-
ten Werte sind betragsmässig durchwegs kleiner als ihre jeweiligen Fehler, zum Teil
erhält man sogar negative Werte für D(4).

Aufgrund dieser Ergebnisse wird im folgenden davon ausgegangen werden, dass
der Koeffizient D(4) vierter Ordnung verschwindet und sich die Kramers–Moyal–
Entwicklung nach dem Satz von Pawula auf die Fokker–Planck–Gleichung reduziert.

6.5 Die Lösungen der Fokker–Planck–Gleichung

Die in den vorhergehenden Kapiteln vorgestellten Ergebnisse führen zu Fokker–
Planck–Gleichungen für die Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r) des Geschwindigkeits-
inkrements auf der Skala r und für die bedingte Dichte p(u, r|u0, r0). Der Drift– und
der Diffusionskoeffizient der Gleichung können aus den Messdaten geschätzt werden
und zeigen einfache funktionale Abhängigkeiten vom Geschwindigkeitsinkrement u.

In die Herleitung dieser Ergebnisse gehen mehrere Annahmen ein, die zwar an-
hand der experimentellen Daten nicht widerlegt, im streng mathematischen Sinn
andererseits aber auch nicht bewiesen werden können. Das betrifft insbesondere die
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Gültigkeit der Markoweigenschaften nach Gleichung (4.2) für Skalen oberhalb der
Markowlänge und die Annahme, dass nach dem Satz von Pawula die Koeffizienten
der Ordnungen drei und höher verschwinden.

Um nun diese Annahmen sowie die experimentellen Ergebnisse für Drift- und
Diffusionskoeffizient zu verifizieren, wurden die numerischen Lösungen der resultie-
renden Fokker-Planck-Gleichungen mit den aus den Daten bestimmten Wahrschein-
lichkeitsdichten verglichen. Beschreibt die Fokker-Planck-Gleichung die gemessenen
Dichten korrekt, so ist eine im Rahmen der experimentellen Genauigkeit nicht zu
widerlegende selbstkonsistente Beschreibung des stochastischen Prozesses gefunden.
Es gäbe in diesem Fall keinen Grund, aufgrund des experimentellen Befundes die
Hypothese, dass die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements einem Markowprozess
gehorcht und durch die Fokker-Planck-Gleichung beschrieben werden kann, abzuleh-
nen.

Der Algorithmus zur Berechnung der numerischen Lösung basiert auf der Nähe-
rungslösung (4.11) der Fokker-Planck-Gleichung für kleine Schrittweiten ∆r, die
einen expliziten Ausdruck für die bedingten Dichten p(u1, r0 −∆r|u0, r0) und auch
p(u2, r0−2∆r|u1, r0−∆r) liefert. Aus diesen kann gemäß der Chapman-Kolmogorov-
Gleichung die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte für die Schrittweite 2∆r berechnet
werden:

p(u2, r0−2∆r|u0, r0) =

+∞∫

−∞

p(u2, r0−2∆r|u1, r0−∆r)p(u1, r0−∆r|u0, r0)du1. (6.18)

Die Chapman–Kolmogorov–Gleichung (6.18) folgt direkt aus den Markoweigenschaf-
ten (4.2) [95]. Durch n–fache Iteration dieses Verfahrens erhält man die bedingte
Dichte p(u, r0− n∆r|u0, r0). Multiplikation mit p(u0, r0) und anschließende Integra-
tion nach u0 liefert schließlich auchdie Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r0 − n∆r).

Der in Abbildung 6.17 gezeigte Vergleich zwischen den numerischen Lösungen
der Fokker-Planck-Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r) und den ex-
perimentellen Daten belegt, dass die Fokker–Planck–Gleichung die Entwicklung von
p(u, r) in r in der Tat korrekt beschreibt. Das gilt auch für die bedingten Verteilun-
gen p(u, r|u0, r0), wie der Vergleich zwischen der numerischen Lösung der Fokker–
Planck–Gleichung (4.7) und der empirisch bestimmte Dichte für r = L/2 und r0 = L
in Abbildung 6.18 zeigt.

Um die in den Abbildungen 6.17 und 6.18 gezeigte Übereinstimmung zwischen
den Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung und den experimentell bestimmten Dich-
ten zu erreichen, mussten allerdings der lineare und quadratische Term in D(2) mo-
difiziert werden. Die letztendlich für die numerische Integration verwendeten Werte
sind:

γ0 = 0, 93 ,

γ1 = 0, 03 ,

κ0 = 0, 011 ,

ε0 = 0, 005 ,

α0 = 0, 058 ,
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Abbildung 6.17: Vergleich der numerischen Lösung der Fokker-Planck-Gleichung
(durchgezogene Linien) mit den aus den experimentellen Daten bestimmten Wahr-
scheinlichkeitsdichten p(u, r) für das Geschwindigkeitsinkrement u(r) (offene Sym-
bole) in linearer (a) und semilogarithmischer (b) Darstellung. Die Skalen r sind (in
(b) von oben nach unten): r = L, r = 0, 6L, r = 0, 35L, r = 0, 2L und r = 0, 1L ≈ λ.
Die Dichte auf der grössten Skala L wurde parametrisiert (durchbrochene Linie) und
als Anfangsbedingung für die Integration verwendet. Die Kurven in (b) wurden der
Übersichtlichkeit halber in vertikaler Richtung gegeneinander verschoben.

ρ0 = 0, 5 ,

δ0 = 0, 014 ,

β = 0, 06 . (6.19)

Bis auf δ0 und β sind diese Koeffizienten identisch mit den direkt aus den Daten be-
stimmten (vergleiche (6.17)). Sowohl der Driftkoeffizient D(1) als auch der konstante
Term α(r) in D(2) können also aus experimentellen Daten korrekt bestimmt werden.
Die Terme höherer Ordnung in D(2), δ0 bzw. β, werden allerdings stark überschätzt:
δ0 um etwa 17, β um 20 Prozent.

Es stellt sich nun die Frage, ob diese Abweichungen durch die Unzulänglichkei-
ten der zur Bestimmung der Koeffizienten D(k) verwendeten Methode erklärt werden
können, oder ob sie nicht doch ein Anzeichen dafür sind, dass die Annahme einer
Fokker–Planck–Gleichung unzulässig ist. Denkbar ist insbesondere, dass der Koeffi-
zient vierter Ordnung D(4) einen von Null verschiedenen Wert hat und die höheren
Terme der Kramers-Moyal-Entwicklung nicht verschwinden. In diesem Fall wird es
notwendig sein, die Koeffizienten D(1) und D(2) zu modifizieren, um die Statistik
des Geschwindigkeitsinkrements trotz nichtverschwindender Terme höherer Ordnung
noch durch eine (effektive) Fokker-Planck-Gleichung beschreiben zu können.
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Abbildung 6.18: Vergleich der numerischen Lösung der Fokker-Planck-Gleichung
für die bedingten Dichten p(u, r|u0, r0) mit den experimentellen Daten.
(a): Konturliniendarstellung von p(u, r|u0, r0) für r0 = L und r = L/2. Durchbroche-
ne Linien: numerische Lösung der Fokker-Planck-Gleichung, durchgezogene Linien:
experimentelle Daten.
(b) und (c): Schnitte durch p(u, r|u0, r0) für u = ±σ∞. Offene Symbole: experi-
mentelle Daten, durchgezogene Linien: numerische Lösungen der Fokker-Planck-
Gleichung.

Die zwischen den experimentell bestimmten und für die Numerik verwendeten
Koeffizienten beobachteten Abweichungen lassen sich allerdings zwanglos mit expe-
rimentellen Fehlern erklären. Abbildung 6.19 zeigt einen Vergleich des aus den Da-
ten bestimmten Diffusionskoeffizienten mit dem daran angefitteten Polynom zweiten
Grades nach (6.17) und dem für die numerische Iteration verwendeten Koeffizienten.
Für alle Geschwindigkeitsinkremente u sind die Abweichungen zwischen dem Fit an
die Daten und dem nach (6.19) berechneten Diffusionskoeffizienten klein im Vergleich
zu den Fehlern der experimentellen Werte. Zudem stimmt, bis auf einen kleinen Be-
reich um u = −σ∞, der nach (6.19) berechnete Koeffizient innerhalb der Fehler mit
den experimentellen Daten überein. Für sehr große Inkremente (|u| > 2σ∞) gibt
der nach (6.19) korrigierte Koeffizient die Messdaten sogar etwas besser wieder als
der Fit. Dieser Bereich enthält also trotz der großen Fehler noch Information über
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denn stochastichen Prozess, die durch den fehlergewichteten Least-Square-Fit nicht
vollständig erfasst wird.
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Abbildung 6.19: Der Diffusionskoeffizient D(2)(u, r) auf der Skala r = L/2. Die
Extrapolation der experimentellen Daten wurde mit Polynomen dritter (Kreise) und
vierter Ordnung (Quadrate) durchgeführt, die gepunktete Linie entspricht dem Mit-
telwert der fehlergewichteten Least-Square-Fits nach (6.17). Als durchgezogene Linie
ist der nach (6.19) berechnete Diffusionskoeffizient mit eingezeichnt. Die gezeigten
Fehler sind das Ergebnis der Extrapolation mit Polynomen dritten Grades; Polynome
vierten Grades liefern einen etwa um den Faktor vier grösseren Fehler.

Bei jeder numerischen Berechnung stellt sich die Frage nach der Zuverlässig-
keit des verwendeten Algorithmus und der mit ihm erhaltenen Ergebnisse. Um die
Zuverlässigkeit der hier verwendeten Methode zu testen, wurden die numerischen
Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung in zwei Spezialfällen mit analytischen Lösun-
gen verglichen.

Diesen beiden Spezialfällen ist gemeinsam, dass der Drifkoeffizient D(1)(u, r)
durch eine rein lineare Funktion in u approximiert werden muss: D(1)(u, r) = −γ(r)u.
Unter dieser Voraussetzung kann die Fokker-Planck-Gleichung zum einen für den
Fall eines in u konstanten Diffusionskoeffizienten gelöst werden, also für D(2)(u, r) =
α(r), zum anderen aber auch für den Fall eines in u quadratischen Koeffizienten
D(2)(u, r) = β(r)u2.

Im Fall eines in u konstanten Diffusionskoeffizienten wird, wie man sich durch
einsetzen leicht überzeugt, die Fokker-Planck-Gleichung durch eine Gaußverteilung
mit skalenabhängiger Standardabweichung σ(r) gelöst. Für den komplizierteren Fall
eines rein quadratischen Diffusionskoeffizienten wurde in [32] die folgende Lösung
angegeben (mit l = ln(L/r)):

p(u, l) =
ef(l)

√

4πh(l)

+∞∫

−∞

exp

(

−(ln u + g(l)− y)2

4h(l)

)

φ(ey)dy , (6.20)
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wobei φ die als Anfangsbedingung dienende Wahrscheinlichkeitsdichte des Geschwin-
digkeitsinkrements auf der größten Skala L ist und die Funktionen f(l), g(l) und
h(l) wie folgt definiert sind:

f(l) =

l∫

0

γ(l′) + 2β(l′)dl′ ,

g(l) =

l∫

0

γ(l′) + 3β(l′)dl′ ,

h(l) =

l∫

0

β(l′)dl′ . (6.21)

Gleichung (6.20) ist nichts anderes als die Castaing-Formel (3.57) mit lognormal-
verteiltem Multiplikator (siehe Kapitel 6.6.5).

Um die analytischen Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung in diesen beiden
Fällen mit der numerischen Lösung vergleichen zu können, wurde die Wahrschein-
lichkeitsdichte φ(u, r = L) auf der integralen Längenskala durch eine Gaußverteilung
gefittet. Für beide Spezialfälle wurde dann die Iteration bis hin zur Skala r = λ
durchgeführt, wobei die verwendeten Koeffizienten γ(r), α(r) und β(r) nach (6.16)
und (6.19) gewählt wurden. In Abbildung 6.20 ist der Vergleich zwischen den ana-
lytischen und numerischen Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung in beiden Fällen
für p(u, r = λ) gezeigt. Numerische und analytische Lösung der Fokker-Planck-
Gleichung stimmen jeweils gut überein. Dies belegt die Güte des hier zur numeri-
schen Lösung der Fokker–Planck–Gleichung verwendeten Verfahrens.

6.6 Zusammenfassung und Diskussion

6.6.1 Zusammenfassung

In den vorhergehenden Kapiteln konnte gezeigt werden, dass der mathematische
Formalismus der Markowprozesse erfolgreich auf die Analyse experimenteller Da-
ten angewandt werden kann. Innerhalb der experimentellen Genauigkeit konnten
die Markoweigenschaften für Skalen und Differenzen von Skalen größer als einer ele-
mentaren Schrittweite lmar verifiziert werden. Die sog. Markowlänge lmar ist für den
betrachteten Datensatz von der Größenordnung der Taylorlänge λ. Es ist darüber-
hinaus möglich, den Driftterm D(1) sowie den Diffusionskoeffizienten D(2) aus den
Daten abzuschätzen. Der Driftterm D(1) ist linear in u, D(2) quadratisch. Die Ergeb-
nisse für den Koeffizienten vierter Ordnung deuten darauf hin, dass er verschwindet
und sich die Kramers-Moyal-Entwicklung zur Fokker-Planck-Gleichung reduziert.
Der Vergleich zwischen den (numerischen) Lösungen der Fokker-Planck-Gleichungen
und den aus den Daten bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichten bestätigt die Rich-
tigkeit dieser Ergebnisse. Die Annahme, dass das Geschwindigkeitsinkrements einem
Markowprozess gehorcht, führt aus experimenteller Sicht zu einer widerspruchsfreien
und selbstkonistenten Beschreibung der Statistik von u(r). Diese Beschreibung ist
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Abbildung 6.20: Vergleich zwischen numerischen (offene Symbole) und analytischen
(durchgezogene Linien) Lösungen der Fokker–Planck–Gleichung für die Spezialfälle
D(2)(u, r) = α(r) (a) und D(2)(u, r) = β(r)u2 (b). In beiden Fällen wurde die Dichte
auf der Skala r = L durch eine Gaußverteilung angenähert und die numerische
Iteration bis zu den hier dargestellten Dichten auf der Skala r = λ durchgeführt.
Der Driftkoeffizient ist in beiden Fällen linear: D(1)(u, r) = −γ(r)u.

überdies vollständig: Aufgrund der Markoweigenschaften kann nach Gleichung (4.3)
jede beliebige N -Punkt Verteilung von u als Produkt der einfach bedingten Dichten
p(u, r|u0, r0) bestimmt werden.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Markowanalyse ist, dass sie es erlaubt,
die den stoachastischen Prozess beschreibenden Differentialgleichungen (Fokker–
Planck– bzw. Langevin–Gleichung) zu messen, ohne dass Modelle oder Annahmen
über die Physik des betrachteten Systems gemacht werden müssten. Die Ergebnisse
der Markowanalyse sind daher von hoher Aussagekraft für die theoretische Behand-
lung und Modellierung der voll entwickelten Turbulenz, vorausgesetzt es gelingt, sie
mit Vorhersagen gängiger Turbulenzmodelle in Verbindung zu setzen,

6.6.2 Skalierungseigenschaften und K62

Eine große Bedeutung kommt bei der Modellbildung nach wie vor den vermuteten
Skalierungseigenschaften der Strukturfunktionen zu, insbesondere der Theorie Kol-
mogorovs aus dem Jahr 1962 (siehe Kapitel 3.4). Die wichtigsten Ergebnisse dieses
Modells seien hier der Übersichtlichkeit halber nochmals zusammengefasst. Der Ska-
lierungshypothese zufolge sollten die Geschwindigkeitsstrukturfunktionen Sn

u (r) mit
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r skalieren:
Sn

u (r) = 〈u(r)n 〉 ∝ rζn , (6.22)

wobei die sog. Skalenexponenten ζn aufgrund der Intermittenzeffekte nichtlineare
Funktionen ihres Arguments n sind. Die Vorhersage des Lognormal-Modells von
Kolmogorovs (K62) für die Skalenexponenten ist:

ζn =
n

3
− µ

18
n(n− 3) . (6.23)

Der Intermittenzfaktor µ, für den das Modell keine Vorhersage macht, ergibt sich
aus Fits gemäß (6.23) an gemessene Werte von ζn zu µ = 0, 26± 0, 04 [6].

Die Annahme eines Skalenverhaltens nach Kolmogorov 1962 impliziert Bedin-
gugen an die Koeffizienten D(1) und D(2) der Fokker-Planck-Gleichung [37, 38]. Es
stellt sich heraus, dass das Lognormalmodell dem Fall entspricht, dass D(1) eine li-
neare und D(2) eine rein quadratische Funktion des Inkrements u ist, wobei beide
nicht von der Skala r abhängen:

D(1)(u) = − γ u

D(2)(u) = β u2 . (6.24)

In diesem (hypothetischen) Spezialfall reduziert sich die Gleichung (4.9) der Struk-
turfunktionen auf

r
∂

∂r
Sn

u(r) = nγ

+∞∫

−∞

unp(u, r)du − n(n− 1)β

+∞∫

−∞

unp(u, r)du

= n (γ − (n− 1)β)Sn
u (r) . (6.25)

Man überzeugt sich leicht, dass die Lösungen dieser Gleichung einfach Potenzgesetze
der Form Sn

u(r) ∝ rζn sind, wobei für die Skalenexponenten ζn gilt:

ζn = n ( γ − (n− 1)β ) . (6.26)

Die Skalenexponenten sind in diesem Fall also linear in n mit quadratischen Inter-
mittenzkorrekturen, in Übereinstimmung mit dem Lognormalmodell Kolmogorovs.
Ein Vergleich zwischen (6.26) und (6.23) lässt für γ und β die folgenden Zusam-
menhänge erwarten:

β =
µ

18
≈ 0, 014

γ =
1

3
+ 2β ≈ 0, 362 . (6.27)

Im Rahmen dieser Überlegungen ergibt sich eine recht plausible Deutung der Fokker–
Planck–Gleichung: Sie beschreibt einen stochastischen Prozess, dessen deterministi-
scher Anteil durch das K41–Modell erklärt wird. Die auf den Prozess wirkenden
stochastischen Einflüsse führen zu Korrekturen am einfachen Skalenverhalten nach
K41 und können direkt mit dem Intermittenzparameter µ in Verbindung gebracht
werden.
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Die in den vorhergehenden Kapiteln beschriebenen Ergebnisse der Markowana-
lyse stehen allerdings in Widerspruch zu diesem Bild, vergleiche Glg. (6.16) und
(6.17). Man findet experimentell sehr viel größere Werte für γ und β und im Fall
des Koeffizienten γ sogar einen zwar schwachen, aber dennoch signifikanten Anstieg
mit r. Es zeigt sich überdies, dass die tatsächliche Abhängigkeit des Diffusionskoef-
fizienten D(2) von u durch ein rein quadratisches Gesetz der Form D(2) = βu2 nicht
korrekt beschrieben wird, siehe Abbildung (6.12).

Die durch (6.16) gegebenen Ausdrücke für Drift- und Diffusionskoeffizient führen
zu Gleichungen für die Strukturfunktionen, die, wie man leicht nachrechnet, durch
einfache Potenzansätze nicht mehr gelöst werden. Hier besteht also ein eklatanter
Widerspruch zum Lognormalmodell Kolmogorovs, der wohl etabliertesten Theorie
zur voll entwickelten Turbulenz. Es stellt sich daher die Frage nach der Verlässlichkeit
der hier vorgestellten Methode und der Signifikanz ihrer Ergebnisse.

Es ist in diesem Zusammenhang interessant, an die Ergebnisse früherer Arbeiten
zu den Markoweigenschaften der turbulenten Kasakde zu erinnern. Die Vorhersage
(6.27) für γ und β wurden erstmals in [37] hergeleitet und in darauf folgenden
Arbeiten auch experimentell bestätigt [38, 72, 91, 90]. Zwar wurden auch in diesen
Arbeiten konstante und lineare Terme in D(2) gefunden, diese wurden jedoch als
kleine Korrekturen des

”
idealen“Verhaltens gedeutet.

Allen genannten früheren Arbeiten zur Markowanalyse ist gemeinsam, dass sie
die Existenz einer endlichen, von Null verschiedenen Schrittweite des stochastischen
Prozesses vernachlässigten. Die Existenz einer endlichen Schrittweite der Kasakde
wurde zwar bereits in [114] erstmals entdeckt, ihre Bedeutung für die Bestimmung
der Koeffizienten D(k)(u, r) wurde jedoch nicht erkannt. Stattdessen wurden die
Kramers–Moyal–Koeffizienten D(k)(u, r) entweder einfach durch M (k)(u, r, ∆rs) ab-
geschätzt, wobei ∆rs die kleinste experimentell zugängliche Skalendifferenz ist, oder
durch Extrapolation der bedingten Momente auf Skalen ∆r < lmar bestimmt (Ab-
bildung 6.6 lässt erkennen, dass eine Extrapolation in diesem Bereich tatsächlich auf
einen Wert von γ ≈ 1/3 führt).

In [90] konnte gezeigt werden, dass die Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung
mit den Koeffizienten (6.27) (mit kleinen Korrekturen durch α und δ) die gemessenen
Dichten p(u, r) richtig wiedergeben (es wurde dabei derselbe Datensatz verwendet,
der auch hier untersucht wird). Die Frage nach der korrekten Bestimmung von D(1)

und D(2) schien damit endgültig beantwortet.

Dass dem nicht so ist, erweist sich dann, wenn man die Fokker-Planck-Gleichung
für die bedingten Dichten p(u, r|u0, r0) betrachtet. Ein Vergleich der experimentell
bestimmten Verteilungen mit der numerischen Lösung der Fokker-Planck-Gleichung
(Abbildung 6.21) zeigt eindeutig, dass die durch (6.27) gegebenen Koeffizienten die
gemessenen bedingten Dichten nicht korrekt beschreiben und deswegen nicht rich-
tig sein können. Nur die durch die Gleichungen (6.16) und (6.17) gegebenen D(k)

beschreiben sowohl die Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) des Geschwindigkeitsin-
krements auf nur einer Skala als auch die bedingten Dichten p(u, r|u0, r0).

Es exisitieren also mehrere Möglichkeiten, die Statistik des Geschwindigkeitsin-
krements u(r) auf nur einer Skala zu beschreiben. Diese Mehrdeutigkeit verschwindet
jedoch, sobald man die bedingten Dichten p(u, r|u0, r0) betrachtet. Das bedeutet im
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Umkehrschluss, dass durch eine Untersuchung der Dichten p(u, r) bzw. der Struk-
turfunktionen Sn

u (r) keine eindeutige Beschreibung des stochastischen Prozesses für
u(r) gefunden werden kann. Erst durch die bedingten Dichten, d.h. durch die ge-
meinsamen statistischen Eigenschaften von Inkrementen auf verschiedenen Skalen,
ist der stochastischen Prozess eindeutig charakterisiert und vollständig beschrieben.
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Abbildung 6.21: Vergleich der numerischen Lösung der Fokker-Planck-Gleichung
für die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten mit den experimentellen Daten für die
durch Glg. (6.27) gegebenen Koeffizienten γ und β (Darstellung wie in Abbildung
6.18). In [90] wurde gezeigt, dass diese Koeffizienten die Dichte p(u, r) des Ge-
schwindigkeitsinkrements auf nur einer Skala korrekt beschreiben.

Aufgrund dieses Ergebnisses kann die Skalierungshypothese für den hier unter-
suchten Datensatz nicht mehr als eine erste Näherung sein. Das deckt sich durchaus
mit den in Kapitel 5 diskutierten Ergebnissen der klassischen Turbulenzanalysen die-
ses Datensatzes: Abbildung 5.5 lässt deutlich erkennen, dass das Leistungsspektrum
(und damit die Strukturfunktion zweiten Grades) nur in grober Näherung durch
ein Potenzgesetz beschrieben werden kann. Ein Grund hierfür könnte die relativ
niedrige Reynoldszahl der Messung sein, allerdings werden in der Literatur zuneh-
mend auch für höhere Reynoldszahlen Abweichungen vom Skalierungsverhalten der
Strukturfunktionen beobachtet [6, 103] (siehe auch Kapitel 3.5).
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Eine Ausnahme hiervon sollte die Strukturfunktion dritten Grades bilden, die
nach dem Kolmogorovschen 4/5-Gesetz (3.28) linear in r sein müsste. Die Ergebnisse
der hier vorgestellten Analysen sprechen zwar gegen ein allgemeines Skalenverhalten
der Strukturfunktionen, müssen deswegen aber nicht zwangsläufig im Widerspruch
zum 4/5-Gesetz stehen. Aus Gleichung (4.9) folgt aus der Annahme einer linearen
Abhängigkeit der Strukturfunktion dritten Grades von r lediglich eine Bedingung
an den Zusammenhang zwischen γ(r), δ(r), β(r) und der Strukturfunktion zweiten
Grades (siehe dazu auch Kapitel 7.5).

Es sei aber auch darauf hingewiesen, dass das 4/5-Gesetz neueren Untersuchun-
gen zufolge bei üblichen experimentellen Bedingungen nicht erfüllt ist [73]. Die
Gründe hierfür können neben den meist niedrigen Reynoldszahlen (die im Labor
üblicherweise Rλ = 1000 nicht übersteigen) experimentelle Unzulänglichkeiten sein.
Das betrifft zum einen die Hitzdrahtmesstechnik (siehe Kapitel 5), zum andern aber
auch ein prinzipielles Problem: Strömungen mit ausgezeichneter Hauptströmungs-
richtung sind nur im Laborsystem, nicht aber im mit der Strömung mitbewegten Ko-
ordinatensystem stationär [62] (das turbulente Geschwindigkeitsfeld baut sich erst in
einiger Entfernung von der Düse auf und zerfällt weiter stromabwärts auch wieder).
In [62] wurde gezeigt, dass im mitbewegten Koordinatensystem aufgrund dieser In-
stationarität in der Kolmogorov-Karman-Horvath-Gleichung (3.28) ein zusätzlicher
Term auftritt, der bei Transformation ins Laborsystem nicht verschwindet und dort
Abweichungen vom 4/5-Gesetz (3.29) verursacht.

Vor diesem Hintergrund verwundern die Widersprüche zwischen den Ergebnissen
der Markowanalyse und der Skalierungshypothese nicht. Im Vergleich zu herkömmli-
chen Analysemethoden wie insbesondere der im nächsten Kapitel diskutierten ESS,
ist die Markowanalyse aber ein äusserst sensibles Instrument zur Untersuchung sto-
chastischer Prozesse.

6.6.3 Die ESS

Die Anregung zu den im folgenden beschriebenen Überlegungen ging von Jean-
Francois Pinton (ENS Lyon) aus, dem dafür an dieser Stelle ausdrücklich gedankt
sei.

Die mittlwerweilen wohl am weitesten verbreitete Methode zur experimentellen
Bestimmung der Skalenexponenten ζn ist die extendend self-similarity nach Benzi,
siehe Kapitel 3.4.3. Die mathematische Definition (3.51) des relativen Skalenverhal-
tens kann auch in folgender Form geschrieben werden:

∂ ln Sn
u (r)

∂ ln r
=

ζn

ζp

∂ ln Sp
u(r)

∂ ln r
. (6.28)

Während das Skalierungsverhalten der einzelnen Strukturfunktionen in der Skala r
für experimentelle Daten durchaus angezweifelt werden kann (siehe Kapitel 5 und
6.6.2), ist das relative Skalenverhalten zweier Strukturfunktionen nach (6.28) expe-
rimentell über einen weiten Bereich von Skalen zu beobachten, siehe Abbildung 6.22.
Es stellt sich daher die Frage, wie diese tatsächlich beobachtete relative Skalierung
mit den Ergebnissen der Markowanalyse in Einklang zu bringen ist.
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Abbildung 6.22: Die logarithmischen Ableitungen DSn
u = ∂ ln (Sn

u(r)) /∂ ln r für n =
4 (Kreise) und n = 6 (Quadrate) als Funktion von DS2

u. Die log. Ableitungen sind,
der ESS-Eigenschaft (6.28) gemäss, direkt proportional zueinander (durchgezogene
Linien).

Dazu soll im Folgenden der etwas vereinfachte Spezialfall eines rein linearen
Driftkoeffizienten D(1) betrachtet werden:

D(1)(u, r) = − γ(r) u,

D(2)(u, r) = α(r) − δ(r) u + β(r) u2 . (6.29)

(Die in Kapitel 7 vorgestellten Ergebnisse deuten darauf hin, dass die Koeffizienten
D(k)(u, r) für hohen Reynoldszahlen in guter Näherung durch (6.29) beschrieben
werden.)

Mit diesen Koeffizienten folgt aus der allgemeinen Gleichung (4.9) für die Struk-
turfunktionen:

r
∂

∂r
Sn

u (r) = n (γ(r)− (n− 1)β(r))Sn
u (r) − α(r)n(n− 1)Sn−2

u (r)

+ δ(r)n(n− 1)Sn−1
u (r) . (6.30)

Division der Gleichung durch Sn
u (r) liefert mit der Definition µ̃ = γ(r)/β(r):

∂ lnSn
u (r)

∂ ln r
=

r ∂
∂r

Sn
u (r)

Sn
u(r)

=

= nγ (1− (n− 1)µ̃) − n(n− 1)α(r)
Sn−2

u

Sn
u

+ n(n− 1)δ(r)
Sn−1

u

Sn
u

. (6.31)
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Mit zwei der Gleichungen (6.31) – für die Strukturfunktionen n–ter und p–ter Ord-
nung – kann γ eliminiert werden. Eine einfache Umformung liefert dann:

∂ ln Sn
u (r)

∂ ln r
=

n (1− (n− 1)µ̃)

p (1− (p− 1)µ̃)

∂ ln Sp
u(r)

∂ ln r
(6.32)

+ nα(r)

{

1− (n− 1)µ̃

1− (p− 1)µ̃
(p− 1)

Sp−2
u

Sp
u
− (n− 1)

Sn−2
u

Sn
u

}

− nδ(r)

{

1− (n− 1)µ̃

1− (p− 1)µ̃
(p− 1)

Sp−1
u

Sp
u
− (n− 1)

Sn−1
u

Sn
u

}

.

Die ersten beiden Terme dieser Gleichung haben bereits die Form der Definition
(6.28) der ESS-Eigenschaft. Vernachlässigt man die beiden letzten Terme in (6.32),
so folgt aus einem Vergleich mit (6.28) für die relativen Skalenexponenten

ζn

ζp

=
n (1− (n− 1)µ̃)

p (1− (p− 1)µ̃)
. (6.33)

Setzt man den Skalenexponenten dritter Ordnung ζ3 wie üblich auf eins, folgt für
ζn:

ζn =
ζn

ζ3

=
n

3

1− (n− 1)µ̃

1− 2µ̃
. (6.34)

Wie auch im Lognormalmodell Kolmogorovs erhält man also einen Skalenexponen-
ten ζn, der quadratisch von seinem Argument n abhängt. Gleichsetzen von Gleichung
(6.34) mit dem von Kolmogorov vorhergesagten Verlauf (3.47) des Skalenexponen-
ten ζn liefert den Zusammenhang zwischen µ̃ und dem Intermittenzfaktor µ der
Kolmogorovschen Theorie:

µ =
6µ̃

1− 2µ̃
. (6.35)

Der Faktor µ̃ = β(r)/γ(r) ist, streng genommen, eine Funktion der Längenskala r.
In erster Näherung können β und γ jedoch als konstant angenommen werden (siehe
Abb. 6.9 und 6.14; man beachte in der Darstellung von γ den recht hohen offset),
und man erhält (mit β ≈ 0, 06 und γ ≈ 1, 2) für den Intermittenzfaktor µ einen Wert
von etwa 0, 33. Das liegt zwar in derselben Größenordnung wie der durch einen Fit
nach Gleichung (3.47) direkt bestimmte Wert von µ = 0, 23, die Abweichung von
über vierzig Prozent belegt aber, dass die gemachten Näherungen sehr grob sind.

Andererseits kann man aber feststellen, dass der mit Hilfe der ESS bestimmte
Intermittenzfaktor µ nur dann eine Aussagen über µ̃ erlaubt, wenn die oben ge-
machten Näherungen gültig sind 3. Man kann mit Hilfe der ESS also bestenfalls eine
Aussage über das Verhältnis µ̃ = β/γ der beiden Koeffizienten γ und β zueinander
machen, deren absoluten Wert oder den der Koeffizienten α oder δ jedoch nicht be-
stimmen. Die ESS macht demnach nur eine sehr eingeschränkte Aussage über den
dem Geschwindigkeitsinkrement zugrunde liegenden stochastischen Prozess.

3Die in Kapitel 7 vorgestellten Ergebnisse belegen, dass die Koeffizienten α und δ mit steigender
Reynoldszahl kleiner werden. Für sehr grosse Re ist daher zu erwarten, dass die beiden letzten
Terme in (6.32) in guter Näherung vernachlässigt werden können.



6.6. ZUSAMMENFASSUNG UND DISKUSSION 83

Die Aussage, dass die mit der ESS bestimmten relativen Skalenexponenten nur
eine Aussage über das Verhältnis von γ zu β machen, kann in Verbindung zu dem in
Kapitel 6.6.2 diskutierten Ergebnis gesehen werden, demzufolge es mehrere Möglich-
keiten gibt, die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements u(r) auf nur einer Skala zu
beschreiben. Diese Mehrdeutigkeit verschwindet, sobald man die bedingten Dichten
p(u, r|u0, r0) betrachtet; erst dadurch sind die Koeffizienten γ und β absolut festge-
legt.

6.6.4 Betragsmomente

Strukturfunktionen ungerader Ordnung sind, da sich bei ihnen Beiträge positiver
und negativer Geschwindigkeitsinkremente bei der Mittelung größtenteils gegen-
seitig aufheben, im Gegensatz zu den Momenten gerader Ordnung experimentell
schlecht definiert. Es ist deswegen eine weit verbreitete Praxis [6], zur Bestimmung
der Skalenexponenten anstelle der Strukturfunktionen die Momente T n

u (r) der Ab-
solutbeträge des Geschwindigkeitsinkrements zu verwenden:

T n
u (r) = 〈 |u(r)|n 〉 . (6.36)

Analog zur Herleitung der Gleichung für die Strukturfunktionen ist es nun möglich,
aus der Fokker-Planck-Gleichung eine Gleichung für die Betragsmomente T n

u (r) her-
zuleiten. Der Einfachheit halber sollen hierzu wieder die Koeffizienten D(1) und D(2)

nach Gleichung (6.29) verwendet werden.
Die Fokker-Planck-Gleichung für die Dichte p(u, r) lautet mit diesen Koeffizien-

ten:

− r
∂

∂r
p(u, r) =

∂

∂u
( γup(u, r) ) +

∂2

∂u2

(

(α− δu + βu2) p(u, r)
)

. (6.37)

Die Gleichung für p(−u, r) ergibt sich daraus zu:

− r
∂

∂r
p(−u, r) =

∂

∂u
( γup(−u, r) ) +

∂2

∂u2

(

(α + δu + βu2) p(−u, r)
)

. (6.38)

Die Gleichungen für p(u, r) und p(−u, r) unterscheiden sich aufgrund des linearen
Terms δ in D(2). Im allgemeinen führt jeder ungerade Term in D(2) und jeder gerade
Term in D(1) zu Unterschieden in diesen Gleichungen.

Die Strukturfunktionen Sn
u (r) und die Betragsmomente T n

u lassen sich für n ≥ 2
aus den Dichten p(u, r) einfach berechnen:

Sn
u (r) = 〈u(r)n〉 =

+∞∫

−∞

un p(u, r) du ,

T n
u (r) = 〈|u(r)|n〉 =

+∞∫

0

un ( p(u, r) + p(−u, r) ) du ,

tnu(r) =

+∞∫

0

un ( p(u, r) − p(−u, r) ) du . (6.39)
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Die Definition der Größen tnu(r) wird sich für den weiteren Verlauf der Rechnung als
vorteilhaft erweisen.

Einsetzen der Gleichungen (6.37) und (6.38) in (6.39) liefert die Gleichungen für
die Strukturfunktionen und die Betragsmomente:

r
∂

∂r
Sn

u(r) = n ( γ(r) − (n− 1)β(r) ) Sn
u (r)

− n(n− 1)α(r)Sn−2
u (r) + n(n− 1)δ(r)Sn−1

u (r) ,

r
∂

∂r
T n

u (r) = n ( γ(r) − (n− 1)β(r) ) T n
u (r)

− n(n− 1)α(r)T n−2
u (r) + n(n− 1)δ(r)tn−1

u (r) . (6.40)

Bei der Herleitung wurde angenommen, dass das Produkt unp(u, r) für u → ∞
gegen Null geht und dass die Steigung von p(u, r) für u = 0 stets endlich ist.

Betrachtet man die Gleichungen (6.40) für ungerade Ordnungen n, so fallen
erhebliche Unterschiede zwischen der Gleichung der Strukturfunktionen und der der
Betragsmomente auf. Diese Unterschiede stammen insbesondere vom linearen Term
δ in D(2). Dieser koppelt für ungerade n in die Gleichung für Sn

u das sehr große
Moment Sn−1

u ein, während in der Gleichung für die T n
u an dieser Stelle nur das im

Vergleich dazu kleine Moment tn−1
u auftritt. Ein weiterer Unterschied ergibt sich für

n = 3. In diesem Fall verschwindet das Moment S3−2
u = S1

u = 0 in der Gleichung
für S3

u, wohingegen das Betragsmoment T 1
u in der Gleichung für T 3

u einen endlichen
Wert hat. Da die allgemeine Gleichung für T n

u von T n−2
u abhängt, pflanzt sich diese

Differenz durch alle ungeraden Ordnungen fort.
Die Unterschiede zwischen den Strukturfunktionen und den Betragsmomenten

rühren also nicht nur vom linearen Term δ in D(2) her, wie ein erster Vergleich
der Gleichungen (6.37) und (6.37) für p(u, r) und p(−u, r) vielleicht vermuten lässt,
sondern auch vom konstante Term α des Diffusionskoeffizienten. Während δ eine
experimentell eher schlecht bestimmbare Größe ist (vergleiche Gleichungen (6.17)
und (6.19)), hat der konstante Term α einen relativen Fehler von nur vier Prozent.
Die hier diskutierten Unterschiede zwischen den Sn

u und den Betragsmomenten T n
u

sind daher signifikant und legen dringend nahe, bei der Verwendung von Betrags-
momenten anstelle der Strukturfunktionen deutlich mehr Vorsicht walten zu lassen
als derzeit üblich.

6.6.5 Multiplikative Kaskadenmodelle

In [1] wurde gezeigt, dass das Modell einer multiplikativen Kaskade nach Castaing
Markoweigenschaften impliziert und zu einer Fokker-Planck-Gleichung mit den fol-
genden Koeffizienten äquivalent ist:

D(1)(u, r) = − γ(r) u

D(2)(u, r) = β(r) u2 . (6.41)

In Übereinstimmung damit konnte in [32] gezeigt werden, dass die Lösung der
Fokker-Planck-Gleichung mit den Koeffizienten (6.41) der Castaing-Formel (3.57)
mit lognormal-verteiltem Multiplikator entspricht (siehe Kapitel 6.5).
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Im Widerspruch zum multiplikativen Kaskadenmodell steht nun allerdings der
in dieser Arbeit gefundene endliche Wert für α, dem konstanten Term in D(2). Da
das Castaing-Modell die beobachteten intermittenten Verteilungen recht erfolgreich
erklärt, ist auch hier die Signifikanz dieses speziellen Ergebnisses der Markowana-
lyse zu klären. So wurde in [1] darauf hingewiesen, dass α aus der Schätzung eines
Moments zweiter Ordnung (D(2)) stammt, das von Messfehlern und mangelhafter
Statistik der Messung weit stärker betroffen ist als das Moment erster Ordnung. Das
ist natürlich richtig. Ein Vergleich der Abbildungen 6.6 und 6.15 zeigt deutlich, dass
die Fehler der Koeffizienten mit höherer Ordnung stark anwachsen. Aus Abbildung
6.19 wird aber auch deutlich, dass die Fehler von D2 in der Nähe von u = 0 am
kleinsten sind. Der Koeffizient des Fitpolynoms der am besten, d.h. mit dem klein-
sten relativen Fehler, bestimmt werden kann, ist daher der der nullten Ordnung,
also α. Das experimentelle Ergebnis eines von Null verschiedenen Wertes für α ist
deswegen für den hier untersuchten Datensatz signifikant.

Das Modell einer rein multiplikativen Kaskade ist aber auch aus theoretischer
Sicht zu kritisieren. Die Langevin-Gleichung für die Evolution des Geschwindigkeit-
sinkrements u in r lautet mit den Koeffizienten (6.41):

− ∂

∂r
u(r) = −γ(r)

r
u(r) +

√

β(r)

r
u(r)Γ(r) . (6.42)

Dieser Gleichung zufolge bliebe eine Geschwindigkeitsinkrement, das, von der Rausch-
kraft Γ getrieben, einmal zufällig den Wert Null angenommen hat, für alle wei-
ter Skalen r konstant gleich Null. Dies widerspricht nicht nur der physikalischen
Anschauung, sondern auch experimentellen Ergebnissen. Ein zusätzlicher additiver
Rauschterm in (6.42), wie er durch den additiven Term α gegeben ist, sorgt in die-
sem Fall dafür, dass das Inkrement nach einem Nulldurchgang wieder endliche Werte
annimmt.

In [33] wurde kürzlich ein erweitertes Kaskadenmodell mit zusätzlichem additi-
ven Rauschen vorgeschlagen. Es konnte gezeigt werden, dass das erweiterte Modell
wesentlich besser mit den beobachteten Eigenschaften turbulenter Strömungen in
Einklang steht als das einfache multiplikative Kaskadenmodell. Insbesondere die
Vorhersage für die Strukturfunktionen ungerader Ordnung erweisen sich beim mul-
tiplikativen Kaskadenmodell ohne additives Rauschen als falsch.

Auch der lineare Term δ in D(2) spielt in diesem Zusammenhang eine wichtige
Rolle. Verschwindet er, so ist die Fokker-Planck-Gleichung (6.37) für p(u, r) sym-
metrisch in u → −u. Eine anfangs symmetrische Wahrscheinlichkeitsdichte p(u, r),
die sich dieser Gleichung folgend in r entwickelt, bleibt daher für alle Skalen r sym-
metrisch. Dies ist aber genau der Fall, von dem in der Turbulenz üblicherweise
ausgegangen wird: man nimmt gemeinhin an, dass die Geschwindigkeitsinkremente
auf grossen Skalen Gaußverteilt sind. Die Evolutionsgleichung der Dichten kann in
diesem Fall aber nicht symmetrisch sein, da dann die ungeraden Momente des Inkre-
ments verschwinden würden, was dem 4/5-Gesetz widersprechen würde. Der lineare
Term δ in D(2) muss daher zwingend ungleich Null sein. Nur dieser ungerade Term
in D(2) kann im Verlauf der Kaskade für den Aufbau ungerader Momente sorgen.
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6.6.6 Weiterführende Ansätze

Die Markowanalyse liefert auch über die in Kapitel 3.6 vorgestellten Theorien inter-
essante neue Einsichten.

So wurde etwa in [31] gezeigt, dass die Annahme eines Markowprozesses für
das Geschwindigkeitsinkrement mit den von V. L’vov diskutierten [65] fusion ru-
les vereinbar ist. Das in der vorliegenden Arbeit gefundene Resultat einer von Null
verschiedenen Markowlänge lmar könnte für die Theorie der fusion rules aber eine
zusätzliche wichtige Information liefern: In [15] konnten die Vorhersagen der Theorie
für das Verhalten der Mehrpunktkorrelationsfunktionen experimentell weitgehend
bestätigt werden. Abweichungen von den Vorhersagen der fusion rules findet man
allerdings für den Fall, dass die Differenz zweier Skalen, die selbst innerhalb des Iner-
tialbereichs liegen, im Dissipationsbereich liegt. Diese Abweichungen deuten darauf
hin, dass der Effekt einer endlichen Markowlänge auch für die fusion rules bei Skalen
innerhalb des Inertialbereichs von Bedeutung ist.

Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang, dass die Theorie der fusion ru-
les durchaus Aussagen für den Fall macht, dass alle betrachteten Skalen innerhalb
des Dissipationsbereichs liegen [66]. Die Vorhersagen für das Verhalten der Mehr-
punktkorrelationen unterscheiden sich in diesem Fall deutlich von denen, die man
erhält, wenn alle beteiligten Skalen im Inertialbereich liegen und konnten experi-
mentell auch bestätigt werden [36]. Die Existenz einer endlichen Markowlänge sowie
die oben erwähnten, in [15] gefundenen, experimentellen Abweichungen deuten al-
lerdings darauf hin, dass der Effekt der Dissipation nicht nur für die Skalen selbst,
sondern auch bei Differenzen von Skalen von Bedeutung ist.

Auch zwischen dem feldtheoretischen Zugang nach Yakhot und der Markowana-
lyse finden sich Zusammenhänge [30, 31]. Es konnte gezeigt werden, dass die in [113]
abgeleitete Differentialgleichung für p(u, r), Gleichung (3.59), zu einer Kramers–
Moyal–Entwicklung für p(u, r) äquivalent ist. Die entsprechenden dimensionsbehaf-
teten Kramers–Moyal–Koeffizienten, die zur vorläufigen Unterscheidung mit d(k)(U, r)
bezeichnet seien, ergeben sich zu [31]:

d(k)(U, r) = akU
k + bk(r)U

k−1. (6.43)

Hierbei ist U wiederum das dimensionsbehaftete, also nicht durch σ∞ dividierte,
Geschwindigkeitsinkrement. Die Faktoren ak und bk berechnen sich gemäß

ak = (−1)k A

(B + 1)(B + 2) . . . (B + k)
,

bk(r) = (−1)k−1 r

L

σ

(B + 2)(B + 3) . . . (B + k)
, (6.44)

wobei b1 gleich Null ist [31] und zwischen den Grössen A und B der Zusammenhang
A = (B+3)/3 gilt (siehe Kapitel 3.6). In [31] wurde ausserdem abgeschätzt, dass die
Entwicklungskoeffizienten der Ordnung drei und höher keinen wesentlichen Einfluss
mehr haben und sich die Dichte p(U, r) daher in guter Näherung durch eine Fokker–
Planck–Gleichung beschreiben lassen. Mit dem in [113] angegebenen Wert von B ≈
20 ergibt sich damit in der dimensionslosen Variable u = U/σ∞ = U/(

√
2σ) für
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p(u, r) eine Fokker–Planck–Gleichung mit den Koeffizienten

D(1)(u, r) = −γu,

γ =
B + 3

3(B + 1)
≈ 0, 366,

D(2)(u, r) = β(r)u2 − δ(r)u,

β =
(B + 3)

3(B + 1)(B + 2)
≈ 0, 017,

δ(r) =
1√

2(B + 2)

r

L
=

1√
2(B + 2)

λ

L

r

λ
≈ 0, 032

λ

L

r

λ
. (6.45)

(Zur Umrechnung der Fokker–Planck–Gleichung für p(U, r) in die entsprechende
Gleichung für p(u, r) müssen wegen ∂U = σ∞∂u die Koeffizienten d(k) jeweils durch
σk
∞ geteilt werden. Die Transformation der Dichte p(U, r) gemäss Gleichung (3.10)

muss auf beiden Seiten der Gleichung vorgenommen werden und hat deswegen keinen
weiteren Einfluss auf die Koeffizienten D(k).)

In Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen ergeben sich für Drift–
und Diffusionskoeffizient lineare bzw. quadratische Abhängigkeiten vom Geschwin-
digkeitsinkrement u. Im Gegensatz zum Experiment weist der Diffusionskoeffizient
in (6.45) allerdings keinen konstanten Term auf, was dazu führt, dass D(2) für be-
stimmte Werte des Geschwindigkeitsinkrements negativ wird. An diesem Punkt wird
die Theorie auf dem Hintergrund der Markowprozesse inkonsistent, da den Defini-
tionen (4.6) und (4.5) zufolge D(2) eine positive Grösse sein muss.

Abweichungen zwischen Theorie und Experiment finden sich auch in den nume-
rischen Werten für γ, δ und β. Mit einem Wert von ca. 0, 366 entspricht das theo-
retische Ergebnisse für γ zwar recht genau dem nach der Kolmogorovschen Theorie
zu erwartenden Wert von 0, 362, siehe Gleichung (6.27), liegt jedoch deutlich unter
den experimentell gefundenen Werten (6.19) um eins. Auch der quadratische Koef-
fizient β liegt mit β ≈ 0, 017 deutlich unter dem experimentell gefundenen Wert von
β ≈ 0, 06, stimmt aber widerum gut mit dem nach K62 zu erwartenden Wert von
0,014 überein (siehe Gleichung (6.27)).

Die theoretischen Vorhersagen der Yakhotschen Theorie erweisen sich damit,
zumindest was den linearen Term in D(1) und den quadratischen Term in D(2) be-
trifft, als identisch mit denen des Kolmogorovschen Lognormalmodells. Das bedeutet
allerdings auch, wie in Kapitel 6.6.2 gezeigt, dass die Theorie die bedingten Wahr-
scheinlichkeitsdichten des Geschwindigkeitsinkrements nicht korrekt beschreibt. Die-
se Diskrepanzen verwundern andererseits aber auch nicht, da die Theorie Yakhots
allenfalls für den Fall unendlich hoher Reynoldszahlen gültig ist [113]. Im Vorgriff
auf Kapitel 7 sei an dieser Stelle aber bereits erwähnt, dass die Koeffizienten γ und
β auch bei sehr hohen Reynoldszahlen nicht die nach Gleichung (6.45) bzw. (6.27)
zu erwartenden Werte annehmen.

Ein bedeutendes Ergebnis dieser Theorie ist es allerdings, dass das Auftreten
des linearen Terms δ(r) im Diffusionskoeffizienten erklärt und auf den Einfluss der
äusseren, die Kaskade treibenden Kräfte, zurückgeführt werden kann. Bemerkens-
wert ist ausserdem, dass sich in Übereinstimmung mit dem Experiment eine lineare
Abhängigkeit des linearen Terms von der Skala r ergibt, δ(r) = δ0r/λ. Differenzen
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ergeben sich allerdings auch hier in den numerischen Werten: Für den hier unter-
suchten Datensatz mit λ/L ≈ 0, 1 erhält man aus der Theorie gemäss Gleichung
(6.45) für δ0 einen Wert von δ0 ≈ 0, 003, der experimentell gefundene Wert dagegen
liegt bei δ0 = 0, 014 (siehe Gleichung (6.19)).

Abschliessend sei noch bemerkt, dass die Theorie Yakhots, obwohl sie nur für den
Spezialfall unendlich hoher Reynoldszahlen gilt, in der Darstellung (6.45) über das
Verhältnis λ/L eine Reynoldszahlabhängigkeit des linearen Terms δ enthält. Dem
Kaskadenmodell der Turbulenz zufolge sollte das Verhältnis λ/L mit Re−1/2 skalie-
ren [85, 108]. Gibt man die Skala r in Einheiten der Taylorlänge λ an, müsste man
demnach also erwarten können, dass der Faktor δ0 mit der Wurzel der Reynolds-
zahl abnimmt. Wiederum im Vorgriff auf Kapitel 7 sein erwähnt, dass experimentell
tatsächlich eine Abnahme von δ0 mit der Reynoldszahl beobachtet wird, allerdings
lässt sich der beobachtete Abfall besser mit einem Skalenexponenten von −3/8 be-
schreiben: δ0 ∝ Re−3/8.

Auch zu dem in Kapitel 3.6 diskutierten thermodynamischen Ansatz kann eine
Verbindung gefunden werden. Die Anwendung dieses verallgemeinerten thermody-
namischen Ansatzes von Tsallis auf die Turbulenz führt zu folgender Vorhersage für
die Wahrscheinlichkeitsdichten des Geschwindigkeitsinkrements:

p(u, r) =
m1

(1 + m2u2)k(r)
. (6.46)

Die beiden (skalenabhängigen) Koeffizienten m1 und m2 sind durch die Normierungs-
bedingung für p(u, r) und die Standardabweichung des Geschwindigkeitsinkrements
u(r) gegeben, der Skalenexponent k(r) berechnet sich zu:

k(r) = 1 + log2

r

η
. (6.47)

Eine Erweiterung dieses Konzeptes auf asymmetrische Verteilungen wurde zwar
ebenfalls vorgeschlagen [12], der Einfachheit halber beschränkt sich die folgende
Diskussion aber auf den Fall symmetrischer Verteilungen. Um einen wenigstens
qualitativen Vergleich mit dem Experiment durchführen zu können, soll hier die
symmetrisierte Dichte p± betrachtet werden:

p±(u, r) =
1

2
(p(u, r) + p(−u, r)) . (6.48)

In Abbildung 6.23 ist diese symmetrisierte Dichte auf die Skala r = 2, 25lmar darge-
stellt. Der ebenfalls mit eingezeichnete Fit belegt, dass sich die Daten tatsächlich in
guter Näherung durch eine Verteilung der Form (6.46) beschreiben lassen. Für den
Skalenexponenten k liefert der Fit einen Wert von:

kFit(r = 2, 25lmar) = 7, 5. (6.49)

Dieser Wert stimmt recht gut mit dem nach Gleichung (6.47) berechneten Wert
überein:

kTsallis(r = 2, 25lmar) = 1 + log2

2, 25lmar

η
≈ 1 + log2

2λ

0, 038λ
= 6, 7. (6.50)
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Abbildung 6.23: Die in Gleichung (6.48) definierte symmetrisierte Wahrscheinlich-
keitsdichte p±(u, r) auf der Skala r = 2, 25lmar als Funktion des Geschwindigkeit-
sinkrements (offene Kreise). Die durchgezogene Linier gibt einen Fit an die Daten
gemäss Gleichung (6.46) wider, als durchbrochene Linie ist ein Fit dieser Art mit
k = kstat = 9, 3 dargestellt.

Der oben angesprochene Zusammenhang zur Markowanalyse ergibt sich für den
Fall einer stationären Fokker–Planck–Gleichung. Für den Fall, dass die Evolution
der Wahrscheinlichkeitsdichten p(u, r) in r als stationär angenommen werden kann,
d.h. falls

∂

∂r
p(u, r) ≈ 0, (6.51)

lautet die Lösung der Fokker–Planck–Gleichung (4.8) einfach [95]:

p(u, r) =
N(r)

D(2)(u, r)
exp

{
∫

D(1)(u′, r)

D(2)(u′, r)
du′
}

, (6.52)

wobei sich N(r) durch die Normierungsbedingung (3.3) an p(u, r) festgelegt ist.
Vernachlässigt man die Terme der Ordnung 2 und höher in D(1) und ausserdem

auch den linearen Term in D(2), so kann die stationäre Lösung für den Fall der
Turbulenz leicht berechnet werden. Mit den Koeffizienten

D(1)(u, r) = −γ(r)u,

D(2)(u, r) = α(r) + β(r)u2 (6.53)

lautet sie:

p(u, r) =
N(r)

(

1 + β
α
u2
)1+ γ

2β

. (6.54)

Die stationäre Lösung der Fokker–Planck–Gleichung entspricht damit exakt der aus
der Tsallis–Statistik hergleiteten Vorhersage (6.46) mit k(r) = 1 + γ(r)

2β(r)
. Mit den
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für γ und β gefundenen Werte (6.19) erhält man für k(r = 2, 25lmar) allerdings den
Wert:

kstat(r = 2, 25lmar) = 1 +
γ(r = 2, 25lmar)

2β(r = 2, 25lmar)
≈ 9, 3. (6.55)

Dieser Wert liegt zwar deutlich höher als der theoretische Wert (6.50) und auch als
der aus dem Fit erhaltene (6.49), stimmt aber immerhin in seiner Grössenordnung
gut mit diesen beiden Werten überein. Bemerkenswert ist ausserdem, dass man die
in Abbildung 6.46 gezeigten Daten für u > σ∞ in sehr guter Näherung auch durch
einen Fit der Form (6.46) beschreiben kann, wenn man den Exponenten k auf den
Wert k = kstat = 9, 3 fixiert.

In erster Näherung liefern die stationäre Lösung der Fokker–Planck–Gleichung
und der verallgemeinerte thermodynamische Ansatz nach Tsallis also äquivalente
Beschreibungen der (symmetrisierten) Wahrscheinlichkeitsdichten des Geschwindig-
keitsinkrements. Eine physikalische Interpretation der Annahme, dass das turbulente
Geschwindigkeitsfeld die verallgemeinerte Entropie Sq maximiert (und das ausser-
dem mit einem skalenabhängigen Wert für q) konnte allerdings auch in [12, 5] noch
nicht gegeben werden.

Im Sinne eines Ausblicks sei abschliessend noch der von G. Pedrizzetti und E. A.
Novikov verfolgte Ansatz der Markowmodellierung erwähnt [80, 81]. Hierbei wird
explizit davon ausgegangen, dass das turbulente Geschwindigkeitsfeld Markowei-
genschaften aufweist und sich die relative Geschwindigkeit zweier mit der Strömung
mitbewegter Teilchen durch eine Langevin–Gleichung beschreiben lässt. Die Ter-
me dieser Langevin–Gleichung wurden in [80, 81] modelliert, wobei sich bereits aus
der Bedingung der Inkompressibilität, dem Kolmogorovschen 4/5–Gesetz und den
experimentellen Ergebnissen für die Strukturfunktion zweiten Grades starke Ein-
schränkungen für die möglichen Modellgleichungen ergeben.

Die aus diesem Ansatz letztlich resultierende Modellgleichung für die Wahr-
scheinlichkeitsdichten des Geschwindigkeitsinkrements kann zum jetzigen Zeitpunkt
allerdings noch nicht mit den Ergebnissen der Markowanalyse verglichen werden. Das
Modell von Novikov und Pedrizzetti geht explizit davon aus, dass das turbulente Ge-
schwindigkeitsfeld nur durch eine zweidimensionale Gleichung für die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsdichte von longitudinalem und transversalem Geschwindigkeit-
sinkrement korrekt beschrieben werden kann. Eine auf mehrdimensionale Zufallsva-
riablen verallgemeinerte Markowanalyse ist zwar möglich (siehe dazu auch Kapitel
8) und wurde für longitudinales und transversales Inkrement auch bereits begon-
nen [10], konnte aber aufgrund ihrer Komplexität noch nicht bis in alle Details
ausgeführt werden. Es deutet sich aber an, dass auch in diesem Fall die Markowei-
genschaften erst für Längenskalen oberhalb der Taylorschen Skala erfüllt sind, was
auch den Gültigkeitsbereich eines Markowmodells der Turbulenz auf diesen Bereich
von Skalen einschränkt.



Kapitel 7

Der Übergang zu hohen
Reynoldszahlen

7.1 Motivation

Bei weitem die meisten der aktuell diskutierten Turbulenzmodelle basieren auf der
Annahme, dass die turbulente Kaskade universelle Eigenschaften zeigt: Für Ska-
len innerhalb des Inertialbereichs wird die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements
als unabhängig von den konkreten Randbedingungen, der Viskosität und auch der
Reynoldszahl angenommen. Die Reynoldszahl definiert über das Verhältnis L/η bzw.
L/λ lediglich den Bereich von Skalen, in dem das Kaskadenmodell gültig ist [85, 41].

Diese Annahme hat, neben ihrer starken physikalischen Aussage, eine beträchtli-
che Bedeutung in numerischen Verfahren zur Simulation der Navier–Stokes–Gleich-
ung gewonnen, hier insbesondere bei der large eddy simulation (siehe Kapitel 2). Bei
diesem Verfahren müssen die Einflüsse der turbulenten Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen auf Skalen kleiner als der Breite des Filters modelliert werden. Eine wesentliche
Annahme bei den meisten der dazu vorgeschlagenen Modelle ist die der Universalität
der turbulenten Kaskade.

Experimentellen Untersuchungen zu der vermuteten Universalität der Kaskade
kommt daher neben der physikalischen Fragestellung auch eine grosse praktische
Bedeutung zu. Frühere Untersuchungen zu den Skalenexponenten der Strukturfunk-
tionen haben, in Übereinstimmung mit der Hypothese der Universalität, eine nur
sehr schwache Abhängigkeit der ζn von der Reynoldszahl und dem konkreten expe-
rimentellen System gefunden [6, 4]. Im Widerspruch dazu stehen allerdings die in
[54] und [68] vorgestellten Ergebnisse einer Analyse der Turbulenz im Rahmen des
multiplikativen Kaskadenmodells von Castaing. Es zeigt sich hier, dass die die Inter-
mittenz beschreibenden Parameter wie etwa der Formparameter λ2(r) eine starke
Abhängigkeit von der Reynoldszahl aufweisen.

Alle oben diskutierten experimentellen Ergebnisse beruhen allerdings auf Annah-
men (dem Skalenverhalten bzw. der multiplikativen Kasakde) und haben daher nur
begrenzte Aussagekraft. Die Markowanalyse bietet hier die Möglichkeit von Modell-
annahmen unabhängige Aussagen über eine eventuelle Reynoldszahlabhängigkeit
des stochastischen Prozesses für das Geschwindigkeitsinkrement zu machen und so
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zu gesicherten Erkenntnissen über die vermutete Universalität der turbulenten Kas-
kade zu kommen.

7.2 Verwendete Daten

Die im Oldenburger Freistrahl maximal erreichbare Reynoldszahl beträgt aufgrund
der Geometrie des Versuchsaufbaus und der Eigenschaften des verwendeten Fluids
(Luft) etwa 3 ·104 (siehe Kapitel 5). Um höhere Reynoldszahlen zu erreichen, müsste
entweder der Durchmesser der Düse oder die Austrittsgeschwindigkeit des Strahls
an der Düse erhöht werden. Ein grösserer Düsendurchmesser verbietet sich, weil die
Breite des Freistrahls entsprechend zunehmen und der Strahl dann mit den Wänden
des Versuchsaufbaus wechselwirken würde. Auch eine Erhöhung des Durchflusses
kommt nicht in Frage, da ansonsten die Austrittsgeschwindigkeit an der Düse nicht
mehr als klein gegen die Schallgeschwindigkeit angenommen werden darf und da-
mit die Inkompressibilität des Fluids nicht mehr gewährleistet ist (diese Bedingung
beschränkt die Geschwindigkeit an der Düse auf maximal etwa 40m/s).

Zur Untersuchung der Markoweigenschaften von turbulenten Strömungen bei
sehr hohen Reynoldszahlen wurden daher auch Daten eines anderen Experiments
herangezogen. Diese Daten wurden uns dankenswerterweise von Olivier Chanal aus
der Arbeitsgruppe um Benoit Chabaud von der Universität Grenoble überlassen und
stammen aus einem Freistrahlexperiment in gasförmigem Helium bei Temperaturen
um 4K. Die Viskosität von Helium ist sehr klein, so dass selbst in Laborexperimenten
geringer Grösse Reynoldszahlen von etwa 106 erreicht werden können. Die gewählte
Temperatur von 4K liegt ausserdem in der Nähe des kritischen Punktes von Heli-
um. Die Viskosität ist in diesem Bereich stark druckabhängig, was es erlaubt, die
Reynoldszahl über einen sehr weiten Bereich zu variieren.

Die hier verwendeten Grenobler Daten wurden mit einer Düse des Durchmes-
sers D = 2mm in einer vertikalen Entfernung von 40D von der Düse gemessen.
Die Reynoldszahlen der verschiedenen Messungen variieren zwischen 8, 5 · 103 und
7, 6 ·105, was Taylor–Reynoldszahlen zwischen 85 und 1180 entspricht. Eine ausführ-
liche Beschreibung des Versuchsaufbaus, der Messtechnik sowie eine eingehende Cha-
rakterisierung der Daten findet sich in der Dissertation von O. Chanal [27] und in
[28]. Hier soll im Folgenden nur ein kurze Zusammenfassung der wichtigsten Cha-
rakteristika der Daten gegeben werden.

Abbildung 7.1 zeigt die Wellenzahlspektren einiger der im Grenobler Experiment
gemessenen Datensätze. Mit steigender Reynoldszahl zeigt sich ein immer stärker
ausgeprägter Bereich, in dem das Spektrum dem von Kolmogorov postulierten Po-
tenzverhalten ∝ k−5/3 folgt.

Ein weiteres Kriterium für die Güte einer Messreihe ist die Abhängigkeit der cha-
rakteristischen Längenskalen L, λ und η von der Reynoldszahl. Für diese Abhängig-
keiten folgen aus dem Kaskadenmodell der Turbulenz einfache Vorhersagen, die in
früheren Experimenten bereits verifiziert werden konnten [64, 41, 85].

Für das Verhältnis der integralen Skala L zur Kolmogorovschen Dissipationslänge
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Abbildung 7.1: Die Wellenzahlspektren einiger im Grenobler Freistrahl gemessenen
Datensätze. Die Taylor-Reynoldszahlen betragen (von unten nach oben): Rλ = 85,
283, 463, 703 und 1181. Die durchgezogenen Linien sind die nach Kolmogorov zu er-
wartenden Potenzgesetze mit dem Exponenten −5/3. Die Kurven wurden der Über-
sichtlichkeit halber in vertikaler Richtung gegeneinander verschoben.

η etwa erhält man [85]:
L

η
∝ Re3/4 , (7.1)

während die Taylorsche Skala λ mit einem Exponenten von 1/2 skalieren sollte:

L

λ
∝ Re1/2 . (7.2)

Wie in Abbildung 7.2 gezeigt, stimmen sowohl die im Oldenburger Freistrahl gemes-
senen Daten als auch die des Grenobler Helium-Experiments gut mit den Vorhersa-
gen (7.1) und (7.2) des Kaskadenmodells überein. Denselben Überlegungen zufolge
sollte sich auch die Taylor–Reynoldszahl Rλ als Funktion der Reynoldszahl wie das
Verhältnis L/λ verhalten, d.h. Rλ sollte proportional zur Wurzel der Reynoldszahl
sein (dieser Zusammenhang folgt direkt aus (7.2), wenn man annimmt, dass die äus-
sere Längenskala, die in die Definition der Reynoldszahl eingeht, von der Grössenord-
nung der integralen Längenskala L ist und der Turbulenzgrad für einen gegebenen
experimentellen Aufbau konstant ist). Abbildung 7.3 belegt, dass das für die hier
untersuchten Datensätze tatsächlich der Fall ist; für die Proportionalitätskonstante
c zwischen Rλ und

√
Re liefert ein Fit an die Daten einen Wert von c = 1, 35±0, 02.
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Abbildung 7.2: Die charakteristischen Längenskalen der verwendeten Datensätze als
Funktion der Reynoldszahl. Daten aus dem Grenobler Helium-Freistrahl sind durch
Quadrate gekennzeichnet, die im Oldenburger Experiment gemessenen durch Kreise.
(a): Das Verhältnis der integralen Skala L zur Kolmogorovschen Dissipationslänge
η im Vergleich zu dem nach Gleichung (7.1) zu erwartenden Verlauf ∝ Re3/4 (ge-
punktete Linie).
(b): Das Verhältnis L/λ als Funktion der Reynoldszahl im Verlgeich zur Vorhersage
(7.2) des Kaskadenmodells (gepunktete Linie).
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Abbildung 7.3: Die Taylor-Reynoldszahl Rλ als Funktion der Reynoldszahl Re so-
wohl für die Oldenburger (Kreise) als auch für die Grenobler Daten (Quadrate). Rλ

skaliert mit der Wurzel der Reynoldszahl: Rλ = c
√

Re, wobei ein Fit an die Daten
(durchbrochene Linie) für c einen Wert von c = 1, 35± 0, 02 ergibt.
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7.3 Die Markowlänge

Der erste Schritt der Markowanalyse besteht in der Überprüfung der Markoweigen-
schaften bzw. in der Bestimmung der Markowlänge lmar. Von Interesse ist hierbei
insbesondere, ob sich die Markowlänge als identisch mit der Taylorschen Länge her-
ausstellt, oder ob die Übereinstimmung zwischen beiden Skalen, die in Kapitel 6 für
den Datensatz bei Rλ = 190 gefunden wurde, Zufall ist.

Zur Bestimmung derMarkoweigenschaften wurden die in Kapitel 6.2 beschrie-
benen Methoden verwendet, die die Markowlänge aus dem Abfall des normierten
Erwartungswertes 〈t〉 (r1, ∆r) bestimmen. 〈t〉 zeigt auch für hohe Reynoldszahlen
das aus Kapitel 6.2 bekannte Verhalten, d.h. für kleine ∆r Werte weit oberhalb

von
√

2/π und einen Abfall auf diesen Wert für Skalen in der Grössenordnung der

Taylorschen Skala λ (siehe Abbildung 7.4).
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Abbildung 7.4: Der Erwartungswert < t > als Funktion von ∆r auf den Skalen
r1 = λ (Kreise), r1 = L/2 (Quadrate) und r1 = L (Dreiecke) für die Messung bei
Rλ = 1181.

Die in Kapitel 6.2 beschriebenen drei verschiedenen Methoden zur Bestimmung
der Markowlänge aus dem Erwartungswert 〈t〉 wurden für jede Reynoldszahl auf
jeweils drei Basislängen r1 angewendet (r1 = λ, L/2 und L). Die somit erhalte-
nen insgesamt neun Schätzwerte für lmar definieren einen Mittelwert und, über ihre
Extrema, den Fehler der Markowlänge für die jeweilige Messung.

Abbildung 7.5 zeigt die so bestimmte Markowlänge im Verhältnis zur Taylorschen
Skala als Funktion der Reynoldszahl. Über den gesamten Bereich von Reynolds-
zahlen liegt dieses Verhältnis in der Grössenordnung von eins, was dafür spricht,
dass Markow- und Taylorlänge im wesentlichen identisch sind. Allerdings beobach-
tet man einen leichten Abfall von Werten um eins bei Re ≈ 104 auf Werte um 0, 7 ab
Reynoldszahlen von 105. Im Intervall 105 ≤ Re ≤ 106 nimmt das Verhältnis lmar/λ
dann andererseits einen konstanten Wert von etwa 0, 7 an.
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Abbildung 7.5: Das Verhältnis von Markow- zu Taylorlänge als Funktion der
Reynoldszahl für Messreihen aus dem Oldenburger (Kreise) und dem Grenobler
Freistrahlexperiment (Quadrate). Die Daten können sowohl durch ein Potenzgesetz
(durchbrochene Linie) als auch durch einen Abfall auf einen konstanten Wert gemäss
lmar/λ = 1/2 + cRe−1/4 gefittet werden (gepunktete Linie). Im letzten Fall beträgt
die quadratische Abweichung χ2 etwa 1, 7, während man für das Potenzgesetz einen
Wert von χ2 = 1, 9 erhält.

Ob das Verhältnis lmar/λ im Limes Re →∞ gegen einen konstanten Wert kon-
vergiert oder ob sich der für kleine Reynoldszahlen beobachtete Abfall zu grossen Re
hin (eventuell verlangsamt) fortsetzt, kann aufgrund der bisher vorliegenden Daten
und ihrer recht grossen Fehler allerdings nicht abschliessend beantwortet werden.
Dass das Verhältnis lmar/λ im gesamten Bereich 105 ≤ Re ≤ 106 keine systema-
tische Abhängigkeit von der Reynoldszahl zeigt ist allerdings ein starker Hinweis
darauf, dass beide Skalen bei hohen Reynoldszahlen bis auf einen konstanten Faktor
identisch sind.

Interessant ist in diesem Zusammenhang auch, dass die Daten in Abbildung 7.5
über den gesamten Bereich von Reynoldszahlen in guter Näherung durch eine Funk-
tion der Form lmar/λ = 1/2+ cRe−1/4 gefittet werden können. Dieser Fit beschreibt
mit einer quadratischen Abweichung von χ2 = 1, 7 die Daten besser als ein Fit der
Form lmar/λ = cRen (in diesem Fall beträgt die Abweichung χ2 = 1, 9).

Eine eindeutige Aussage kann dagegen über das Verhältnis der Markowlänge
zur Kolmogorovschen Dissipationslänge η gemacht werden. Wie aus Abbildung 7.6
ersichtlich wird, zeigt das Verhältnis dieser beiden Skalen über den gesamten be-
trachteten Berich von Reynoldszahlen eine eindeutig steigende Tendenz und kann
in guter Näherung durch ein Potenzgesetz in Re mit einem Skalenexponenten von
0, 17 beschrieben werden.

Darüber hinaus stellt man fest, dass sich das Verhältnis lmar/η innerhalb der ex-
perimentellen Fehler für Reynoldszahlen grösser als 105 auch durch ein Potenzgesetz
der Form lmar/η ∝ Re1/4 beschreiben lassen (siehe Abbildung 7.6. Ein Potenzgesetz
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Abbildung 7.6: Das Verhältnis von Markowlänge lmar zur Kolmogorovschen Dissi-
pationsskala η als Funktion der Reynoldszahl für Messreihen aus dem Oldenburger
(Kreise) und dem Grenobler Freistrahlexperiment (Quadrate). Die Daten werden in
guter Näherung durch ein Potenzgesetz mit einem Skalenexponenten von 0, 17±0, 03
beschrieben (durchgezogene Linie). Berücksichtigt man nur die Daten bei Reynolds-
zahlen größer als 105, kann lmar/η auch durch ein Potenzgesetz mit einem Exponen-
ten von 1/4 gefittet werden (durchbrochene Linie).

dieser Form ist das Verhalten, das nach den Gleichungen (7.1) und (7.2) für das
Verhältnis λ/η zu erwarten ist. Dass sich auch das Verhältnis lmar/η für Re > 105

durch ein solches Potenzgesetz beschreiben lässt, ist daher ein weiterer Hinweis dar-
auf, dass Markow– und Taylorlänge für sehr hohe Reynoldszahlen bis auf einen
konstanten Faktor der Grössenordnung eins identisch sind.

7.4 Drift- und Diffusionskoeffizient

Extrapoliert man die experimentell gewonnenen Koeffizienten M (k)(u, r, ∆r) mit den
in Kapitel 6 beschriebenen Methoden, so erhält man auch bei hohen Reynoldszahlen
eine lineare Abhängigkeit des Driftkoeffizienten D(1)(u, r) vom Geschwindigkeitsin-
krement u:

D(1)(u, r) = −γ(r)u . (7.3)

Abbildung 7.7 zeigt dies exemplarisch für den Datensatz bei Rλ = 1180.
Im Unterschied zu dem in Kapitel 6 untersuchten Datensatz bei Rλ = 190 weist

der Driftkoeffizient bei sehr hohen Reynoldszahlen allerdings keine signifikanten Ter-
me zweiter und dritter Ordnung mehr in u auf (siehe Abbildung 7.7) was nahelegt,
dass diese Terme im Grenzfall Re → ∞ gegen Null gehen. Die folgende Diskussion
beschränkt sich daher auf die Steigung γ(r) des Driftkoeffizienten und vernachlässigt
die bei niedrigen Reynoldszahlen eventuell noch vorhandenen Terme höherer Ord-
nung in u.
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Abbildung 7.7: Der Driftkoeffizient D(1)(u, r) als Funktion des Geschwindigkeitsin-
krements u auf den Skalen r = 3lmar (Kreise), r = L/2 (Quadrate) und r = L (Drei-
ecke) für den Datensatz bei Rλ = 1180. Die experimentellen Daten lassen sich durch
Ursprungsgeraden in u mit skalenabhängiger Steigung γ(r) beschreiben (gepunktete
Linien). Deutliche Abweichungen von diesem linearen Verhalten finden sich nur auf
der grössten Skala r = L für |u| > σ∞. Allerdings sind in diesem Bereich die Fehler
der extrapolierten Daten bereits sehr viel grösser als die Abweichungen zwischen dem
linearen Fit und den Daten (die Fehlerbalken sind hier der Übersichtlichkeit halber
nicht gezeigt).

Stellt man die Ergebnisse für den linearen Koeffizienten γ für verschieden Rey-
noldszahlen als Funktion der Skala r in Einheiten der Markowlänge lmar dar, findet
man eine universelle Abhängigkeit des Koeffizienten γ von ρ = r/lmar, siehe Ab-
bildung 7.8. Es zeigt sich ausserdem, dass diese Abhängigkeit nicht, wie noch in
Kapitel 6.3 angenommen, linear ist, sondern sehr viel besser durch ein Potenzgesetz
mit einer additiven Konstanten beschrieben wird. Dieser Zusammenhang konnte bei
dem in Kapitel 6.3 untersuchten Datensatz so noch nicht festgestellt werden, da sich
in diesem Fall der Inertialbereich nur bis zu L/lmar = 11 erstreckte; über diesen
Bereich von Skalen ist die lineare Näherung ausreichend (vergleiche Abb. 6.9).

Fittet man ein Potenzgesetz mit einer additiven Konstanten an die in Abbildung
7.8 dargestellten Daten, so erhält man für den Exponenten einen Wert, der innerhalb
seines Fehlers gleich 1/2 ist und eine additive Konstante, die innerhalb ihres Fehlers
gleich 2/3 ist. An die Daten wurde daher eine Kurve der Form:

γ(ρ) =
2

3
+ c0

√
ρ (7.4)

angepasst. Für den Vorfaktor c0 liefert der Fit einen Wert von c0 = 0, 17 ± 0, 01.
Alternativ kann man die Skala r natürlich auch in Einheiten der Taylorlänge λ
darstellen (Abbildung 6.9(b)). In diesem Fall weisen die Daten, insbesondere bei
kleinen Skalen, eine im Vergleich zu Abb. 6.9(a) etwas grössere Streuung auf, aber



7.4. DRIFT- UND DIFFUSIONSKOEFFIZIENT 99

auch hier können die Daten durch einen Fit der Form (7.4) beschrieben werden. Die
Konstante in Gleichung (7.4) nimmt in diesem Fall einen Wert von c0,λ ≈ 0, 2 an.
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Abbildung 7.8: Die Steigung γ(r) als Funktion der Längenskale r in Einheiten
der Markowlänge lmar (a) bzw. der Taylorlänge λ (b). Die im Oldenburger Frei-
strahl gemessenen Daten sind durch volle Symoble gekennzeichnet, offene stellen
Ergebnisse des Grenobler Experiments dar. Die Taylor-Reynoldszahlen der jeweili-
gen Messung sind der Legende zu entnehmen. An die Daten wurde ein Fit der Form
(7.4) angepasst (volle Linien). Die quadratischen Abweichungen solcher Fits sind
mit χ2 = 2, 08 (a) bzw. χ2 = 3.0 (b) nur wenig grösser als die eines allgemeinen
Potenzfits (durchbrochene Linien) mit χ2 = 2, 05 (a) bzw. χ2 = 2.6 (b).

Auch der Diffusionskoeffizient D(2)(u, r) zeigt für alle untersuchten Reynoldszah-
len die bereits aus Kapitel 6 bekannte funktionale Abhängigkeit vom Geschwindig-
keitsinkrement u, wie in Abbildung 7.9 exemplarisch für den Datensatz bei Rλ =
1180 gezeigt wird:

D(2)(u, r) = α(r) − δ(r)u + β(r)u2 . (7.5)

Ebenfalls deutlich zu erkennen ist, dass sowohl der konstante Term α(r) als auch
der lineare Term δ(r) nach wie vor nicht zu vernachlässigen sind.

Die durch Polynomfits an die Daten erhaltenen Koeffizienten α und δ weisen
für alle Reynoldszahlen lineare Abhängigkeiten von der Skala ρ = r/lmar auf, siehe
Abbildung 7.10:

α(r) = α0 (ρ− ρ0) ,

δ(r) = δ0ρ . (7.6)

Im Gegensatz zu γ jedoch hängen α(r) und δ(r) von der Reynoldszahl ab. Insbeson-
dere die Steigungen α0 und δ0 in (7.6) variieren stark mit Re und lassen sich in guter
Näherung durch Potenzgesetze in Re mit einem Exponenten von −3/8 beschreiben

(Abbildung 7.11 (a)): α0, δ0 ∝ Re−3/8 (bzw. α0, δ0 ∝ R
−3/4
λ ). Der Nulldurchgang ρ0

des Koeffizienten α(r) variiert dagegen nur schwach: man beobachtet einen leichten
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Abbildung 7.9: Der Diffusionskoeffizient D(2)(u, r) als Funktion des Geschwindig-
keitsinkrements u auf den Skalen r = 3lmar (Kreise), r = L/2 (Quadrate) und r = L
(Dreiecke) für den Datensatz bei Rλ = 1180. Die experimentellen Daten lassen sich
durch Polynome zweiten Grades in u beschreiben (gepunktete Linien).

Anstieg von Werten um 0, 5 bei kleinen Reynoldszahlen auf den Maximalwert ρ0 = 1
bei Taylor-Reynoldszahlen von 500 und grösser (ohne Abbildung).
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Abbildung 7.10: (a): Der konstante Term α(r) von D(2) als Funktion der Längens-
kala r für verschiedene Reynoldszahlen. α zeigt bei allen Reynoldszahlen eine lineare
Abhängigkeit von r. Die im Oldenburger Freistrahl gemessenen Daten sind durch
volle Symoble gekennzeichnet, offene stellen Ergebnisse des Grenobler Experiments
dar. Die Taylor-Reynoldszahlen der jeweiligen Messung sind der Legende zu entneh-
men.
(b): Der lineare Term δ(r) von D(2) als Funktion der Längenskala r für verschiedene
Reynoldszahlen. Bei allen Reynoldszahlen findet sich eine lineare Abhängigkeit von
r. Bezeichnungen wie in (a).
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Wiederum können die Koeffizienten α(r) und δ(r) alternativ in Einheiten der
Taylorskala λ dargestellt werden:

α(r) = α0λ

(
r

λ
− ρ0λ

)

,

δ(r) = δ0λ
r

λ
. (7.7)

Auch in diesem Fall können die Steigungen α0λ und δ0λ in guter Näherung durch
Potenzgesetze in Re mit einem Exponenten von −3/8 beschrieben werden, siehe
Abbildung 7.11 (b).
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Abbildung 7.11: (a): Die in Gleichung (7.6) definierten Steigungen α0 und δ0 als
Funktion der Reynoldszahl. Beide Grössen lassen sich als Potenzfunktionen in Re
beschreiben: α0, δ0 = mRe−3/8 (Linien). Entsprechende Fits an die Daten ergeben
für m die Werte m = 2, 5± 0, 1 (für α0) bzw. m = 0, 67± 0, 03 (für δ0). Ergebnisse
des Oldenburger Experiments sind durch Kreise gekennzeichnet, Daten des Grenob-
ler Freistrahls ducrh Quadrate.
(b): Die in Gleichung (7.7) definierten Steigungen α0λ und δ0λ als Funktion der
Reynoldszahl. Wiederum lassen sich beide Grössen als Potenzfunktionen in Re be-
schreiben: α0λ, δ0λ = mRe−3/8 (Linien). Man erhält die Werte m = 2, 8± 0, 1 (für
α0λ) bzw. m = 0, 72± 0, 03 (für δ0λ).

Der quadratische Term β in D(2) dagegen zeigt, anders als alle anderen bisher
besprochenen Grössen, einen leichten Anstieg mit der Reynoldszahl, siehe Abbil-
dung 7.12. Diesen zu quantifizieren erweist sich allerdings als schwierig, da β keine
eindeutige Abhängigikeit von der Skala r aufweist: bei kleinen Reynoldszahlen fällt
β mit grösser werdender Skala r, bei grossen Re steigt β dagegen mit der Skala
leicht an. Darüberhinaus treten bei diesem Koeffizienten erstmals Unterschiede zwi-
schen den im Oldenburger Freistrahl und den im Grenobler Experiment gemessenen
Daten auf. Die Oldenburger Daten weisen bei vergleichbaren Taylor-Reynoldszahlen
durchgehend höhere Werte für β auf und auch der oben angesprochene Übergang
von einer in r fallenden zu einer in r steigenden Funktion findet bei den Oldenbur-
ger Daten bereits bei einer sehr viel kleineren Reynoldszahl statt als dies bei den
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Grenobler Daten beobachtet wird (siehe Abbildung 7.12) 1.
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Abbildung 7.12: Der quadratische Koeffizient β(r) von D(2) als Funktion der Ska-
la r bei verschiedenen Reynoldszahlen. Die im Oldenburger Freistrahl gemessenen
Daten sind durch volle Symoble gekennzeichnet, offene stellen Ergebnisse des Gre-
nobler Experiments dar. Die Taylor-Reynoldszahlen der jeweiligen Messung sind der
Legende zu entnehmen.

Eine Interpretation dieser Ergebnisse wird zusätzlich durch die sehr grossen Feh-
ler des Koeffizienten β erschwert. Den in Kapitel 6.5 vorgestellten Ergebnissen zufol-
ge liegt dieser Fehler bei der verwendeten Extrapolationsmethode in der Grössenord-
nung von 20 Prozent. Für die vier im Oldenburger Freistrahl gemessenen Datensätze
etwa führt ein so grosser Fehler dazu, dass die Ergebnisse für β innerhalb ihrer Fehler
übereinstimmen.

Die Daten des Grenobler Experiments, die einen wesentlich weiteren Bereich
von Reynoldszahlen abdecken, lassen aber dennoch ein eindeutiges Anwachsen des
Koeffizienten β mit der Reynoldszahl erkennen. Um dieses Verhalten näher zu un-
tersuchen und quantifizieren zu können, müssten allerdings zunächst analog zu dem
in Kapitel 6.5 beschriebenen Vorgehen aus den numerischen Lösungen der Fokker-
Planck-Gleichungen für p(u, r) und p(u, r|u0, r0) jeweils die tatsächlichen Werte der
Koeffizienten β bestimmt werden. Da dieses Verfahren jedoch sehr zeitaufwändig
ist, konnte es im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht mehr für alle Datensätze
durchgeführt werden.

Eine Klärung der exakten Reynoldszahlabhängigkeit des Koeffizienten β und der
damit verbundenen offenen Fragen (insbesondere die nach der Ursache der Unter-

1Im Sinne einer Spekulation sei auf mögliche Ursachen für diese Diskrepanz hingewiesen: Zum
einen könnten sie in den unterschiedlichen Innenprofilen der jeweils verwendeten Düsen begründet
sein, denkbar ist aber auch, dass die unterschiedlichen Entfernungen des Sensors von der Düse
(120D im Oldenburger bzw. 40D im Grenobler Versuchsaufbau) zu unterschiedlichen Ergebnissen
führen. Die wahrscheinlichste Ursache dürfte aber die unterschiedliche Messtechnik sein, insbeson-
dere die verwendeten Sensoren.



7.4. DRIFT- UND DIFFUSIONSKOEFFIZIENT 103

schiede zwischen den Oldenburger bzw. Grenobler Daten) bleibt daher zukünftigen
Untersuchungen vorbehalten. Mit den hier vorliegenden Ergebnissen lässt sich aller-
dings bereits eine interessante Überlegung für den Grenzübergang Re →∞ anstel-
len. Dann nämlich gehen die Koeffizienten α und δ gegen Null und die Gleichung
(4.9) für die Strukturfunktion dritten Grades lautet 2:

r ∂
∂r

S3
u(r)

3 S3
u(r)

= γ(r) − 2β∞(r) . (7.8)

Im Limes grosser Reynoldszahlen sollte das Kolmogorovsche 4/5-Gesetz auch für
Turbulenzexperimente mit ausgezeichneter Hauptströmungsrichtung erfüllt sein [62,
73]. Die Strukturfunktion dritten Grades ist dann eine lineare Funktion der Skala r
und die linke Seite der Gleichung (7.8) ergibt exakt 1/3. Für den Zusammenhang
zwischen γ(r) und β∞(r) folgt damit:

β∞(r) =
γ(r)

2
− 1

6

=
1

6
+

c0

2

√
ρ . (7.9)

Abbildung 7.13 zeigt die bei verschiedenen Reynoldszahlen gemessenen Koeffizienten
β(r) im Vergleich zu ihrem nach Gleichung (7.9) berechneten Grenzwert β∞. Zwar
lassen die Messdaten eine eindeutig steigende Tendenz erkennen, dennoch liegen
selbst die Daten der Messungen bei Rλ ≈ 1000 noch um bis zu einer Größenordnung
unter dem Grenzwert β∞.

Für die in Abbildung 7.13 dargestellten Fits an die gemessenen Koeffizienten
β(r) wurden, in Anlehnung an Gleichung (7.9), Funktionen der Form:

β(r) = β0 + m
√

ρ (7.10)

verwendet. Abbildung 7.13 belegt, dass diese Funktion die r-Abhängigkeit der ge-
messenen Daten für alle hier untersuchten Datensätze korrekt wiedergibt. Aus dem
Vergleich mit Gleichung (7.9) erwartet man daher im Grenzübergang Re → ∞ für
β0 den Wert 1/6, während m gegen c0/2 ≈ 0.086 konvergieren sollte.

Wie bereits erwähnt, sind die direkt bestimmten Koeffzienten β(r) mit einem
sehr grossen Fehler (in der Grössenordnung von etwa 20 Prozent) behaftet. Nimmt

2Streng genommen gehen nur die Koeffizienten α0 und δ0 gegen Null. Für α(r) (und analog
auch für δ) auf der Skala r = L dagegen gilt:

α(L) = α0λ
L

λ
∝ Re−3/8Re1/2 ∝ Re1/8.

Die analoge Abschätzung für γ(L) liefert:

γ(L) ∝
√

L

λ
∝ Re1/4.

Zwar wachsen auf der Skala r = L sowohl α und δ als auch γ mit Re, der Anstieg von γ ist aber
stärker und führt dazu, dass α und δ bei hohen Reynoldszahlen gegenüber γ vernachlässigt werden
können.
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Abbildung 7.13: Die Koeffizienten β(r) als Funktion von r bei verschiedenen
Reynoldszahlen im Vergleich zu ihrem durch Gleichung (7.9) definierten Grenzwert
β∞ (durchgezogene Linie). Die im Oldenburger Freistrahl gemessenen Daten sind
durch volle Symoble gekennzeichnet, offene stellen Ergebnisse des Grenobler Experi-
ments dar. Die Taylor-Reynoldszahlen der jeweiligen Messung sind der Legende zu
entnehmen.

man jedoch an, dass dieser Fehler systematisch ist, so können aus der Reynoldszahl-
abhängigkeit der beiden Grössen β0 und m dennoch zumindest qualitative Aussagen
über den Grenzübergang Re →∞ des quadratischen Koeffizienten β gemacht wer-
den. Abbildung 7.14 zeigt β0 und m als Funktion der Taylor-Reynoldszahl Rλ. Beide
Grössen liegen deutlich unterhalb ihrer jeweiligen Grenzwerte und steigen im Inter-
val 85 ≤ Rλ ≤ 1180 nur leicht an. Verwendet man die Konvergenz von β0 und m
gegen ihre Grenzwerte als Kriterium dafür, wie nahe eine Reynoldszahl dem Grenz-
fall unendlicher Reynoldszahl kommt, so stellt man fest, dass selbst die grössten
derzeit erreichbaren Werte von Rλ ≈ 104 (gemessen in atmosphärischer Turbulenz
[56]) diesem Grenzfall nicht wesentlich näher kommen als die hier betrachteten Da-
tensätze.

7.5 Zusammenfassung und Diskussion

Auch über den Grenzübergang hin zu grossen Reynoldszahlen liefert die Markowana-
lyse interessante neue Einsichten. In einem ersten Schritt wurde die Reynoldszahl-
abhängigkeit der Markowlänge und ihre Beziehung zur Taylorschen bzw. Kolmogo-
rovschen Skala bestimmt. Trotz der relativ grossen experimentellen Fehler belegt der
Vergleich zwischen der Kolmogorovschen Dissipationslänge η und der Markowlänge
eindeutig, dass diese beiden Skalen nicht in einem konstanten Verhältnis zueinandner
stehen. Dagegen sind die experimentellen Ergebnisse durchaus mit der Hypothese
vereinbar, dass die Markowlänge im Grenzfall sehr hoher Reynoldszahlen bis auf
einen konstanten Faktor mit der Taylorschen Längenskala identisch ist.
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Abbildung 7.14: Die in Gleichung (7.10) definierten Grössen β0 (a) und m (b) als
Funktion der Taylor-Reynoldszahl im Vergleich zu ihren Grenzwerten für Re → ∞
(gepunktete Linien). Die im Oldenburger Freistrahl gemessenen Daten sind durch
volle Symoble gekennzeichnet, offene stellen Ergebnisse des Grenobler Experiments
dar. Angefittete Potenzfunktionen mit additivem Term (durchgezogene Linien) zei-
gen eine langsame Konvergenz gegen die jeweiligen Grenzwerte (für diese Fits wur-
den nur die Grenobler Daten verwendet).

Der Driftkoeffzient D(1) weist bei allen hier untersuchten Datensätzen eine lineare
Abhängigkeit vom Geschwindigkeitsinkrement u auf, wobei sich die Steigung γ(r)
des Driftkoeffizienten, trägt man sie als Funktion der auf lmar normierten Skala r
auf, als universell erweist (ρ = r/lmar):

D(1)(u, r) = γ(r)u ,

γ(r) =
2

3
+ c

√
ρ ,

c = 0, 17 ± 0, 01 . (7.11)

Auch der Diffusionskoeffizient D(2) zeigt bei allen Reynoldszahlen das bereits aus
Kapitel 6 bekannte Verhalten. Seine Abhängigkeit vom Geschwindigkeitsinkrement
kann durch ein Polynom zweiten Grades beschrieben werden, und sowohl der kon-
stante als auch der lineare Term, α(r) bzw. δ(r) steigen linear mit der Skala r an:

D(2)(u, r) = α(r) − δ(r)u + β(r)u2 ,

α(r) = α0(Re) (ρ− 1) ,

δ(r) = δ0(Re) ρ . (7.12)

Der quadratische Koeffizient β(r) weist keine eindeutige Abhängigkeit von der Skala
r auf, kann aber in guter Näherung durch Fits der Form

β(r) = β0(Re) + m
√

ρ (7.13)

parametrisiert werden. Anders als die Steigung γ von D(1) sind die Koeffizienten α0,
δ0, β0 und m stark von der Reynoldszahl abhängig: α0 und δ0 fallen mit steigender
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Reynoldszahl mit Re−3/8 bzw. R
−3/4
λ , die Koeffizienten β0 und m des für die Inter-

mittenz verantwortlichen quadratischen Terms in D(2) steigen langsam gegen ihre
durch das Kolmogorvsche 4/5-Gesetz gegebenen Grenzwerte von 1/6 bzw. c/2.

Die beobachtete Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Reynoldszahl
belegt, dass sich der stochastische Prozess für u(r) im Grenzübergang zu hohen
Reynoldszahlen grundlegend ändert. Dieses Ergebnis steht in eklatantem Wider-
spruch zur Annahme einer universellen turbulenten Kaskade, deren Mechanismen
im Inertialbereich von der Reynoldszahl unabhängig sein sollten. Die Ergebnisse der
Markowanalyse finden sich in dieser Hinsicht in Übereinstimmung mit den in [54]
und [68] diskutierten Ergebnissen. In den genannten Arbeiten wurde der Übergang
zu hohen Reynoldszahlen im Rahmen des Castaing’schen Kaskadenmodells analy-
siert, wobei sich auch hier deutliche Anzeichen einer Reynoldszahlabhängigkeit der
relevanten Parameter ergab.

Eine vollständige Übereinstimmung des multiplikativen Kaskadenmodells nach
Castaing mit den hier vorgestellten Ergebnissen ergibt sich allerdings nur im Grenz-
fall Re = ∞, in dem Drift– und Diffusionskoeffizient rein lineare bzw. quadratische
Funktionen des Geschwindigkeitsinkrements u werden. Die langsame Konvergenz des
quadratischen Koeffizienten β(r) gegen seinen Grenzwert β∞ zeigt allerdings, dass
selbst die höchsten derzeit erreichbaren Reynoldszahlen von diesem Grenzfall noch
sehr weit entfernt sind. Bemerkenswert ist ausserdem, dass, obwohl Drift- und Dif-
fusionskoeffizient gegen rein lineare bzw. quadratische Funktionen in u streben, die
Koeffizienten γ und β auch für den Grenzfall unendlicher hoher Reynoldszahlen nicht
gegen die durch die Kolmogorovschen Modelle gegebenen Werte (6.27) streben. Die
im Experiment beobachteten Abweichungen vom K62–Modell sind also keine Effekte
der endlichen Reynoldszahl, sondern weisen auf einen grundlegenden Widerspruch
zwischen Modell und Experiment hin. Ob dieser Widerspruch grundsätzlicher Natur
ist oder sich durch den in Kapitel 6.6.2 diskutierten Effekt der Nichtstationarität der
Freistrahlströmung erklären lässt, werden Untersuchungen in turbulenten Strömun-
gen mit verschwindender mittlerer Geschwindigkeit (wie etwa der in [75] untersuch-
ten Strömung zwischen zwei gegensinnig rotierenden Scheiben) zeigen müssen.

Weitergehende quantitative Aussagen über den Grenzübergang Re →∞ setzen
eine exaktere Bestimmung der Koeffizienten δ und β voraus, die derzeit noch mit
einem experimentellen Fehler von bis zu 20 Prozent behaftet sind. Diese Parameter
können, wie in Kapitel 6.5 beschrieben, durch einen Vergleich der Lösungen der
Fokker–Planck–Gleichung mit den gemessenen Dichten p(u, r) bestimmt werden,
oder, wie in Kapitel 11.5, aus der Gleichung (4.9) der Strukturfunktionen. Diese
Methode sei hier exemplarische für den Datensatz bei Rλ = 703 etwas ausführlicher
erläutert.

Die Gleichung (4.9) für die Strukturfunktion n–ten Grades lautet mit linearem
Drift– und quadratischem Diffusionskoeffizienten (wie sie durch die Gleichungen
(7.11) und (7.11) gegeben sind)

fn(r) =
r ∂

∂r
Sn

u(r)

Sn
u (r)

= nγ(r)− n(n− 1)β(r) + n(n− 1)δ(r)
Sn−1

u (r)

Sn
u (r)

−n(n− 1)α(r)
Sn−2

u (r)

Sn
u (r)

. (7.14)
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Erwähnenswert ist an dieser Stelle, dass sich der Ausdruck auf der linken Seite von
Gleichung (7.14) unter der Voraussetzung, dass die Strukturfunktionen Skalenver-
halten zeigen, auf den Skalenexponenten n–ter Ordnung reduziert:

Sn
u (r) ∝ rζn → r ∂

∂r
Sn

u (r)

Sn
u (r)

= ζn . (7.15)

Die aus den Messdaten bestimmten Funktionen fn(r) zeigen allerdings starke Ab-
weichungen von diesem Verhalten, siehe Abbildung 7.15(a). Die Funktion zweiter
Ordnung f2(r) fällt über den gesamten Inertialbereich, der sich für diese Messung
über das Intervall lmar ≤ r ≤ 60lmar = L erstreckt, streng monoton ab. Auch f3(r),
das dem Kolmogorovschen Vier–Fünftel–Gesetz zufolge exakt gleich eins sein sollte,
folgt diesem idealen Verhalten nur über einen eingeschränkten Bereich von Skalen
(vergleiche auch Kapitel 6.6.2).

Um nun aus den Gleichungen (7.14) die beiden Unbekannten δ(r) und β(r) zu
bestimmen soll angenommen werden, dass die beiden Koeffizienten γ(r) und α(r)
aus der direkten Analyse der bedingten Momente M (k) korrekt bestimmt werden
können. In diesem Fall genügen zwei der Gleichungen (7.14), um δ(r) und β(r)
aus den gemessenen Strukturfunktionen und deren Ableitungen zu bestimmen. In
besonders einfacher Weise ist dies aus den Gleichungen für die Ordnungen zwei und
drei möglich:

f2(r) = 2γ(r)− 2β(r)− 2α(r)
1

S2
u(r)

f3(r) = 3γ(r)− 6β(r) + 6δ(r)
S1

u(r)

S3
u(r)

. (7.16)

Die erste dieser Gleichungen kann sehr einfach nach β(r) aufgelöst werden, δ(r)
ergibt sich dann in ebenfalls sehr einfacher Weise aus der zweiten der beiden Glei-
chungen.

Abbildung 7.15(b) zeigt einen Vergleich des so bestimmten Diffusionskoeffizien-
ten mit den direkt durch Extrapolation der bedingten Momente M (k) bestimmten
Werten auf der Skala r = L/2. Der aus den Strukturfunktionen bestimmte Dif-
fusionskoeffizient zeigt zwar deutliche Abweichungen von den direkt bestimmten
Werten, die Abweichungen zwischen beiden liegen aber in der Größenordnung der
durch die endliche Anzahl von Messwerten bedingten Fehler. Es kommt hier also
nicht zu Inkonsistenzen zwischen den Ergebnissen der Markowanalyse und dem Ver-
halten der Strukturfunktionen, insbesondere zu dem der Strukturfunktion dritten
Grades.

Um zu einer gesicherten Aussage über die so bestimmten Koeffizienten δ und β zu
gelangen, ist es jedoch unabdingbar, die gefundenen Koeffizienten durch einen Ver-
gleich der Lösung der Fokker-Planck-Gleichung für die bedingte Dichte p(u, r|u0, r0)
mit den experimentell bestimmten Verteilungen zu verifizieren. Dies konnte, wie
bereits erwähnt, im Rahmen dieser Arbeit nicht für alle Datensätze durchgeführt
werden. Die Aussage, dass die hier untersuchten Messungen vom Grenzfall unend-
lich hoher Reynoldszahlen noch sehr weit entfernt sind, bleibt von den recht hohen
experimentellen Unsicherheiten bei der Bestimmung von β aber unberührt: Selbst
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Abbildung 7.15: (a): Die in Gleichung (7.14) definierten Funktionen fn(r) als Funk-
tion der Skala r für die Ordnungen n = 2 (Quadrate) und n = 3 (Kreise). Die Linien
geben die Vorhersage des Kolmogorovschen Lognormalmodells wieder (f3(r) = ζ3 = 1
bzw. f2(r) = ζ2 ≈ 0, 696).
(b): Der direkt aus den Daten bestimmte Diffusionskoeffizient D(2)(u, r) auf der Skala
r = L/2 (Kreise) im Vergleich zu dem aus den Gleichungen der Strukturfunktionen
bestimmten Werten (volle Linie). Die durchbrochene Linie gibt eine an die Daten
angepasste Polynomfunktion zweiten Grades wieder.

die grössten gemessenen Werte für β liegen um etwa einen Faktor fünf unterhalb des
Grenzwerts β∞, zudem zeigen die bisherigen Erfahrungen (siehe Kapitel 6), dass
sowohl β als auch δ eher über– als unterschätzt werden. Auch innerhalb ihres Feh-
lers von typischerweise 20 Prozent sind die gemessenen Werte von β also signifikant
kleiner als ihr Grenzwert β∞.

Einen weiteren interessanten Einblick in die Physik der kleinskaligen Turbulenz
und ihrer vermuteten Universalität verspricht der Vergleich der hier vorgestellten
Ergebnisse mit denen einer entsprechenden Markowanalyse von Daten aus ande-
ren experimentellen Systemen wie etwa den Nachlaufströmungen von Gittern und
Zylindern oder der oben angesprochenen Strömung zwischen zwei gegensinnig rotie-
renden Scheiben. Da die Markowanalyse eine vollständige Beschreibung der Statistik
des Geschwindigkeitsinkrements liefert, sollten sich aus einem solchen Vergleich neue
Aussagen über die allgemein vermuteten universellen Eigenschaften der kleinskaligen
Turbulenz gewinnen lassen.



Kapitel 8

Zweidimensionale Analyse der
turbulenten Kaskade

8.1 Motivation

Die Markowanalyse des Geschwindigkeitsinkrements liefert zwar eine korrekte und
auch vollständige Beschreibung des stochastischen Prozesses für u(r), einige weitere
Fragen bleiben aber dennoch offen: Zum einen bleibt die Ursache für das Auftreten
eines multiplikativen Rauschterms (also der quadratischen Abhängigkeit des Diffu-
sionskoeffizienten vom Inkrement u) ungeklärt, und zum anderen entzieht sich ein
weiter Bereich von Skalen, der gesamte Dissipationsbereich η ≤ r ≤ lmar ≈ λ, der
Beschreibung.

Einem Theorem der Wahrscheinlichkeitsrechnung zufolge kann jeder stochatische
Prozesse als Markowprozess beschrieben werden, vorausgesetzt die Dimension der
zur Beschreibung des Prozesses verwendeten Zustandsvariablen ~ξ(r) ist gross genug
[95]. Diese Aussage eröffnet im Prinzip die Möglichkeit, durch eine geeignete Erwei-
terung der eindimensionalen Variablen u(r) zu einer mehrdimensionalen Variablen
auch den Dissipationsbereich durch einen Markowprozess beschreiben zu können.
Offen bleibt zunächst aber die Frage, auf welche Dimension die Zustandsvariable
erweitert werden muss und mit welchen zusätzlichen Grössen diese Erweiterung vor-
zunehmen ist. Diese Fragen müssen aus physikalischen Überlegungen heraus bzw.
im Nachhinein anhand der Ergebnisse der Markowanalyse beantwortet werden.

Für die Wahl einer solchen zusätzlichen Variablen legt das Kaskadenmodell al-
lerdings die Wahl der gemittelten Energiedissipationsrate εr nahe. Sowohl Landaus
berühmter Einwand gegen das K41-Modell und Kolmogorovs daraufhin erstelltes
Modell der Intermittenz (K62) als auch das Kaskadenmodell von B. Castaing wei-
sen εr einen entscheidenden Einfluss auf die Statistik des Geschwindigkeitsinkre-
ments zu. Darüberhinaus haben experimentelle Untersuchungen gezeigt, dass sich
die Statistik des Geschwindigkeitsinkrements bei Bedingung auf die Energiedissipa-
tionsrate auf einen normalverteilten Prozess reduziert: die bedingte Dichte p(u(r)|εr)
ist Gaußverteilt [78]. Dieses Ergebnis lässt erwarten, dass sich in einer um die Ener-
giedissipation erweiterten Beschreibung ein wesentlich einfacherer Prozess für die
Statistik von u(r) ergibt.

109
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Im folgenden werden daher die Markoweigenschaften der zweidimensionalen Zu-
fallsvariablen ~ξ(r) untersucht, die wie folgt definiert ist:

~ξ(r) =

(

u(r)
x(r)

)

. (8.1)

Mit x(r) wird hierbei der Logarithmus der auf ihren Erwartungswert ε̄ normierten
gemittelten Energiedissipationsrate εr bezeichnet:

x(r) = ln
(

εr

ε̄

)

. (8.2)

Diese Wahl ist im Rahmen des Kolmogorovschen Lognormalmodells naheliegend
(x(r) sollte demnach einfach Gaußverteilt sein) und hat sich auch in der experimen-
tellen Analyse der Energiedissipationsrate weitgehend durchgesetzt [77, 71, 111].

Der Driftkoeffizient wird damit zu einem zweidimensionalen Vektor, dessen Kom-
ponenten mit D(1)

u bzw. D(1)
x bezeichnet werden und jeweils Funktionen von u, x und

der Skala r sind:

D(1)(u, x, r) =

(

D(1)
u (u, x, r)

D(2)
x (u, x, r)

)

D(1)
u (u, x, r) = lim

∆r→0

r

∆r
〈 (u′(r −∆r)− u(r)) | u(r), x(r) 〉 ,

D(1)
x (u, x, r) = lim

∆r→0

r

∆r
〈 (x′(r −∆r)− x(r)) | u(r), x(r) 〉 . (8.3)

Der Diffusionskoeffizient wird dementsprechend zu einer 2× 2-Matrix mit den Ele-
menten D(2)

uu (u, x, r), D(2)
xx (u, x, r) und D(2)

ux (u, x, r) = D(2)
xu (u, x, r):

D(2)(u, x, r) =

(

D(2)
uu (u, x, r) D(2)

ux (u, x, r)
D(2)

xu (u, x, r) D(2)
xx (u, x, r)

)

,

D(2)
uu (u, x, r) = lim

∆r→0

r

2∆r

〈

(u′(r −∆r)− u(r))
2
∣
∣
∣ u(r), x(r)

〉

,

D(2)
xx (u, x, r) = lim

∆r→0

r

2∆r

〈

(x′(r −∆r)− x(r))
2
∣
∣
∣u(r), x(r)

〉

,

D(2)
ux (u, x, r) = lim

∆r→0

r

2∆r
〈 (u′(r −∆r)− u(r))

× (x′(r −∆r)− x(r))|u(r), x(r) 〉 . (8.4)

Für höherdimensionale stochastische Variablen ist sowohl eine Berechnung der
Koeffizienten D(k) mit k > 2 als auch eine direkte Überprüfung der Markoweigen-
schaften kaum möglich, siehe Kapitel 4.3. Aus diesem Grund wird hier die auch
bereits in Kapitel 4.3 angesprochene Methode verwendet: Aus den experimentell
bestimmten Koeffzienten D(1) und D(2) sowie den ebenfalls experimentell bestimm-
ten Ableitungen des Zustandsvektors ~ξ nach der Prozessvariablen r kann nach der
Langevin-Gleichung (4.21) das Rauschen Γ(r) rekonstruiert werden. Ist das rekon-
struierte Rauschen δ-korreliert, so ist der stochastische Prozess Markowsch, ist es
zudem Gaußverteilt, so ist auch die Beschreibung durch die Fokker-Planck-Gleichung
zulässig.
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8.2 Experimentelle Ergebnisse

Für die folgenden Analysen wurde ein im Grenobler Freistrahl bei einer Taylor-
Reynoldszahl von Rλ = 463 gemessener Datensatz verwendet. Von dieser Messung
liegen insgesamt 108 Messwerte vor, was eine sichere Bestimmung der auf nunmehr
zwei Variablen bedingten Erwartungswerte M(k) ermöglicht. Bei der Wahl des ver-
wendeten Datensatzes waren auch zwei weitere Kriterien entscheidend: Zum einen
sollte die Reynoldszahl natürlich so hoch wie möglich sein, zum anderen muss die
räumliche Auflösung des verwendeten Sensors noch unterhalb der Kolmogorovschen
Dissipationslänge liegen. Diese Forderung folgt direkt aus der Tatsache, dass sich
die Energiedissipationsrate gemäss der Näherungsformel (3.31) aus den räumlichen
Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes berechnet und diese experimentell über Dif-
ferenzenquotienten bestimmt werden müssen. Die Ableitung mit dem Differenzen-
quotienten gleichzusetzen ist aber nur auf Skalen unterhalb der Dissipationslänge
zulässig, wo das Geschwindigkeitsfeld als hinreichend glatt angesehen werden kann.

Die Dissipationlänge des hier verwendeten Datensatzes wurde zu η = 5, 9 µm
abgeschätzt, die räumliche Auflösung des Geschwindigkeitssensors beträgt nur etwa
3, 37µm [27]. Es sollte daher erlaubt sein, den Gradienten des Geschwindigkeits-
felds durch einen Differenzenquotienten auf einer Skala ∆ < η zu nähern und über
Gleichung (3.31) schliesslich die lokale Energiedissipationsrate ε(x) zu bestimmen.

Bei genauerer Betrachtung stellt sich allerdings noch ein weiteres Problem. Ab-
bildung 8.1 zeigt das Leistungsspektrum der Daten in Einheiten der Messschritte.
Man erkennt bei hohen k-Werten (ab etwa 0, 2) einen Bereich, in dem das Spektrum
einen näherungsweise konstanten Wert annimmt. In diesem Bereich von Wellen-
zahlen werden die Daten von weissem Messrauschen dominiert, was eine Bestim-
mung des Gradienten durch einen einfachen Differenzenquotienten auf der kleinsten
zugänglichen Skala (∆ = 1 in Einheiten der Messschritte) problematisch macht.

Aus diesem Grund wurde zum einen zur Berechnung der Ableitung der Diffe-
renzenquotient auf der Skala ∆ = 5 verwendet (dieser Wert entspricht in etwa der
Wellenzahl, ab der das Spektrum der Daten konstant wird, siehe Abb. 8.1), und zum
anderen wurden die gemessenen (verrauschten) Daten mittels eines spektralen Tief-
passfilters geglättet. Die Daten wurden dazu fouriertransformiert und die mit der
Filterfunktion φ(k) multiplizierten Fourierkoeffizienten anschliessend wieder rück-
transformiert. Als Filter wurde die Funktion

φ(k) =
1

1 + (k/k0)
4 (8.5)

mit k0 = 0, 2 verwendet (in Einheiten der Messschrittweite). In Abb. 8.1 ist neben
dem Spektrum des ursprünglichen Signals auch das des geglätteten Datensatzes
dargestellt. Ab Wellenzahlen von 0, 2 zeigen das Spektrum der geglätteten Daten
aufgrund der Glättung einen deutlich stärkeren Abfall, bei kleineren Wellenzahlen
stimmen beide Spektren weitgehend überein.

Eine Glättung des gemessenen Signals ist natürlich eine schwerwiegende Mani-
pulation und es ist nicht von vornherein davon auszugehen, dass die Ableitung der
geglätteten Daten den Gradienten der eigentlichen Geschwindigkeitsfluktuationen
korrekt wiedergeben. Aus diesem Grund werden sowohl der geglättete als auch der
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Abbildung 8.1: Das Leistungsspektrum des verwendeten Datensatzes in Einheiten
der Messschrittweite. Kreise: Spektrum des ungeglätteten Datensatzes, Quadrate:
Spektrum der geglätteten Daten. Der ursprüngliche Datensatz ist bei hohen Wellen-
zahlen (ab etwa 0, 2) von weissem Rauschen dominiert, das Spekturm der geglätteten
Daten zeigt dagegen einen weit stärkeren Abfall bei hohen Wellenzahlen. Die durch-
gezogene Linie entspricht Skalenverhalten nach Kolmogorov 1941 (E(k) ∝ k5/3).

ursprüngliche Datensatz verwendet und die Ergebnisse beider Datensätze miteinan-
der verglichen werden (auch bei den geglätteten Datensatz wurde zur Bestimmung
der Ableitung der Differenzenquotient bei ∆ = 5 verwendet).

Im Folgenden werden die über die Skala r gemittelten Dissipationsraten εr gemäss
(8.2) in Einheiten der mittleren Energiedissipationsrate ε̄ angegeben, die für diesen
Datensatz etwa 0, 52 m2/s3 beträgt. Geschwindigkeitsinkremente werden, wie auch
in den vorhergehenden Kapiteln, in Einheiten von σ∞ angegeben, was in diesem Fall
0, 20 m/s entspricht.

Abbildung 8.2 zeigt den Koeffizienten M (1)
u (u, x, r, ∆r) für ausgewählte Werte

von u, x und r als Funktion von ∆r 1.
Im Vergleich zum Verlauf des Koeffizienten M (1)(u, r, ∆r) im eindimensionalen

Fall (siehe Abbildung 6.6) fällt ein wesentlicher Unterschied auf: Auf kleinen Skalen
∆r zeigt der Koeffizient kein Abknicken hin zu kleineren Werten, sondern, (vor allem
für die ungeglätteten Daten) einen starken Anstieg. In Kapitel 11, in dem die Er-
gebnisse einer Markowanalyse hochfrequenter Wechselkursdaten vorgestellt werden,
konnte eine solches divergierendes Verhalten im Grenzfall ∆r → 0 auf den Ein-
fluss eines dem eigentlichen Signal additiv überlagerten weissen (Mess-) Rauschens
zurückgeführt werden.

1Die M (n) wurden im Fall der zweidimensionalen Analyse nicht, wie noch in den vorherge-
henden Kapiteln, über die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten bestimmt, sondern gemäss den
Gleichungen (8.3) und (8.4) direkt als bedingte Momente des Inkrements bzw. der Dissipationsra-
te. Aus diesem Grund konnte die in Kapitel 6 besprochene Fehlerrechnung hier so nicht angewendet
werden.
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Abbildung 8.2: Der Koefizient M (1)
u (u, x, r, ∆r) auf der Skala r = L/2 bei u =

−1, 2σ∞ und x = −1 als Funktion von ∆r. Die Kreise geben die Ergebnisse des un-
geglätteten Rohdatensatzes wieder, Quadrate die der gefilterten Daten. Im Intervall
lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar (volle Symbole) wurden Polynome zweiten Grades an die Daten
gefittet (durchbrochene Linien).

In Übereinstimmung mit dieser Überlegung zeigt der aus den geglätteten Daten
bestimmte Koeffizient M (1)

u für kleine Skalen ∆r einen weit weniger starken Anstieg.
Bemerkenswert ist ausserdem, dass dieser Koeffizient, vor allem im Vergleich zu dem
im eindimensionalen Fall beobachteten Verhalten (vergleiche Abbildung 6.6), über
nahezu den gesamten Bereich 0 ≤ ∆r ≤ 3lmar als Polynom zweiten Grades in ∆r
beschrieben werden kann. Da die im eindimensionalen Fall beobachteten starken
Abweichungen von diesem Verlauf des Koeffizienten M (1) eindeutig mit der Mar-
kowlänge lmar korreliert sind (vergleiche Kapitel 6), könnte dieses Ergebnis darauf
hinweisen, dass im Fall der zweidimensionalen Analyse die Markoweigenschaften
auch auf kleineren Skalen erfüllt sind.

Die Extrapolation gegen ∆r = 0 wurde dennoch nicht auf diesen kleinen Skalen,
sondern auf Skalen im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar durchgeführt (siehe Abbildung
8.2). In diesem Bereich von Skalen sind die aus den Rohdaten und den geglätteten
Daten bestimmten Koeffizienten M (1)

u praktisch identisch und die durch die quadra-
tischen Fits erhaltenen Ergebnisse für D(1)

u stimmen im Wesentlichen überein (die
relative Abweichung der extrapolierten Werte beträgt für den in Abbildung 8.2 be-
trachteten Fall weniger als sieben Prozent). Ein weiterer Grund für diese Wahl des
Extrapolationsverfahrens ist der oben besprochene Einfluss des Messrauschens, das
die kleinen Skalen dominiert und Aussagen über diesen Bereich erschwert. Es zeigt
sich aber sehr deutlich, dass die geglätteten Daten im Bereich ∆r ≤ lmar weit weni-
ger stark ansteigen als die Rohdaten und auch in diesem Bereich in erster Näherung
noch durch den Extrapolationsfit beschrieben werden.

Abbildung 8.3 zeigt das Ergebnis der quadratischen Extrapolation für den Ko-
effizienten D(1)

u (u, x, r) auf der Skala r = L/2 für drei verschiedene Werte von x
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als Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u. Der Koeffizient zeigt das bereits
aus der eindimensionalen Analyse bekannte lineare Verhalten in u und eine leichte
Abhängigkeit von x: Die Steigung der an die Daten angefitteten Geraden wächst
von 0, 75 bei x = −1 über 0, 88 bei x = 0 auf einen Wert von 1, 1 bei x = +1. Im
Vergleich zur Variation von D(1)

u mit u ist diese Abhängigkeit aber klein und wird
daher im folgenden vernachlässigt.
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Abbildung 8.3: Die u-Komponente D(1)
u (u, x, r) des Driftvektors auf der Skala r =

L/2 als Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u bei x = −1 (Kreise), x = 0
(Qudrate) und x = +1 (Rauten). D(1)

u (u, x, r) kann durch Ursprungsgeraden in u
beschrieben werden (durchgezogene Linien). Die Steigungen der angefitteten Geraden
variieren von g = 0, 75 bei x = −1 über g = 0, 88 bei x = 0 bis zu g = 1, 1 bei x = +1.

Die u-Komponente des Driftvektors kann also in erster Näherung als eine von x
unabhängige lineare Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u mit skalenabhängi-
ger Steigung g(r) dargestellt werden:

D(1)
u (u, x, r) = −g(r)u . (8.6)

Für den in Abbildung 8.3 dargestellten Koeffizienten auf der Skala r = L/2 erhält
man eine mittlere Steigung von g(r = L/2) ≈ 1, 24 (hierbei wurde über die Er-
gebnisse der Fits für verschiedene Werte von x gemittelt). Abbildung 8.4 zeigt die
Steigung g des Koeffizienten D(1)

u als Funktion der Längenskala r. Zum Vergleich
ebenfalls gezeigt ist die Steigung γ(r) des aus der eindimensionalen Analyse be-
stimmten Driftkoeffizienten D(1). Es zeigt sich, dass die beiden Koeffizienten g(r)
und γ(r) identisch sind.

Dieses Ergebnis ist nicht überraschend sondern folgt, wie eine einfache Rechnung
zeigt, aus der Annahme, dass D(1)

u keine Funktion von x ist. Hierzu betrachtet man
die Fokker-Planck-Gleichung für q(u, x, r), die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdich-
te des Geschwindigkeitsinkrements u(r) und der logarithmischen Energieissipations-
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Abbildung 8.4: Die Steigung g(r) des Koeffizienten D(1)
u als Funktion der Län-

gen ska la r (offene Kreise). Die durchgezogene Linie gibt die Ergebnisse der eindi-
mensionalen Markowanalyse für die Steigung γ(r) des Driftkoeffizienten D(1) wieder.

rate x(r). Sie lautet ausgeschrieben:

− r
∂

∂r
q(u, x, r) = − ∂

∂u

(

D(1)
u q

)

− ∂

∂x

(

D(1)
x q

)

+
∂2

∂u2

(

D(2)
uu q

)

+ 2
∂2

∂u∂x

(

D(2)
ux q

)

+
∂2

∂x2

(

D(2)
xx q

)

. (8.7)

Durch Integragtion über x kann aus ihr die Gleichung für die eindimensionale Dich-
te p(u, r) des Geschwindigkeitsinkrements berechnet werden. Wesentlich für die fol-
genden Rechnung ist die Unabhängigkeit von D(1)

u von x, was es erlaubt, diesen
Koeffizienten vor das Integral nach x zu ziehen:

− r
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= − ∂

∂u

(

D(1)
u (u, r)p(u, r)

)

+
∂

∂u2

+∞∫

−∞

D(2)
uu q(x, r|u, r)dx

︸ ︷︷ ︸

D
(2)
1dim

(u,r)

p(u, r) . (8.8)

Man erhält also eine eindimensionale Fokker-Planck-Gleichung für p(u, r) mit ei-
nem Diffusionskoeffizienten, der sich in Übereinstimmung mit den experimentellen
Ergebnissen als identisch mit dem der zweidimensionalen Gleichung erweist.

Die nächste Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, ist die nach den
Abhängigkeiten des Koeffizienten D(2)

uu vom Inkrement u und der Dissipationsrate
x. Abbildung 8.5 zeigt den Koeffizienten M (2)

uu (u, x, r, ∆r) auf der Skala r = L/2 für
exemplarisch gewählte Werte von u und x als Funktion von ∆r. Wie auch schon im
Fall des Koeffizienten erster Ordnung zeigt der aus den Rohdaten berechnete Diffu-
sionskoeffizient M (2)

uu für kleine Werte von ∆r einen starken Anstieg, der sich nach
Glättung der Daten stark abschwächt. Bei grösseren Skalen ∆r sind die Ergebnisse
für die geglätteten und die ungeglätteten Daten wiederum nahezu identisch und die
Extrapolation der Daten im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar liefert Werte, die sich um
lediglich fünf Prozent voneinander unterscheiden.
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Abbildung 8.5: Das bedingte Moment M (2)
uu (u, x, r, ∆r) auf der Skala r = L/2 bei

u = −1, 2σ∞ und x = −1 als Funktion von ∆r (offene Symbole), berechnet aus den
Rohdaten (Kreise) und den geglätteten Daten (Quadrate). Im Intervall lmar ≤ ∆r ≤
2lmar (volle Symbole) wurden Polynome zweiten Grades an die Daten gefittet.

In Abbildung 8.6 ist D(2)
uu (u, x, r) auf der Skala r = L/2 für drei verschiedene

Werte von u als Funktion der logarithmischen Energiedissipationsrate x gezeigt.
Der Koeffizient steigt exponentiell mit x und hängt nicht vom Geschwindigkeitsin-
krement u ab:

D(2)
uu (u, x, r) = D(2)

uu (x, r) = a0(r) exp (a1(r)x) . (8.9)
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Abbildung 8.6: Die uu–Komponenten der Diffusionsmatrix auf der Skala r = L/2
als Funktion der logarithmischen Dissipationsrate x bei u = −σ∞ (Kreise), u = 0
(Quadrate) und u = +σ∞ (Rauten). Die durchgezogene Linie ist ein Exponentialfit
gemäss (8.9) an die Daten für u = 0.

Die durch Gleichung (8.9) beschriebene exponentielle Abhängigkeit des Diffusi-
onsterms D(2)

uu von x findet sich auf allen Skalen r, was es erlaubt die beiden Koeffi-
zienten a0 und a1 als Funktion der Längenskala r zu bestimmen. a0 ist eine lineare
Funktion von r, während a1 in erster Näherung konstant ist (siehe Abbildung 8.7):

a0(r) ≈ 0, 02(ρ− 1),

a1 ≈ 0, 9. (8.10)

Bei der Extrapolation des gemischten Terms M (2)
ux treten wesentlich stärkere Un-

terschiede zwischen den geglätteten und den ursprünglichen Daten auf, siehe Ab-
bildung 8.8. In beiden Fällen zeigt sich aber ein ähnlicher Verlauf des Koeffizienten
in ∆r und auch die extrapolierten Werte stimmen gut überein. Auffällig ist zudem,
dass M (2)

ux bei Annäherung an ∆r = 0 betragsmässig schnell gegen Null strebt und
der durch die Extrapolation erhaltene Wert für D(2)

ux klein ist gegen die Werte von
M (2)

ux , die zur Extrapolation verwendet wurden. Dieses Ergebnis lässt vermuten, dass
D(2)

ux verschwindet. Das bestätigt sich, wenn man D(2)
ux als Funktion der logarithmi-

schen Dissipationsrate x betrachtet (Abbildung 8.8 ). Die Extrapolationsmethode
liefert für D(2)

ux Werte, die eine im Vergleich zu ihrer Grössenordnung starke Streuung
aufweisen und betragsmässig sehr viel kleiner sind als die entsprechenden Werte von
D(2)

uu . Im Folgenden wird daher der Koeffizient D(2)
ux in erster Näherung vernachlässigt.

Geht man davon aus, dass nur die Diagonalelemente der Diffusionsmatrix un-
gleich Null sind, so können Drift- und Diffusionsterm der Fokker-Planck-Gleichung
für die Wahrscheinlichkeitsdichte leicht in die Funktionen g(~ξ, r) und h(~ξ, r) der ent-

sprechenden Langevin-Gleichung für die Zufallsvariablen ~ξ in r umgerechnet werden.
Die im allgemeinen notwendige Diagonalisierung der Diffusionsmatrix entfällt in die-
sem Fall (vergleiche Kapitel 4).
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Abbildung 8.7: Die in Gleichung (8.9) definierten Grössen a0(r) (a) und a1(r)
(b) als Funktionen der Längenskala r. a0(r) ist eine lineare Funktion der Skala r,
a0(r) ≈ 0, 02(ρ − 1) mit ρ = r/lmar, der Exponent a1 dagegen in erster Näherung
konstant: a1 ≈ 0, 8 (durchgezogene Linien).

Im konkreten Fall der hier betrachteten zweidimensionalen Zufallsvariablen erhält
man zwei gekoppelte Differentialgleichungen für die Entwicklung der Zufallsvaria-
blen u(r) und x(r). Eine weitere Vereinfachung ergibt sich aus der Tatsache, dass der
stochastische Anteil D(2)

uu der Gleichung für das Geschwindigkeitsinkrement nicht von
u abhängt; sowohl der Formalismus nach Itô als auch der nach Stratonovich liefern
in diesem Fall für die u-Komponente der Gleichung dasselbe Ergebnis. Es lautet:

− ∂

∂r
u(r) =

1

r
D(1)

u (u, r) +

√

1

r
D

(2)
uu (x, r)Γu(r) ,

− ∂

∂r
x(r) = ... . (8.11)

Bereits in dieser unvollständigen Formulierung kann die Langevin-Gleichung da-
zu benutzt werden, den Rauschterm Γu zu bestimmen. Neben den aus den bedingten
Momenten abgeschätzten Koeffizienten D(1)

u und D(2)
uu müssen hierzu für eine kon-

krete Realisierung des Zufallsprozesses u(r) lediglich noch die Ableitung ∂
∂r

u(r) des
Geschwindigkeitsinkrements sowie die logarithmische Dissipationsrate x(r) aus den
Messdaten abgeschätzt werden. Um das Rauschen Γu(r) zu extrahieren wurde ein
Euler-Verfahren erster Ordnung verwendet. Eine sehr ausführliche Diskussion der
Anwendung dieses numerischen Verfahrens auf die Langevin-Gleichung findet sich
in der Diplomarbeit von M. Siefert [101]. Abbildung 8.9 zeigt die Autokorrelations-
funktion RΓ(∆r) des nach der Langevin-Gleichung rekonstruierten Rauschens Γu(r).
Der stochastische Prozess u(x, r) ist nur dann Markowsch, wenn Γu δ–korreliert ist,
was hier allerdings nicht der Fall ist: Die Autokorrelation weist bis zu einer Skala
von ∆r = lmar Werte ungleich Null auf. Die Tatsache, dass die Korrelationsfunktion
RΓ(∆r) genau bei ∆r = lmar ihren ersten Nulldurchgang hat deutet vielmehr darauf
hin, dass die Markoweigenschaften nach wie vor erst auf Skalen grösser als der (aus
der eindimensionalen Analyse bestimmten) Skala lmar erfüllt sind.
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Abbildung 8.8: (a): Das gemischte bedingte Moment M (2)
ux (u, x, r, ∆r) auf der Skala

r = L/2 bei u = −1, 2σ∞ und x = −1 als Funktion von ∆r (offene Symbole), berech-
net aus den Rohdaten (Kreise) und den geglätteten Daten (Quadrate). Im Intervall
lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar (volle Symbole) wurden Polynome zweiten Grades an die Daten
gefittet.
(b): Der Koeffizient D(2)

ux (u, x, r) auf der Skala r = L/2 als Funktion der Dissipati-
onsrate x für u = −σ∞ (Kreise), u = 0(Quadrate) und u = +σ∞ (Rauten).
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Abbildung 8.9: Die Autokorrelationsfunktion RΓ(∆r) des nach der Langevin-
Gleichung (8.11) extrahierten Rauscheterms Γu(r).
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Um die Analyse zu vervollständigen, müssen noch die Koeffizienten D(1)
x und

D(2)
xx aus den Daten abgeschätzt werden. Der Grenzübergang ∆r → 0 erweist sich

für diese beiden Koeffizienten allerdings als wesentlich problematischer als in den
vorhergehenden Fällen. Bei beiden Koeffizienten unterscheiden sich die Ergebnisse
des geglätteten Datensatzes und der Rohdaten für den gesamten Bereich von Skalen
beträchtlich (siehe Abbildung 8.10), und auch die Extrapolationen liefern, insbeson-
dere für D(1)

x , deutlich unterschiedliche Ergebnisse. M (2)
xx weist zudem, ähnlich wie

der Koeffizient M (2)
ux , mit abnehmenden Werten von ∆r einen starken betragsmässi-

gen Abfall gegen Null auf, so dass anhand der vorliegenden experimentellen Daten
kaum zu entscheiden ist, ob der Grenzwert für ∆r = 0 noch signifikant von Null
verschieden ist.
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Abbildung 8.10: Die bedingten Momente M (1)
x und M (2)

xx auf der Skala r = L/2 bei
u = −1, 2σ∞ und x = −1 als Funktion von ∆r (offene Symbole), berechnet aus den
Rohdaten (Kreise) und den geglätteten Daten (Quadrate). Im Intervall lmar ≤ ∆r ≤
2lmar (volle Symbole) wurden Polynome zweiten Grades an die Daten gefittet.

Extrapoliert man die aus den geglätteten Daten berechneten M (1)
x mit linearen

Fits im Intervall lmar ≤ ∆r ≤ 2lmar, so erhält man einen Koeffizienten erster Ord-
nung, der in erster Näherung linear in der logarithmierten Dissipationsrate x verläuft
und keine systematische Abhängigkeit vom Geschwindigkeitsinkrement u zeigt (sie-
he Abbildung 8.11). Bei sehr kleinen Werten von x (in etwa ab x = −2) deutet
sich eine Änderung des linearen Verlaufs an, der Koeffizient scheint hier zu satu-
rieren. Um die Signifikanz der beobachteten Abweichungen vom linearen Verhalten
beurteilen zu können müsste aber eine ausführliche Fehlerrechnung für Drift- und
Diffusionskoeffizient durchgeführt werden, was im Rahmen der vorliegenden Arbeit
nicht mehr realisiert werden konnte. Zu beachten wäre dabei auch, dass die Bildung
des Logarithmus in x = ln (εr/ε̄) zu Verzerrungen führt, die das Problem der end-
lichen experimentellen Auflösung von εr noch verstärken [111]. Dieser Effekt tritt
insbesondere bei kleinen Werten von εr bzw. bei stark negativen Werten von x auf.
Dieser Bereich besitzt dementsprechend wenig Signifikanz [77].

Hier soll davon ausgegangen werden, dass sich D(1)
x als von u unabhängige lineare
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Abbildung 8.11: Der Koeffizient D(1)
x (x, u, r) auf der Skala r = L/2 als Funktion

der Dissipationsrate x bei u = −σ∞ (Quadrate), u = 0 (Kreise) und u = +σ∞
(Rauten).

Funktion der logarithmierten Dissipationsrate x darstellen lässt:

D(1)
x (x, r) = F (r) + G(r)x. (8.12)

Abbildung 8.12 zeigt die durch Fits gemäss (8.12) erhaltenen Funktionen F (r)
und G(r). Die beiden Terme lassen sich als logarithmische Funktion bzw. als Po-
tenzfunktion in r darstellen:

F (r) = b0 ln (b1ρ) ,

b0 ≈ −0, 041,

b1 ≈ −0, 19,

G(r) = c0ρ
c1 ,

c0 ≈ 0, 027,

c1 ≈ 0, 57, (8.13)

Für den Koeffizienten zweiter Ordnung D(2)
xx findet man als Ergebnis der Extra-

polation auf der Skala r = L/2 Werte, die eine im Vergleich zu ihrer Grössenordnung
sehr starke Streuung aufweisen und keine wohldefinierte Abhängigkeit von den Va-
riablen x und u aufweisen (Abbildung 8.13(a)). Hier ist die Anzahl der zur Verfügung
stehenden Messdaten immer noch zu gering um die funktionalen Abhängigkeiten des
Koeffizienten D(2)

xx von u und x sicher bestimmen zu können.
Ein anderes Bild ergibt sich auf kleineren Skalen, wie in Abbildung 8.13(b) ex-

emplarisch für r = 4lmar gezeigt. Der Diffusionsterm D(2)
xx weist hier signifikante

Abhängigkeiten sowohl von der logarithmischen Dissipationsrate x als auch vom
Geschwindigkeitsinkrement u auf. Eine mögliche Parametrisierung der x–Abhängig-
keit von D(2)

xx ist in Abb. 8.13(b) vorgeschlagen; inwieweit diese sich als brauchbar
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Abbildung 8.12: Die in Gleichung (8.11) definierten Grössen F (a) und G (b) als
Funktion der Länenskala ρ = r/lmar. Die durchgezogenen Linien geben Fits an die
Daten gemäss Gleichung (8.13) wieder.

zur Beschreibung des Koeffizienten erweist werden allerdings zukünftige Untersu-
chungen erweisen müssen.
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Abbildung 8.13: Der Koeffizient D(2)
xx (x, u, r) als Funktion der logrithmischen Dis-

sipationsrate x auf den Skalen r = L/2 (a) und r = 4lmar (b). Die Geschwindig-
keitsinkremente betragen u = 0 (Kreise, in (a) und (b)) und u = +σ∞ (Quadrate
in (a)) bwz. u = +σ∞/4 (Quadrate in (b)). An die in (b) gezeigten Daten sind Fits
der Form D(2)

xx = m0

cosh((x−m1)/m2)
angepasst (durchgezogene Linien).

8.3 Diskussion

Auch wenn die zweidimensionale Analyse der Turbulenz im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit nicht bis ins Detail ausgeführt werden konnte, so erlauben die vorlie-
genden Ergebnisse dennoch interessante Aussagen über die Physik der turbulenten
Kaskade.

Bemerkenswert sind dabei vor allem die Ergebnisse für die Langevin-Gleichung
(8.11) des Geschwindigkeitsinkrements. Der deterministische Anteil D(1)

u dieser Glei-
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chung erweist sich in guter erster Näherung als unabhängig von der Dissipations-
rate x (siehe Abbildung 8.3) und als identisch mit dem Koeffizienten D(1)(u, r) der
eindimensionalen Fokker-Planck- Gleichung. Die determinstische Entwicklung des
Inkrements ist also völlig unabhängig von der Statistik der Energiedissipationsrate.
Diese übt ihren Einfluss auf das Geschwindigkeitsinkrement ausschliesslich über den
stochastischen Term D(2)

uu aus, der eine exponentielle Funktion von x ist und nicht
von u abhängt.

Damit ergibt sich für das Geschwindigkeitsinkrement eine recht einfache Aus-
sage: Für den (hypothetischen) Fall, dass die Dissipationsrate keine stochastische
Variable sondern eine Konstante ist, kann die Entwicklung des Inkrements u in der
Skala r durch einen einfachen deterministischen Prozess mit rein additivem Rauschen
beschrieben werden: der Koeffizient D(2)

uu wäre dann konstant und auch der Diffusi-
onsterm D(2) der aus der zweidimensionalen Fokker-Planck-Gleichung abgeleiteten
Entwicklungsgleichung (8.8) für p(u, r) wäre dann konstant in u. Die Lösungen dieser
Gleichung sind dann Gaußverteilungen die keinerlei Intermittenzeffekte zeigen.

Dieses Ergebnis ist das im Rahmen aller gängigen Kaskadenmodelle erwartete.
Sowohl Kolmogorovs Theorien als auch das Modell Castaings schreiben das Auf-
treten der Intermittenzeffekte den statistischen Fluktuationen der Energiedissipati-
onsrate zu und auch experimentelle Untersuchungen der auf εr bedingten Statistik
des Inkrements haben gezeigt, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichten von u bei
Bedingung auf x(r) bzw. εr auf Gaußverteilungen reduzieren [78].

Einen Widerspruch zu insbesondere den Modellen Kolmogorovs stellt allerdings
nach wie vor das Ergebnis für den deterministischen Term D(1)

u dar. Dieser ist, wie
bereits erwähnt, identisch mit dem im eindimensionalen Koeffizienten und steht
damit im Widerspruch zu dem nach K41 erwarteten Wert von D(1)

u (u, r) = 1
3
u. Die

im eindimensionalen Fall beobachteten Abweichungen vom Kolmogorovschen Modell
lassen sich also nicht auf den Einfluss der Energiedissipationsrate zurückführen,
sondern weisen auf eine grundlegende Diskrepanz zwischen diesem Modell und dem
hier untersuchten Experiment hin.

Um den Prozess in zwei Dimensionen vollständig charakterisieren zu können,
müssten noch die Abhängigkeiten des Koeffizienten D(2)

xx von seinen Argumenten
u, x und r bestimmt werden. Dies war im Rahmen dieser Arbeit allerdings nicht
mehr in der notwendigen Ausführlichkeit möglich. Die Ergebnisse für D(2)

xx auf der
Skala r = L/2 (siehe Abbildung 8.13(a)) zeigen aber deutlich, dass, um die nötige
Genauigkeit zu erreichen, Untersuchungen an noch größeren Datensätzen als dem
hier untersuchten erforderlich sind.

Als gesichert darf aber gelten, dass der Koeffizient erster Ordnung, D(1)
x , linear

in x verläuft und keine Abhängigkeit vom Geschwindigkeitsinkrement u zeigt. Man
erhält also, im Bild der Langevin-Gleichung, für das Inkrement u(r) und die Dissipa-
tionsrate x(r) je eine vergleichsweise einfache stochastische Entwicklungsgleichung
in r, wobei die beiden Zufallsvariablen u und x nur über die stochastischen Anteile
D(2)

uu bzw. D(2)
xx in die Gleichung der jeweils anderen Variablen eingehen. Die deter-

ministischen Terme D(1)
u und D(1)

x dagegen sind jeweils nur Funktionen von u bzw.
x und entkoppeln daher vollständig. Zusammengefasst lauten die bisherigen Ergeb-
nisse (im Formalismus nach Itô) für die gekoppelten Langevin–Gleichungen für u(r)
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und x(r):

− ∂

∂r
u(r) = −γ(r)

r
u(r) +

√

m exp (a1x(r)) Γu(r) ,

− ∂

∂r
x(r) = +

G(r)

r
x(r) +

F (r)

r
+

√

1

r
D

(2)
xx (u, x, r) Γx(r) . (8.14)

(Der Faktor m = a0(r)
r

im stochastischen Anteil der Gleichung für u(r) ist nach den
in Gleichung (8.10) und Abb. 8.7 zusammengefassten Ergebnissen für D(2)

uu nähe-
rungsweise konstant.)

Interessant ist ein Vergleich der zweidimensionalen Gleichung mit den Langevin–
Gleichungen, die sich aus den jeweiligen eindimensionalen Markowanalysen des Ge-
schwindigkeitsinkrements bzw. der Energiedissipationsrate ergeben. Mit den Ergeb-
nissen der vorhergehenden Kapitel für das Geschwindigkeitsinkrement und der von
A. Naert und P. Marq durchgeführten Markowanalyse der Energiedissipationsrate
[77, 71] lauten diese Gleichungen (im Formalismus nach Itô):

− ∂

∂r
u(r) = −γ(r)

r
u(r) +

√

1

r
(α(r)− δ(r)u + β(r)u2) Γ(r) ,

− ∂

∂r
x(r) = +

G(r)

r
x(r) +

F (r)

r
+

√

1

r
D(r) Γ(r) . (8.15)

Die beiden Funktionen G(r) und F (r) in der eindimensionalen Langevin–Gleichung
(8.15) müssen, ebenso wie die deterministischen Terme γ(r) der Gleichungen für
u(r), mit den entsprechenden Termen der zweidimensionalen Gleichung (8.14) iden-
tisch sein. Dies folgt, analog zu der in Gleichung (8.8) skizzierten Überlegung, aus
der Tatsache, dass der Driftkoeffizient D(1)

x keine Funktion des Geschwindigkeitsin-
krements u ist. Allerdings sei darauf hingewiesen, dass die in [71] angegebenen Werte
für G(r) um einen Faktor zwei über den hier in Abbildung (8.12) gezeigten Werten
liegen. Diese Diskrepanz dürfte aber durch die unterschiedlichen Reynoldszahlen der
jeweils verwendeten Datensätze (Rλ = 341 in [71] bzw. Rλ = 463 bei den hier vor-
gestellten Analysen) und den Unsicherheiten bei der experimentellen Bestimmung
der Energiedissipationsrate zu erklären sein.

Deutliche Unterscheide zwischen ein- und zweidimensionaler Analyse zeigen sich
dagegen bei den stochastischen Termen der Langevin–Gleichungen. Während sich für
die Gleichung des Geschwindigkeitsinkrements durch die zweidimensionale Analyse,
wie oben bereits diskutiert, wesentliche Vereinfachungen ergeben, weist der Diffusi-
onskoeffizient D(2)

xx in (8.14) eine sehr viel kompliziertere Abhängigkeit von den Va-
riablen auf als sein eindimensionales Gegenstück D(r), das sich als unabhängig von
x erweist [71]. Bemerkenwert ist allerdings, dass die Grössenordnung des in [71] ge-
messenen Diffusionskoeffizienten D(r) gut mit den hier in Abbildung 8.13 gezeigten
Werten für D(2)

xx übereinstimmt. Beim Vergleich der in der ein- bzw. zweidimensiona-
len Analyse erhaltenen Diffusionskoeffizienten für x sei aber auch darauf hingewie-
sen, dass die Konstanz von D(r) lediglich eine erste Näherung darstellt: Die in [77]
graphisch dargestellten Diffusionskoeffizienten weisen eine deutliche Abhängigkeit
von x auf.
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Insgesamt hat die um die Energiedissipationsrate erweiterten Analyse, zumindest
was die Gleichung des Geschwindigkeitsinkrements betrifft, die erwarteten Vereinfa-
chungen für die Beschreibung des stochastischen Prozesses erbracht. Die zweite der
mit der zweidimensionalen Markowanalyse verbundenen Hoffnungen, die mögliche
Erweiterung der Beschreibung bis in den Dissipationsbereich hinein, hat sich da-
gegen nicht erfüllt: Die Autokorrelationsfunktion des nach der Langevin-Gleichung
(8.11) extrahierten Rauschens Γu zeigt bis hin zu Werten von ∆r = lmar Werte
ungleich Null, ist also keineswegs δ–korreliert.

Um den stochastischen Prozess auch in zwei Dimensionen vollständig zu charak-
terisieren, werden zukünftige Untersuchungen zunächst klären müssen, ob die sich
in Abbildung 8.13(b) andeutende vergleichsweise komplizierte Abhängigkeit des Ko-
effizienten D(2)

xx von x bestätigt wird, oder experimentellen Unzulänglichkeiten zu-
zuschreiben ist. In diesem Zusammenhang wird insbesondere auch die Frage geklärt
werden müssen, welchen Einfluss die Bestimmung des Gradienten der Geschwindig-
keit auf diesen Koeffizienten hat. Hilfreich wären in diesem Zusammenhang sicherlich
auch Untersuchungen an Daten aus direkten numerischen Simulationen, die eine Be-
stimmung der Energiedissipationsrate gemäss ihrer Definition (3.30) zulassen und
damit das Problem der Näherungsformel (3.31) umgehen.

Denkbar ist aber auch, dass eine vollständige stochastische Charakterisierung der
turbulenten Kaskaden neben dem longitudinalen Geschwindigkeitsinkrement und
der Energiedissipationsrate auch noch das transversale Geschwindigkeitsinkrement
mit einbeziehen muss und sich erst im Rahmen einer solchen dreidimensionalen Ana-
lyse einfache Ausdrücke für alle Terme der Langevin–Gleichung ergeben. Erste Un-
tersuchungen zu den gemeinsamen statistischen Eigenschaften von longitudinalem
und transversalem Inkrement haben bereits weitere interessante Ergebnisse erbracht
[10].

Trotz dieser offenen Punkte hat die bisherige Analyse einige interessante Ein-
blicke in die Kopplung der beiden stochastischen Variablen u(r) und εr erbracht
und insbesondere die Natur des multiplikativen Rauschterms (d.h. des quadratischen
Diffusionskoeffizienten) der eindimensionalen Gleichung für u(r) klären können.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Die im ersten Teil dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse belegen, dass die Mathema-
tik Markowscher Prozesse erfolgreich zur Analyse experimenteller turbulenter Daten
angewendet werden kann. Auch wenn die mit dieser Methode erzielten Ergebnisse
in einem streng mathematischen Sinn nicht beweisbar sind, so ergeben sie aus phy-
sikalischer Sicht dennoch eine widerspruchsfreie, in sich konsistente und im Rahmen
der experimentellen Genauigkeit exakte Beschreibung des der Turbulenz zugrunde
liegenden stochastischen Prozesses.

Nach Kenntnis des Autors ist die Markowanalyse ausserdem derzeit die einzige
experimentelle Methode, die eine korrekte Beschreibung der bedingten Wahrschein-
lichkeitsdichten von Geschwindigkeitsinkrementen auf verschiedenen Längenskalen
liefert. Wie in dieser Arbeit gezeigt wurde, liefert eine Analyse dieser bedingten Dich-
ten wesentlich mehr Informationen über den stochastischen Prozess als herkömliche
Methoden wie die Skalierungsanalyse der Strukturfunktionen, die ESS oder auch
Analysen der Wahrscheinlichkeitsdichten des Inkrements auf nur einer Skala Es sei
hier insbesondere nochmals darauf hingewiesen, dass es mehrer Möglichkeiten gibt,
die Dichten p(u, r) durch (effektive) Fokker–Planck–Gleichungen zu beschreiben, die-
se Mehrdeutigkeit aber verschwindet, sobald man die bedingten Dichten p(u, r|u0, r0)
betrachtet (siehe Kapitel 6.6.2). Dieser Sachverhalt mag mit begründen, warum es
zur Erklärung der Turbulenz basierend auf p(u, r) bzw. Sn

u (r) in der Literatur noch
unterschiedliche Modelle gibt.

Die Tatsache, dass die Markowanalyse eine korrekte Beschreibung der bedingten
Dichten liefert verleiht den hier vorgestellten Ergebnissen daher beträchtliche Signi-
fikanz. Allerdings muss man aufgrund dieser Ergebnisse die Annahme eines Skalen-
verhaltens der Strukturfunktionen für die hier untersuchten Datensätze ablehnen
bzw. akzeptieren, dass Skalenverhalten für diese Daten allenfalls eine Näherung er-
ster Ordnung sein kann. Vor dem Hintergrund der in [62] vorgestellten Ergebnisse,
denen zufolge in Experimenten mit ausgezeichneter Hauptströmungsrichtung wie
dem Freistrahl auch das Kolmogorovsche 4/5–Gesetz nicht exakt erfüllt sein kann,
relativiert sich dieser Widerspruch allerdings wieder.

Die Ergebnisse der Markowanalyse sind aber auch für die Modellierung und theo-
retische Behandlung der voll entwickelten Turbulenz von Bedeutung. Es konnte etwa
gezeigt werden, dass das phänomenologische Modell einer multiplikativen Kaskade
Markoweigenschaften impliziert und für die Abhängigkeiten des Drift- und Diffusi-

127
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onskoeffizienten vom Inkrement bestimmte Vorhersagen macht [1]. Die experimentell
gefundenen Widersprüche zu diesen Vorhersagen (insbesondere das Auftreten eines
additiven Terms im Diffusionskoeffizienten) führten bereits zu einer um additive
Rauscheinflüsse erweiterten Fassung des Modells, die mit experimentellen und auch
theoretischen Ergebnissen weit besser übereinstimmt als das ursprüngliche Modell
einer rein multiplikativen Kaskade [33].

Auch die neueren Ansätze der sog. fusion rules und der analytischen Behand-
lung der Navier-Stokes-Gleichung mit feldtheoretischen Methoden lassen sich, wie
kürzlich gezeigt werden konnte, in die Markowbeschreibung überführen und sind mit
der Annahme einer Fokker-Planck-Gleichung mit linearem Drift- und quadratischem
Diffusionskoeffizienten vereinbar [30, 31]. Obwohl sich noch nicht alle Details die-
ser verschiedenen Ansätze mit den experimentellen Ergebnissen in Einklang bringen
lassen, weisen diese Üeberlegungen der Markowanalyse bereits jetzt eine wichtige
Brückenfunktion zwischen Experiment, Modell und analytischer Behandlung der
Navier–Stokes–Gleichung zu und lassen für die Zukunft auf weitere wichtige Ergeb-
nisse hoffen.

Ein experimentelles Ergebnis, von dem wichtige Impulse auf Modellierung und
Theorie erwartet werden dürfen, ist dabei insbesondere die Existenz der endlichen
Markowlänge lmar, die bisher weder im Modell noch in der Theorie berücksichtigt
wurde. Zwar konnten aufgrund der relativ grossen experimentellen Unsicherheiten
bei der Bestimmung der Markowlänge lmar die exakten Zusammenhänge zwischen
lmar und der Kolmogorovschen Dissipationslänge η bzw. der Taylorschen Skala λ
bislang noch nicht endgültig geklärt werden, der Verlauf des Verhältnisses lmar/η
belegt aber dennoch, dass die Markowlänge auch im Limes sehr hoher Reynolds-
zahlen nicht gegen Null tendiert. Vielmehr deuten die bisherigen Ergebnisse darauf
hin, dass sie, bis auf einen konstanten Faktor der Grössenordnung 1/2, mit der
Taylorschen Längenskala identisch ist.

Die Markowanalyse des Übergangs zu hohen Reynoldszahlen wirft auch ein neues
Licht auf die angenommenen universellen Eigenschaften der turbulenten Kaskade.
Üblicherweise wird davon ausgegangen, dass die Reynoldszahl innerhalb des Inerti-
albereichs den grundlegenden Mechanismus der Kaskade, also den Energiefluss von
grossen zu kleinen Skalen, nicht wesentlich beeinflusst. Im wesentlichen sollte ledig-
lich das Verhältnis L/η, also der Bereich von Skalen, in dem das Modell Gültigkeit
besitzt, von der Reynoldszahl abhängen [85]. In Übereinstimmung mit dieser Über-
legung zeigen die Skalenexponenten der Strukturfunktionen keine oder nur schwach
ausgeprägte Abhängigkeiten von der Reynoldszahl [6, 4, 50].

Die Kramers-Moyal-Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung dagegen weisen
eine eindeutige Abhängigkeit von Re auf. Der Driftkoeffizient D(1) erweist sich (bei
geeigneter Auftragung) zwar als universell, der Diffusionskoeffizient D(2) variiert da-
gegen stark und scheint im Grenzfall Re →∞ gegen eine rein quadratische Funktion
von u zu streben, wobei der Koeffizient β∞ durch das 4/5–Gesetz gegeben sein sollte.
Die gemessenen Koeffizienten β weisen bei steigender Reynoldszahl zwar eine eindeu-
tige Tendenz in Richtung des Grenzwert β∞ auf, liegen aber auch bei der höchsten
hier untersuchten Reynoldszahl noch um etwa eine Grössenordnung unter diesem
Wert. Auch hier muss eine quantitative Aussage über die Konvergenz gegen den
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Grenzwert zukünftigen Untersuchungen überlassen bleiben. Da der bisherigen Er-
fahrung nach der Koeffizient β allerdings eher über- als unterschätzt wird, kann auch
aus den bereits vorliegenden Daten der Schluss gezogen werden, dass die Konvergenz
gegen den Grenzwert β∞ sehr langsam verläuft und auch Taylor-Reynoldszahlen
von 10000 (einem Wert, der in geophysikalischen Strömungen gemessen wird [56])
von diesem Grenzwert noch sehr weit entfernt sind. Vor dem Hintergrund dieser
Ergebnisse erscheint es fraglich, ob Turbulenzmodelle und Theorien, die von ver-
schwindender Viskosität bzw. dem Fall unendlich hoher Reynoldszahlen ausgehen,
an realen Messdaten überhaupt sinnvoll überprüft werden können.

Die zweidimensionale Markowanalyse der gemeinsamen statistischen Eigenschaf-
ten von Geschwindigkeitsinkrement und Energiedissipationrate konnte zwar nicht
mehr vollständig durchgeführt werden, erlaubt aber bereits jetzt interessante Aus-
sagen über die gegenseitigen Abhängigkeiten des Geschwindigkeitsinkrements und
der Energiedissipationsrate: Bei konstanter Energiedissipationsrate x beschreibt die
Langevin–Gleichung, wie auch nach [78] erwartet werden konnte, einen normalver-
teilten Prozess für u(r). Der deterministische Anteil der Gleichung für u(r) erweist
sich in erster Näherung ausserdem als unabhängig von x und damit als identisch
mit dem deterministischen Term der eindimensionalen Gleichung. Die Energiedissi-
pationsrate beeinflusst im Prozess für u(r) also in der Tat nur den stochastischen
Anteil. Dies führt auch dazu, dass der deterministische Anteil der Gleichung nach
wie vor im Widerspruch zu den Kolmogorovschen Theorien steht.

Es zeichnet sich ausserdem ab, dass der deterministische Anteil der Entwick-
lungsgleichung für x(r) seinerseits nicht vom Geschwindigkeitsinkrement abhängt
und auch hier u nur über den stochastischen Term in die Gleichung für x einkoppelt.
Man erhält für u(r) und x(r) also ein System von zwei gekoppelten stochastischen
Differentialgleichungen, wobei die beiden Variablen nur über die stochastischen An-
teile der Gleichungen auf die Dynamik der jeweils anderen Variablen einwirken.

Die Markowanalyse der turbulenten Kaskade ist eine relativ junge Forschungs-
richtung und es bleiben daher naturgemäss noch einige offene Fragen. Um die eindi-
mensionale Analyse des Übergangs zu sehr hohen Reynoldszahlen zu komplettieren
müsste zunächst ein automatisiertes Verfahren entwickelt werden das es erlaubt, die
Koeffizienten δ(r) und β(r), den linearen bzw. quadratischen Term des Diffusions-
koeffizienten, exakt zu bestimmen. Ein solches Verfahren könnte die aus der Fokker–
Planck–Gleichung resultierenden Gleichungen für die Strukturfunktionen ausnutzen
(vergleiche Kapitel 11.5), was gegenüber dem in dieser Arbeit verwendeten Verfah-
ren (dem Vergleich der Lösugen der Fokker–Planck–Gleichung mit den experimentell
bestimmten Dichten) auch mit einem sehr viel geringeren numerischen und zeitlichen
Aufwand verbunden wäre.

Neben einer Ausweitung der Analyse auf einen grösseren Bereich von Reynolds-
zahlen müssten dann in einem weiteren Schritt auch Daten aus anderen experi-
mentellen Systemen, wie insbesondere den Nachlaufströmungen von Gittern und
Zylindern, untersucht werden. Solche Untersuchungen könnten klären, inwieweit die
statistischen Eigenschaften der Turblenz tatsächlich universell, d.h. unabhängig von
den Randbedingungen der jeweiligen Strömung sind. Dieser Frage kommt neben
ihrer grundlegenden physikalischen Aussage auch im Zusammenhang mit dem nu-
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merischen Verfahren der large eddy simualtion entscheidende Bedeutung zu. Um
zu klären, welchen Einfluss der in [62] diskutierte Effekt der Instationarität hat,
könnten auch Untersuchungen an Strömungen mit verschwindender mittlerer Ge-
schwindigkeit wie dem in [75] untersuchten Experiment von Interesse sein.

Auch im Zusammenhang mit der zweidimensionalen Analyse der Kaskade konn-
ten noch nicht alle Fragen abschliessend geklärt werden. Schwierigkeiten bereitet hier
bereits die Frage nach der korrekten Bestimmung der Energiedissipationsrate aus ex-
perimentellen Daten, die hier nur angesprochen, nicht aber endgültig geklärt werden
konnte. Festzuhalten ist dazu, dass zwar die Ergebnisse für die u–Komponenten D(1)

u

und D(2)
uu von Driftvektor und Diffusionsmatrix kaum von der Bildung des Gradien-

ten abhängen, sich für die x–Komponenten jedoch deutliche Unterschiede ergeben.
Von dieser Unsicherheit ist insbesondere der Koeffizient D(2)

xx betroffen. Ein weiter-
gehender Vergleich der aus den Rohdaten bzw. den geglätteten Daten erhaltenen
Ergebnisse könnte aber klären, ob zumindest über die funktionalen Abhängigkei-
ten dieses Koeffizienten von den Variablen u, x und r sichere Aussagen gemacht
werden können. Zu bemerken wäre an dieser Stelle auch noch, dass die aus einem
eindimensionalen Schnitt durch ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld mithilfe der
Isotropieannahme berechnete Energiedissipationsrate nur eine grobe Näherung an
die tatsächliche Rate darstellt. Es wäre daher zu überlegen, ob Untersuchungen zu
den statistischen Eigenschaften von ε nicht besser an Daten aus direkten numeri-
schen Simualtionen durchgeführt werden sollten. Eine weitere mögliche Erweiterung
der Analysemethode könnte schliesslich als dritte Variable auch noch das transver-
sale Geschwindigkeitsinkrement miteinbeziehen.

Trotz der angesprochenen offenen Fragen zeigen insbesondere die Ergebnisse der
eindimensionalen Analyse des Geschwindigkeitsinkrements, dass die Markowanalyse
durch die Einbeziehung der gemeinsamen statistischen Eigenschaften von Inkremen-
ten auf verschiedenen Längenskalen Erkenntnisse über den stochastischen Prozess
liefert, die über die Aussagen herkömmlicher Analysemethoden weit hinausgehen.
Das Anwendungsgebiet der Markowanalyse bleibt allerdings nicht nur auf die voll
entwickelte, homogene, isotrope und stationäre Turbulenz beschränkt. Untersuchun-
gen von Windfeldern [17], der Randbereiche der Freistrahlströmung [89] und dem
Nahfeld der Zylindernachlaufströmung [64, 63] haben gezeigt, dass diese Analyseme-
thode auch auf inhomogene Turbulenz anwendbar ist. Im Fall der Zylindernachlauf-
strömung konnte mit Hilfe dieser Methode eine äusserst exakte Charakterisierung
des Übergangs von der inhomogenen in die homogene Turbulenz erzielt werden. Die
Markowanalyse wurde aber auch auf Gebiete ausserhalb der Turbulenzforschung
angewandt. Zu nennen wären hier die Charakterisierung rauher Oberflächen [42],
die Analyse verrauschter chaotischer Systeme [101] sowie medizinischer Daten [102]
und schließlich die Untersuchung von Finanzmärkten [40, 93]. Dem letztgenannten
Gebiet widmet sich auch der zweiten Teil der vorliegenden Arbeit.
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Kapitel 10

Eine kurze Einführung in die
Finanzdatenanalyse

Nicht erst seit den jüngsten schweren Turbulenzen am Neuen Markt sondern seit
bereits über hundert Jahren versuchen Wissenschaftler, die irregulären Fluktuatio-
nen von wirtschaftlichen Kenndaten wie Aktienkursen, Aktienindizes oder Wech-
selkursen zu quantifizieren und die Risiken von Kursschwankungen abzuschätzen.
Ein prominenter Ansatz hierzu stammt von L. Bachelier, der im Jahr 1900 ein ma-
thematisches Modell für die zeitliche Entwicklung von Aktien- und Wechselkursen
vorstellte, das erst fünf Jahre später unter dem Begriff der Brownschen Bewegung
bzw. des random walk als Modell für die Bewegung eines diffundierenden Teilchens
auch in die Physik eingeführt wurde [9].

Das Modell einer einfachen Brownschen Bewegung für Kursverläufe hat eine
weite Verbreitung in der Finanzmathematik gefunden und bildet auch heutzuta-
ge noch die Grundlage für wichtige Modelle wie insbesondere die bekannte Black-
Scholes-Gleichung zur Berechnung des Preises von Optionen [16]. Dieses Modell
erfasst allerdings eine wichtige Eigenschaft empirischer Daten nicht: Wie auch in
der Turbulenz findet man auf kleinen Skalen (in diesem Fall natürlich Zeitskalen)
eine im Vergleich zur Gaußschen Verteilung unerwartet hohe Wahrscheinlichkeit für
betragsmässig sehr grosse Kursschwankungen.

Diese Diskrepanz hat zur Entwicklung alternativer Modell für Kursentwicklun-
gen geführt. Ohne an dieser Stelle ins Detail zu gehen, seien mit den ARCH-
(autoregressive conditional heteroskedasticity) [35, 18, 19] und SV- (stochastic vol-
atility) Modellen [109, 46, 43] die beiden wichtigsten Richtungen erwähnt. Eine
Übersicht über die gängigsten Modelle der Finanzmathematik und ihrer Anwen-
dung in der Bewertung von Finanzderivaten bieten die Bücher von Hull [53] und
Shiryaev [100].

In den letzten Jahren beschäftigen sich in stark zunehmendem Masse auch Physi-
ker mit der Modellierung ökonomischer Systeme und der statistischen Analyse empi-
rischer Marktdaten. Auf dem Gebiet der Modellierung unterscheidet sich der Ansatz
der sog. Ökonophysik insbesondere durch die Einbeziehung dynamischer Aspekte
von den traditionellen Gleichgewichtsmodellen der Wirtschaftmathematik [25]. Die
typischerweise diskutierten Marktmodelle gehen dabei von einer gewissen Anzahl
von Händlern (

”
Agenten“) aus, die in bestimmter Weise auf die aktuelle Kursent-
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wicklung und das Verhalten ihrer Nachbarn reagieren. Diese aus der statistischen
Physik entlehnten Perkolationsmodelle beschreiben unter bereits recht einfachen An-
nahmen für die Interaktion zwischen den Agenten die meisten der in tatsächlichen
Märkten beobachteten Phänomene zumindest qualitativ richtig [29, 105].

Auch die statistische Analyse empirischer Daten hat in den zurückliegenden Jah-
ren einen beträchtlichen Aufschwung erfahren. Diese Entwicklung wurde nicht zu-
letzt durch die rasante Entwicklung der Computertechnik begünstigt, die eine immer
größere Menge von Daten handhabbar werden läßt. Während die traditionelle Fi-
nanzmathematik eher den Ansatz verfolgt, die verschiedenen Vorhersagen von Mo-
dellen (wie den oben erwähnten ARCH- und SV-Modellen) im Nachhinein an rea-
len Daten zu validieren, ist es das Anliegen der Ökonophysik, Informationen über
den stochastischen Prozess aus der Datenanalyse zu gewinnen [104]. Eine Übersicht
über die aktuellen Entwicklungen auf dem Gebiet der Ökonophysik findet sich in
[70, 112, 100].

Die im Folgenden vorgestellten Analysen bauen auf der erstmals in [45] vorge-
schlagenen Analogie zwischen Finnazmärkten und voll entwickelter Turbulenz auf.
In [45] wurden die statistischen Eigenschaften des Wechselkurses US-Dollar / Deut-
sche Mark, im folgenden mit y(t) bezeichnet, analog zur Turbulenz mithilfe des
Preisinkrements x(τ) untersucht:

x(τ) = y(t + τ)− y(t) . (10.1)

Auch wenn es in der Finanzmathematik üblicher ist, an dieser Stelle die sog. Ren-
diten (returns), also das Verhältnis von y(t + τ) zu y(t), bzw. die logarithmischen
returns zu verwenden, wird auch in der vorliegenden Arbeit das Preisinkrement
verwendet. Zum einen enthalten Inkrement und return dieselbe Information, zum
anderen ermöglicht die Verwendung des Inkrements den direkten Vergleich mit den
Ergebnissen der analogen Analyse turbulenter Daten.

In [45] wurde eine solche vergleichende Analyse des Preisinkrements durch ei-
ne Charakterisierung seiner Wahrscheinlichkeitsdichten p(x, τ) im Rahmen der Ca-
staingschen Turbulenztheorie vorgenommen. Wie auch im Fall der Turbulenz zeigen
diese Dichten vor allem für kleine Zeitskalen τ signifikante Abweichungen von der
Gaußschen Form und weisen stark ausgeprägte Flügel auf (siehe Abbildung 11.15).
Es stellte sich heraus, dass die Dichten des Preisinkrements in guter Näherung durch
den Castaingfit (3.55) beschrieben werden können, und dass zudem der Formfaktor
λ2(τ) den vom Kolmogorovschen Turbulenzmodell geforderten linearen Verlauf in
ln(τ) aufweist.

Basierend auf diesem Ergebnis wurde postuliert, dass auch Finanzmärkte von
kaskadenartigen Prozessen dominiert werden, wobei die turbulente Energiekaskade
durch eine kaskadenartige Verbreitung von Informationen im Markt ersetzt wurde.
Diese Analogie hat viele weitere Arbeiten initiiert, so etwa [7, 98, 21, 76], wurde aber
auch als zu oberflächlich kritisiert [69, 70]. Es sei noch erwähnt, dass auch gegen
diese Kritik wiederum Einwände vorgebracht wurden [76].

Um eine vollständige Charakterisierung des stochastischen Prozesses für das Prei-
sinkrement x(τ) zu erreichen und damit auch eine tiefergehende Aussage über die
eventuellen Analogien zwischen voll entwickelter Turbulenz und Finanzmärkten zu
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erhalten, werden im folgenden die Ergebnisse einer Markowanalyse des auch in [45]
untersuchten Datensatzes vorgestellt. Es handelt sich hierbei um 1, 4 · 106 Notie-
rungen des Wechselkurses des US-Dollars gegenüber der deutschen Mark aus dem
Zeitraum vom 01. Oktober 1992 bis zum 30. September 1993. Diese Daten liegen in
unregelmässigen Zeitabständen vor, wobei der mittlere Abstand in etwa 20 Sekunden
beträgt, der kleinste Zeitschritt zwei Sekunden sind und die längsten Unterbrechun-
gen von etwa zwei Tagen naturgemäss an den Wochenenden auftreten (unter der
Woche treten, da die beiden Währungen an Börsen in aller Welt gehandelt werden
bzw. wurden, keine längeren Unterbrechungen auf). Die Zeitschritte sind über das
gesamte Jahr durchlaufend in Sekunden angegeben. Das Preisinkrement x(τ) wurde
zu einem bestimmten Zeitpunkt t nur dann berechnte, wenn sowohl zum Zeitpunkt
t als auch bei t + τ tatsächlich auch Notierungen des Kurses vorlagen.

Im folgenden Kapitel 11 werden die Ergebnisse der Markowanalyse dieses Daten-
satzes vorgestellt und vor dem Hintergrund der postulierten Analogie zur Turbulenz
sowie einigen weiteren derzeit diskutierten Ansätzen interpretiert. Wie auch schon
bei der Analyse der turbulenten Kaskade wurde der Prozess hierbei von grossen Ska-
len τ , auf denen die Dichten näherungsweise Gaußförmig sind, hin zu kleineren Ska-
len durchgeführt. Um künftige Kursrisiken aus dem bisherigen Verlauf abschätzen
zu können, ist diese Richtung des Prozesses allerdings nicht geeignet. In Kapitel
12 werden daher kurz auch die Ergebnisse einer Markowanalyse in umgekehrter
Prozessrichtung, d.h. von kleinen hin zu grösseren Skalen, diskutiert. Eine Zusam-
menfassung der erhaltenen Ergebnisse und ein Ausblick auf mögliche Erweiterungen
der Analysen werden den zweiten Teil dieser Arbeit dann beschliessen.
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Kapitel 11

Markowanalyse der Daten

11.1 Vorbereitende Analysen

Das Frequenzspektrum der Daten ist oberhalb einer bestimmten Frequenz (ab ca.
10−2Hz) in etwa konstant (siehe Abbildung 11.1). Eine solche Form des Spektrums
deutet darauf hin, dass die Wechselkursdaten y(t) bei hohen Frequenzen von ad-
ditivem weissen Rauschen dominiert werden, vergleichbar etwa dem Messrauschen,
das bei jeder physikalischen Messung auftritt. Die Zeitserie y(t) liesse sich dem-
nach als Summe des

”
tatsächlichen“Signals s(t) und eines additiven Rauschens n(t)

darstellen:

y(t) = s(t) + n(t). (11.1)

Es sei darauf hingewiesen, dass das nach (11.1) angenommene additve Rauschen n(t)
sich fundamental von dem dynamischen Rauschen Γ der Langevin-Gleichung (4.15)
unterscheidet. Letzteres koppelt über den Diffusionkoeffizienten D(2) direkt in die
Dynamik des Prozesses ein, während das additive Rauschen n(t) zwar die Messdaten
verfälscht, auf die Dynamik des Systems bzw. des Kursverlaufs s(t) jedoch keinen
Einfluss hat.

Wie in Kapitel 11.3 gezeigt werden wird, verursacht ein solches additives un-
korreliertes Rauschen erhebliche Probleme bei der Bestimmung der Kramers-Moyal-
Koeffizienten. Um diese Probleme zu vermeiden, wurden die Daten geglättet. Jeder
Wert y(t) wurde dabei durch einen gewichtete Mittelwerte seiner selbst und seiner
Umgebung ersetzt, wobei die Daten in der Umgebung von y(t) mit einer bei t zen-
trierten Gaußverteilung mit einer Standardabweichung von 44s gewichtet wurden
(die Breite des Filters von 44s entspricht etwa dem doppelten mittleren Abstand
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Notierungen des Kurses).

Abbildung 11.2 zeigt das Ergebnis s(t) dieser Glättung im Vergleich zu den ur-
sprünglichen Daten y(t). Nach Gleichung (11.1) sollte es möglich sein, aus diesen
beiden Zeitserien das additive Rauschen n(t) zu extrahieren. Stimmt die Annahme,
dass es sich hierbei um unkorreliertes additives Rauschen handelt, müsste der Mit-
telwert 〈n(t)〉 Null sein und n(t) müsste δ–korreliert sowie statistisch unabhängig
von s(t) sein.
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Abbildung 11.1: Das Frequenzspektrum der Wechselkursdaten y(t). Über einen wei-
ten Bereich von Frequenzen fällt es mit etwa f−2 ab, oberhalb von f ≈ 10−2 wird es
von weissem Rauschen dominiert.
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Abbildung 11.2: Aussschnitte der ursprünglichen Zeitserie y(t) (Kreise) und der
geglätteten Daten s(t) (durchgezogene Linie).

Der Mittelwert 〈n(t)〉 der nach (11.1) extrahierten Daten ist um den Faktor
8 ·10−5 kleiner als die Standardabweichung σn von n(t). Dieses Ergebnis rechtfertigt
die Annahme, dass der Mittelwert von n(t) Null ist. Die Autokorrelationsfunktion
Rn(t) fällt innerhalb von zwei Sekunden von 1 auf 0, 08 ab, siehe Abbildung 11.3.
Verglichen mit der zeitlichen Auflösung der Daten ist das in der Tat ein annähernd
δ–förmiger Abfall: die kleinste Zeitspanne zwischen zwei aufeinander folgenden No-
tierungen ist zwei Sekunden. Allerdings hat die Autokorrelationsfunktion im weite-
ren Verlauf bis noch etwa τ ≤ 2min zwar kleine, aber dennoch deutlich von Null
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verschiedene Werte. In diesem Bereich ist die Rekonstruktion des
”
wahren“Signals

s(t) durch die geglätteten Daten unzureichend. Die folgenden Analysen des Preisin-
krements werden daher auf Zeitskalen τ und ∆τ beschränkt, die grösser sind als eine
bestimmte Schrittweite τmin. Das in Abbildung 11.3 gezeigte Ergebnise für die Au-
tokorrelationsfunktion Rn(t) legt hierfür die Wahl τmin = 4min nahe. In Einheiten
von τmin kann n(t) als δ–korreliert angenommen werden.
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Abbildung 11.3: Die Autokorrelationsfunktion Rn(t) des nach Gleichung (11.1) aus
den ursprünglichen Wechselkursdaten y(t) und den geglätteten Daten s(t) berechne-
ten Rauschens n(t).

Die dritte zu überprüfende Eigenschaft des Rauschens ist seine statistische Un-
abhängigkeit vom geglätteten Signal s(t). Diese beiden stochastischen Variablen sind
statistisch unabhängig, wenn ihre gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte p(s(t), n(t))
faktorisiert bzw. die bedingte Dichte p(s(t)|n(t)) nicht von n(t) abhängt:

p(s(t), n(t)) = p(s(t)) p(n(t))

↔ p(s(t)|n(t)) =
p(s(t), n(t))

p(n(t))
= p(s(t)) . (11.2)

Die aus den Daten bestimmte bedingte Dichte p(s(t)|n(t)) ist in Abbildung 11.4 für
mehrere Werte von n mit der (unbedingten) Dichte p(s(t)) verglichen. Für variieren-
de n zeigen sich zwischen den bedingten Dichten und p(s(t)) keine systematischen
Abweichungen, Gleichung (11.2) kann daher als erfüllt angesehen werden.

Dass der Einfluss des additiven Rauschens n(t) tatsächlich auf kleine Skalen τ
beschränkt ist, zeigt ein Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten des aus den ur-
sprünlichen bzw. den geglätteten Daten berechneten Preisinkrements x(τ) (Abbil-
dung 11.5). Auf Skalen τ grösser als τ = 2τmin sind die Dichten des aus y(t) bzw.
s(t) berechneten Inkrements praktisch identisch.

Im folgenden werden Preisinkremente, soweit nicht ausdrücklich gegenteiliges
erwähnt ist, ausschliesslich aus den geglätteten Daten s(t) berechnet.
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Abbildung 11.4: Vergleich der bedingten Dichten p(s(t)|n(t)) (offene Symbole) mit
der Wahrscheinlichkeitsdichte p(s(t)) des geglätteten Signals (durchgezogene Linie).
Es zeigen sich keine systematischen Abweichungen zwischen bedingten und unbe-
dingter Verteilung. Die bedingten Dichte sind gezeigt für: n = −2σn (Kreise), n = 0
(Quadrate) und n = +3σ (Rauten).
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Abbildung 11.5: Die Wahrscheinlichkeitsdichten des Preisinkrements x(τ) auf den
Skalen τ = 4min, 8min und 15min (von unten nach oben). Das Preisinkrement
wurde sowohl aus den ursprünglichen Wechselkursdaten y(t) (offene Symbole) als
auch aus den geglätteten Daten s(t) (volle Symbole) berechnet. Die Dichten wur-
den der Übersichtlichkeit halber in vertikaler Richtung gegeneinander verschoben.
Das Preisinkrement ist in Einheiten der Standardabweichung σ der Zeitserie y(t)
angegeben.
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11.2 Markoweigenschaften

Die Bedingung (4.2) für die Markoweigenschaft des Preisinkrements kann, wie auch
schon im Fall der voll entwickelten Turbulenz, lediglich für den Spezialfall N = 3
untersucht werden:

p(x1, τ1|x2, τ2; x3, τ3) = p(x1, τ1|x2, τ2) . (11.3)

Abbildung 11.6 zeigt einen Vergleich der einfach- und zweifach bedingten Wahr-
scheinlichkeitsdichte für die Skalen τ1 = τmin = 4min, τ2 = 2τmin und τ3 = 3τmin.
Für diese Kombination von Skalen τi zeigt sich eine gute Übereinstimmung zwischen
den Dichten.
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Abbildung 11.6: (a): Konturliniendarstellung der bedingten Dichte p(x1, τ1|x2, τ2)
(durchbrochene Linien) und p(x1, τ1|x2, τ2; x3 = 0, τ3) (durchgezogene Linien) für
τ1 = τmin = 4min, τ2 = 2τmin und τ3 = 3τmin.
(b) und (c): Schnitte durch die bedingten Dichten für x2 = ±0, 02σ. Symbole: zwei-
fach bedingte Dichte, durchgezogene Linie: einfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdich-
te.

Ähnlich gute Übereinstimmungen finden sich auch für andere Kombinationen
von Skalen τi mit τmin ≤ τ1 ≤ 2h und Werten von ∆τ = τ2 − τ1 = τ3 − τ2 zwischen



142 KAPITEL 11. MARKOWANALYSE DER DATEN

τmin und 3τmin. Das ist in Abbildung 11.7 exemplarisch für eine weiter Kombination
von Skalen gezeigt: τ1 = 1h, τ2 = τ1 + τmin und τ3 = τ1 + 2τmin.
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Abbildung 11.7: (a): Konturliniendarstellung der bedingten Dichte p(x1, τ1|x2, τ2)
(durchbrochene Linien) und p(x1, τ1|x2, τ2; x3 = 0, τ3) (durchgezogene Linien) für
τ1 = 1h, τ2 = τ1 + τmin und τ3 = τ1 + 2τmin.
(b) und (c): Schnitte durch die bedingten Dichten für x2 = ±0, 025σ. Symbole: zwei-
fach bedingte Dichte, durchgezogene Linie: einfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdich-
te.

Aufgrund dieser Ergebnisse wird im folgenden davon ausgegangen werden, dass
das Preisinkrement x in der Skala τ einem Markowprozess gehorcht.

11.3 Die Kramers-Moyal Koeffizienten

Die Gültigkeit der Markoweigenschaften vorausgesetzt, kann man die Entwicklungs-
koeffizienten D(k)(x, τ) über den Grenzübergang ∆τ → 0 aus den bedingten Momen-
ten M (k)(x, τ, ∆τ) bestimmen. In Abbildung 11.8 ist der nach der Entwicklungsglei-

chung (4.13) korrigierte Koeffizient M
(2)
korr zu jeweils festen Werten von x und τ als

Funktion von ∆τ aufgetragen (vergleiche auch Kapitel 6.3). Über das gesamte Inter-

vall τmin ≤ ∆τ ≤ 2τmin lässt sich M
(2)
korr durch das nach der Entwicklungsgleichung zu



11.3. DIE KRAMERS-MOYAL KOEFFIZIENTEN 143

erwartende Polynom zweiten Grades mit verschwindendem linearen Term darstellen.
Abweichungen davon zeigen sich nur für Werte von ∆τ kleiner als 0, 5τmin = 2min.
Im Vergleich mit Abbildung 11.3 fällt auf, dass dies exakt der Bereich von Skalen
ist, in dem die Autokorrelationsfunktion des extrahierten additiven Rauschens von
Null verschiedene Werte annimmt. Der Bereich von Skalen, in dem die Rekonstruk-
tion des unverrauschten Signals durch die Glättung des ursprünglichen Datensatzes
unzulänglich wird, entpsricht also exakt dem Bereich, in dem der Koeffizient M

(2)
korr

von dem erwarteten Verhalten abweicht. Das legt die Vermutung nahe, dass die
in Abb. 11.8 beobachteten Abweichungen vom Idealverhalten bei ebendiesen Ska-
len auf die Unzulnaglichkeiten der Rekonstruktion des unverrauschten Signals s(t)
zurückzuführen ist. Bei den Fits zur Extrapolation der aus den Daten bestimmten
Koeffizienten M (k) wurde der Bereich 0 < ∆τ ≤ τmin daher nicht berücksichtigt.
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Abbildung 11.8: Der korrigierte Koeffizient M
(2)
korr(x, τ, ∆τ) als Funktion von ∆τ

für x = 0, 05σ und τ = 15min (volle Kreise). Für ∆τ ≥ τmin lässt sich der kor-
rigierte Koeffizient durch das nach der Entwicklungsgleichung (4.13) zu erwartende
Polynom zweiten Grades mit verschwindendem linearen Term beschreiben (durch-

gezogene Linie). Die offenen Kreise sind die Ergebnisse für M
(2)
y,korr, die man zu

denselben Werten von x und τ erhält, wenn man anstelle der geglätteten Daten s(t)
die ursprüngliche Zeitserie y(t) verwendent.

In Abbildung 11.8 ist zusätzlich der Koeffizient M
(2)
y,korr gezeigt. Zu seiner Berech-

nung wurde anstelle des geglätteten Datensatzes s(t) die ursprüngliche Zeitserie y(t)
verwendet. In diesem Fall divergieren die Werte von M (2) im Limes ∆τ → 0, eine
Bestimmung des Grenzwertes D(2) ist daher hier nicht möglich. Das divergierende
Verhalten des Koeffizienten M

(2)
y,korr kann leicht verstanden werden, wenn man an-

nimmt, dass sich y(t) nach Gleichung (11.1) aus dem
”
eigentlichen“Signal s(t) und

additivem, unkorrelierten Rauschen n(t) zusammensetzt. In diesem Fall nämlich
erhält man für das zweite Moment des Preisinkrements:

〈

(y(t + τ)− y(t))2
〉

=
〈

(s(t + τ) + n(t + τ)− s(t)− n(t))2
〉
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=
〈

(s(t + τ)− s(t))2
〉

+ 2
〈

n2
〉

. (11.4)

Aufgrund des additiven Rauschens erhält man also den zusätzlichen, von τ un-
abhängigen, Term 2 〈n2〉. Da die Koeffizienten M (k) nichts anderes als bedingte Mo-
mente des Preisinkrements sind, treten auch dort ähnliche Terme auf. Dividiert man
diese konstanten Terme nach Gleichung (4.6) durch ∆τ , so erhält man das in Ab-
bildung 11.8 beobachtete divergierende Verhalten von M (2)

y für ∆τ → 0.
Benutzt man die geglätteten Daten s(t) zur Berechnung der Koeffizienten, so

kann D(1) durch lineare und D(2) durch quadratische Extrapolation aus den M (k) be-
stimmt werden. In Abbildung 11.9 ist das Ergebnis dieser Extrapolationsmethoden
für die Koeffizienten D(1)(x, τ) und D(2)(x, τ) für verschiedene Skalen τ als Funktion
des Preisinkrements x gezeigt. Wie auch schon im Fall der voll entwickelten Tur-
bulenz zeigen beide Koeffizienten einfache Abhängigkeiten vom Inkrement x: D(1)

lässt sich in guter Näherung durch eine Ursprungsgerade beschreiben, D(2) durch ein
Polynom zweiten Grades in x. Im Gegensatz zum Fall der Turbulenzdaten jedoch
zeigt D(2) keine Asymmetrie in x, der lineare Term verschwindet offensichtlich:

D(1)(x, τ) = −γ(τ)x,

D(2)(x, τ) = α(τ) + β(τ)x2. (11.5)
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Abbildung 11.9: Die Koeffizienten D(1) (a) und D(2) (b) als Funktionen des Prei-
sinkrements x auf den Skalen τ = 15min (Kreise), τ = 2h (Quadrate) und τ = 12
(Kreuze). Die durchgezogenen Linien geben die Ergebnisse der in Kapitel 11.5 be-
schriebenen Methode wieder.

Die Koeffizienten D(1) und D(2) lassen sich allerdings nur für Skalen τ ≤ 2h di-
rekt aus den Daten bestimmen. Auf grösseren Skalen werden nicht mehr genug un-
abhängige Ereignisse gemessen, um die Koeffizienten sicher bestimmen zu können.
Das kann man sich verdeutlichen, wenn man bedenkt, dass es innerhalb eines Jah-
res (der Länge des hier untersuchten Datensatzes), nur 365 × 2 überlappungsfreie
Intervalle der Länge 12h gibt, also auch nur etwa 700 unabhängige Ereignisse auf
dieser Skala. Bedingte Erwartungswerte, zumal solche der Ordnung zwei und höher,
können mit einer solch niedrigen Anzahl von Ereignissen natürlich nicht zuverlässig
bestimmt werden, wie in Abbildung 11.9 für τ = 12h gezeigt.
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Es kann aber auf jeden Fall festgehalten werden, dass sich die Abhängigkeit der
Koeffizienten D(1) und D(2) vom Preisinkrement x für Skalen τ unterhalb von zwei
Stunden in guter Näherung durch lineare bzw. quadratische Funktionen in x mit
skalenabhängigen Koeffizienten beschreiben lassen.

11.4 Der Koeffizient vierter Ordnung

Der nächste Schritt bei der Markowanalyse besteht wiederum darin, den Koeffi-
zienten vierter Ordnung D(4)(x, τ) abzuschätzen. Verschwindet er, so bricht die
Kramers–Moyal–Entwicklung nach dem zweiten Glied ab und die Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, τ) wird durch die Fokker–Planck–Gleichung beschrie-
ben.

Abbildung 11.10 zeigt das bedingte Moment M (4)(x, τ, ∆τ) für τ = 15min und
x = 0, 05σ. Wie auch schon im Fall der voll entwickelten Turbulenz fällt M (4),
im Gegensatz zu den Koeffizienten erster und zweiter Ordnung, bei Annäherung
an ∆τ = 0 stark ab: Über das Intervall 2τmin ≥ ∆τ ≥ τmin verringert sich der
Wert von M (4) um etwa die Hälfte. Das ist ein erster Hinweis darauf, dass M (4) im
Grenzübergang ∆τ → 0 verschwinden könnte.
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Abbildung 11.10: Der Koeffizient M (4)(x, τ, ∆τ) als Funktion von ∆τ für τ = 15min
und x = 0, 05σ (Kreise). Die durchgezogene Linie entspricht einem linearen Fit
an die Daten im Intervall τmin ≤ ∆τ ≤ 2τmin. Der dadurch erhaltene Wert für
D(4)(x = 0, 05σ, τ = 15min) beträgt (0, 9± 1, 0)10−8.

Fittet man Polynome verschiedener Ordnungen an die Daten im Intervall τmin ≤
∆τ ≤ 2τmin, so erhält man für D(4) bereits bei linearer Extrapolation sowohl posi-
tive als auch negative Werte (siehe Abbildung 11.11). Da D(4) per Definition aber
eine positive Größe ist, ist dies ein starker Hinweise darauf, dass dieser Koeffizient
verschwindet.
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Abbildung 11.11: Das Ergebnis der linearen Extrapolationsmethode für D(4) auf der
Skala τ = 15min. Man erhält sowohl positive als auch negative Werte für D(4).

Ähnliche Ergebnisse für D(4) erhält man auch auf anderen Skalen. Aufgrund
dieser Ergebnisse wird für die folgenden Analysen davon ausgegangen, dass der Kof-
fizient vierter Ordnung Null ist und sich die Entwicklung der Wahrscheinlichkeits-
dichten in der Skala τ durch die Fokker-Planck- Gleichung beschreiben lässt.

11.5 Ein alternativer Ansatz zur Bestimmung der

Koeffizienten

Die Analyse der direkt aus den Daten bestimmten Koeffizienten M (k) deutet dar-
auf hin, dass sich die Statistik des Preisinkrements x auf der Zeitskala τ durch
eine Fokker–Planck–Gleichung mit Drift– und Diffusionskoeffizienten gemäss Glei-
chung (11.5) beschreiben lassen. Aufgrund der beschränkten Länge des untersuch-
ten Datensatzes ist es allerdings nicht möglich, definitive Aussagen über die Ska-
lenabhängigkeit der Koeffizienten γ(τ), α(τ) und β(τ) zu machen. Abschätzungen
für deren Werte können aber aus den Gleichungen für die Momente des Preisinkre-
ments gewonnen werden.

Die Steigung γ(τ) von D(1) etwa kann aus der Gleichung für das bedingte erste
Moment Z1(τ),

Z1(τ) = 〈x(τ)|x0(τ0)〉 =

∞∫

−∞

x p(x, τ |x0, τ0) dx , (11.6)

abgeschätzt werden. Multipliziert man die Fokker-Planck-Gleichung (4.7) für die
bedingten Dichten p(x, τ |x0, τ0) mit x, integriert über x und benutzt schliesslich das
Ergebnis D(1)(x, τ) = −γ(τ)x für den Driftkoeffizienten, so erhält man die folgende
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Gleichung für Z1(τ):

− τ
∂

∂τ
Z1(τ) = −γ(τ)Z1(τ) . (11.7)

Bei der Herleitung dieser Gleichung wurde neben der Gültigkeit der Fokker-Planck-
Gleichung nur die Annahme benutzt, dass D2(x, τ)p(x, τ |x0, τ0) für x → ±∞ gegen
Null geht.

Mit der Anfangsbedingung Z1(τ0) = 〈x(τ = τ0)|x0(τ0)〉 = x0 lautet die Lösung
der Gleichung (11.7):

Z1(τ) = x0 exp







τ∫

τ0

γ(τ ′)

τ ′
dτ ′






. (11.8)

Diese Gleichung hat eine zweifache Bedeutung: Folgt das gemessene bedingte er-
ste Moment tatsächlich dieser Vorhersage, so kann das als starker Hinweis auf die
Gültigkeit der der Herleitung von (11.8) zugrunde liegenden Annahmen (Gültigkeit
der Fokker-Planck-Gleichung und lineare Abhängigkeit des Driftkoeffizienten von x)
gewertet werden. Andererseits kann der einfache Zusammenhang (11.8), vorausge-
setzt er beschreibt Z1(τ) korrekt, auch dazu benutzt werden, die Funktion γ(τ) zu
bestimmen.

Abbildung 11.12 zeigt den aus den Daten bestimmten bedingten Erwartungswert
Z1(τ) als Funktion von τ für verschiedene Werte von x0 für τ0 = 2h. Tatsächlich
ist, wie nach Gleichung (11.8) zu erwarten, Z1(τ)/x0 eine universelle Funktion des
Verhältnisses τ/τ0, also unabhängig von x0 und τ0.
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Abbildung 11.12: Das (durch x0 dividierte) bedingte erste Moment Z1(τ) als Funk-
tion von τ/τ0 für τ0 = 2h und x0 = −0.05σ (Kreise), x0 = −0.025σ (Quadrate),
x0 = +0.025σ (Rauten) und x0 = +0.05σ (Dreiecke). Die durchgezogene Linie ist
ein Potenzfit an die Daten gemäss 11.9, die gepunktete senkrechte Linie markiert
die Zeitskala τ = τmin = 4min,
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Man findet überdies, dass sich Z1 durch ein Potenzgesetz in τ beschreiben lässt:
Z1/x0 = (τ/τ0)

c. Eine einfache Rechnung zeigt, dass ein solches Potenzgesetz aus
(11.8) für den Fall folgt, dass γ(τ) konstant ist:

Z1(τ) = x0 exp






γ

τ∫

τ0

1

τ ′
dτ ′






= x0 exp

{

γ ln
(

τ

τ0

)}

= x0

(
τ

τ0

)γ

. (11.9)

Der Fit einer Potenzfunktion an die in Abbildung 11.12 gezeigten Werte von Z1(τ)
ergibt einen Wert von 0, 95 für γ. Durch Variation von x0 und τ0 erhält man die
folgenden Abschätzungen für den Koeffizienten γ und seinen Fehler:

γ = 0, 93 ± 0, 02 . (11.10)

Interessanterweise erhält man für γ einen Wert nahe eins. Ob die durch (11.10)
angedeutete Abweichung davon signifikant ist, kann allerdings aufgrund des hier
untersuchten Datensatzes nicht eindeutig entschieden werden. Die Beantwortung
dieser Frage muss Untersuchungen an längeren Datensätzen vorbehalten bleiben.

Auf ähnliche Weise können auch Abschätzungen für die Koeffizienten α(τ) und
β(τ), den konstanten bzw. quadratischen Term in D(2), gefunden werden. Es sol-
len hierzu die Gleichungen für die Momente 〈x(τ)n〉 betrachtet werden. Diese Glei-
chungen lassen sich, analog zu den Gleichung (4.9) für die Strukturfunktionen des
Geschwindikeitsinkrements, aus der Fokker-Planck-Gleichung für die Wahrscheinlch-
keitsdichte p(x, τ) gewinnen. Für n ≥ 2 lauten sie mit den Koeffizienten (11.5):

− τ
∂

∂τ
〈x(τ)n〉 = − nγ 〈x(τ)n〉 + n(n− 1)α(τ)

〈

x(τ)n−2
〉

+ n(n− 1)β(τ) 〈x(τ)n〉 . (11.11)

Das kann umgeschrieben werden zu:

τ ∂
∂τ
〈x(τ)n〉

n 〈x(τ)n〉 = γ − (n− 1)β(τ)− (n− 1)α(τ)
〈x(τ)n−2〉
〈x(τ)n〉 . (11.12)

γ ist von der Analyse des bedingten ersten Moments her bekannt. Es genügen daher
zwei der Gleichungen (11.12) um die unbekannten Funktionen α(τ) und β(τ) aus
den Momenten 〈x(τ)n〉 zu bestimmen. Da sich aus empirischen Daten am ehesten
gerade Momente niedriger Ordnung bestimmen lassen, wurden hierzu die Momente
zweiter und vierter Ordnung verwendet. Abbildung 11.13 zeigt diese beiden Mo-
mente als Funktion der Skala τ im Intervall τmin ≤ τ ≤ 180τmin = 12h. Über den
gesamten Bereich können die Momente in guter Näherung als Potenzfunktionen in
τ beschrieben werden:

〈x(τ)n〉 ∝ τ ζn . (11.13)

Es kann leicht gezeigt werden, dass sich die linke Seite der Gleichung (11.12)
damit auf ζn

n
reduziert. Fittet man die empirisch bestimmten Momente 〈x(τ)n〉 mit

Potenzgesetzen, so erhält man für die Skalenexponenten ζn:

ζ2 = 0, 94 ± 0, 04

ζ4 = 1, 7 ± 0, 1 (11.14)
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Abbildung 11.13: Die Momente 〈x(τ)n〉 des Preisinkrements x als Funktion der
Zeitskala τ . Die Ordnungen n der Momente sind n = 2 (Kreise) und n = 4 (Qua-
drate). Die Momente lassen sich in guter Näherung durch Potenzgesetze in τ be-
schreiben (durchgezogene Linien).

Die Fehler der ζn wurden ermittelt, indem der für den Fit verwendete Bereich von
Skalen variiert wurde.

Es sei hier auf das Ergebnis für den Skalenexponenten ζ2 hingewiesen. Dieser
scheint etwas kleiner zu sein als eins, der Wert der in der Literatur üblicherweise
angegeben wird [70, 45]. Der durch (11.14) angedeutete kleinere Wert ist jedoch nicht
signifikant: die empirisch bestimmten Momente 〈x(τ)2〉 können mit fast derselben
Genauigkeit auch durch ein Potenzgesetz mit ζ2 = 1 angefittet werden. Da die oben
gegebenen Werte den hier untersuchten Datensatz jedoch (wenn auch geringfügig)
besser fitten, werden sie im weiteren anstelle des Literaturwerts ζ2 = 1 verwendet.

Nimmt man an, dass das in (11.10) gegebene Ergebniss Für γ auch für Skalen
τ > 3h gilt, können mit den empirischen Ergebnissen für das zweite und vierte
Moment die Gleichungen (11.12) nun nach α und β aufgelöst werden. Es stellt sich
heraus, dass sich α durch eine Ursprungsgerade in τ darstellen lässt, während β nur
schwach in τ variiert und in erster Näherung als konstant angenommen werden kann
(Abbildung 11.14).

Zusammengefasst lauten die Ergebnisse für D(1) und D(2):

D(1)(x, τ) = −γx

γ = 0, 93 ± 0, 02

D(2)(x, τ) = α0τ + βx2

α0 = 0, 016d−1 ± 0, 002d−1

β ≈ const = 0, 11± 0, 02 (11.15)

Es sei hier nochmals auf Abbildung 11.9 hingewiesen, wo die durch obige Werte
definierten D(1) und D(2) mit den direkt aus den Daten bestimmten Koeffizienten
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Abbildung 11.14: Die aus dem zweiten und vierten Moment des Inkrements x be-
stimmten Koeffizienten α (a) und β (b) als Funktion von τ . α kann durch eine Ur-
sprungsgerade in τ beschrieben werden (durchbrochene Linie), β ist in erster Nähe-
rung konstant.

verglichen werden. Es zeigt sich, dass (11.15) die direkt bestimmten Koeffizienten
D(k) tatsächlich korrekt wiedergibt.

11.6 Die Lösungen der Fokker-Planck Gleichung

Den im vorhergehenden Kapitel präsentierten Ergebnissen liegen mehrere Annah-
men zu Grunde. Zu nennen sind insbesondere die Gültigkeit der Markoweigenschaf-
ten sowie das Verschwinden der Terme mit Ordnung drei und höher der Kramers-
Moyal-Entwicklung. Beide Annahmen können im streng mathematischen Sinn durch
eine Analyse empirischer Daten natürlich nicht bewiesen werden.

Um die Gültigkeit der gemachten Annahmen zu belegen, wurden die aus den
Daten bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichten nun wiederum mit den numerischen
Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung verglichen. Abbildung 11.15 zeigt diesen Ver-
gleich für die Dichten p(x, τ) des Preisinkrements x auf mehreren Skalen τ im In-
tervall 12h ≥ τ ≥ 4min. Über diesen Bereich kann die Entwicklung von p(x, τ)
in τ in der Tat durch eine Fokker-Planck-Gleichung mit den in (11.15) definierten
Koeffizienten beschrieben werden.

Auch die Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung für die bedingten Wahrschein-
lichkeitsdichten p(x, τ |x0, τ0) finden sich in Übereinstimmung mit den aus den Da-
ten bestimmten Verteilungen. Abbildung 11.16 belegt dies für die Skalen τ0 = 1h
und τ = 0, 5h. Es sei an dieser Stelle nochmals ausdrücklich erwähnt, dass die aus
den Daten bestimmten Koeffizienten D(1) und D(2) nach Gleichung (11.15) nicht
verändert werden mussten, um die in den Abbildungen 11.15 und 11.16 gezeigten
Übereinstimmungen zwischen den Lösungen der Fokker–Planck–Gleichung und den
empirisch bestimmten Dichten zu erreichen.
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Abbildung 11.15: Vergleich der numerischen Lösungen der Fokker-Planck-Gleichung
(durchgezogene Linien) mit den empirisch bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichten
p(x, τ) des Preisinkrements (offene Symbole). Die Skalen τ sind (von oben nach
unten): 12h, 4h, 1h, 15min und 4min. Die Dichte auf der Skala τ = 12h wurde
parametrisiert und dem numerischen Algorithmus als Startverteilung vorgegeben. Die
Kurven wurden der Übersichtlichkeit halber in vertikaler Richtung gegeneinander
verschoben.

11.7 Zusammenfassung und Diskussion

Auch im Fall der hochfrequenten Wechselkursdaten des US-Dollars in DM erweist
sich die Mathematik der Markowprozesse als nützliches Werkzeug. Innerhalb der
durch die geringe Anzahl von Notierungen bedingten (Un–) Genauigkeiten ist es
möglich, direkte Hinweise auf die Gültigkeit der Markoweigenschaften zu gewinnen.
Die Analyse der bedingten Momente M (k)(x, τ, ∆τ) lässt eine lineare Abhängig-
keit des Driftterms D(1) vom Inkrement x erwarten, der Diffusionskoeffizient D(2)

ist quadratisch in x. Es finden sich starke Hinweise darauf, dass der Koeffizient
vierter Ordnung im Grenzübergang ∆τ → 0 verschwindet, die Kramers–Moyal–
Entwicklung reduziert sich demnach zur Fokker–Planck–Gleichung. Ausgehend von
dieser Annahme können aus den Gleichungen für die Momente von x Abschätzungen
für die Skalenabhängigkeit der Koeffizienten γ, α und β gewonnen werden. Ein Ver-
gleich der numerischen Lösung der daraus resultierenden Fokker–Planck–Gleichung
mit den empirisch bestimmten Wahrscheinlichkeitsdichten liefert eine eindrucksvolle
Bestätigung dieser Ergebnisse und der ihnen zugrunde liegenden Annahmen.
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Abbildung 11.16: Vergleich der numerischen Lösung der Fokker-Planck-Gleichung
für die bedingte Dichte p(x, τ |x0, τ0) mit den empirischen Daten.
(a): Konturliniendarstellung von p(x, τ |x0, τ0) für τ = 0, 5h und τ0 = 1h. Durch-
brochene Linien: numerische Lösung der Fokker-Planck-Gleichung, durchgezogene
Linien: empirisch bestimmte Dichten.
(b) und (c): Schnitt durch die in (a) gezeigte bedingte Dichte für x0 = ±0, 062σ.
Offene Symbole: empirische Daten, durchgezogene Linien: numerische Lösung der
Fokker-Planck-Gleichung.

Wie auch schon im Fall der voll entwickelten Turbulenz ist es interessant, die hier
vorgestellten Ergebnisse mit denen früherer Analysen [40] zu vergleichen. In der zi-
tierten Arbeit wurde bereits eine Fokker–Planck–Gleichung mit linearem Drift- und
quadratischem Diffusionskoeffizienten angegeben, die numerischen Werte der Ko-
effizienten γ, α und β unterschieden sich aber deutlich von den hier in (11.15)
gegebenen. Die in [40] vorgestellten Analysen konzentrierten sich hauptsächlich
auf die funktionale Abhängigkeit der Koeffizienten D(k) vom Preisinkrement x,
der Grenzübergang ∆τ → 0 wurde nicht im Detail durchgeführt. Stattdessen in
vollständiger Analogie zu dem in Kapitel 3.4 vorgestellten Vorgehen versucht, die
Koeffizienten γ und β aus den Skalenexponenten ζn der Momente 〈x(τ)n〉 abzuleiten.

In [40] wurde gezeigt, dass die so erhaltenen Koeffizienten, mit kleinen Korrektu-
ren durch einen konstanten und einen linearen Term in D(2), die empirisch bestimm-
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ten Dichten p(x, τ) korrekt beschreiben. Die bedingten Dichten p(x, τ |x0, τ0) lassen
sich durch die entsprechende Fokker- Planck-Gleichung allerdings nicht beschreiben.
Es zeigt sich also auch in diesem Fall, dass eine Analyse, die sich ausschliesslich auf
die Statistik des Inkrements auf nur einer Skala beschränkt, mehrdeutig sein kann.
Nur die gemeinsamen statistischen Eigenschaften von Inkrementen auf verschiedenen
Skalen liefert eine eindeutige und auch vollständige Charakterisierung des zugrunde
liegenden Zufallsprozesses.

Die in [40] vorgestellten Ergebnisse standen ausserdem in Widerspruch zu einer
in der Literatur häufig diskutierten Eigenschaft der Wahrscheinlichkeitsdichten. Auf
kleinen Zeitskalen τ können die Flügel der Dichten p(x, τ) in guter Näherung durch
Potenzgesetze in x beschrieben werden [70]: p(x, τ) ∝ x−(µ+2). Für den Skalenexpo-
nent µ erhält man aus Fits an empirische Daten Werte zwischen drei und fünf [104].
In [107] wurde darauf hingewiesen, dass die Lösungen der Fokker–Planck–Gleichung
mit linearem Drift- und quadratischem Diffusionskoeffizient im Limes kleiner Skalen
τ gegen Potenzfunktionen mit dem Exponenten

µ =
γ

2 β
(11.16)

konvergieren. Im Widerspruch zu diesen Überlegungen ergaben die in [40] angege-
benen Werte für γ und β einen Wert von etwa 12 für µ. Mit den hier vorgestellten
Ergbnisse (11.15) dagegen erhält man µ = 4, 2 ± 0, 8, was mit den in der Literatur
angegebenen Werten zwischen drei und fünf gut übereinstimmt.

Ein weiteres interessantes Resultat der Markowanalyse betrifft die Symmetrie
des stochastischen Prozesses. Gemäss (11.15) ist der Driftkoeffizient D(1) antisym-
metrisch in x (D(1)(−x) = −D(1)(x)), der Diffusionskoeffizient dagegen symme-
trisch (D(2)(−x) = D(2)(x)). Die daraus resultierende Fokker-Planck-Gleichung ist
damit invariante gegen die Vertauschung x → −x. Die Lösungen der Fokker-Planck-
Gleichung wären daher, bei symmetrischer Anfangsbedingung, auf allen Skalen τ
symmetrisch in x. Anders ausgedrückt: Die Asymmetrien auf kleinen Skalen sind
ausschliesslich auf die Asymmetrie von p(x, τ) auf der grössten Skala τ = 12h zurück-
zuführen. Der stochastische Prozess selbst ist, jedenfalls auf Skalen kleiner als zwölf
Stunden, völlig symmetrisch in positiven und negativen Schwankungen. Dieses Er-
gebniss könnte eine Möglichkeit bieten, kurzzeitige Schwankungen des Marktes von
langfristigen Trends der Zeitserien zu trennen. Letztere dürften (abgesehen von spe-
kulativen Blasen und deren Zusammenbrüchen) ihre Ursache in wirtschafts- und
geldpolitischen Entscheidungen haben und können damit kaum Objekte physikali-
scher Untersuchungen sein. Kurzfristige Schwankungen in Finanzmärkten dagegen
können, in Analogie zu Systemen wechselwirkender Spins, durch einfache Agenten-
modelle gut erklärt werden [105, 29]. Bereits recht einfache Annahmen für die Wech-
selwirkungen zwischen einzelnen Agenten führen zu Ergebnissen, die die meisten
beobachteten Phänomene realer Märkte qualitativ richtig beschreiben. Im Rahmen
dieser einfachen Modelle erhält man allerdings keine Asymmetrieen in den Kurs-
verläufen, was allgemein als das grösste Manko dieses Ansatzes angesehen wird.
Dementsprechend ist dieses Problem Gegenstand aktueller Diskussionen, und es
wurden Mechanismen vorgeschlagen, die im Rahmen dieser Modelle zu asymme-
trischen Preisverteilungen führen können [105].
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Die Ergebnisse der Markowanalyse scheint allerdings darauf hinzuweisen, dass
es nicht notwendig ist, die Modelle in dieser Hinsicht zu erweitern: die kurzfristigen
Preisschwankungen, d.h. die Inkremente auf Zeitskalen eines Handelstages und klei-
ner, scheinen symmetrisch zu sein. Es sei aber darauf hingewiesen, dass die hier vor-
gestellten Ergebnisse noch keine allgemeinen Schlüsse zulassen. Bisher wurde ledig-
lich ein einziger Datensatz über einen Zeitraum von einem Jahr untersucht. Um die
Signifikanz dieses speziellen Ergebnisses zu überprüfen, sind aber Untersuchungen
an mehreren Datensätzen (Wechselkursen, Aktienkursen und Aktienindizes) über
einen grösseren Bereich von Zeitskalen notwendig.

Die Ergebnisse der Markowanalyse erlauben aber auch Aussagen über die derzeit
diskutierten eventuellen Analogien zwischen Finanzmärkten und voll entwickelter
Turbulenz. Insbesondere wird derzeit die Frage diskutiert, inwieweit die für die Tur-
bulenz entwickelten Kaskadenmodelle auch für die Statistik von Preisschwankungen
gültig sind (siehe Kap. 10).

Im folgenden seien nochmals kurz die wichtigsten Ergebnisse der gängigsten Kas-
kadenmodelle zusammengefasst. Das wichtigste Modell ist in diesem Zusammenhang
nach wie vor das von Kolmogorov aus dem Jahr 1962. Die Vorhersage dieses Modells
für Drift- und Diffusionskoeffizient der Fokker-Planck-Gleichung ist (siehe Kapitel
3.4.2):

D(1)(x, τ) = −γx

D(2)(x, τ) = −βx2 (11.17)

Die Koeffizienten γ und β sind im Rahmen dieses Modells beide konstant, in voll
entwickelter Turbulenz erwartet man für γ einen Wert von etwa 1/3.

Vergleicht man nun die Ergebnisse der Markowanalysen mit den Vorhersagen des
Kaskadenmodells, so stellt man fest, dass die Statistik des Preisinkrements den Vor-
hersagen des Kolmogorovschen Modells wesentlich näher kommt als die Turbulenz-
daten: Im Fall der Wechselkursdaten sind sowohl γ als auch β konstant, lediglich der
konstante Term α in D(2) widerspricht den Vorhersagen Kolmogorovs. Bei turbulen-
ten Geschwindigkeitsdaten dagegen findet sich nicht nur ein von Null verschiedener
konstanter Term α, sondern auch ein linearer. Die Steigung γ des Driftkoeffizienten
weist ausserdem eine deutliche Skalenabhängigkeit auf.



Kapitel 12

Die Umkehrung der
Prozessrichtung

In allen bisherigen Analysen war die Richtung des stochastischen Prozesses in τ bzw.
auch r stets auf den Übergang von grossen hin zu kleinen Skalen festgelegt. Diese
Wahl ist im Rahmen des Kaskadenmodells der Turbulenz naheliegend und motiviert
sich ausserdem auch aus der Tatsache, dass die Dichten von Geschwindigkeits- bzw.
Preisinkrement auf grossen Skalen Gaußverteilt sind und mit kleiner werdender Skala
komplexere Eigenschaften ausbilden. Den Übergang von einer normalverteilten, also
relativ einfachen, Statistik auf grossen Skalen hin zu intermittenten Verteilungen auf
kleinen Skalen zu erklären ist die physikalisch und mathematisch herausfordernde
Aufgabe.

Für praktische Anwendungen in der Finanzdatenanalyse, insbesondere bei dem
Problem der Preisgestaltung von Optionen [100], ist es aber eher von Interesse, aus
dem bisherigen Verlauf eines Kurses auf seine zukünftige Entwicklung zu schliessen.
Das entspricht exakt der Frage nach dem stochastischen Prozess in positiver Rich-
tung in τ , d.h. von kleinen hin zu grossen Skalen. Die Frage nach dem Prozess in
positiver Richtung in r ist aber auch für die Turbulenzforschung von Bedeutung [41].
Insbeondere für turbulente Strömungen in zwei räumlichen Dimensionen findet sich
(numerisch) ein Fluss von Energie von kleinen hin zu grossen Skalen. Ob eine solche
sog. Rückwärtskaskade auch bei dreidimensionaler Turbulenz existiert (obwohl in
dreidimensionaler Turbulenz der Netto–Energiefluss eindeutig von grossen hin zu
kleinen Skalen gerichtet ist) ist Gegenstand aktueller Forschung [41].

Die in Kapitel 4 vorgestellten mathematischen Zusammenhänge können selbst-
verständlich auch in dieser Richtung formuliert werden. Die Markowbedingung (4.2)
etwa lautet dann

p(xN , τN |xN−1, τN−1; xN−2, τN−2; ...; x1, τ1) = p(xN , τN |xN−1, τN−1) , (12.1)

wobei wiederum gilt: τi+1 > τi.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass diese Gleichung erfüllt ist, wenn die Marko-
weigenschaften in der negativen Richtung gelten, d.h. wenn die Gleichungen (4.2)
und (4.3) erfüllt sind. Für die bedingte Dichte p(xN , τN |xN−1, τN−1; ...; x1, τ1) kann

155
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man in diesem Fall nämlich schreiben:

p(xN , τN |xN−1, τN−1; xN−2, τN−2; ...; x1, τ1) =
p(xN , τN ; xN−1, τN−1; ...; x1, τ1)

p(xN−1, τN−1; ...; x1, τ1

=
p(x1, τ1; ...; xN , τN)

p(x1, τ1; ...; xN−1, τN−1)

=
p(x1, τ1|x2, τ2)...p(xN−2, τN−2|xN−1, τN−1)p(xN−1, τN−1|xN , τN )p(xN , τN)

p(x1, τ1|x2, τ2)...p(xN−2, τN−2|xN−1, τN−1)p(xN−1, τN−1)

=
p(xN−1, τN−1|xN , τN)p(xN , τN )

p(xN−1, τN−1)
=

p(xN−1, τN−1; xN , τN)

p(xN−1, τN−1

= p(xN , τN |xN−1, τN−1) . (12.2)

In Übereinstimmung mit dieser Überlegung weisen, wie in Abbildung 12.1 exempla-
risch gezeigt, die einfach und zweifach bedingten Dichten des Preisinkrements auch
für die positive Prozessrichtung eine gute Übereinstimmung auf. Die Markowbedin-
gung kann daher als erfüllt gelten.

Die Koeffizienten D̃(k)(x, τ) berechnen sich in positiver Prozessrichtung über
den Grenzübergang ∆τ → 0 aus den wie folgt definierten bedingten Momenten
M̃ (k)(x, τ, ∆τ):

M̃ (k)(x, τ, ∆τ) =
τ

k!∆τ

+∞∫

−∞

(x̃− x)kp(x̃, τ + ∆τ |x, τ)dx̃ . (12.3)

Die Extrapolation wurde wiederum durch Polynomfits im Intervall τmin ≤ ∆τ ≤
2τmin durchgeführt. Abbildung 12.2 zeigt das Ergebniss der Extrapolation für den
Driftkoeffizienten D̃(1)(x, τ) auf zwei verschiedenen Zeitskalen τ jeweils im Vergleich
zu dem in negativer Richtung erhaltenen Koeffizienten. Das Resultat überrascht
zunächst: Betrachtet man den Prozess von kleinen hin zu grossen Skalen, so ver-
schwindet der Driftkoeffizient. Bei näherer Betrachtung entspricht dieses Ergebniss
aber sowohl den intuitiven Erwartungen als auch allen bisherigen Beobachtungen an
Finanzmärkten: die Tatsache, dass der Driftkoeffizient verschwindet, besagt nichts
anderes als dass der Erwartungswert des zukünftigen Kursverlaufs aus den bisheri-
gen Beobachtungen nicht vorhergesagt werden kann. Dies wird deutlich, wenn man
die Gleichung für den bedingten Erwartungswert Z̃1(τ) = 〈x(τ)|x0(τ0)〉 für τ ≥ τ0

bei verschwindendem Drifkoeffizienten betrachtet. Sie lautet (die Herleitung verläuft
analog zu der von Gleichung (11.7)):

τ
∂

∂τ
Z̃1(τ) = 0 . (12.4)

Damit erhält man mit der Anfangsbedingung Z̃1(τ0) = x0 einfach:

Z̃1(τ) = 〈x(τ)|x0(τ0)〉 = x0 . (12.5)

Der auf den Wert x0 auf der Zeitskala τ0 bedingte Erwartungswert des Preisinkre-
ments sollte für Skalen τ ≥ τ0 demnach konstant gleich x0 sein. Die aus den Daten
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Abbildung 12.1: (a): Konturliniendarstellung der bedingten Dichte p(x3, τ3|x2, τ2)
(durchbrochene Linien) und p(x3, τ3|x2, τ2; x1 = 0, τ1) (durchgezogene Linien) für
τ1 = τmin = 4min, τ2 = 2τmin und τ3 = 3τmin.
(b) und (c): Schnitte durch die bedingten Dichten für x2 = ±0, 025σ. Symbole: zwei-
fach bedingte Dichte, durchgezogene Linie: einfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdich-
te.

bestimmten Erwartungswerte weisen dieses Verhalten tatsächlich auf, wie die in Ab-
bildung 12.3 dargestellten Beispiele für τ0 = 15min zeigen. Während man für Skalen
τ kleiner als τ0 den bereits aus Kapitel 11.5 bekannten Anstieg auf x0 beobachtet,
bleibt der Wert für grössere Skalen in der Tat konstant.

Dieses Verhalten entspricht der in der Finanzmathematik weit verbreiteten Ein-
sicht, dass der zukünftige Trend eines Kursverlaufs aus der bisherigen Entwicklung
nicht vorhergesagt werden kann und demnach die beste Vorhersage für den Erwar-
tungswert des Kurses der momentane Wert ist. (man spricht in diesem Fall von
einem sogenannten Martingale-Prozess) [100, 53]. Im Rahmen dieser Überlegungen
ist das Verschwinden des Driftterms (und damit, in der Terminologie der Langevin–
Gleichung, das Verschwinden des deterministischen Anteils der Entwicklungsglei-
chung) das zu erwartende Ergebnis.
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Abbildung 12.2: Der Driftkoeffizient D̃1 in positiver Prozessrichtung (Dreiecke) im
Vergleich zum Koeffizienten D(1) in negativer Richtung (Kreise bzw. durchgezogene
Linie) als Funktion des Preisinkrements x auf den Skalen τ = 15min (a) bzw. τ = 1h
(b).

10-3 10-2 10-1 100 101
10-3

10-2

10-1

100

101

τ / τ0

Z
1 (

τ)
 / 

x 0

Abbildung 12.3: Der bedingte Erwartungswert Z̃1(τ) = 〈x(τ)|x0(τ0)〉 als Funktion
der Skala τ für x0 = −0, 06σ (Kreise), x0 = −0, 03σ (Quadrate), x0 = 0, 03σ
(Rauten) und x0 = 0, 06σ (Dreiecke). Die Referenzskala τ0 ist in diesem Fall zu
τ0 = 15min gewählt.
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Der Diffusionskoeffizient D̃(2)(x, τ) weist, wie auch der Koeffizient D(2)(x, τ) in
negativer Richtung, eine quadratische Abhängigkeit vom Preisinkrement x auf und
stimmt auch in seiner Grössenordnung mit dem Diffusionskoeffizienten in negativer
Richtung überein, siehe Abbildung 12.4.

Unterschiede zwischen den Diffusionskoeffizienten in positiver und negativer Rich-
tung zeigen sich, wenn überhaupt, auf kleinen Skalen τ . Die in Abbildung 12.4(a)
gezeigten Fits an die Koeffizienten auf der Skala τ = 15min ergeben für die qua-
dratischen Terme β bzw. β̃ noch verschiedene Werte, stimmen in ihren konstanten
Termen aber innerhalb ihrer Fehler bereits überein. Für τ = 1h (Abbildung 12.4(b))
sind die beiden direkt aus den Daten bestimmten Koeffizienten dann bereits nicht
mehr zu unterscheiden.
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Abbildung 12.4: Der Diffusionskoeffizient D̃2 in positiver Prozessrichtung (Drei-
ecke) im Vergleich zum Koeffizienten D(2) in negativer Richtung (Kreise) als Funk-
tion des Preisinkrements x auf den Skalen τ = 15min (a) bzw. τ = 1h (b). An die
Koeffizienten wurden jeweil Polynom zweiten Grades mit verschwindendem linea-
ren Term gefittet (durchgezogene Linien für die Koeffizienten in negativer Richtung,
durchbrochene Linien für die positive Prozessrichtung).

Zusammenfassend ergeben sich für die Koeffizienten D̃(1) und D̃(2) die folgenden
Ergebnisse:

D̃(1)(x, τ) = 0 ,

D̃(2)(x, τ) = α̃(τ) + β̃(τ)x2 . (12.6)

Der Koeffizient vierter Ordnung scheint in der positiven Prozessrichtung ebenfalls
zu verschwinden. Abbildung 12.5 zeigt das Ergebniss der linearen Extrapolation für
D̃(4) als Funktion von x auf der Skala τ = 15min. Man erhält, wie auch schon im Fall
des Koeffizienten in negativer Richtung, sowohl positive als auch negative Werte und
kann daher davon ausgehen, dass D̃(4) verschwindet. Vergleichbare Ergebnisse (d.h.
negative Wert für D̃(4)) erhält man auch, wenn man zur Extrapolation Polynomen
höherer Ordnung verwendet.

Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichten p(x, τ |x0, τ0) und p(x, τ) wird
demnach auch in positiver Prozessrichtung durch eine Fokker–Planck–Gleichung be-
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Abbildung 12.5: Der Kramers–Moyal Koeffizient vierter Ordnung in positiver Pro-
zessrichtung auf der Skala τ = 15min als Funktion des Preisinkrements x.

schrieben. Während das Verschwinden des Driftkoeffizienten aufgrund der Ergebnis-
se für das bedingte erste Moment des Preisinkrements (sowie der Übereinstimmung
mit der vorherrschenden Lehrmeinung) als gesichert gelten darf, steht eine genaue
Bestimmung der Koeffizienten α̃ und β̃ analog zu den in Kapitel 11 vorgestellten
Analyse derzeit aber noch aus.

Von Interesse ist die Analyse der positiven Prozessrichtung trotz ihrer Unvoll-
ständigkeit auch für die vermutete Analogie zwischen Finanzmärkten und der voll
entwickelten Turbulenz. In den Ergebnissen für die in positiver Richtung gemes-
senen Koeffizienten D̃(k) zeigen sich erhebliche Unterschiede zwischen den beiden
Systemen.

Abbildung 12.6 zeigt Drift- und Diffusionskoeffizienten der Turbulenz auf der
Skala r = L/2 für beide Prozessrichtungen. Im Gegensatz zu den Ergebnissen der
Finanzdatenanalyse verschwindet der Driftkoeffizient in positiver Richtung nicht,
auch wenn er eine weit geringere Steigung in u aufweist als der in negativer Richtung
gemessene. Grössere Werte als in negativer Richtung erhält man dagegen für den
Diffusionskoeffizienten D̃(2) in positiver Richtung. Er weist zwar nach wie vor eine
quadratische Abhängigkeit vom Inkrement u auf, insbesondere sein additiver Term
ist jedoch deutlich grösser als der des Koeffizienten in negativer Richtung.

Das Ergebniss für D̃(1) in der Turbulenz lässt sich anschaulich wenigstens qua-
litativ erklären. Mit einem näherungsweise linearen Driftkoeffizienten D̃(1)(u, r) ≈
−γ̃(r)u lautet die Langevin–Gleichung in positiver Prozessrichtung (im Formalis-
mums nach Itô):

∂

∂r
u(r) = −1

r
γ̃(r)u +

√

1

r
D̃(2)(u, r)Γ(r) . (12.7)

Dieser Gleichung zufolge relaxiert (unter Vernachlässigung des stochastischen Terms)
ein auf kleinen Skalen von Null verschiedenes Geschwindigkeitsinkrement u im wei-
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Abbildung 12.6: Drift- und Diffusionskoeffizient in der Turbulenz ((a) bzw. (b))
auf der Skala r = L/2 als Funktion des Geschwindigkeitsinkrements u für positive
(Dreiecke) und negative (Kreise) Prozessrichtung. Es wurde der in den Kapiteln 5
und 6 untersuchte Datensatz verwendet. Auch in positiver Prozessrichtung lässt sich
D̃(1) nicht durch die nach K41 zu erwartende Steigung von γ̃ = 1/3 beschreiben
(gepunktete Linie in (a)).

teren Verlauf des Prozesses wieder gegen Null. Das besagt nichts anderes, als dass es
sich bei den untersuchten Daten um eine stationäre Zeitserie mit einem wohldefinier-
ten Mittelwert handelt, zu dem das System stets wieder zurückkehrt. Dies ist für die
Finanzdaten offensichtlich nicht der Fall; ein Mittelwert kann, da die Fluktuationen
nicht wieder relaxieren, für diese Daten nicht definiert werden.

In diesem Zusammenhang sei auch kurz auf die Bedeutung des Driftkoeffizienten
in negativer Prozessrichtung eingegangen. Hier finden sich sowohl in der Turbulenz
als auch im Finanzmarkt eindeutig von Null verschiedene Werte für D(1), in beiden
Fällen also eine deterministische Entwicklung. Diese deterministische Entwicklung
ist in der negativen Richtung allerdings trivial: Jedes auf einer grossen Skala von Null
verschiedene Inkrement u bzw. x muss aufgrund der Definition des Geschwindigkeits-
bzw. Preisinkrements bei Annäherung an r = 0 bzw. τ = 0 verschwinden. Die
wichtige physikalische Aussage des Driftkoeffizienten in negativer Richtung liegt eher
in seiner Abhängigkeit von der Skala r bzw. τ . Diese bestimmt die Geschwindigkeit,
mit der die Inkremente bei r, τ → 0 gegen Null streben und hier zeigen sich deutliche
Unterschiede zwischen den verschiedenen Systemen.

Dieser qualitativen Interpretation wird in eine ausführliche vergleichende Mar-
kowanalyse der Turbulenz und der Finanzmärkte in positiver Prozessrichtung folgen
müssen. Eine Frage, die von besonderem Interessen sein wird, ist die, ob der Driftko-

effizient D̃(1) für die Finanzdaten auf allen Skalen τ identisch gleich Null ist, oder ob
sich auf längeren Skalen nicht doch wieder ein Relaxieren der Inkremente und damit
ein stabiler Fixpunkt des Systems findet. Aber auch zum jetzigen Zeipunkt lässt sich
bereits erkennen, dass die Markowanalyse in positiver Prozessrichtung wichtige neue
Details zu den den beiden Phänomenen zugunde liegenden stochastischen Prozessen
liefern wird.
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Kapitel 13

Zusammenfassung und Ausblick

Auch für die statistischen Eigenschaften hochliquider Wechselkurse, hier der des
US-Dollar gegenüber der deutschen Mark, liefert die Mathematik der Markowpro-
zesse eine in sich konsistente und mit den Daten widerspruchsfreie Beschreibung. Die
Ergebnisse für die funktionalen Abhängigkeiten von Drift- und Diffusionskoeffizient
vom Preisinkrement sind vergleichbar zu denen der voll entwickelten Turbulenz: D(1)

ist eine lineare Funktion von x, D(2) eine quadratische. Im Gegensatz zur Turbulenz
weist der Diffusionskoeffizient im Fall der Finanzdaten allerdings keinen linearen
Term auf, ist also symmetrisch in x. Dies hat die bemerkenswerte Konsequenz, dass
die Fokker-Planck-Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsdichte des Preisinkrements
symmetrisch in positiven und negativen Fluktuationen ist, was, sollte sich dieses
Ergebnis bei weiteren Untersuchungen anderer Datensätze bestätigen, wichtige Im-
pulse für derzeit diskutierte Marktmodelle liefern könnte.

Weitere Unterschiede zur Turbulenz finden sich auch in den Skalenabhängigkeiten
der Koeffizienten γ, α und β. Zwar weist der konstanten Term α des Diffusionskoeffi-
zienten in beiden Fällen eine lineare Abhängigkeit von der Skala auf, γ und β hängen
jedoch, im Gegensatz zur Turbulenz, im Fall der Finanzdaten nicht von der Skala ab.
Die Finanzdaten zeigen damit, bis auf eine kleine Korrektur durch den konstanten
Term α in D(2), interessanterweise exakt das vom Kolmogorovschen Lognormalm-
odell vorhergesagte Verhalten. In gewissem Sinn verhalten sich Finanzmärkte, salopp
formuliert, also wesentlich turbulenter als turbulente Daten.

Eine Einschränkung erfährt die Analogie zwischen Finanzmärkten und der Tur-
bulenz allerdings durch die Analyse des Prozesses in positiver Richtung, d.h. von
kleinen hin zu grösseren Skalen. Hier zeigen sich, trotz des vorläufigen Charakters
der bisher erzielten Ergebnisse, deutliche Unterschiede in den jeweiligen stochasti-
schen Prozessen: Während man in den Turbulenzdaten auch in positiver Richtung
noch eine deterministische Entwicklung, das Relaxieren von Fluktuationen, feststel-
len kann, verschwindet der Driftkoeffizient bei den Finanzdaten bei Umkehrung der
Prozessrichtung.

Ob sich dieses Verhalten auf allen Skalen τ findet, oder ob auf grösseren Ska-
len nicht doch auch bei den Wechselkursdaten ein deterministischer Term auftritt,
werden zukünftige Untersuchungen zeigen müssen. Von Interesse dürften ausserdem
auch eine analoge Analyse mehrerer unterschiedlicher Datensätze sein (neben weite-
ren Wechselkursen vor allem auch Aktienkurse) sowie die Übertragung der Analyse-
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methode vom Preisinkrement auf die üblicherweise verwendeten Renditen (returns)
bzw. deren Logarithmen.

Ebenfalls von sehr grossem Interesse dürfte die Frage sein, ob es auch für Fi-
nanzmärkte eine um zusätzliche Variablen erweiterte Beschreibung gibt, die die
Statistik des Preisinkrements auf einen normalverteilten Prozess zurückführt, analog
zur in Kapitel 8 vorgestellten zweidimensionalen Analyse der turbulenten Kaskade.
Geeignete zusätzliche Variablen für eine solche erweiterte Beschreibung könnte zum
einen die oft diskutierte sog. Volatilität sein, ein lokales Mass für die betragsmässige
Stärke der Schwankungen des Kurses [100], oder eventuell auch die Anzahl oder das
Umsatzvolumen der Transaktionen (Kauf bzw. Verkauf einer bestimmten Aktie oder
Währung), die in einem gegebenen Zeitintervall stattgefunden haben.
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