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1 Einleitung und Motivation

An den Anfang mochte ich zunédchst zwei Fragen stellen, die in diesem Abschnitt zum
Teil und im Verlauf der Arbeit eingehender beantwortet werden sollen. Was ist ein La-
ser? Und warum beschéftigt man sich mit einem resonatorintern frequenzverdoppelten
Festkorperlaser?

Obwohl das Wort Laser im allgemeinen als eigenstéindiges Substantiv gebraucht
wird, ist es eigentlich eine Abkiirzung. LASER steht im Englischen fiir light amplifi-
cation through stimulated emission of radiation (Verstirkung von Licht durch stimu-
lierte Emission von Strahlung). Damit wird schon der fiir Laser-Aktivitat entscheidende,
von Albert Einstein postulierte, quantenmechanische Effekt der stimulierten Emission
erwahnt. Er besagt, dal Licht einer bestimmten Energie in Materie einen angeregten
Zustand unter zusétzlicher Aussendung (und damit Verstdrkung) von Licht derselben
Energie zerfallen lassen kann. Dabei bedeutet Licht einer bestimmten Energie im Wellen-
bild von elektromagnetischen Wellen eine bestimmte Frequenz und Vakuumwellenlénge
und damit eine Farbe. Der Effekt der stimulierten Emission ist eine von drei Wech-
selwirkungen zwischen Licht und Materie. Die Absorption von Licht einer bestimmten
Energie fithrt unter Anregung der Materie zum Verschwinden dieses Lichts und die
spontane Emission wiederum fiihrt zum zufélligen Zerfall einer solchen Anregung unter
Aussendung von Licht.

Eine weitere wichtige Zutat fiir einen Laser ist ein Resonator. Zwischen zwei Wéande
passen nur solche Wellen, die sich beim Hin- und Zuriicklaufen nicht selber ausléschen.
Dieses bildet eine Zwangsbedingung fiir die moglichen Wellenldngen.

Damit hat man jetzt eigentlich schon von den physikalischen Grundlagen her alles,
um einen Laser zu aufzubauen. Ein Medium wird zwischen zwei Wénde (im optischen
Fall: Spiegel) plaziert. Unter Ausnutzung der Absorption wird es angeregt. Zwischen den
Spiegeln bilden sich Wellen aus, die sich durch stimulierte Emission selbst verstérken.
Wenn nun einer der Spiegel leicht durchléssig ist, entweicht dort dem Resonator sehr
einfarbiges (monochromatisches) Licht, dessen Wellen zudem in Phase (kohérent) sind.
Eine weitere Eigenschaft von Laserlicht ist der stark gebiindelte Strahl, der aus dem
Resonator austritt.

Die Erfindung des Lasers in den 50er Jahren eréffnete neue technische Anwendungen.
In der MeBtechnik sind Auflssungen bis in den Nanometerbereich (10~%m) méglich ge-
worden. Mit dem stark fokussierten Strahl kénnen Materialien bearbeitet werden (z.B.
schweiflen, hirten). In der Medizin wird mit Hilfe von Lasern diagnostiziert und thera-
piert. Informationen kénnen mit hoher Dichte geschrieben und gelesen werden (Musik-
CD, CD-ROM).

Eine weitere Anwendung ist ein Laser-Video-Display, bei dem mit Ablenkspiegeln
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das Licht von drei Lasern in den drei Grundfarben Rot, Griin und Blau iiber die Pro-
jektionsflache gerastert wird. Diese Anwendung war eine Motivation fiir unsere Arbeits-
gruppe, sich im Rahmen eines BMBF-geférderten Projektes mit einem resonatorintern
frequenzverdoppelten Festkorperlaser, der Licht im griinen Spektralbereich aussendet,
zu beschéftigen. Diese Laser sind gute Kandidaten fiir den Einsatz in solchen Displays
(auch fiir den Massenmarkt), da sie, bei moderaten Preisen, kompakt, robust und lei-
stungsstark aufgebaut werden konnen. Andere Lasertypen, wie Gas- oder Farbstofflaser,
die Licht im sichtbaren Spektralbereich aussenden, erfiillen die Anforderungen nach
Kompaktheit und niedrigen Preisen nicht. Laser auf Basis von Halbleitern stehen zwar
im roten Spektralbereich zur Verfiigung. Fiir kiirzere Wellenldngen (griin, blau) sind
Laserdioden auf Galium-Nitrid-Basis jedoch erst in einigen Jahren mit ausreichenden
Lebensdauern zu erwarten.

Einen entscheidenden Nachteil haben resonatorintern frequenzverdoppelte
Festkorperlaser jedoch: da Festkorperlaser aufgrund der moglichen atomaren Ubergéinge
Licht mit groBeren Wellenlédngen (infrarot) emittieren, muf dieses Licht mit Hilfe von
optisch nichtlinearen Elementen in sichtbares Licht konvertiert werden. Um diesen
Wandlungsprozefl besonders effektiv zu gestalten, wird das optisch nichtlineare Element
innerhalb des Laserresonators plaziert. Diese Konstruktion fithrt aber zu irreguléren
(chaotischen) zeitlichen Fluktuationen des emittierten Lichts, die einen Einsatz in
vielen Bereichen unméglich machen.

Diese Eigenschaften solcher Laser waren dann auch die Beweggriinde der Olden-
burger Arbeitsgruppe, die sich mit nichtlinearer Dynamik beschéftigt, sich auf das neue
und unbekannte Terrain der Laserphysik zu begeben. Der Rahmen des BMBF-Projektes
war schlieflich durch den Titel ,, Technische Anwendung von Methoden der nichtlinea-
ren Dynamik® im Arbeitsgebiet der Gruppe angesiedelt. Bezogen auf den Laser galt
das Vorhaben, mit Chaoskontrollmethoden die Fluktuationen der Laserstrahlung zu
unterdriicken bzw. zu béandigen. Solche Chaoskontrollmethoden nutzen spezifische Ei-
genschaften von chaotischen Systemen aus. Hier gilt zu beachten, daf§i Chaos aus der
Sicht der nichtlinearen Dynamik nicht, wie im Volksmund, vollkommene Unordnung
und Zufall bedeutet, sondern im Sinne des Ursache-Wirkungs-Prinzips der klassischen
Physik deterministischen Gesetzen folgt. Weiterhin setzen die Chaoskontrollmethoden
eigentlich keine detaillierten Kenntnisse iiber das zu beherrschende System voraus, das
Experiment sollte also als black box betrachtet werden konnen. Leider ist der Konjunktiv
hier richtig gebraucht, und der Einstieg in die Laserphysik war tiefer als geplant. Das
wleider” gilt hier fiir die Anwendung der Chaoskontrollmethoden, zum Gliick aber nicht
fiir den Zwang, sich weitergehend mit dem Experiment zu beschéftigen, da sich so ein
interessantes und weites Arbeitsfeld auftat. So fithrten das tiefere Verstédndnis des Lasers
und die Analyse eines mathematischen Modells desselben zu einem Regelschema, um die
Laserausgangsintensitét konstant zu halten. Die Regelung wurde dann auch erfolgreich
im Experiment umgesetzt und fiihrte schliellich auch zu einer Patentanmeldung.

In einem Betrachtungswinkel des Lasers spielt der Zufall dann aber doch eine Rol-
le. Die nichtlineare Dynamik ist ein recht mathematisch gepréigtes Arbeitsfeld auf dem
Gebiet der klassischen Physik, wo es eigentlich keinen Zufall gibt. Die physikalischen
Grundlagen des Lasers aber beruhen auf den Gesetzen der in den 20er Jahren des letzten



Jahrhunderts entwickelten Quantenmechanik, die den Zufall in die Physik eingebracht
hat. In der Quantenmechanik werden iiber Zustédnde und Entwicklungen von sehr kleinen
Systemen, wie z. B. Atome, nur Wahrscheinlichkeiten, nicht aber feste Werte, angege-
ben. Im Falle von Lasern bedeutet dies, dafl einerseits die statistischen Aussagen iiber
groflere Mengen solcher kleinen Systeme, wie der am Laser-Prozef beteiligten Atome,
zwar in sehr guter Ndherung durch klassische, deterministische Gesetze gegeben sind.
Mikroskopisch jedoch herrscht der Zufall der Quantenmechanik. Damit deutet sich an,
daB solche oszillierenden Laser sich in einem Ubergangsbereich zwischen Chaos und
Zufall befinden und an ihnen sehr gut die Interaktion zwischen diesen beiden an sich
gegensatzlichen Eigenschaften studiert werden kann.

Diese beiden unterschiedlichen Blickwinkel auf Laser spiegeln sich dann auch deut-
lich in der Gliederung dieser Arbeit wider. Zunéchst geht es im Kapitel P darum, die
theoretischen Grundlagen fiir das Versténdnis der beiden folgenden Kapitel zu schaffen.
Hier werden die oben schon angesprochenen physikalischen Grundlagen zur Verstarkung
von Licht durch stimulierte Emission detailliert angefithrt. Weiterhin werden dort die
Bereiche der nichtlinearen Optik angesprochen, die fiir das Verstdndnis der Frequenz-
konversion von infrarotem in griines Licht notwendig sind. Die Beschreibung optischer
Resonatoren soll fiir den Leser das physikalische Bild des im Experiment verwendeten
Lasers abrunden. Zudem wird im Grundlagenkapitel ein Ratengleichungsmodell zur ma-
thematischen Beschreibung der Fluktuationen des Laserlichts eingefiihrt, wobei dann
auch die vorher erwdhnten physikalischen Grundlagen des Lasers verwendet werden.

Kapitel B beschéftigt sich mit der Unterdriickung der Fluktuationen des Laserlichts.
Dazu wird zunéchst aus den in Kapitel B eingefithrten Ratengleichungen ein Regelsche-
ma abgeleitet. Dann werden die im Rahmen der Vorgéngerarbeit von F. Lange [[an(Tal]
durchgefiihrte experimentelle Umsetzung des Regelschemas und deren Ergebnisse vor-
gestellt. Es folgt eine Erklarung der Abweichungen der experimentellen von den theo-
retischen Ergebnissen. Im Modell werden kurz alternative einfache Regelschemata dis-
kutiert, die aber experimentell nicht umgesetzt wurden. Zum Ende des Kapitels wird
ein erweitertes Regelschema vorgeschlagen, zu dem experimentelle Vorarbeiten gemacht
wurden. In der Modellierung dieses erweiterten Regelschemas ist das System auch in Pa-
rameterbereichen stabilisierbar, in denen das zuerst beschriebene Schema nicht wirkt.

But now for something completely different. Wie schon angedeutet, wird der Laser in
dieser Arbeit aus unterschiedlichen Blickwinkeln betrachtet. In Kapitel @] geht es mehr
um eine Charakterisierung der Dynamik des Lasers, als um ihre Beeinflussung. Expe-
rimentelle Beobachtungen, aber auch die zugrundeliegende Physik lassen erahnen, dafl
Rauschen im Laser eine Rolle spielt. Im Kapitel @ soll, motiviert durch den Laser, die
Trennung von deterministischen und zufélligen Anteilen in Daten behandelt werden. Da-
zu wird zunéchst eine bekannte Methode fiir dieses Anliegen vorgestellt. Die Methode
wird dann auf die Daten eines verrauschten Systems in einer numerischen Simulation
angewendet und mit Hilfe von fiir das System bekannten Kenngroflen quantitativ be-
wertet. Schliefllich wird die Methode auf Daten des Lasers angewendet und versucht,
aus diesen Daten Kenngrofien einer rein deterministischen Dynamik zu extrahieren.
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2 Physikalische Grundlagen des verwendeten
Lasers

In diesem Kapitel werden zunéchst die fiir das Experiment und die mathematische Mo-
dellierung der Dynamik des Lasers relevanten physikalischen Grundlagen, die detail-
lierter in Standardlehrbiichern (z.B. [5al9l, &ie86, &vedR|) dargestellt sind, aufgefiihrt.
Weiterhin wird die Funktionsweise des verwendeten resonatorintern frequenzverdoppel-
ten Festkorperlasers genauer beschrieben. Im letzten Teil des Kapitels wird dann die
theoretische Beschreibung des Lasers durch ein Ratengleichungsmodell, das sich in der
Literatur zur Modellierung der Dynamik des betrachteten Festkorperlasers durchgesetzt
hat, eingefiihrt.

2.1 Wechselwirkung zwischen Licht und Materie

Energie tritt gemafl den Gesetzen der Quantenmechanik in diskreten (gequantelten)
Werten auf. Fiir die elektronischen Zusténde in isolierten Atomen oder Ionen bedeutet
dies, dafl die Elektronen eben nur bestimmte Anregungszustdnde annehmen diirfen. Zu-
dem darf sich in einem Anregungszustand nur ein Elektron aufhalten, da Elektronen als
Fermionen einer Fermi-Dirac-Statistik gehorchen, bei der nach dem Pauli-Prinzip jeweils
nur ein Fermion einen quantenmechanischen Zustand annehmen kann. In Festkorpern,
die aus vielen einzelnen Atomen bestehen, iiberlagern diese diskreten Zustédnde zu kon-
tinuierlichen Béndern. In der Laserphysik spielen diese Bander aber nur bei Halbleiter-
lasern eine Rolle. In der Regel begegnen einem in der Laserphysik die diskreten Ener-
gieniveaus von isolierten Atomen. Hier und im weiteren Text sind in diesem Zusam-
menhang, obwohl nur Atome erwidhnt werden, auch Tonen (geladene Atome) und Mo-
lekiile (kleine Atomverbiinde) gemeint. Beispielhaft seien hier an Lasertypen Farbstoffla-
ser (Molekiile), Gaslaser (neutrale Atome und Ionen) und Festkorperlaser erwéhnt. Bei
Festkorperlasern, wie dem hier verwendeten Nd:YAG-Laser (Neodym-dotiertes Yttrium-
Aluminium-Granat), befinden sich die vereinzelten Fremdionen des laseraktiven Mate-
rials (Neodym-Ionen) im Gitter des Wirtskristalls (Yttrium-Aluminium-Granat).

Die Besetzung der Energieniveaus folgt dabei den Gesetzen der Thermodynamik. Im
thermodynamischen Gleichgewicht bei hohen Temperaturen (7" ~ 300 K) kann fiir die
Besetzungswahrscheinlichkeit P(E,,) eines Energieniveaus der Energie E,, die klassische
Boltzmannverteilung P(E,) o< exp(—Eq,/kgT) angenommen werden. Dabei ist kg die
Boltzmannkonstante und T die absolute Temperatur. Dies bedeutet, dafl energetisch
hoher liegende Zusténde seltener besetzt werden, als energetisch niedriger liegende. Zu
niedrigen Temperaturen wird die die Besetzung der Zusténde hingegen durch die Ferma-
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der drei fiir Laseraktivitét relevanten Wech-
selwirkungen zwischen Licht und Materie. (a) spontane Emission, (b)
Absorption und (c) stimulierte Emission. Die Materie ist dabei durch
ihre diskreten quantenmechanischen Energieniveaus E; und E; gekenn-
zeichnet. Das wechselwirkende Licht ist durch seine Frequenz v charak-
terisiert, die einzelnen Lichtquanten besitzen die Energie hv.

Verteilung beschrieben.

Ebenso tritt die Energie von Licht nur in diskreten Werten auf. Klassisch wird Licht
durch elektromagnetische Wellen mit einer Wellenlénge A und eine Frequenz v beschrie-
ben. Dabei besitzt das fiir das menschliche Auge sichbare Licht Wellenldngen zwischen
400 und 800nm. Die unterschiedlichen Wellenldngen werden als unterschiedliche Farben
wahrgenommen. Der verwendete frequenzverdoppelte Nd:YAG-Laser emittiert z. B. un-
ter anderem Licht mit einer Wellenldnge von 532nm, was im griinen Spektralbereich
liegt. Im Rahmen der Quantenmechanik ist die Beschreibung von Licht durch Teilchen
(Welle-Teilchen-Dualismus) eingefiithrt worden. Ein solches Lichtteilchen, ein Photon,
trigt dann die Energie E = hv = he/A, mit dem Planckschen Wirkungsquantum A und
der Lichtgeschwindigkeit c.

Die Energiepakete in Materie und Licht kénnen auf verschiedene Weisen aufeinander
wirken. Diese moglichen Wechselwirkungen sind in Abb. B dargestellt und sollen im
folgenden beschrieben werden. Die diskreten Energiepakete in Materie werden dabei
durch die Differenzenergie (AE = E; — E;) zwischen zwei elektronischen Zustédnden (1
und 2) charakterisiert.

2.1.1 Spontane Emission

Der spontane, zuféllige Zerfall (Abb. B.1 (a)) angeregter Zustédnde unter Aussendung von
Licht ist ein uns alltéglich begegnendes Phdnomen. Das Leuchten heifler Gegensténde,
wie etwa dem Glithfaden in einer Glithlampe oder aber auch der Sonne, beruht hierauf.
Dabei spielt auch die mittlere Verweildauer der Elektronen im energetisch héheren Ni-
veau eine Rolle. Wenn das Medium nach Abschalten der Anregung noch relativ lange
nachleuchtet, spricht man von Fluoreszenz. Dabei ergibt sich aus den physikalischen
(quantenmechanischen) Eigenschaften des Ubergangs von E, hin zu energetisch nied-
rigeren Niveaus die charakteristische Fluoreszenzdauer 7, zu der von einem Ensemble
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aus anfinglich N, Atomen im angeregten (energetisch hoher liegenden) Zustand E; im
Mittel nur noch der 1/e-te Teil iibrig ist.

Fiir den zeitlichen Verlauf der Zahl N,(¢) der Atome im angeregten Zustand gilt fiir
ein grofies Ensemble die Differentialgleichung (DGL) dN,/dt = —7¢N,. Die DGL hat als
analytische Losung den exponentiellen Zerfall Na(t) = N2(0) - exp(—t/7y).

Der Zerfall eines energetisch hoher liegenden Zustandes findet aber nicht nur un-
ter Aussendung von Strahlung statt. Es gibt auch nichtstrahlende Ubergéinge zwischen
Energieniveaus. Dabei geben die Elektronen die Energie z.B. an das umgebende Kri-
stallgitter in Form von Phononen ab. Somit konnen einem Energieniveau zwei charak-
teristische Zeitskalen zugeordnet werden: zum einem die nichtstrahlende Zerfallszeit 7,
zum anderen die strahlende Zerfallszeit 5. Fiir die Lebensdauer, die Fluoreszenzzeit
7f, des Niveaus ist die schnellere der beiden Zeiten maBgeblich. Diese Zeit betrdgt in
Nd:YAG-Lasern 7y = 230us.

2.1.2 Linienverbreiterung

Die Energie der abgestrahlten Photonen, und damit auch ihre Frequenzen, sind nicht
unendlich scharf auf AE = E, — E; (bzw. v = AE/h im Frequenzbild) begrenzt, sondern
sind mit endlicher Wahrscheinlichkeit mit einer charakteristischen Verteilungsfunktion
o(v) um den Mittelwert Avg verteilt. Diese Funktion ist der Wirkungsquerschnitt des
Ubergangs und wird als Linienverbreiterung bezeichnet. Dabei werden zwei Arten der
Verbreiterung, die zu zwei unterschiedlichen Formen des Wirkungsquerschnitts fiihren,
unterschieden: die homogene und die inhomogene Linienverbreiterung. Die Unterschei-
dung zwischen diesen beiden Formen bezieht sich auf das betrachtete Ensemble von
Atomen: im homogenen Fall kénnen die Atome hinsichtlich ihrer Uberginge als gleich
betrachtet werden, im inhomogenen Fall besitzen sie unterschiedliche Eigenschaften,
z. B. Geschwindigkeiten oder lokale Felder im sie umgebenden Medium, was zu einer
Verschiebung der Ubergiinge fithrt. Die Form und die Breite eines Ubergangs gelten so-
wohl fiir die Wirkungsquerschnitte der spontanen Emission, als auch der weiter unten
beschriebenen Absorption und der stimulierten Emission.

Homogene Linienverbreiterung durch endliche Lebenszeit

Homogene Linienverbreiterung tritt in Materie auf, bei der alle Atome als identisch
angesehen werden koénnen, und somit auch die Wirkungsquerschnitte fiir alle Atome
identisch sind. In Festkorperlasern, wie dem Nd:YAG-Laser, ist dies der Fall.
Homogene Linienverbreiterungen lassen sich allgemein durch endliche Lebensdau-
ern erkldren. Solche endlichen Lebensdauern lassen sich zum einen durch exponentiell
abfallende Schwingungen beschreiben, wie in Abb. .9 (a) dargestellt. Dies gilt fiir die
durch die spontane Emission hervorgerufene natiirlich homogene Linienverbreiterung.
Dieser exponentielle Abfall fithrt zu einer Unschérfe in der Frequenz der Schwingung.
Mathematisch wird dies durch die Fouriertransformation vom Zeit- in den Frequenz-
raum beschrieben. Aus dieser Transformation ergibt sich aus einer Schwingung mit der
zentralen Frequenz vy und der charakteristischen Zerfallszeit 7 im Frequenzbild eine
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Abbildung 2.2: Zwei mogliche Zerfallsszenarien, die zu einer homogenen Linienver-
breiterung eines Ubergangs mit gleicher Halbwertsbreite fithren. In (a)
ist die spontane Emission, und damit die endliche Lebensdauer, eines
Ubergangs fiir einen exponentiellen Zerfall der Amplitude fiir die Lini-
enverbreiterung verantwortlich. In (b) erfihrt die Schwingung zuféllige
Phasenverschiebungen zu zufélligen Zeiten, man kann von einer mittle-
ren Lebensdauer der Phase sprechen.

Intensitat

Wirkungsquerschnittsfunktion in der Form einer Lorentzkurve,

B Av/2m
IW) = o+ (Br2)?

mit dem Mittelwert 1y und der Halbwertsbreite Av. Dabei ist die Halbwertsbreite Av
gegeben durch Ay =1/277.

Das wiirde fiir den Nd:YAG-Laser bei der gemessenen Zerfallszeit von 230us eine
Linienbreite von etwa 7T00Hz bedeuten. Die gemessene Liniebreite liegt aber bei 120GHz,
was auf um mehrere Groflenordnungen schnellere Prozesse im Material hindeutet.

Die bis hier beschriebenen Wechselwirkungen zwischen Licht und Materie kénnen als
inelastische Kollisionen zwischen den beteiligten Teilchen (Photonen, Atome) betrach-
tet werden. Die Teilchen, die dabei die inelastischen Stofle erfahren, sind die laserak-
tiven Neodym-Ionen, die im YAG-Gitter eingebettet sind, und dabei Gitterplédtze von
Yttrium-Atomen einnehmen. Neodym liegt hier dreifach positiv ionisiert im Gitter vor,
weil es drei Elektronen in der &uflersten Schale, die fiir Bindungen zur Verfiigung stehen,
weniger besitzt, als Yttrium. Die Dotierung mit Neodym in YAG liegt iiblicherweise, und
so auch im experimentell eingesetzten Laser, bei einem Prozent der Yttrium-Atome.

(2.1)

Homogene Linienverbreiterung durch elastische Phononen-St6Be

Neben den inelastischen Kollisionen der Photonen mit den verdiinnt im Material ver-
teilten, laseraktiven Ionen treten aber auch elastische Kollisionen mit den Schwin-
gungszustanden (Phononen) des Wirtsgitters auf. Diese elastischen Sto8e sind erheblich
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héufiger, als die inelastischen Kollisionen mit den laseraktiven Teilchen, da diese nur
sehr ,,verdiinnt®“ im Gitter verteilt vorliegen. Bei diesen Kollisionen zu zufillig verteilten
Zeiten bleibt die Amplitude der Lichtwelle erhalten, sie erfahrt aber einen Phasenver-
satz um einen zufilligen Wert. Man kann daher, im Vergleich zu einem exponentiellen
Zerfall der Amplitude bei der spontanen Emission, von einer (mittleren) Lebensdauer
der Phase der Schwingung sprechen, ndmlich der mittleren Zeit zwischen zwei Kollisio-
nen. In Abb. (b) ist eine solche Schwingung dargestellt. Man erhéalt auch hier als
Form der Verbreiterungsfunktion g(v) eine Lorentzkurve, hier mit der Halbwertsbreite
Av = 1/7m7,. Dabei ist 75, die mittlere Zeit zwischen den Kollisionen.

Da hier Kollisionen mit den Schwingungszustédnden des Wirtsgitters stattfinden, ist
es ersichtlich, dafl diese Linienverbreiterung stark temperaturabhéngig ist. Die Linien-
breite von Nd:YAG von 120GHz bei Raumtemperatur bedeutet eine mittlere Zeit von
etwa 1ps zwischen den Kollisionen.

Inhomogene Linienverbreiterung

Der Vollstédndigkeit halber sei hier noch die zweite Klasse von Linienverbreiterungen
erwahnt. Sie tritt in Lasern auf, bei denen die laseraktiven Atome nicht als identisch
angesehen werden kénnen. Dies ist zum einen bei Festkorperlasern mit amorphem Wirts-
material (z. B. Nd:Glas) der Fall. Hier erfahren die Ubergéinge durch unterschiedliche
Feldverzerrungen um einen Mittelwert normalverteilte Verschiebungen, durch die die
Uberlagerung der individuellen Ubergiinge zu einer gaussformigen Verbreiterung

) = e (—(2;—)) (22)

mit dem Mittelwert vy und der Halbwertsbreite Av fiithrt. Zum anderen tritt die inho-
mogene Linienverbreiterung in Gaslasern auf, bei denen die Uberginge in den sich rela-
tiv schnell bewegenden Atomen durch den Doppler-Effekt eine Verschiebung erfahren.
Durch das gaussformige Verteilungsprofil der Geschwindigkeiten (bzw. der Geschwin-
digkeitskomponente in Richtung des Laserstrahls) erhélt man auch hier wieder eine
gaussformige Verbreiterung.

2.1.3 Absorption und stimulierte Emission

Bei der Absorption (Abb. B.1] (b)) eines Photons der Energie hv = E wird ein Atom in
einen um diesen Energiebetrag hoher liegenden Zustand angeregt. Das Lichtquant wird
dabei vernichtet. Bei der stimulierten Emission (Abb. Pl (¢)) geschieht sozusagen das
Gegenteil: ein angeregtes Atom geht durch die Wechselwirkung mit einem Photon der
Energie hv = E in einen um diesen Energiebetrag niedrigeren Zustand iiber. Dabei wird
durch diese Wechselwirkung ein weiteres Photon der Energie hv = E erzeugt. Im Wellen-
bild des Lichts haben diese beiden Photonen dann neben der identischen Frequenz auch
die identische Phasenlage, d.h. die Wellenknoten- und b&uche liegen aufeinander. Licht
kann also durch angeregte (sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht befindliche)
Materie kohdrent verstarkt werden.
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Die Wahrscheinlichkeit der Absorption P4 héngt von der Zahl der Atome N; im
energetisch niedrigeren Zustand E;, der Zahl der Photonen N(v) mit der Energie hv =
E, — E; und dem Wirkungsquerschnitt des Ubergangs ab: Py = Ny N (v)o(v).

Fiir die Wahrscheinlichkeit Pg der stimulierten Emission gilt mit der Zahl der Atome
N, im energetisch hoheren Zustand Ey: Ps o< NoN(v)o(v).

2.1.4 Einfache atomare Ratengleichung

Fiir groBere Ensembles von Atomen bedeuten die Wahrscheinlichkeiten der Absorption
und der stimulierten Emission nichts anderes als Raten, mit denen diese Uberginge
stattfinden. Mit der Rate der spontanen Emission kann nun eine einfache Ratengleichung
fiir Uberginge zwischen zwei atomaren Niveaus E; und E, dargestellt werden. Dabei muf
nur eine Gleichung fiir die Anzahl von Teilchen in einem Niveau aufgestellt werden, da die
Gewinne eines Energieniveaus die Verluste des anderen sind. Hier soll die Ratengleichung
fiir die Besetzungszahl Ny des oberen Niveaus E; dargestellt werden. Fiir das obere
Niveau ist die Absorptionsrate Ny N(v)o(v) ein Gewinnterm, die spontane Emission
7/Es und die stimulierte Emission NoN(v)o(v) gehen als Verlustterme negativ in die
Gleichung ein. Bei einer Einstrahlung von N(v) Photonen wird dann die Anderung der
Zahl der angeregten Zustéinde N, durch die DGL

%Nz =NiN(v)o(v) — NoN(v)o(v) — 74E, (2.3)
beschrieben. Fiir diese Gleichung kann nun die stationédre Losung %Nz = 0 bei einer
Einstrahlung mit sehr vielen Photonen betrachtet werden. Da die spontane Emission
nicht von der Zahl der eingestrahlten Photonen abhéngt, kann der sie beschreibende
Term vernachléssigt werden, und es wird deutlich, dal dann beide Niveaus in etwa
gleich besetzt sein miissen (N7 ~ Nj). Das bedeutet aber auch, dal Absorption und
stimulierte Emission fast gleich sind und daher bei nur zwei beteiligten Niveaus keine
Verstarkung des Lichts erreicht werden kann.

2.1.5 Frequenzverdopplung und Summenfrequenzbildung

In dem verwendeten Lasermaterial Nd:YAG liegen die fiir Laseraktivitit geeigneten
Ubergéinge bei Energiedifferenzen AE von 1,17¢V bzw. 1,31eV. Diese entsprechen
Vakuum-Wellenldngen A von 1064nm bzw. 946nm und Frequenzen v von 282THz bzw.
317THz. Damit liegen die moglichen Laserwellenléingen im infraroten Spektralbereich.
Ist es nun moglich, dennoch Licht im sichtbaren Spektralbereich zu erhalten?

Mechanismus

In der klassischen, linearen Optik gilt das Superpositionsprinzip. Geméafl diesem Prinzip
konnen sich Lichtstrahlen nicht gegenseitig beeinflussen und beim Durchgang durch Ma-
terie Eigenschaften, wie z. B. ihre Frequenz, &ndern. Fiir niedrige elektrische Feldstérken
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der elektromagnetischen Lichtwellen oder im Vakuum trifft dies auch zu. Die Polarisati-
onsdichte P als Ma# fiir die Ausrichtung der elektrischen Dipole in einem dielektrischen
Material kann durch

P = eoxE, (2.4)

mit der Dielektrizitdtskonstanten €y und der elektrischen Suszeptibilitit y des Materi-
als, als linearer Antwort, analog zum Hookschen Federgesetz in der Mechanik, auf das
elektrische Feld £ dargestellt werden. Diese Relation gilt aber fiir nichtlineare Dielek-
trika nur in der Ndherung kleiner elektrischer Feldstdrken. Durch die Erfindung von
Lasern war es mdglich, in solchen Materialien durch die enormen Lichtdichten dieser
Strahlungsquellen Frequenzénderungen des durchgehenden Lichts zu beobachten.

Gleichung (2.4) kann als Taylorentwicklung der Antwort der Polarisationsdichte P
auf das elektrische Feld & mit Abbruch nach dem linearen Glied betrachtet werden.
Dementsprechend kann diese Entwicklung mit

P = eox€ + 260dE* + O(E?), (2.5)

weitergefithrt werden. Dabei ist d der nichtlineare optische Koeffizient fiir die Nichtli-
nearitdten zweiter Ordnung. Die Polarisierungsdichte wird in den P in einen linearen
Term €yx€ nach (2.4) und einen nichtlinearen Term

Pri = 260dE” + O(E?) (2.6)

aufgespalten. Fiir ein elektrisches Feld £(t) von zwei einfallenden Lichtwellen mit den
Frequenzen v; und v, und den Amplituden E(v;) und E(vs), beschrieben durch die
komplexe Gleichung

E(t) = R(E (1) exp(i2mint) + E(vs) exp(i2mvst)) (2.7)

enthélt dann die nichtlineare Polarisierung Pyy, die fiinf ,,neuen“ Frequenzen 0, 2v4, 2vs,
V1 + 5 und vy — 5. Die Polarisierung im Medium kann als Quelle von elektromagneti-
schen Wellen aufgefafit werden, sodafl durch den beschriebenen Prozefl beim Durchgang
von Licht der Frequenzen vy und v, Strahlung mit den genannten Summen- und Diffe-
renzfrequenzen entsteht.

Im weiteren mochte ich mich auf die Frequenzverdopplung (27 und 2V2) und die
Summenfrequenzbildung (v + v5) beschrénken, da diese fiir die laseraktiven Uberginge
in Nd:YAG Strahlung im sichtbaren Bereich bei 532nm (griin) bzw. 473nm (blau) erge-
ben.

Phasenanpassung

Die Gleichungen vs = 14 + 1o, v = 214 bzw. Vg = 21, ist eine Zwangsbedingung im
Frequenzraum. Fiir die rdumliche Ausbreitung der stehenden Wellen kann eine analoge
Bedingung aufgestellt werden: die stehenden Wellen besitzen Wellenvektoren k(v), deren
Richtung durch die Ausbreitungsrichtung der Welle mit der Frequenz v gegeben ist und
deren Lénge die Wellenlédnge A einer Welle mit der Frequenz v in dem Medium ist. Die
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Wellenldnge A héngt von der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle im Medium, und
somit vom Brechungsindex n,, ab: A(v) = —=. Fiir die Wellenvektoren ergeben sich dann
mit k; = k(v;) die Phasenanpassungsbedingungen ks = k; + ky bzw. 2ks = ky .

Wenn sich die beteiligten Wellen in der gleichen Richtung ausbreiten, kann die Pha-
senanpassungsbedingung skalar durch die Wellenlédngen dargestellt werden: A3 = A\; 4+ Ao
mit \; = A(v;) = —%-. Diese Bedingung ist wegen der Wellenldngenabhingigkeit der

7
l/,L 1

Brechungsindizes, der Dispersion, in optisch isotropen Medien, in denen sich das Licht in
jeder Richtung und mit beliebiger Polarisation mit der gleichen Geschwindigkeit ausbrei-
tet, nicht erfiillbar. In optisch anisotropen Medien, in denen die Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten, und damit die Brechungsindizes, fiir verschiedene Polarisationsrichtungen des
Lichts unterschiedlich sind, kann die Phasenanpassungsbedingung jedoch erfiillt wer-
den. Bei solchen Materialien besitzen entlang der beiden optischen Hauptachsen pola-
risierte Lichtwellen verschiedene Brechungsindizes, so dal unpolarisiertes Licht in einen
sogenannten ordentlichen und einen auflerordentlichen Strahl aufgespalten werden. So
konnen durch entsprechendes Ausrichten eines solchen doppelbrechenden Kristalls die
kristallographischen Hauptachsen so eingestellt werden, dafl entweder zwei ordentliche
Wellen der Frequenzen vy und v, zu einer auflerordentlichen Welle der Frequenz v3 kop-
peln (Typ-I-Phasenanpassung) oder eine ordentliche und eine auflerordentliche Welle zu
einer auflerordentlichen Welle koppeln (Typ-II-Phasenanpassung).

In optisch anisotropen, nichtlinearen Dielektrika hédngen auch die optisch nichtli-
nearen Koeffizienten d von den Ausbreitungsrichtungen der einfallenden (koppelnden)
Wellen und der ausgehenden Wellen ab, sodaf sich fiir diesen Koeffizienten ein Tensor
dritter Stufe ergibt. Aufgrund von systematischen Permutationssymmetrien und kri-
stallographischen Symmetrien sind jedoch viele Eintrige in diesem Tensor identisch.
Daraus ergibt sich eine einfachere Schreibweise als 3 x 6-Matrix, bei welcher der erste
Index fiir die Polarisationsrichtung (x,y und z als kristallographische Hauptachsen) der
Polarisierung des Mediums steht, der zweite fiir die sechs moéglichen Kombinationen der
Polarisierung der einfallenden Wellen, bzw. ihrer elektrischen Felder. Da diese Gréflen
auf die kristallographischen Hauptachsen des Kristalls bezogen sind, diese aber wegen
der Phasenanpassung nicht mit den optischen Hauptachsen zusammenfallen, ergibt sich
durch die Lage der Achsen zueinander ein vom Material und vom Typ der Phasenan-
passung abhéngiger, effektiver optisch nichtlinearer Koeffizient dg.

In dem verwendeten Laser wurde ein KTP-Kristall (Kalium-Titanyl-Phosphat), der
fiir eine Phasenanpassung vom Typ II geschliffen war, eingesetzt. Mit den vom Hersteller
gegebenen Werten fiir den optisch nichtlinearen Koeffiziententensor [cas00h] ergibt sich
nach

deﬁ‘ = (d24 — d15) Sin2 0 SiIl2 2¢ — (d15 SiIl2 Qb + d24 COS2 Qb)SZTL@, (28)

ebenfalls aus [casO0H], ein Wert von 3,36 x 107'?m/V.

2.2 Aufbau des Lasers

Nachdem im vorigen Abschnitt die grundsétzlichen physikalischen Effekte, die fiir den
verwendeten Laser relevant sind, dargestellt wurden, geht dieser Abschnitt auf die fiir

12
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Abbildung 2.3: Profil des elktrischen Feldes von zwei longitudinale Moden in einem
planaren Resonator. Zwischen die beiden planen Spiegel , passen® nur
ganzzahlige Vielfache der Halbwellenléngen. In der Abbildung sind zwei
benachbarte Resonatormoden mit 20 (durchgezogene Linie) und 21 (ge-
strichelte Linie) Halbwellenldngen dargestellt.

Laser spezifischen Mechanismen ein. Zunéchst wird der optische Resonator eingefiihrt.
Desweiteren wird das Pumpschema eines Lasers dargestellt. Zum Schlufl des Abschnitts
wird das experimentelle System skizziert.

2.2.1 Fabry-Perot-Resonator

Ein optischer Resonator besteht aus zwei gegeniiberliegenden Spiegeln. Dabei konnen
diese Spiegel planar oder aber auch konkav gekriimmt sein. Dabei zeigen Resonatoren
mit gekriimmten Spiegeln eine hohere Stabilitit, die sich schon in der Schwierigkeit an-
deutet, zwei plane Spiegel exakt parallel zueinander aufzubauen. Die Spiegel fithren zu
Zwangsbedingungen an den Réndern des Resonators fiir die sich ausbreitenden elektro-
magnetischen Wellen. Bei metallischen Spiegeln miissen z. B. die elektrischen Felder an
den Réandern verschwinden. Dadurch kénnen sich in einem Resonator der Linge L nur
Wellen ausbreiten, deren Halbwellenldngen ein ganzzahliger Teiler von L ist. Andere
Wellen wiirden sich beim Hin- und Herlaufen zwischen den Spiegeln durch destrukti-
ve Interferenz ausloschen. Schematisch sind solche longitudinalen Resonatormoden in
Abb. .3 dargestellt. Die Wellenléngen \; der longitudinalen Moden sind

2L
g

i : i€ N. (2.9)

Die sich daraus ergebenden Frequenzen v; sind mit v = ¢/\

c
P = — ) . 2.1
v; Z2L, 1€ N (2.10)

Die Wellenléngen \; sind umgekehrt proportional zur Wellenzahl ¢, die Frequenzen v;
hingegen proportional dazu. Daher haben die Frequenzen benachbarter Moden immer
den gleichen Abstand zueinander. Dieser Wert

Av = — (2.11)

wird als der freie Spektralbereich (FSB) des Resonators bezeichnet.
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Die Frequenzen der Moden sind aber, wie die Energieverteilung bei den atomaren
Ubergiingen, nicht unendlich scharf begrenzt. In verlustfreien Resonatoren wire dies so.
Da aber die Spiegel leicht transparent sind, das Material im Resonator die Wellen durch
Absorption abschwécht und es durch die endliche transversale Ausdehnung des Resona-
tors Beugungsverluste gibt, ergibt sich ein endlicher Verlust « fiir einen Resonator. Mit
der Resonatorumlaufzeit 7. = 2L /¢, der Zeit, die das Licht braucht, um einmal komplett
im Resonator hin- und herzulaufen, folgt daraus eine Lebensdauer der Photonen im Re-
sonator (Abfall auf 1/e) von 7./a. Das Verhéltnis zwischen der Intensitdt einer Mode
und ihrer Halbwertsbreite wird als die Finesse des Resonators bezeichnet. Die Finesse
kann analog zur Resonanzschérfe eines Schwingkreises, der Giite, betrachtet werden.

Polarisationseigenzustande

Wenn sich in einem Resonator optisch anisotrope, doppelbrechende Elemente befinden,
ergibt sich fiir die Moden eine weitere Randbedingung fiir ihre Polarisationsrichtung.
Doppelbrechende Elemente zeichnen sich durch unterschiedliche Brechungsindizes in
Abhéngigkeit der Polarisationsrichtung des einfallenden Lichts aus, was zu einer Phasen-
verschiebung zwischen zwei entlang der optischen Hauptachsen verschieden polarisierten
Lichtwellen, und damit zu einer verédnderten Gesamtpolarisierung fiihrt.

Die Elemente in einem Resonator kénnen hinsichtlich ihrer Phasenverschiebungen
fiir polarisiertes Licht durch Drehmatrizen beschrieben werden. Werden nun alle die-
se Matrizen fiir einen Resonator fiir einen kompletten Durchlauf des Lichts (hin und
zuriick) miteinander aufmultipliziert, erhdlt man die Jonesmatrix des Resonators. Die
Eigenwerte dieser Matrix haben alle den Betrag 1, die Eigenzustédnde entsprechen den
Polarisationsrichtungen, in denen sich Moden ausbilden kénnen.

2.2.2 Vier-Niveau-Pump-Schema im laseraktiven Medium

Wie in Abschnitt 2.T.3 schon erwahnt, kann Licht in einem Medium, das sich im ther-
modynamischen Gleichgewicht befindet, keine Verstdrkung erfahren. Da die Wirkungs-
querschnitte von Absorption und stimulierter Emission fiir einen Ubergang identisch sind
und sich im Gleichgewicht immer im energetisch niedrigeren Zustand E; mehr Teilchen
befinden, wird Licht hier immer abgeschwécht. Daher ist es notwendig, diese Gleich-
gewichtssituation aufzuheben. Es muf also eine Inversionssituation hergestellt werden,
bei der sich im energetisch hoheren Zustand E; mehr Teilchen befinden, als im niedri-
geren E;. Naiv konnte man nun annehmen, daf} es ausreicht, die Teilchen direkt von E;
nach E; zu ,pumpen® zum Beispiel mit einer elektromagnetischen Welle der Frequenz
v = (Ey—E;)/h, da im Gleichgewicht die Absorption die stimulierte Emission tiberwiegt.
Das funktioniert bis zu der neuen Gleichgewichtssituation, bei der beide Zustédnde gleich
besetzt sind und sich Absorption und stimulierte Emission ausgleichen. Das Material
wird dann transparent fiir diese Welle. Mit nur zwei beteiligten Energieniveaus kann
also keine Inversion und damit keine Verstdarkung von Licht erreicht werden.

Es muf} bei dem Prozef3 also noch mindestens ein weiterer Zustand beteiligt werden.
Seien E; der Grundzustand, E; und E3 zwei im Gleichgewicht fast unbesetzte hohere
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Abbildung 2.4: Das allgemeine Vier-Niveau-Schema. Die Atome werden durch Absorp-
tion oder andere Anregungsmechanismen vom Grundzustand mit der
Energie Ep in den oberen Pumpzustand mit der Energie E; gebracht.
Dieser zerfillt sehr schnell zum langsam zerfallenden, oberen Laserni-
veau E,. Zwischen E, und dem unteren Laserniveau E; ergibt sich die
Inversion und es findet nun die eigentliche Verstéirkung durch stimulierte
Emission statt. Das untere Laserniveau zerfallt wiederum sehr schnell in
den Grundzustand Eg.

Zusténde. Der obere Zustand Ej zerfallt sehr schnell zu Es, wihrend E, ein langlebiger
Zustand mit strahlendem Zerfall nach E; ist. Dann gelingt es, durch Pumpen von E;
nach Ej eine Besetzungsinversion zwischen E; und E; herzustellen. Dieses Drei-Niveau-
Schema wird bei Lasern (z. B. Rubin-Lasern und Nd:YAG-Laser bei 946nm) verwendet,
ist aber relativ ineffektiv, da E; im Gleichgewicht zun&chst fast vollstdndig besetzt ist
und zum Erreichen einer Besetzungsinversion mindestens die Hélfte der Zusténde in E;
nach E,; angeregt werden miissen.

In einem weiteren Schema, dem Vier-Niveau-Schema (Abb. B.4), liegen die drei bis-
her betrachteten Niveaus oberhalb des Grundniveaus Ey, und E; ist ein sehr kurzlebiger
Zustand mit nichtstrahlendem Zerfall nach Ey. E; liegt soweit iiber Eg, dafi es im ther-
modynamischen Gleichgewicht aufgrund der Boltzmann-Verteilung der Besetzung der
Zustéande fast vollstdndig unbesetzt ist. Dann kann durch Pumpen von Ey nach Ez sehr
effektiv eine Besetzungsinversion zwischen E; und E; hergestellt werden.

Der in dieser Arbeit verwendete Laser wird in einem solchen Vier-Niveau-Schema
betrieben. In Abb. B3 ist das Schema fiir Nd:YAG dargestellt. Die duflersten Elektro-
nen der Nd**-Ionen liegen in der I-Schale, genauer auf dem *lg/o-Niveauf|. Von diesem
Grundzustand werden die Elektronen in héhere Zusténde angeregt. Dabei besitzt das
Material ausgepriagte Absorptionsbiander bei 810nm und 750nm, die in Abb. .3 durch
einen Kasten als oberes Pumpniveau angedeutet sind. Im verwendeten System wurde
das 810nm-Band verwendet. Von diesem hoheren Niveau (Lebenszeit ca. 100ns) errei-
chen die Elektronen das obere Laserniveau *F /2. Im isolierten Ion ist der Ubergang von
4F, /2 nach 1F /2, der eigentliche Laseriibergang mit 1064nm, geméf den Hundtschen

1Spektroskopische Notierung. Mit der Hauptquantenzahl L, der Drehimpuls-Quantenzahl J und der
Spinquantenzahl S wird ein Zustand durch 25*1L; vollstindig charakterisiert.
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Abbildung 2.5: Die fiir die Laseraktivitdt bei 1064 nm beteiligten Energieniveaus in
Neodym-dotiertem Yttrium-Aluminium-Granat (Nd:YAG) mit den ent-
sprechenden Wellenléngen zum Pumpen und fiir die Laseraktivitét.

Auswahlregeln verboten. Durch die Einbettung in das Wirtsgitter gibt es eine Verzer-
rung des elektrischen Feldes um die Ionen. Dies bewirkt eine Aufthebung der Entartung
der beiden Laserzustinde *F3/2 und *Fyq/2 durch den Starkeffekt. Dadurch wiederum
wird der Ubergang leicht erlaubt, was zu einer relativ langen Lebensdauer (ca. 230us)
des Ubergangs und damit zu einer niedrigen spontanen Zerfallsrate fithrt. Durch diese
Eigenschaften lassen sich mit Nd:YAG sehr effiziente Laser aufbauen.

2.2.3 Der diodengepumpte resonatorintern frequenzverdoppelte
Festkorperlaser

Mit den bis hier gegebenen physikalischen Details sind nun die notwendigen Kenntnisse
zum Aufbau eines Lasers, wie dem im Experiment eingesetzten, eingefithrt worden. In
Abb. B ist das System schematisch dargestellt.

Der Laserresonator ist ein Plan-Konkav-Resonator. Der plane Spiegel wird dabei
durch die beschichtete Eintrittsseite des Nd:YAG-Kristalls gebildet. Die Beschichtung
bildet dabei einen dielektrischen Spiegel, der bei der Laserwellenldnge von 1064nm und
ihrer ersten Harmonischen bei 532nm hoch reflektiv ist, jedoch im Absorptionsband von
Nd:YAG bei 810nm moglichst transmissiv ist.

Gepumpt wird der Laser mit einer Laserdiode mit einer Wellenldnge von 810nm.
Das Licht der Laserdiode wird mit Hilfe einer Linsenoptik in einer Freifeldgeometrie
zunéchst kollimiert und dann in den Laserkristall fokussiert.

Bis hier hat man einen Festkorperlaser, der Licht im infraroten Spektralbereich ab-
strahlt. Um nun Licht im sichtbaren Spektralbereich zu erhalten, werden die Frequenz-
verdopplung und Summenfrequenzbildung mit Hilfe eines optisch nichtlinearen Kristalls,
dem KTP-Kristall, verwendet.
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Abbildung 2.6:  Schematischer Aufbau des resonatorintern frequenzverdoppelten
Nd:YAG-Lasers.

Wie Gl. (B.G) zeigt, geht die elektrische Feldstéirke der einstrahlenden elektroma-
gnetischen Welle quadratisch in die nichtlinearen Terme der Polarisierung ein, welche
die Frequenzverdopplung und Summenfrequenzbildung bewirken. Daraus ist es ersicht-
lich, da sich alle Mafinahmen zur Erhohung der elektrischen Feldstdrke im optisch
nichtlinearen Kristall iiberproportional auf die Effizienz der Generierung des frequenz-
verdoppelten Lichts auswirken. Daher wird der Kristall innerhalb des Resonators pla-
ziert, da hier die Feldstdarke des infraroten Lichts wegen der hohen Reflektivitéit der
Spiegel um Groflenordnungen iiber der auflerhalb des Resonators hinter dem konkaven
Auskoppelspiegel liegt. Zudem besitzt der Laserstrahl bei der gegebenen Resonator-
Geometrie (plan-konkav) im Resonator am Planspiegel einen geringeren Querschnitt,
als am Konkavspiegel. Dadurch ist dort auch die lokale Feldstdrke hoher. Daher wird
der KTP-Kristall im Resonator dicht am Nd:YAG-Kristall plaziert.

2.3 Theoretische Beschreibung der Dynamik

Zur Beschreibung der Dynamik von Lasern werden Ratengleichungen verwendet. Das
grundlegende Modell nach H. Haken [hak70] beschreibt den zeitlichen Verlauf von drei
physikalischen Groflen: der Zahl der Phononen im Resonator (bzw. der Intensitét), der
angeregten Zustinde (der Inversion) und der Polarisierbarkeit des Mediums. Wenn nun
diese Groflen stark unterschiedliche Zeitskalen besitzen, ist es moglich, mit adiabati-
schen Néherungen in einer Zeitskalentrennung einzelne dieser Groflen zu eliminieren
und einen Laser durch ein einfacheres Modell zu beschreiben. Im Falle des verwende-
ten Nd:YAG-Lasers kann hier die Polarisierbarkeit des Mediums aus der Beschreibung
entfernt werden, so dafl die Dynamik nur noch durch die Intensitédt und die Besetzungs-
inversion dominiert wird. Ein solches Modell wurde von Tang et al. [tan63] urspriinglich
fiir Rubin-Laser aufgestellt und spéter auf den Nd:YAG-Laser iibertragen.

Bevor hier die Ratengleichungen eingefiihrt werden, soll noch das Ph&nomen des
raumlichen Lochbrennens beschrieben werden, da diese rdumlichen Effekte eine wichtige
Rolle bei den Gleichungen in Tang et al. [tan63] spielen.
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Abbildung 2.7: Illustration zum raumlichen Lochbrennen. Dargestellt sind (von oben
nach unten) die rdumliche Modulation des elektrischen Feldes der zen-
tralen longitudinalen Resonatormode, die daraus resultierende rdumliche
Modulation der Besetzungsinversion und die rdumliche Modulation des
elektrischen Feldes einer benachbarten Mode. An den Enden des Resona-
tors (z.B. bei 1 und 2 am linken Ende des Resonators) rdumt die zentra-
le Mode die fiir die benachbarte Mode in Frage kommenden angeregten
Zustande ab. In der Mitte jedoch (bei 3) hat die durch die zentrale Mo-
de rdumlich modulierte Besetzungsinversion ein Maximum, somit stehen
fiir die benachbarte Mode angeregte Zusténde zur Verfiigung.

Raumliches Lochbrennen

In Medien mit homogener Verbreiterung der Wirkungsquerschnitte besitzen alle Atome
in Bezug auf den Laseriibergang die gleichen Eigenschaften. Daher sollte man erwarten,
daBl in einem Laser, dessen laseraktives Material eine solche homogene Verbreiterung des
Wirkungsquerschnittes des Laseriibergangs aufweist, nur eine zentrale Mode anschwingt
und diese sdmtliche angeregten Zusténde fiir sich verbraucht. Die Beobachtungen zeigen
jedoch, dafl dies nicht so ist, es schwingen mehrere Moden an, sowohl longitudinal, als
auch transversal. Als Erklarung hierfiir dient die rdumliche Ausdehnung des laseraktiven
Materials und der stehenden Wellen im Material. In Abb. P77 ist der angesprochene Ef-
fekt fiir eine zentrale und eine benachbarte Mode dargestellt. Die rdumliche Modulation
der Besetzungsinversion kann natiirlich nur auftreten, wenn die angeregten Zustédnde nur
langsam rédumlich diffundieren. In Festkorperlasern, wie Rubin und Nd:YAG, konnen die-
se Diffusionszeiten aufgrund der Abstédnde der laseraktiven Atome und der Wellenldngen
der stehenden Wellen gegeniiber der Zeitskala, in der die Besetzungsinversion auf- und
abgebaut werden kann, vernachléssigt werden. Durch eine stehende Welle werden sozu-
sagen Locher in die rdumlich verteilte Besetzungsinversion gebrannt. Daher spricht man
hier von rdumlichem Lochbrennen.
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2.3 Theoretische Beschreibung der Dynamik

2.3.1 Ra&umlich ausgedehntes Ratengleichungsmodell

Dafl Laser ein dynamisches Verhalten zeigen, wurde schon sehr bald nach ihrer Er-
findung beobachtet. Die ersten Laser waren beidseitig verspiegelte Rubin-Stédbe, die
mit Gasentladungs-Blitzlampen gepumpt wurden. Dabei zeigte sich, dafl das Laserlicht
auf die Blitze des Pumplichts mit ausgeprigten Relaxationsoszillationen antwortete.
Frequenz und Dampfung der Relaxationsoszillationen hédngen dabei von den experi-
mentellen Bedingungen, wie z.B. Resonatorverlusten und Pumpstérke, ab. Um dieses
dynamische Verhalten zu beschreiben, wurde 1963 von Tang et al. [fan63] ein Raten-
gleichungsmodell fiir unverdoppelte Festkorperlaser entwickelt, das hier kurz vorgestellt
werden soll.

Unter Beriicksichtigung des réaumlichen Lochbrennens wurde in [fan63] das folgen-
de partielle Integro-Differentialgleichungssystem, das allgemein fiir Festkorperlaser mit
mehreren Moden gilt, fiir die rdumliche Besetzungsinversion n(z,t) und die Intensitéaten
der einzelnen Lasermoden I;(t) (¢ ist die Zeit und z die rdumliche Ausdehnung entlang
der optischen Achse) vorgestellt:

in(z,t) = nzt) Z Dy I;(t)[1 — cos(2m;mz/L)|n(z,t) und  (2.12a)
dt Tf Tf i
d i Dgl; [
—1I; = ity L/ n(z,t)[1 — cos(2m;mz/L)]dz. (2.12Db)
dt Te Te Jo

n ist die Gleichgewichtslage der Besetzungsinversion ohne stimulierte Emission, also das
Gleichgewicht zwischen dem Pumpproze8 und spontaner Emission. 74 ist die Fluores-
zenzzeit, die Lebensdauer des Laseriibergangs. Der Term 71/7 entspricht dem Anwachsen
der Besetzungsinversion durch den Pumpproze8. Die anschlieBenden Terme in Gl. (2.124)
beschreiben den Abbau der Besetzungsinversion durch spontane Emission (n(z,t)/7y)
und stimulierte Emission in den Lasermoden (der Summenterm in Gl. (2.124). In Dy;
spiegelt sich die Lage der i-ten Mode im Wirkungsquerschnitt des Ubergangs wider. Der
Term [1 — cos(2m;mz/L)] (= sin?(m;wz/L)) beschreibt die Modulation der Besetzungs-
inversion durch die i-te Mode, die im Resonator der Lange L m; Halbwellen besitzt. Die
Modulation folgt dabei der Leistung des elektrischen Feldes der Welle, also dem Quadrat
des elektrischen Feldes. In der Gleichung fiir die einzelnen Intensitéten beschreibt «; die
Resonatorverluste (u.a. die Reflektivitéit der Spiegel und die Beugungsverluste durch die
endliche transversale Ausdehnung des Resonators) der i-ten Mode und 7. = 2L/c die
Resonatorumlaufzeit. Der Term «;1;/7. beschreibt den Zerfall einer Mode mit der Rate
a;/T.. Gespeist werden die Intensitéten von der stimulierten Emission im Zusammen-
spiel mit der Besetzungsinversion. Dies wird durch den zweiten Term auf der rechten

Seite von Gl. (.12H) beschrieben.
2.3.2 Reduziertes Ratengleichungsmodell

Gleichung (B.124) besitzt als partielle Differentialgleichung mathematisch unendlich viele
Freiheitsgrade. Zudem kommt durch den Integralterm in Gl. (2.12H) eine Art Rekursion
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2 Physikalische Grundlagen des verwendeten Lasers

in das Gleichungssystem. Dadurch kann die Lésung der Gleichung nicht in einer geschlos-
senen Form angegeben werden, wodurch ein exakter analytischer Zugang unmoglich und
ein numerischer Zugang schwierig ist.

Daher wurden verschiedene Anstrengungen unternommen, die Gleichungen auf ein-

Gleichungen ein, da sie die Basis fiir die analytischen Untersuchungen bildeten.

Reduzierte Gleichungen fiir den unverdoppelten Laser

In [rov93] wird den einzelnen Moden eine individuelle Verstirkung bzw. Besetzungsin-
version G; zugewiesen:

G = Dg,-/0 n(z,t)[1 — cos(2m;mz/L)|dz. (2.13)

Damit vereinfacht sich Gleichung (R.120) fiir die Intensitéten I; zu

d
— I = (G; — ay) 1. 2.14
Tcdt K3 (GZ al) (] ( a)

Die Ableitung der Differentialgleichung fiir die Verstirkungen G; stellt sich erheblich
komplizierter dar. Die Gleichgewichtslage n, die Lange L des Resonators und der Ko-
effizient fiir die stimulierte Emission Dg; werden als Parameter I'; = LnDyg; fiir die
Pumpleistung der i-ten Mode zusammengefat. Aus der Sicht des Experimentators ist
dieser Parameter der am besten zugéngliche, da die Pumpleistung iiber den Pumplaser-
diodenstrom beeinflufit werden kann. Die sich aus (R.12d) und (R.13) ergebenden Misch-
integrale mit Anteilen der einzelnen Moden werden unter der Annahme, dafl sich die
raumliche Dynamik der Besetzungsinversion n(z,t) von der zeitlichen abspalten 1a8t, zu
den Selbst- bzw. Kreuzsittigungsparametern ; und (;; zusammengefat. Damit erhélt
die Differentialgleichung fiir die Verstdarkung der i-ten Mode die Form

d

JFi

Der Nachteil dieser Zusammenfassung zu den Séttigungsparametern [ ist die fehlende
Zuordnung zu den zugrundeliegenden physikalischen Groflen. Die Parameter miissen in
den Gleichungen phanomenologisch angepafit werden. Der Selbstséittigungsparameter 3;

Matrix der Kreuzséattigungsparameter [3;; ist gegen die Vertauschung der Indizes invari-
ant. Der Wert der einzelnen Eintrage hangt vom Abstand der Moden im Frequenzraum
ab. Zur Vereinfachung analytischer Untersuchungen wird jedoch hier ein identischer
Wert von 0,7 W fiir alle Eintriige verwendet.
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2.3 Theoretische Beschreibung der Dynamik

Erweiterung um die Frequenzkonversion

Bisher fehlt in den Gleichungen noch die Integration der Frequenzverdopplung und
Summenfrequenzbildung, um im Bild des Nd:YAG-Lasers sichtbares, griines Licht zu
generieren. Die Frequenzkonversion stellt sich als ein zusétzlicher Verlustterm fiir die
Intensitaten I; dar. Die Konversionseffizienz wird mit dem Parameter ¢ beschrieben.
Er setzt sich aus dem optisch nichtlinearen Koeffizienten d.;; des Konversionskristalls
und der zeitlich und rdumlich iiber den Kristall gemittelten Leistungsdichte des zu wan-
delnden Lichts zusammen. Ein weiterer Parameter g beriicksichtigt die Lage der Po-
larisationsrichtungen der Lasermoden im Resonator zu den optischen Hauptachsen des
Konversionskristalls. Im Falle der Phasenanpassung vom Typ II wird durch zwei parallel
polarisierte Moden mit den Intensitéiten I;(t) und I5(t) die Leistung

Lip(t) = (gl (1)* + gLa(t)* + 4911 (1) (1)), (2.15a)
im Falle von orthogonal polarisierten Moden die Leistung
Lio(t) = e(gli(t)* + gla(t)” + 4(1 — g) [ (1) I5(1)) (2.15b)

in den verdoppelten Frequenzbereich konvertiert. Fiir die Anzahl von m in einer
willkiirlich als z-Richtung bezeichneten Richtung polarisierten Moden und die Anzahl
von n in der orthogonal dazu liegenden y-Richtung polarisierten Moden kann Gl. (R.144)
dann zu

Te—1; =

dt"

m m—+n

j=1 k=m+1
(2.16a)
beziehungsweise zu

d m m+n .
TC%]Z' =|G,—a;+e€ (g[z-—2 <(1_g>j21]j+gkz+1]k>>] I, t=m+1...m+n,

(2.16D)

erweitert werden.

Anpassung der Zeit- und GroBenskalen der Variablen

Die charakteristischen Zeiten der Gleichungen sind durch die Resonatorumlaufzeit
7. ~ 107 % fiir die Intensitéiten und die Fluoreszenzzeit 7, = 230us fiir die Verstarkungen
bestimmt. Dies fithrt in den Gleichungen zu Variablen, die sich um fast sechs
GroBenordnungen unterscheiden. Um plausible numerische Untersuchungen, wie z.B. In-
tegration der Differentialgleichungen und numerische Stabilitdtsanalyse, durchzufiihren,
ist es notwendig, die Variablen durch Variablentransformation umzuskalieren. In [pyr00]
wurde diese Transformation im Rahmen von Untersuchungen zur Stabilisierung der
Fluktuationen im Modell durchgefiihrt. Die Ratengleichungen schreiben sich dann fiir
die transformierten Verstirkungen A; und die Intensitéiten I;
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und

d

de
Unter der vereinfachten Annahme, daf alle Moden die gleichen Resonatorverluste o; = «
erfahren und daf} die Kreuzsittigung zwischen allen Moden gleich ist (3;; = ), ergeben
sich der Zeitskalierungsfaktor 7 und der rdumliche Skalierungsfaktor G mit

7= wd g=, /2= (2.18)
(6] Ty

Die transformierten Verstarkungen sind durch A; = (G; — «)/G und die transformierte
Zeit durch 0 = t/T gegeben. Mit der Zusammenfassung der Summenintensitéiten in den
beiden Polarisationsrichtungen

ANj=7—[14+1—=0)L+B(S: + Sy)l(1+nl;). (2.17b)

m m—+n
7=1 j=m+1

gilt M; = ¢S, +(1—g)S, firi =1...mbzw. M; = (1—9)S,+¢g95, firi =m+1...m+n.
Die transformierte Konversionseffizienz ist € = €¢/G. Der Pumpparameter wird mit v =
I'/a auf die Pumpschwelle normiert. Als zusétzlicher Parameter wird n = /7./(a7y)
eingefiihrt. Die Ableitung nach der transformierten Zeit % wird im weiteren abkiirzend
in der gestrichenen Form (-£1; = I/ und LA, = A}) geschrieben.
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3 Regelung der Laserdynamik

In diesem Kapitel geht es um den Themenkomplex, der im Rahmen des BMBF-Projektes
behandelt wurde. Die Aufgabenstellung war die Reduktion bzw. Unterdriickung der
zeitlichen Fluktuationen des austretenden Laserlichts mit Methoden der nichtlinearen
Dynamik. Zunéchst werden kurz die elementaren Konzepte der Kontrolle nichtlinea-
rer, chaotischer Systeme dargelegt. In Bezug auf das vorliegende Experiment wird dann
das von Pyragas et al. [pyr00] beschriebene Kontrollschema vorgestellt, welches unter
Beriicksichtigung der experimentellen Gegebenheiten und Méglichkeiten fiir das Raten-
gleichungsmodell abgeleitet wurde. In diesem Kontrollschema werden zwei Mefigréfen,
die beiden orthogonal polarisierten infraroten Summenintensitéiten, auf einen System-
parameter, die Pumpleistung, zuriickgekoppelt. Das Kontrollschema wurde experimen-
tell von F. Lange [[an0T1d, [an0TH] hier in Oldenburg und A. Schenck zu Schweins-
berg [sch00, kchOT] beim Projektpartner DaimlerChrysler in Frankfurt umgesetzt. Die
Ergebnisse dieser experimentellen Umsetzung werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels
vorgestellt. Trotz teilweise sehr guter Ubereinstimmung der experimentellen Ergebnisse
[[an0Ta, [an0TH, &ch00, 5ch01] mit den theoretischen Vorhersagen [pyr00] gibt in einigen
Punkten elementare Abweichungen. Die Diskussion und Erklarung dieser Abweichun-
gen sind das Objekt eines weiteren Abschnitts in diesem Kapitel. Es folgt eine kurze
Diskussion alternativer Kontrollméglichkeiten bei Eingriff auf nur einen Systemparame-
ter. Zum Schlufl des Kapitels wird ein erweitertes Kontrollschema mit Riickkopplung
auf zwei Systemparameter vorgestellt, fiir das die Ergebnisse erster Vorexperimente und
theoretische Vorhersagen dargestellt werden.

3.1 Grundsiatzliche Betrachtungen zur Chaoskontrolle

Stabilisierung von urspriinglich chaotischen Zustdnden wird allgemein als Chaoskontrolle
bezeichnet, was eine den Sachverhalt nicht ganz treffende Ubersetzung des englischen
chaos control ist. Besser wére hier Chaosregelung oder Chaosbeherrschung. Dennoch
hat sich auch im Deutschen der Begriff Chaoskontrolle durchgesetzt. Er soll im weiteren
unter Beachtung der etwas falschen Ubersetzung verwendet werden.

In der letzten Dekade des vorigen Jahrhunderts wurden verschiedene Konzepte zur
Chaoskontrolle vorgestellt, die aber insgesamt auf eines der beiden grundlegenden Kon-
zepte entweder nach Ott, Grebogi und Yorke (OGY) [0ff90] oder nach Pyragas [pyr9Z]
zuriickgehen. Diese wurden in den folgenden Jahren an mehreren experimentellen Sy-
stemen erfolgreich erprobt. Auch der bei uns eingesetzte Laser war schon Objekt ei-
ner Chaoskontrollmethode, dem occasional proportional feedback (OPF), welche auf der
OGY-Kontrolle beruht [jam90a].
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3 Regelung der Laserdynamik

Alle Methoden zur Chaosregelung nutzen charakteristische Eigenschaften von Chaos
aus. Chaotische Systeme reagieren sehr empfindlich auf kleinste Anderungen der An-
fangsbedingungen, was dazu fithrt, dafl anfinglich eng benachbarte Zustdnde mit der
Zeit exponentiell auseinanderlaufen. Das Maf§ dieses exponentiellen Auseinanderlaufens
sind die Lyapunovexponenten. Eine weitere Eigenschaft von chaotischen Systemen ist,
daf ihre chaotischen Zustdnde immer instabilen reguléaren Zustdnden sehr nahe kommen.
So ist es leicht moglich, unter Ausnutzung der Empfindlichkeit von den Anfangsbedin-
gungen, das System mit kleinsten Regeleingriffen in einen solchen reguldren Zustand
zu befordern und dort auch zu halten. Wenn in einem solchen Fall die Regelung die
Stabilitit des angestrebten Zustandes erreicht, verschwindet das Regelsignal.

Ziel des BMBF-Projektes war es, eine der Chaoskontrollmethoden zur Reduktion
bzw. Unterdriickung der Fluktuationen des austretenden Laserlichts im griinen Spek-
tralbereich anzuwenden. Eine konstante Ausgangsleistung ist gleichbedeutend mit einem
Fixpunkt der dynamischen Systemvariablen. Um eine der Chaoskontrollmethoden auf
einen Fixpunkt anwenden zu konnen, miifiten die chaotischen Zustdnde diesem Fix-
punkt nahe kommen. Fiir den verwendeten frequenzverdoppelten Nd:YAG-Laser trifft
dieses aber im allgemeinen nicht zu. Das Regelungsschema, das letztendlich angewen-
det wird, ist eigentlich die aus der Ingenieurtechnik schon lange bekannte proportionale
Riickkopplungstechnik.

3.2 Regelung des Modells

Es wére schon, wenn es Kontrollmethoden fiir chaotische Systeme geben wiirde, fiir die
man die zugrundeliegende Dynamik nicht kennen miifite. Es ist aber in den wenigsten
Féllen moglich, das Experiment als Black Box zu betrachten. Ohne Analysen der die
Dynamik des Experiments beschreibenden Gleichungen mufl eher nach dem trial-and-
error-Prinzip vorgegangen werden. Zielgerichteter ist es jedoch, aus den Analysen der
beschreibenden Gleichungen ein Regelkonzept abzuleiten.

Fiir den verwendeten Laser wurden solche Analysen an den im ersten Kapitel ein-
gefithrten Ratengleichungen (2.17d) und (B.I7H) von K. Pyragas et al. [pyr00] durch-
gefiihrt. In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Untersuchungen dargestellt.

3.2.1 Konstante Ausgangsleistung — ein Fixpunkt

Zunéchst ist es wichtig, den stationdren Zustand zu bestimmen, auf den stabilisiert
werden soll. Dazu werden die Gleichungen in einer vereinfachten Version betrachtet.
Die unterschiedlichen Moden haben identische Parameter v; = 7, a; = a(= 0,01)
und f;; = B(= 0,7). Fiir den Geometriefaktor g wird ein Wert gewéhlt, bei dem ein
hoher Anteil an frequenzverdoppeltem Licht durch Summenfrequenzbildung entsteht
(9 = 0,1). So erhélt man zwar eine maximale Konversionsrate, andererseits sind aber
die Instabilitdten so am ausgepriagtesten. Die Werte fiir die Systemparameter sind dabei
die in der Literatur (siehe z.B. [bra9l]) verwendeten Standardwerte. Die Anzahl der
Moden in den beiden Polarisationsrichtungen wird mit m bzw n bezeichnet und deren
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3.2 Regelung des Modells

Anzahl als Systemparameter vorgegeben.

Die Bedingung fiir einen Fixpunkt in einem Differentialgleichungssystem ist, dafl die
Ableitungen verschwinden, also I/ = 0 und A} =0 fir i = 1,...,m+n in den Gleichun-
gen (B.I74d) und (R.I7H). Das gegebene Gleichungssystem besitzt mehrere Fixpunkte,
daher mufl man sich fiir einen von ihnen entscheiden. Einige der Fixpunkte scheiden
aus, da sie physikalisch nicht sinnvolle Werte haben (negative Intensitéten). Bei ande-
ren Fixpunkten verschwinden Intensitdaten einzelner Moden. Diese Fixpunkte kann man
aber dann in einem um die entsprechende Modenanzahl reduzierten Modell betrachten.
Am Ende bleibt nur ein interessanter Fixpunkt, bei dem alle Intensitiaten positive Werte
annehmen. Durch die identischen Parameter ergibt sich, dafl innerhalb der beiden Pola-
risationsrichtungen alle Intensitdten [; und Verstarkungen A; dieselben Fixpunktwerte
(I?, A?) besitzen:

=1, A=A, i=1,....,m (3.1a)

K3 (3

=1, A=A, it=m-+1,...,m+n. (3.1b)

7

Damit vereinfachen sich die Gleichungen (2.17) zu

A, —el(2m —1)gL, + 2n(1 — g)I,] =0, (3.2a)
A, —el(2n — 1)gl, + 2m(1 — g)1,] = 0, (3.2b)
v = AL+ [+ (m = DB|L + Bnl,}(1+nA,) =0, (3-2c)
y={1+ 1+ —=1DB|L, + SmL}Y(1+nA,) =0 (3.2d)

fiir nun nur noch vier Gréflen unabhéngig von der Anzahl von Moden in den beiden Pola-
risationsrichtungen. Durch die kleinen Parameter 7 und € konnen unter Vernachlassigung
hoherer Potenzen in diesen Parametern approximative Werte fiir I,,, A,, I, und A, be-
stimmt werden. Diese dienen dann als Ausgangswerte fiir eine iterative Bestimmung der
Fixpunktwerte mit Hilfe der Gleichungen (B.2).

3.2.2 Stabilitat des Fixpunktes ohne Regeleingriff

Nach der Bestimmung des Fixpunktes folgt nun die Ermittlung seiner Stabilitdt. Eine
Standardmethode hierfiir ist die Linearisierung der Gleichungen (2.17) um den Fixpunkt.
Dazu werden die kleinen Abweichungen

(13,6;,) = (I = I}, A, — AY) (3.3)

von den Fixpunktwerten betrachtet. Nun wird Gl. (B.3) in Gl. (B.I7) eingesetzt. Bei
der Linearisierung werden alle Terme, die quadratisch in den Abweichungen i; und ¢;
sind (sowohl direkt quadratisch, als auch Produkte von mindestens zwei dieser kleinen
Variablen) wegen der im Rahmen der Linearisierung vorgegebenen geringen Grofie der
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3 Regelung der Laserdynamik

Abweichungen 7; und d; vernachléssigt. Zusétzlich werden dann die Abweichungen in den
Verstarkungen vom Fixpunkt 9; eliminiert, so dafl man lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung fiir die Abweichungen der Intensitdten vom Fixpunkt i; der Form

i + b+ e+ fo =0,  i=1,...,m, (3.4a)

i + byt + cyii + f, =0, i=m+1,...,m+n, (3.4b)
erhilt. Die Parameter b, und ¢, sind dabei durch

ne

b, =———"— —¢€q] )
ey egl, (3.5a)
und
NG~y

gegeben. f, ist mit den Abweichungen der Summenintensititen vom Fixpunkt

m m—+n

sx:Zij und s, = Z i (3.6)

j=1 j=m+1
gegeben durch
fo =B +enAy) (s, + sy)
2551 gs, + (1= g)s, (3.7)

14+ enA,
+2¢el, [gs, + (1 —g)s),. ]

by, ¢, und f, ergeben sich aus Gl. (B.f) und (B.7) durch Vertauschen der Indizes = und
Y.

Fiir die Abweichungen der Summenintensitéten s, und s, kann nun durch Aufsum-
mieren von Gl. (B.4) jeweils tiber alle Moden einer Polarisationsrichtung ein geschlossenes
Gleichungssystem der Form

8y 4 Bysh, + Cosy + Epsy + Fpsy = 0, (3.8a)
sy + Bys, + Cysy + Eys,, + Fys, = 0. (3.8b)
aufgestellt werden. Hier sind die Koeffizienten B,, C,, F, und F,
B, = #ZAQC +eg(2m — VI, (3.92)
C, = ([1 +(m =18 (1 +1A,) + (2m — 1)%) L, (3.9b)
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3.2 Regelung des Modells

E, =2¢(1—-g)ml,, (3.9¢)
und

p;:(m1+mgg+%1—mT%%%>mg. (3.94)

Die Koeffizienten B,, C,, E, und Fj ergeben sich auch hier wieder durch Vertauschen
der Indizes x und y und der Anzahl der Moden in den beiden Polarisationsrichtungen
m und n in Gl (B.9).

Die so erhaltenen DGLs fiir die Einzelabweichungen i; und die Summenintensitiaten
s, und s, sind gekoppelte, lineare Oszlillatorgleichungen, wodurch den Parametern ihre
Wirkung auf die Ddmpfung und die charakteristischen Frequenzen des Systems zuge-
wiesen werden kann.

Die Stabilitét des Fixpunktes kann iiber die Eigenwerte von Gl. (B.4) bestimmt wer-
den. Der Fixpunkt ist stabil, wenn kein Eigenwert einen positiven Realteil besitzt. Fiir
eine groBere Anzahl an Moden sind die Eigenwerte jedoch nicht einfach zu bestimmen.

Zum Gliick 148t sich die Problematik aber vereinfachen, indem zwei Teilgleichungen
betrachtet werden. Zum einen miissen die Gleichungen fiir die Abweichungen der Sum-
menintensitéiten (B.§) betrachtet werden. Diese besitzen vier Eigenwerte, die auch Eigen-
werte der Gleichungen (B.4) sind. Hat man die Stabilitéit des Punktes (s,, s, s, 5;) = 0
bestimmt, lassen sich Gl. (B.4) zu

i 4+ baly +cpiy =0,  i=1,....m, (3.10a)

i + byi; + ¢yt = 0, i=m+1,...,m+n, (3.10b)

reduzieren. Da Gl. (B.104) fiir alle in a-Richtung polarisierten und Gl. (B.10B) fiir alle
in y-Richtung polarisierten Moden identisch sind, sind die Eigenwerte stark degeneriert,
es gibt nur maximal vier unterschiedliche Werte. Weniger unterschiedliche Eigenwerte
treten z.B. auf, wenn in einer Polarisationsrichtung nur eine Mode existiert und somit
die Gleichungen fiir die Summenabweichung und die Einzelabweichung identisch sind.
Die Eigenwerte A; von Gl (B.§) zur Bestimmung der Stabilitit des Punktes
(81, Sy, by s)) = 0 lassen sich durch einen Exponentialansatz iiber das charakteristische

x) Yy

Polynom

A4 —f- a1A3 —f- CL2A3 —|— CL3A + ay = O (311)
mit

a1 = B, + B,, (3.12a)
a3 = Cy + Cy + B,B, — E,E,, (3.12b)
as = B,Cy + B.Cy — E,F, — E,F,, (3.12¢)
ay = C,C, — F,F,. (3.12d)
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Abbildung 3.1: Eigenwerte des Untersystems fiir die Abweichungen der Summen-
intensitdten. In (a) sind die beiden Realteile der Eigenwerte A; in
Abhéngigkeit von der Pumprate 7 dargestellt. In (b) sind die Ima-
ginérteile gegen die jeweiligen Realteile aufgetragen. Durch die Pfeile ist
die Entwicklung der Werte bei ansteigender Pumprate v gekennzeichnet.

bestimmen. Bei den aus der Literatur iibernommenen Parametern fiir das Ratenglei-
chungsmodell sind die vier Eigenwerte zwei komplex konjugierte Paare. Eines der Paare
besitzt bei beliebigen Pumpraten v nur negative Realteile. Die Realteile des anderen
Paares werden bei von der Pumpschwelle (y = 1) anwachsender Pumprate «y schnell po-
sitiv, der Punkt (s, sy, s}, s;,) = 0 wird damit instabil. In Abb. B.T ist die Entwicklung
der Eigenwerte A in Abhéngigkeit von der Pumprate dargestellt.

Nun kann die Stabilitdt der Einzelabweichungen i; im durch die Nebenbedingung
(82, 8y, Sy 5,,) = 0 eingeschrénkten Raum iiber die Eigenwerte von Gl. (B.10) bestimmt
werden. Auch hier wird fiir die Losung ein Exponentialansatz gemacht, so dafl sich zwei
unabhéingige quadratische Gleichungen A\? + b, A + ¢, = 0 und A\? + b\ + ¢, = 0 mit

jeweils zwei (komplexen) Losungen ergeben:

. by b2
Ag:_giwz_wm (3.13a)

b 2
Ay =2/ L ¢, (3.13b)

Es erweist sich, dafl bei den gegebenen (und experimentell realistischen) Parametern
diese Eigenwerte fiir alle Pumpraten  negative Realteile besitzen (siche dazu Abb. B.2).

Daraus ergibt sich, daf die Instabilitdt des Fixpunktes unter der Zwangsbedingung
(825 Sy 84, 5,) = 0 in den Summenintensitéten, nicht aber in den Einzelintensitéten liegt.
Wenn es gelingt, die Summenintensitdten konstant auf dem Fixpunktwert zu halten,
werden auch die Einzelintensitdten nicht mehr fluktuieren, und somit auch nicht mehr
das frequenzverdoppelte Licht. Dies ist mit Blick auf das Experiment eine wichtige
Eigenschaft, da die Summenintensitdten leicht getrennt gemessen werden koénnen, die
Einzelintensitdten nur mit erheblichem Aufwand, und somit als gutes Regelsignal zur
Verfiigung stehen.
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Abbildung 3.2: FEigenwerte )\Ex)/ ®) Jes Untersystems fiir die Abweichungen der Einzelin-
tensitédten unter der Zwangsbedingung (s, sy, s, s;,) = 0. In (a) sind die
beiden Realteile der Eigenwerte in Abhéngigkeit von der Pumprate ~
dargestellt. In (b) sind die Imaginérteile gegen die jeweiligen Realteile
aufgetragen. Durch die Pfeile ist die Entwicklung der Werte bei anstei-

gender Pumprate v gekennzeichnet.

3.2.3 Stabilitiat des Fixpunktes mit Regeleingriff

Nachdem die Stabilitdt des Fixpunktes ohne Regeleingriff nun bestimmt ist, muf} jetzt,
unter Beriicksichtigung der experimentellen Gegebenheiten, ein Regeleingriff in den Glei-
chungen beriicksichtigt werden. Die dynamischen Groflen, die gemessen werden kénnen,
sind die Ausgangsintensititen im frequenzverdoppelten Spektralbereich und bei der
Laser- oder auch Fundamentalwellenldnge. Letztere 148t sich noch in die beiden Po-
larisationseigenrichtungen des Resonators aufspalten.

Um die Dynamik des Lasers beeinflussen zu kénnen, ist es notwendig, einen System-
parameter zu variieren. Aus experimenteller Sicht muf§ ein solcher Systemparameter gut
zugéanglich sein, daf heifit, er mufl mit vertretbarem Aufwand modulierbar sein. Im Fal-
le des frequenzverdoppelten Nd:YAG-Lasers kommen hier zunéchst zwei Parameter in
Frage: die Pumprate v iiber den Laserdiodenstrom und die Wandlungseffizienz € {iber
den elektrooptischen Effekt des KTP-Kristalls. Hier soll zunéchst der Eingriff auf die
Pumprate diskutiert werden, da er mit einer einfachen Niederspannungselektronik rea-
lisierbar ist. Der Eingriff auf die Wandlungseffizienz ist experimentell schwieriger zu
realisieren, da hier fiir den elektrooptischen Effekt hohe Spannungen mit den systemei-
genen Frequenzen moduliert werden miissen. Die Beeinflussung der Wandlungseffizienz
wird aus theoretischer Sicht spéter in diesem Kapitel behandelt.

Durch den Regeleingriff auf die Pumprate + d&ndert diese sich in den Systemgleichun-
gen (E11) 7

5 =+ u(t). (3.14)
Dabei reprasentiert u(t) den zeitlich variierenden Regeleingriff, die StellgroSe.
Aus der im letzten Abschnitt angefiithrten Motivation wurde das Modell von Pyra-

gas et al. [pyr00] hinsichtlich der beiden orthogonalen Polarisationseigenrichtungen des
Resonators als Regelgréfien untersucht.
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3 Regelung der Laserdynamik

Die einfachste Form einer Riickkopplungskontrolle ist die proportionale Regelung.
Dabei wird die Differenz des Ausgangssignals zu einem Sollwert, hier dem Fixpunktwert,
auf das System zuriickgekoppelt. Im Falle des Lasers existieren zwei solcher Grofen.
Somit 148t sich die Stellgrofie u(t) mit den entsprechenden Wichtungsparametern &, und
k, und den beiden Fixpunktwerten SO = 32" 19 = mI, und SO = Y7 19 = nl,

j=11; j=m+11j
durch
u(t) = ko (S, (t) — S%) + ky (S, (t) — 52) (3.15)
darstellen. In der um den Fixpunkt linearisierten Form ergibt sich dann
0u = kysy + kysy. (3.16)
Durch diese Regelgrofie dndert sich die Stabilitdt der Einzelintensititen im durch
(sx,sy,sg,s’y) = 0 eingeschrinkten Unterraum nicht, sie kénnen also durch den Re-

geleingriff nicht instabil werden. Daher miissen nur die Gleichungen (B.§) fiir die Sum-
menabweichungen betrachtet werden, die sich nun zu

sh+ Bxs;, + sy + Exs'y + Fxsy =0, (3.17a)

st + Bysl, + Cys, + Eysl, + Fys, =0, (3.17b)

verdndern. Die gednderten Parameter (durch die Tilde gekennzeichnet) sind nun

B, = B,, (3.18a)
Cp = Cy — kyml,, (3.18b)
E, = E,, (3.18¢)
F,=F, — k,mlI,. (3.18d)

Die Parameter By, éy, Ey, und Fy in Gl. (B.17H) ergeben sich auch hier wieder durch
das Vertauschen der Indizes x und y, bzw. der Zahlen m und n.

Die Stabilitdt des Fixpunktes unter Einbeziehung des Regeleingriffes wird auch hier
durch das charakteristische Polynom

A* + @ A 4 @ A% 4+ asA +ay = 0, (3.19)

von Gl. (B.I7) bestimmt. Die gedinderten Koeffizienten ay, ao, az und a4 ergeben sich
wieder durch das Vertauschen der Koeffizienten B.9 durch B-I8;, fiir die Koeffizienten mit
Index y gilt wieder die Vertauschung von = und y bzw. m und n.

Fiir die Vorzeichen der Realteile der Eigenwerte konnen iiber das Hurwitz-Kriterium
(siche z.B. [0gad0]) Aussagen getroffen werden. Wenn

Gy >0, a3>0, ay4>0, und as(didy — ds) — asd >0 (3.20)
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Abbildung 3.3: Numerisch bestimmte Stabilitdatsbereiche in der k,-k,-Ebene fiir (a) ver-
schiedene Pumpraten bei fester Modenkonfiguration und (b) verschiede-
ne Modenkonfigurationen bei fester Pumprate v = 2, 0. Die Modenkonfi-
gurationen sind durch [n, m| fiir n in 2- und m in y-Richtung polarisierte
Moden bezeichnet.

gilt, sind alle Realteile negativ. Mit Hilfe dieses Kriteriums kann nun die Stabilitdt des
Fixpunktes fiir verschiedene Parameter unter Variation der Riickkopplungsparameter k,
und k, getestet werden und in der Ebene dieser beiden Parameter Stabilitédtsbereiche
dargestellt werden. In Abb. B3 sind solche Stabilitdtsbereiche fiir verschiedene Pumpra-
ten und Modenkonfigurationen dargestellt. Die grofleren Bereiche werden teilweise von
den kleineren iiberdeckt.

Das entscheidende Ergebnis der Analysen ist, dafl das Modell fiir den Laser mit dem
vorgeschlagenen Riickkopplungsschema stabilisierbar ist. Die Flédche der stabilen Berei-
che in der Ebene der Riickkopplungsparameter k, und £, ist unendlich ausgedehnt und
durch zwei Geraden zum nicht stabilisierbaren Bereich abgegrenzt. Der von den beiden
Geraden eingeschlossene Winkel nimmt zu hoheren hin Pumpraten ab. Er verschwindet
aber nicht, sondern konvergiert gegen einen endlichen Wert. Die einzige Einschriankung
in der Stabilisierbarkeit bilden symmetrische Zustdnde, die durch eine gleiche Anzahl
von Moden in beiden Polarisationsrichtungen gekennzeichnet sind. Auf der anderen Sei-
te nimmt der Winkel zwischen den beiden Begrenzungsgeraden mit der Asymmetrie des
Systems zu. Die Charakterisierung der Symmetrie des Systems iiber die Anzahl der Mo-
den in den beiden Polarisationsrichtungen ist wegen der vereinfachten Annahme gleicher
Parameter fiir alle Moden aus experimenteller Sicht unrealistisch.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der Analysen ist, dafl die Stabilitdtsuntersuchungen
nur fiir eine kleine (infinitesimale) Umgebung des Fixpunktes gelten. Dies folgt direkt
aus der Linearisierung, da hier unter der Annahme kleiner Abweichungen die Terme
hoherer Potenzen in diesen Abweichungen vernachlassigt werden. Bei grofieren Abwei-
chungen gilt dies in der Regel nicht. Der Fixpunkt liegt im allgemeinen nicht in der
Nachbarschaft der komplexen Dynamik im Phasenraum, so dafl aus dem laufenden Be-
trieb eine Stabilisierung nicht zu erreichen ist. Ein Losungsansatz hierfiir ist eine so-
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3 Regelung der Laserdynamik

genannte Tracking-Prozedur. Dabei wird die Regelung in einem stabilen Zustand mit
konstanter Ausgangsleistung (beim Laser in der Regel bei einer niedrigeren Pumprate)
eingeschaltet. Dann wird die Pumprate bei eingeschalteter Regelung langsam erhoht.
Die beiden Riickkopplungsparameter k, und &, werden dabei auf einen Wert eingestellt,
fiir den bei der zu regelnden Dynamik bei htheren Pumpraten eine Stabilitdt zu erwar-
ten ist, gegebenenfalls konnen k, und £, mit Hilfe von Optimierungsalgorithmen dabei
nachgestellt werden. So kann dann auch der Fixpunkt in Parameterbereichen, in denen
der Laser eine sehr komplexe Dynamik zeigt, stabilisiert werden.

3.3 Experimentelle Umsetzung

Das in den analytischen Untersuchungen vorgeschlagene Regelschema wurde experi-
mentell von F. Lange an der Universitdt Oldenburg [lan0Ta, [an0TH] und A. Schenck zu
Schweinsberg bei DaimlerChrysler in Frankfurt [sch00, &chOT] umgesetzt. Dabei wurde
in [lan0Ta, [an0TH] eine analoge Regelelektronik, in [5ch00, &ch(OT] ein digitaler Signal-
prozessor (DSP) in einem PC verwendet. Hier gehe ich in erster Linie auf das Olden-
burger Experiment ein. Bei der Umsetzung des Regelkonzeptes in Oldenburg wurde ein
Schwerpunkt auf ein enges Zusammenwirken vom experimentellen Teil hauptséchlich
durch F. Lange und der Modellierung durch K. Pyragas und mich gelegt.

3.3.1 Der experimentelle Aufbau
Laser-Resonator

Im Rahmen des Projektes wurde zunichst vom Projektpartner DaimlerChrysler ein
Lasersystem zur Verfiigung gestellt. Dieses bestand aus einer Pumpeinheit und dem
eigentlichen Laserresonator. Die Pumpeinheit war ein Laserdiodensteuergeriat mit ein-
gebauter Laserdiode. Das Gerét besaf einen Regeleingang. Um das Licht der Laserdiode
in den Resonator zu transportieren, wurde ein Lichtwellenleiter mit einer Grinlinse ver-
wendet. Der Laserresonator war auf einer handelsiiblichen, miniaturisierten optischen
Bank aufgebaut. Die einzelnen optischen Elemente befanden sich in Standardhalterun-
gen mit den notwendigen Freiheitsgraden (Kippen, Translation). Da das Steuergert
fehlerhaft war und die Einkopplung des Laserdiodenlichts iiber einen Lichtwellenleiter
sehr storungsanfillig ist, wurde die Einkopplung des Pumplichts sehr schnell auf eine
Freifeldgeometrie umgestellt, wie sie schon in der Skizze des Lasers in Abb. P1§ dar-
gestellt ist. Dabei kam dann eine Streifen-Laserdiode vom Typ S81-1000C-100 von der
Firma COHERENT als Pumplichtquelle zum Einsatz. Die Wellenldnge dieser Laser-
diode liegt bei 810nm, wobei sie durch Temperaturregelung mit Hilfe der integrierten
Peltierelemente in einem gewissen Bereich variierbar und somit auf das Absorptionsband
von Nd:YAG abstimmbar ist. Zur Steuerung der Laserdiode, was sowohl den Laserdi-
odenstrom, als auch die Temperaturregelung betrifft, kam ein modulares Steuergerét des
Typs PRO800 von PROFILE zum Einsatz. Zur Stromregelung nutzten wir ein Modul
vom Typ LDC8020, zur Temperaturregelung ein Modul vom Typ TED8020 im PROS800.
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Abbildung 3.4: Photo des im Experiment eingesetzten Laserresonators mit der Fo-
kussierlinse fiir das Pumplicht. Die Linse hat einen Durchmesser von
2,5 cm. Fiir einen Groflenvergleich steht vor dem Resonator noch ein
Pfennigstiick.

Der Laserdiodentreiber kann {iber eine IEEE-488.2-Schnittstelle vom Rechner aus an-
gesteuert werden, so daf} softwaregesteuert die Temperatur und der Laserdiodenstrom
einstellbar sind. Fiir Steuerung und Auslesen von Mefiwerten wurde die Software Lab-
View von NATIONAL INSTRUMENTS, eine Programmiersprache fiir virtuelle Mef3-
und Steuergerédte im Computer, eingesetzt.

Laserdioden besitzen aufgrund der kleinen Austrittsfliche, die in der Grolenordnung
der Lichtwellenldnge liegt, durch Beugung ein sehr divergentes Strahlprofil. Bei der ver-
wendeten Laserdiode kommt hinzu, dafl die Austrittsfliche durch ihre unterschiedlichen
AusmaBe in z- und y-Richtung (1x100um?) zu einem elliptischen Strahlprofil fiihrt.
Die Divergenz des Strahls wird durch eine Kollimatorlinse der Firma CASIX mit einer
Brennweite von 8mm parallelisiert und dann mit einer weiteren Sammellinse axial in
den Nd:YAG-Kristall fokussiert. Die Linsen konnen durch Halterungen der Firma NE-
WPORT (in Abb. B4 in der rechten Bildhélfte zu sehen) in drei Achsen (x, y und z)
verschoben und in z- und y-Richtung gekippt werden. Die elliptische Form kann durch
eine Zylinderlinse oder ein anamorphes Prismenpaar (eine fiir diesen Zweck spezielle
Anordnung zweier Prismen) zwischen den beiden Linsen zirkularisiert werden, wobei
sich die Elliptizitdt des Pumpstrahls als nicht so kritisch erwiesen hat. Daher wurde bei
den Experimenten auf diese zusétzlichen Elemente verzichtet.

Auch der urspriingliche Resonator geniigte nicht den Anspriichen an die Reprodu-
zierbarkeit von dynamischen Zusténden des Lasers. Dieses beruhte zum einen auf der
fehlenden Moglichkeit, den Resonator auf eine konstante Temperatur einzustellen (was
unter anderem die Lénge des Resonators beeinflu3t, aber auch spezifische FEigenschaften
der Kristalle, wie z.B. die Wandlungseffizienz des KTP-Kristalls). Zum anderen waren
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die Halterungen der optischen Elemente nicht mechanisch stabil genug, das heif3t, sie wa-
ren in gewissen Toleranzgrenzen beweglich. Daher war es notwendig, den mechanischen
Aufbau des Resonators komplett neu aufzubauen.

Dabei hat der mechanische Aufbau des Resonators im Laufe der Arbeiten in Olden-
burg verschiedene Anderungen und Neukonstruktionen durchlaufen, wobei sich schlief-
lich der in Abb. B4 abgebildete Resonator durchgesetzt hat. Die Vorteile dieses Resona-
tors liegen auf der einen Seite in der mechanischen Stabilitdt und in der Temperatursta-
bilisierbarkeit, zum anderen in der Flexibilitdt, was die Justage und Positionierbarkeit
der Elemente betrifft.

Das Pumplicht kommt in Abb. B4 von rechts und wird mit der abgebildeten Sam-
mellinse in den Nd:YAG-Kristall fokussiert. In der linken Bildhélfte sind die drei Fas-
sungen fiir (von rechts nach links) den laseraktiven Nd:YAG-Kristall mit verspiegelter
Riickseite, den frequenzverdoppelnden KTP-Kristall und den Auskoppelspiegel zu se-
hen. Die Fassungen sind in einem u-férmigen Aluminiumblock montiert. Sie besitzen
zur Justage der Elemente alle moglichen Translations- und Rotationsfreiheitsgrade. Der
gesamte Resonator ist mit Hilfe eines Peltierelementes unter dem Aluminiumblock tem-
peraturstabilisierbar. Zusétzlich wird der gesamte Resonator mit einem PVC-Kasten vor
Storungen von auflen geschiitzt. Durch die Temperaturregelung ist es moglich, den Laser
in unterschiedlichen Betriebszustédnden zu betreiben. Durch eine Temperaturdnderung
dndert sich in erster Linie die Lange des Resonators, aber auch die einzelnen Langen der
Kristalle. Dies fiihrt dazu, daf} in einem gewissen Rahmen unterschiedliche Modenkonfi-
gurationen angesteuert werden kénnen. Diese hingen aber nicht unbedingt systematisch
von der Temperatur ab, sondern miissen empirisch ermittelt werden. Die Temperatur des
Resonators kann im verwendeten Aufbau zwischen ca. 410 °C und ca. +50 °C geregelt
und im Bereich einiger mK stabil gehalten werden.

In der Abb. B4 ist die verspiegelte Riickseite des Nd:YAG-Stabes in der rechten,
vorderen Fassung aus blankem Aluminium zu sehen. Der zylindrische Kristall ist 5mm
lang und besitzt einen Durchmesser von 3mm. Die im Bild rechte Seite des Kristalls ist
fiir die Laserwellenlédnge bei 1064nm (r > 99,8%) und die erste Harmonische bei 532nm
(r > 99%) verspiegelt, fiir das Pumplicht bei 808nm entspiegelt (r < 5%). Die andere
Seite des Nd:YAG-Kristalls ist fiir die Laserwellenlédnge entspiegelt (r < 0, 1%).

In der linken, hinteren Fassung in Abb. B4 befindet sich der konkave Auskoppel-
spiegel. Der Kriimmungsradius des Spiegels betragt 80mm. Er ist fiir die Fundamen-
talwellenldnge hoch verspiegelt (r > 99,8%) und fir die erste Harmonische entspiegelt
(r < 5%). Der Abstand zwischen den beiden Spiegeln betrigt ca. 35mm, wodurch die op-
tische Linge wegen des optisch dichteren Nd:YAG-Kristalls (Brechungsindex n = 1, 82)
ca. 39mm (= 30 4+ 5 x 1,82mm) im unverdoppelten Laser betrégt.

In der mittleren Fassung befindet sich der optisch nichtlineare KTP-Kristall (5 x 3 x
3mm?). Er ist so eingesetzt, dafl seine optischen Hauptachsen orthogonal zur optischen
Achse und eine von ihnen senkrecht auf dem optischen Tisch liegen. Die optische Linge
vergroBert sich im Laser mit Frequenzkonversion durch den KTP-Kristall (Brechungs-
index n ~ 1,8) noch einmal um 4mm.

Wie im Abschnitt E:21] beschrieben, fithren doppelbrechende Elemente in Resona-
toren zu Polarisationseigenzustéinden in den sich ausbildenden Moden. Hauptséchlich
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der Ausgangsstrahlanalyse (FPSI=Fabry-
Perot-Scanning-Interferometer)

ist der KTP-Kristall doppelbrechend (sonst wire die Phasenanpassungsbedingung nicht
erfiillbar). Seine optischen Achsen liegen jeweils parallel zu zwei gegeniiberliegenden
Seiten des quadratischen Querschnitts. Der Nd:YAG-Kristall ist aufgrund seiner kubi-
schen Kristallstruktur an sich optisch isotrop. Durch Druck (z.B. in der Fassung) und
durch lokale Erwarmung durch das Pumplicht wird diese Isotropie jedoch aufgehoben.
Dadurch emittiert schon der unverdoppelte Laser infrarotes Licht in zwei orthogona-
len Polarisationsrichtungen, die auf den optischen Hauptachsen des Kristalls liegen. Die
optischen Achsen der beiden Kristalle wurden im Resonator parallel zueinander ausge-
richtet. Dies fiihrt zu einer Frequenzkonversion hauptséchlich durch Summenfrequenz-
bildung zwischen orthogonal polarisierten Moden (Typ-II-Phasenanpassung), was einem
nahezu verschwindenden Wert fiir den Geometriefaktor g in den Differentialgleichungen
(B-I74) entspricht. Der in der Literatur verwendete Wert g = 0,1 kommt also unseren
experimentellen Gegebenheiten nahe.

Elemente der Ausgangsstrahlanalyse

Der Analyseteil ist in Abb. B.j schematisch dargestellt. Das aus dem Laser entlang der
optischen Achse (strichpunktiert) austretende Licht bei 1064nm (dunkelrot) und bei
532nm (griin) wird durch den Frequenzstrahlteiler in die beiden Spektralanteile aufge-
spalten. Das griine Licht bei 532nm wird dann mit einem Farbfilter von eventuell noch
enthaltenden roten Anteilen befreit. Mit einem Fabry-Perot-Scanning-Interferometer
(FPSI) kénnen nun die einzelnen ,Moden® im Griinen dargestellt werden. Das infrarote
Licht wird zunéchst ebenfalls mit einem Farbfilter von den verbliebenen Anteilen mit
kiirzeren Wellenldngen befreit. Ein drehbar gelagerter Polarisations-Strahlteilerwiirfel
mit mitdrehendem PIN-Photodetektor trennt die beiden Polarisationsrichtungen auf.
Hinter dem Polarisations-Strahlteilerwiirfel wird nun die verbliebene Polarisationsrich-
tung mit einem 50%-Strahlteiler zum einen auf einen weiteren PIN-Photodetektor, zum
anderen in das zweite FPSI gelenkt. Mit Hilfe des FPSIs fiir infrarotes Licht kann die
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Abbildung 3.6: (a) Exemplarische Zeitreihen des vom Laser abgestrahlten infraroten
Lichts in den beiden Polarisationsrichtungen mit (b) dazugehérendem
Modenspektrum (blau z-polarisiert, rot y-polarisiert)

Ausrichtung des Polarisations-Strahlteilerwiirfels kontrolliert werden (alle Moden in ei-
ner Polarisationsrichtung miissen verschwinden) und die Anzahl der Moden in den bei-
den Polarisationsrichtungen bestimmt werden. Letzteres gibt Hinweise auf die Zahl der
Gleichungen vom Typ (B.17) in der Modellierung.

Die Darstellung der Signale der PIN-Photodetektoren und der FPSIs erfolgt mit zwei
Digital-Speicher-Oszilloskopen, die iiber eine IEEE-488.2-Schnittstelle mit dem Rech-
ner verbunden sind. Die Signale der PIN-Photodetektoren werden zusétzlich von einer
2-Kanal-100MHz-AD-Wandlerkarte (PDA12 von SIGNATEC) digitalisiert. Mit 2 MB
Speicher auf der Karte konnen bei einer 12 Bit-Digitalisierung Zeitreihen mit bis zu 1
Million Punkten aufgenommen werden.

Zur Messung der Leistung des abgestrahlten Laserlichts wird ein Leistungsmefgerit
vom Typ Fieldmaster von COHERENT verwendet. Mit Hilfe dieses Gerétes konnen z.B.
die Pumpschwelle und die dazu relativen Pumpraten bestimmt werden.

In Abb. B.6(a) sind zwei gleichzeitig mit den beiden PIN-Photodetektoren aufgenom-
mene Zeitreihen in den beiden Polarisationsrichtungen dargestellt. Man kann sehr gut
die Antiphasendynamik zwischen den beiden Polarisationsrichtungen erkennen: wenn
sie z-polarisierte Summenintensitit ein Maximum besitzt, hat die y-polarisierte einen
Einbruch und vice versa. In Abb. B.G(b) sind die beiden nacheinander mit dem FPSI
aufgenommenen Modenspektren fiir die beiden Polarisationsrichtungen dargestellt. Zwi-
schen den beiden Messungen mufite der Polarisations-Strahlteilerwiirfel um 90° gedreht
werden. Aus der Graphik kann abgelesen werden, dafl in der z-Richtung eine Mode, in
der y-Richtung fiinf Moden angeschwungen sind. Eine absolute Lage der Moden im Fre-
quenzspektrum ist nicht oder nur sehr schwierig zu bestimmen, da das Modenspektrum
in den freien Spektralbereich (FSB) des FPSI (analog zum FSB eines Laser-Resonators
in Abschnitt R.2.1) von 10GHz gefaltet wird. Der FSB des Lasers und damit der mi-
nimale Abstand der longitudinalen Lasermoden liegt zwar bei ca. 3,5GHz, durch die
Konkurrenz der Moden um angeregte Zusténde im aktiven Medium und das rdumliche
Lochbrennen schwingen die Moden aber mit grofleren Abstdnden (aber ganzzahligen
Vielfachen des FSB des Lasers) an. Dieses Phanomen wird als sparse mode operation
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Abbildung 3.7: Schema der Riickkopplungsregelung.

bezeichnet.

3.3.2 Die Regelung im Experiment

Im aus der Analyse der Ratengleichungen abgeleiteten Regelschema wird die Stellgrofie
aus den jeweiligen Differenzen zwischen den beiden Summenintensitédten S, und .S, und
ihren jeweiligen Fixpunktintensititen S° und Sg generiert. Die Werte der Fixpunkte
stehen aber leider im Experiment nicht zur Verfiigung. In den numerischen Simulationen
hat sich aber zum Gliick gezeigt, dafi der Mittlewert (S,) bzw. (S,) der fluktuierenden
infraroten Summenintensititen nahe dem Fixpunktwert liegen:

S0~ (S,) und  SP =~ {(S,). (3.21)
Daher bietet es sich hinsichtlich der experimentellen Umsetzung an, das Regelsignal aus
den hochpassgefilterten Summenintensitéiten zu gewinnen.

In Abb. BT ist die Riickoppelschleife als Blockschaltbild dargestellt. Die beiden
Summenintensititen werden, durch den Polarisations-Strahlteilerwiirfel aufgeteilt, zeit-
lich aufgelost mit den beiden PIN-Photodetektoren gemessen. Deren Signal wird dann
zunéchst jeweils mit einem Hochpafifilter von niedrigen Frequenzanteilen (Abschneide-
frequenz ca. 1kHz) befreit. Die Filterung kann als die Mittelwertbildung fiir (S,) und
(Sy) bzw. Differenzbildung fiir (S, (¢) — (S;)) und (S, (t) — (S,)) angesehen werden. Diese
Signale werden dann mit Operationsverstarkern mit den k, und &, entsprechenden Ge-
wichtungsfaktoren verstérkt bzw. abgeschwicht. Die Variation der Verstdarkung erfolgt
dabei mit Hilfe von Digital-Potentiometern mit 100 diskreten Widerstandswerten, die
iiber eine parallele Schnittstelle von einem Rechner aus angesteuert werden. Die beiden
Signale werden dann addiert und mit einer Gesamtverstirkung k versehen (so kann der
mogliche Ausschnitt in der k,-k,-Ebene variiert werden). Zum Schluf8 wird das Signal
noch in der Amplitude auf die extremalen Werte uyax bzw. uyin begrenzt. Somit erhélt
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man die Stellgrofie

Umaxs k(ky(Se) + ky(Sy)) > Umaxs
texp(t) = { Umin, k(ky(Sz) + ky(Sy)) < Unmin, (3.22)
k(e (Sz) + ky(Sy))-

Die Einkopplung in den Laser erfolgt iiber den Laserdiodenstrom und damit iiber die
Pumprate. Dafi Halbleiterlaser gut und vor allem schnell modulierbar sind, ist aus An-
wendungen in der Telekommunikation und der Datenferniibertragung iiber Glasfasern
bekannt. Es stellt sich nur die Frage, wie man diese Modulation am besten realisiert.
In unserem Fall wurde mit einer Bypass-Schaltung ein Teil des Laserdiodenstroms an
der Laserdiode vorbei abgeleitet. Diese Beschaltung hat den grofien Vorteil, dafl keine
Stromspitzen, die iiber den im Steuergerit vorgegebenen Wert hinausgehen, zur Laser-
diode gelangen und diese zerstoren konnen, da der vom Steuergerit gelieferte Strom
nur zu niedrigeren Werten hin geregelt werden kann. Ein Nachteil dieser Schaltung
ist, dal bei der Regelung das Steuergeréit eine sich entsprechend &ndernde Impedanz
am Ausgang ,sieht*. Das Steuergerit versucht dann, als Konstantstromquelle die Span-
nung entsprechend nachzuregeln. Diese Nachregelung kann aber nur mit einer endlichen,
geratespezifischen Bandbreite erfolgen. Dadurch wird im Kontrast zu den theoretischen
Untersuchungen die Regelgréfle frequenzabhéngig, was einen grofien Einflufl auf die Sta-
bilisierbarkeit des Lasers hat, wie weiter unten in diesem Kapitel gezeigt wird.

In der technischen Ausfithrung wird durch die Bypass-Schaltung ein Offset vom La-
serdiodenstrom abgezogen. Um diesen Wert kann dann iiber einen Regeleingang nach
oben bis zum im Steuergerét eingestellten Wert und nach unten moduliert werden.

3.3.3 Experimentelle Ergebnisse

Mit den so gegebenen Mitteln war es nun moglich, rechnerunterstiitzt die zeitlichen
Fluktuationen der Laserintensitédten in Abhéngigkeit von den Riickkopplungsparametern
bei verschiedenen Betriebszustéinden des Lasers zu messen. Die Variation der Betriebs-
zustinde fand dabei zum einem iiber die Anderung des Laserdiodenstroms statt. Die
Erhchung des Laserdiodenstroms fiihrt in der Regel zu einer Zunahme der Komplexitét
der Laserdynamik, da dabei zusétzliche Moden anschwingen und daher, im Sinne der
numerischen Modellierung des Lasers gesprochen, mehr Modellgleichungen verwendet
werden miissen. Eine weitere Variation der Betriebszustinde kann iiber die Anderung
der Resonatortemperatur erreicht werden. Dabei kann die Anzahl der Moden bzw. die
mittlere Gesamtenergie jeweils in den beiden Polarisationsrichtungen in gewissen Gren-
zen variiert werden.

Zur Charakterisierung der Fluktuationen im Hinblick auf die Stabilitdtseigenschaften
wurde der Wechselstromanteil bzw. zu dessen Quantifizierung die Standardabwei-
chung der zeitlichen Signale der PIN-Photodetektoren, die im Rechner mit der AD-
Wandlerkarte aufgenommen werden, verwendet. Die den Riickkoppelparametern k, und
k, aus dem Modell entsprechenden Verstarkungsfaktoren wurden mit den Digitalpoten-
tiometern (100 diskrete Widerstandswerte) iiber einen Rechner eingestellt. Die Verstel-
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Abbildung 3.8: Experimentell ermittelte Stabilitdtsbereiche in der k,-k,-Ebene fiir zwei
verschiedene Laserzusténde: (a) Relative Pumprate v = 1,38, Moden-
konfiguration [1,1], (b) v = 2,17, [1,4].

lung erfolgt dabei inkrementell, d.h. es kann kein konkreter Wert absolut angesteuert
werden. Die Ansteuerung der Schnittstelle fiir die Digitalpotentiometer wird auf der
Softwareseite mit LabView realisiert.

Mit Hilfe der Automatisierung kénnen nun durch Abtastung des Parameterbereichs
Stabilitdtskarten des Lasers in der k,-k,-Ebene aufgenommen werden. In Abb. B’ sind
exemplarisch zwei solche Karten fiir zwei verschiedene Betriebszustéinde des Lasers dar-
gestellt. Die z- und y-Achse bezeichnen dabei die Einstellung der Digitalpotentiometer,
die proportional zu den Gewichtungsfaktoren k, bzw. k, ist. Eine direkte Zuordnung der
Potentiometereinstellungen zu den Werten der Gewichtungsfaktoren ist problematisch,
da die Signale einen quantitativ schwer nachzuvollziechenden Weg durch die PIN-Dioden
und die folgende Verstérkerschaltung nehmen. Die Farbkodierung in der Fléche stellt
die Standardabweichung der y-polarisierten infraroten Intensitéit dar. Zusétzlich sind
noch als Bezug zur Theorie Begrenzungslinien der dreieckigen Stabilitédtsbereiche mit
verschwindendem Wechselstromanteil eingezeichnet.

Durch die Abtastung der Parameter iiber die Digitalpotentiometer wird der Para-
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meter k, fiir aufeinanderfolgende Werte von k, einmal aufsteigend, einmal absteigend
verstellt. Dies fiihrt bei einem hysteretischen Verhalten zu Problemen. Beim Herauslau-
fen aus einem Stabilitédtsbereich bleibt die Stabilitat linger erhalten, als beim Hinein-
laufen. Dadurch erhalten die Stabilitédtskarten an den Réndern der Stabilitétsbereiche
eine zackige Struktur, die auf das hysteretische Verhalten zuriickgefiihrt werden kann.
Andererseits spricht dies fiir die Wirksamkeit einer tracking-Prozedur, da der Laser bei
erreichter Stabilitdt unter Parameterdnderung langer stabil gehalten werden kann.

Der Laser kann mit dem aus der Theorie abgeleiteten Regelschema in einigen Parame-
terbereichen stabilisiert werden. Die bei diesen Parameterwerten aufgenommenen Stabi-
litdtskarten unter Variation der Gewichtungsfaktoren fiir die beiden infraroten Summen-
intensitéiten zeigen dabei strukturelle Ahnlichkeiten zu den theoretisch vorhergesagten
Stabilitatsbereichen, wie in Abb. B.§ zu sehen ist. Die deutliche Abweichung von den
in der Theorie unendlich ausgedehnten Bereichen ist die scharfe Begrenzung der experi-
mentell bestimmten Stabilitdtsbereiche im vierten Quadranten. Diese Abweichung wird
im n#chsten Abschnitt diskutiert.

Die Stabilitdtskarten konnen aber nur im Bereich niedriger Pumpraten aufgenom-
men werden, da hier im Phasenraum der Einzugsbereich des Fixpunktes von den Trajek-
torien der ungeregelten Dynamik geschnitten wird. Bei hoheren Pumpraten kann zum
Teil Stabilitat durch die tracking-Prozedur erreicht werden, wie in [sch00, &ch(1)] gezeigt.
Weiterhin versagt das Regelschema in Systemzustédnden, bei denen die gemittelten Sum-
menintensitéten (S,) und (S,) gleiche Werte annehmen, die in [5ch00, 5ch0T)] iiber den
Winkel zwischen {(S,), (Sy)} und der (S,)-Achse charakterisiert werden.

3.4 Erklarung der Abweichungen der Beobachtungen
von der Theorie

In diesem Abschnitt gilt es, zu kldren, warum die experimentell ermittelten Stabi-
litédtsbereiche abweichend von der Theorie im vierten Quadranten der k,-k,-Ebene scharf
begrenzt sind, und warum im Experiment bei hohen Pumpraten, trotz der tracking-
Prozedur, eine Stabilisierung nicht mehr moglich ist. Daher wird nach eventuellen Ge-
meinsamkeiten dieser beiden Situationen gesucht (ungeregelter Laser bei hoheren Pum-
praten, Einflufl der Regelung im vierten Quadranten der k,-k,-Ebene).

Aus der Literatur ist bekannt, wie auch aus den linearisierten Oszillator-
Gleichungen (B.§) fiir die Abweichungen vom Fixpunkt abzulesen, dafl die charakteristi-
schen Frequenzen w; des Systems mit der Pumprate wurzelférmig ansteigen, w; o< /7.

Bei den bisherigen Untersuchungen der Stabilitdt des Fixpunktes in Abhéngigkeit
von den Riickkopplungsparametern k, und k, im Modell wurde bisher die Stabilitét
qualitativ iiber das Vorzeichen der grofiten Realteile von Eigenwerten charakterisiert.
Dies geschah iiber das mathematisch rigorose Hurwitz-Kriterium (B.20). Zur quantita-
tiven Bestimmung der Eigenwerte werden in Press et al. [pre92] Algorithmen zur nu-
merisch robusten Bestimmung der Nullstellen (Eigenwerte) von Polynomen angegeben.
Dies geschieht iiber einen Umweg iiber die Bestimmung der Eigenwerte von Matrizen, da
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dieses besser und sicherer zu implementieren ist, als die direkte Bestimmung der Null-
stellen der Polynome. Aus den (reellen) Koeffizienten der Polynome (B.19) wird dabei
eine Matrix konstruiert, deren charakteristisches Polynom wiederum das zu untersuche-
ne Polynom (B.19) selber ist. So kénnen die komplexen Eigenwerte zur Ermittlung der
Stabilitat des Fixpunktes in Abhéngigkeit von den Riickkopplungsparametern bestimmt
werden. Zur Verifizierung der Ergebnisse konnen die mit dem Hurwitz-Kriterium (siehe
Gl (B.20)) ermittelten Stabiltétsbereiche (z.B. in Abb. B.3) dienen.

Die Eigenwerte des charakteristischen Polynoms fiir die Stabilitdt des Fixpunktes
sind im untersuchten Parameterbereich im allgemeinen komplex. Das bedeutet, daf3 die
Umgebung des Fixpunktes neben dem iiber die Realteile der Eigenwerte beschriebenen
Auseinander- bzw. Zusammenlaufen eine Rotation besitzen. Die Frequenz dieser Rota-
tion wird durch die Imaginérteile der Eigenwerte beschrieben. In Abb. B.9 sind fiir einen
exemplarischen Zustand des Lasers die grofiten Real- und Imaginirteile aller Eigenwerte
in der k,-k,-Ebene mit Grauwerten kodiert dargestellt. Die maximalen Realteile steigen
in Richtung positiver Riickkopplungsparameter k, und k,, also im ersten Quadranten,
stark an. Die maximalen Imaginirteile hingegen steigen in Richtung positiver k£, und
negativer k,, also im dritten Quadranten, an. Die Steigung der Linien gleicher maxima-
ler Imaginarteile liegt dabei dhnlich zum Winkel zwischen der Abbruchkante und der
k.-Achse bei den experimentell ermittelten Stabilitdtsbereichen. Dies kann als Hinweis
dienen, dafl die Frequenzen hinsichtlich der Stabilitéit des Fixpunktes bei der Regelung
eine Rolle spielen.

In den numerischen Untersuchungen wird davon ausgegangen, dafl die
Riickkopplungsschleife nicht frequenzbegrenzt ist. In der experimentellen Realisie-
rung hingegen gibt es solche Frequenzbegrenzungen durch die Eigenschaften der
realen, analogen Bauelemente. Dies fiihrt zu einem frequenzabhingigen Regelsignal,
hohe Frequenzen werden schwécher zuriickgekoppelt, als niedrigere. Wenn die analoge
Schaltung die Charakteristik eines Tiefpassfilters hat, kommt es auflerdem zu einer
Phasenverschiebung, d.h. bei héheren Frequenzen wird im schlimmsten Fall genau
entgegengesetzt geregelt. Bei einer digitalen Realisierung [sch00, kch(T] spielen endliche
Verarbeitungszeiten eine Rolle, die zu einer verzogerten Antwort in der Riickkoplung
fithren. Solche digitalen Realisierungen koénnen zwar hohere Frequenzen mit der
richtigen Amplitude zuriickkoppeln, die Durchlaufverzogerung fithrt aber, dhnlich zum
Tiefpassfilter, zu einer Phasenverschiebung.

In der theoretischen Beschreibung kann eine solche Frequenzbeschrénkung durch
einen Tiefpassfilter modelliert werden. Fiir das Ratengleichungssystem bedeutet das
einen zusétzlichen Freiheitsgrad der Form

7' = we(ky(Se — S9) + ky(Sy — Sy) — 2). (3.23)
Dabei ist w,. die Abschneidefrequenz des TiefpaBfilters, bei der die Intensitdt des Si-
gnals auf die Hélfte abgefallen ist und sich eine Phasenverschiebung von 45° ergibt. Die

StellgroBe u(t) dndert sich dann zu

up(t) = ko (S — S9) + ky (S, — S)) — z. (3.24)
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Abbildung 3.9:
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(a) Grofiter Realteil, (b) grofiter Imaginérteil aller Eigenwerte des
charakteristischen Polynoms fiir die Stabilitdit des Fixpunktes in
Abhéngigkeit von den Riickkopplungsparametern k, und k, bei einer
Pumprate v = 1,4 und einer Modenkonfiguration [1, 3]. Hellere Fldchen
entsprechen hoheren (positiven) Werten. Die schraffierte Fliche in (a)
kennzeichnet den Stabilitdtsbereich mit negativem grofitem Realteil der

Eigenwerte (vgl. Abb. B.3).
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Das um den Tiefpafifilter erweiterte Gleichungssystem wird wieder um den Fixpunkt
linearisiert. Da an der neuen Stellgréfe uy(t) weiterhin nur die Summenintensititen
beteiligt sind, dndert sich die Stabilitdt der Einzelabweichungen i; unter der Randbe-
dingung (sz, sy, 8%, s,) = 0 nicht. Daher muf§ nur das auf fiinf Gleichungen erweiterte
System fiir die Summenintensitéten betrachtet werden. Daraus ergibt sich ein charakte-
ristisches Polynom fiinfter Ordnung;:

A5 + d1A4 + d2A3 + d3A2 + d4A + d5 == 0 (325)

Die Koeffizienten d; des Polynoms sind

di = a1 + we, (3.26a)
dy = ay + w.(B; + By), (3.26b)
dy = a3+ we(Cy + Cy + B, By — B, E, — ky Sy — k,Sy), (3.26¢)
dy = as + we(B,Cy + B,Cy — E,F, — E,F, — Byk,S, — Bk, Sy) (3.264)
und
ds = we(C,Cy — FuFy — Cuky Sy — CykypSY + FukySy + FykySY). (3.26¢)

Da sich die Algorithmen aus Press et al. [pre92] als numerisch robust erwiesen haben,
wurden die Eigenwerte dieses Polynoms damit bestimmt. Zum einen wurde dies bei einer
festen Systemkonfiguration mit unterschiedlichen Bandbreiten der Riickkoppelschleife
durchgefiihrt. Zum anderen wurde bei einer experimentell realistischen Bandbreite und
fester Modenkonfiguration die Pumprate « erhoht, um den Einflu} steigender Frequen-
zen bei Erhohung der Pumprate zu untersuchen. Die Ergebnisse dieser Untersuchun-
gen sind graphisch in Abb. dargestellt. In Abb. (a) ist fiir das Modell die
Abhéngigkeit der Stabilitdtsbereiche von der Bandbreite dargestellt. Die dabei ermittel-
ten Stabilitédtsbereiche geben sehr gut die Form der experimentell ermittelten Bereiche
wieder. Die Flachen der Bereiche nehmen mit steigender Abschneidefrequenz zu und
konvergieren fiir w. — oo gegen die unendlich ausgedehnten Flichen aus der Untersu-
chung mit unbeschrénkter Bandbreite. In Abb. (b) ist die Abhéngigkeit der Sta-
bilitdtsbereiche von der Pumprate bei fester Modenkonfiguration und Bandbreite der
Riickkopplungsschleife dargestellt. Die Bereiche werden bei steigender Pumprate im-
mer kleiner und sie verlagern ihre Position zu hohen Pumpraten, was erkldren kann,
warum die tracking-Prozedur ohne Anderung der Riickkopplungsparameter bei hoheren
Pumpraten versagt.

Aus den Untersuchungen hinsichtlich der Abhéngigkeit der Stabilisierbarkeit 148t
sich fiir das Experiment ableiten, dafl es Hoffnungen gibt, durch eine Verbesserung der
Riickkopplungselektronik die Stabilisierung des Lasers zu verbessern. Es bleibt aber
noch die fehlende Stabilisierung bei symmetrischen Systemkonfigurationen, die sich im
Modell durch gleiche Modenanzahlen, im Experiment durch gleiche mittlere Intensitdaten
in beiden Polarisationsrichtungen auszeichnen.
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Abbildung 3.10:
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(b)

Numerisch ermittelte Stabilitdtsbereiche in der k,-k,-Ebene un-
ter Beriicksichtigung einer endlichen Bandbreite. (a) Unterschiedliche
Bandbreiten (w. ~ 0,25 MHz (rot schraffiert), 1 MHz (griin schraffiert)
und 16 MHz (blau schraffiert)) der Riickkopplungsschleife bei fester
Systemkonfiguration (Pumprate v = 1,4, Modenkonfiguration [1, 3]),
(b) feste Bandbreite (w. ~ 1 MHz), feste Modenkonfiguration und un-
terschiedliche Pumpraten (gamma = 1,4 (rot schraffiert), 2,1 (griin
schraffiert) und 10 (blau schraffiert)).



3.5 Alternative Regeleingriffe mit Riickkopplung auf einen Systemparameter

3.5 Alternative Regeleingriffe mit Riickkopplung auf
einen Systemparameter

In diesem Abschnitt wird kurz auf theoretische Vorhersagen fiir andere eindimensio-
nale Riickkopplungsschemata eingegangen, bei denen entweder eine andere Form der
Riickkopplungsfunktion (proportional-differentiell und rein differentiell) auf den Laser-
diodenstrom oder die gegebene Funktion (proportionale Riickkopplung der infraroten
Summenintensititen) auf einen anderen Systemparameter, hier die Wandlungseffizienz,
zuriickgekoppelt wird.

3.56.1 Differentielle und gemischt proportional-differentielle
Riickkopplung

Eine Moglichkeit, das Regelungsschema zu verdndern, ist, statt der Signale der
infraroten Summenintensititen selbst, die abgeleiteten und/oder integrierten Si-
gnale zuriickzukoppeln. Riickkopplungsschemata mit Ableitungen wurden in Pyra-
gas et al. [pyr00] untersucht und sollen hier kurz dargestellt werden. Ein solches Re-
gelungsschema ist aus der Regelungstechnik als PID-Regelung (proportional-integral-
differentiell) bekannt und findet zum Beispiel in unserem Experiment in den Tempera-
turregelungen der Laserdiode und des Resonators seine Anwendung.

Die Betrachtungen werden ohne Bandbreitenbegrenzung durchgefiithrt. Durch die
zusétzliche differentielle Riickkopplung éndert sich die Stellgrofe (B.16) in der um den
Fixpunkt linearisierten Form mit den differentiellen Riickkopplungsparametern d, und
dy zu

ou = kypsy 4 kysy + dps), 4 dys,. (3.27)

Hier werden exemplarisch zwei mogliche Kombinationen von zwei Riickkopplungsgréfien
betrachtet, zum einen die proportional-differentielle Riickkopplung der schwicheren
Summenintensitat S, (k, = d, = 0), zum anderen die rein differentielle Riickkopplung
beider Summenintensititen (k, = k, = 0). In Abb. B.1] sind die numerisch bestimmten
Stabilitédtsbereiche fiir diese Regelschemata fiir feste Modenkonfigurationen bei unter-
schiedlichen Pumpraten dargestellt. Die Stabilitédtsbereiche in Abb. B.I7 (a) fiir die ge-
mischt proportional-differentielle Riickkopplung einer Summenintensitét sind, als deut-
liche Verschlechterung gegeniiber der rein proportionalen Riickkopplung, endlich aus-
gedehnt und verschwinden bei hohen Pumpraten vollig. Bei der rein differentiellen
Riickkopplung beider Summenintensitaten in Abb. B.11] (b) sind die Stabilitétsbereiche,
wie bei der rein proportionalen Riickkopplung, auch unendlich ausgedehnt, aber nicht
verbessert.

Insgesamt 148t sich zu dieser alternativen Signalaufbereitung zur Riickkopplung auf
den Laserdiodenstrom sagen, dafl die Vorhersagen aus der Theorie keine Verbesserun-
gen, wenn nicht sogar Verschlechterungen gegeniiber dem bisher diskutierten Ansatz
bieten. Aus experimenteller Sicht ist sogar eine stérkere Verschlechterung zu erwarten,
da zum einen, wie schon im bisherigen Fall, die Regelschleife bandbreitenbegrenzt ist.
Zum anderen ist ein Differenzierglied elektronisch zwar sehr leicht aufzubauen, es ist
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Abbildung 3.11:  Numerisch ermittelte Stabilitdtsbereiche in der Ebene der
Riickkopplungsparameter k, und d, in (a) bzw. d, und d, in (b)
fiir die Riickkopplung auf den Laserdiodenstrom mit differentiel-
len Anteilen bei fester Modenkonfiguration [1,3] fiir verschiedene
Pumpraten (dunklere Flichen entsprechen héheren Pumpraten). (a)
Gemischt proportional-differentielle Riickkopplung der schwécheren
Summenintensitit S,. (b) Rein differentielle Riickkopplung beider
Summenintensitéten.

aber gegeniiber dem im Experiment immer vorhandenen Rauschen sehr empfindlich.
Daher sind diese Erweiterungen aus experimenteller Sicht nicht attraktiv.

3.56.2 Wandlungseffizienz als Eingriffsparameter

Der zur Frequenzkonversion eingesetzte KTP-Kristall hat nicht nur die giinstigen Ei-
genschaften, dafl er nichtlinear auf einfallende Lichtwellen antwortet und durch seine
Doppelbrechung phasenanpafibar ist. Eine weitere Eigenschaft ist, dal der KTP-Kristall
den elektro-optischen Kerr-Effekt zeigt. Dieser Effekt bewirkt, dafl Doppelbrechung sich
durch ein elektrisches Feld verdndern 1a3t. Das bedeutet konkret, dafl in einem KTP-
Kristall zwischen zwei Kondensatorplatten die Phasenanpassung durch die angelegte
Spannung verstimmbar ist. Wenn diese angelegte Spannung nun schnell modulierbar
ist, kann das im Modell als eine Modulation der Wandlungseffizienz ¢ angesehen wer-
den. Bei einer Riickkopplung der StellgroBe u(t) dndert sich die Wandlungseffizienz zu

E=ctult). (3.28)

Man kann nun die bei der Riickkopplung auf den Laserdiodenstrom durchgefiihrten Me-
thoden zur Bestimmung der Stabilitdt unter der Riickkopplung auch auf diesen Fall
anwenden. Auch hier &ndert sich die Stabilitdt der Einzelabweichungen ¢; unter der Ne-
benbedingung (s, sy, sy, 8,) = 0 nicht, da weiterhin nur Kombinationen der Summen-
intensitdaten zuriickgekoppelt werden. Daher miissen hier nur die Gleichungen fiir die
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Summenabweichungen s, bzw. s, betrachtet werden. Die Koeffizienten der Gl. (B.I74d)
fiir s, dndern sich bei dieser Regelung zu

- JANY

B, =B, — k,m pa (3.29&)

AL
e(1+nA,) ( )

- AL
E,=F,— k,’ym - (3.29C)

und AT

[ nNyRgdy
F,=F —km———. 3.29d

Die entsprechenden Parameter von Gl. (B.I7H) ergeben sich wieder durch Vertauschen
der Indizes x und y, bzw. der Zahlen m und n.

Mit diesen Werten und dem Algorithmus zur Eigenwertbestimmung aus [pre92| bzw.
dem Hurwitz-Kriterium (B.20) kann nun, analog zur Riickkopplung auf die Pumplei-
stung v, die Stabilitdt des Fixpunktes unter Einflul der Regelung untersucht werden.
In Abb. B.17 sind die Stabilitidtsbereiche unter Variation (a) der Pumprate bei fester
Modenkonfiguration [1,3], (b) der Modenkonfiguration bei fester Pumprate v darge-
stellt. Da hier die Stabilitdtsbereiche nicht ineinanderliegen, wie bei der Riickkopplung
auf die Pumprate, sind die Begrenzungslinien der Stabilitdtsbereiche abgebildet. Fiir
diesen Regeleingriff fallt auf, dafl, im Gegensatz zur Riickkopplung auf die Pumprate,
die schwichere Polarisationsrichtung mit weniger Moden eher negativ zuriickgekoppelt
werden muf}, die stirkere eher positiv. Als Begriindung fiir die mehr im zweiten Qua-
dranten liegenden Stabilitétsbereiche kann als Argument dienen, dafl eine Erhchung der
Wandlungseffizienz eine Erhohung der Verluste fiir das infrarote Licht, und somit ei-
ne Abschwichung, bedeutet. Analog bedeutet eine Verringerung der Wandlungseffizienz
eine Verringerung der Verluste.

Um die Auswirkung einer begrenzten Bandbreite der Riickkopplungsschleife bei die-
ser Riickkopplung abzuschétzen, sind in Abb. B3 fiir eine exemplarische Systemkonfi-
guration (Modenkonfiguration [1,3] und Pumprate v = 2,0) die maximalen Real- und
Imaginérteile aller Eigenwerte des charakteristischen Polynoms in Abhéngigkeit von den
Riickkoppelparametern dargestellt. Auch hier kann sich die Frequenz des Systems unter
der Regelung stark erhchen, wodurch die Stabilitédtsbereiche durch die begrenzte Band-
breite kleiner werden. Die erhohten Werte der Imaginérteile liegen aber in etwa par-
allel zur oberen Kante der Stabilitatsbereiche. Dadurch ist eventuell zu erwarten, dafl
die Stabilitdtsbereiche durch eine Bandbreitenbegrenzung nicht zu endlichen Flichen
beschnitten werden und somit die Stabilisierung nicht so stark von der Bandbreite
der Riickkopplungsschaltung abhéngt und eine Stabilisierung bei hoheren Pumpraten
moglich ist.

Hinsichtlich der Bandbreitenbegrenzung der Riickkoppelschleife konnte dieser alter-
nativ Regeleingriff also Verbesserungen gegeniiber der proportionalen Riickkopplung auf
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Numerisch ermittelte Stabilitdtsbereiche in der Ebene der
Riickkopplungsparameter k, und £k, fiir die Riickkopplung auf
die Wandlungseffizienz iiber den elektro-optischen Effekt des optisch
nichtlinearen Kristalls. Die Stabilitédtsbereiche liegen dabei innerhalb
der eingezeichneten Linien. In (a) wurde bei fester Modenkonfiguration
[1,3] die Pumprate variiert (y = 1,4 (rot schraffiert), 2,0 (griin
schraffiert), 5,0 (blau schraffiert)). In (b) wurden bei fester Pumprate
v = 2,0 verschiedene Modenkonfigurationen untersucht ([1,4] (rot
schraffiert), [1, 3] (griin schraffiert), [1,2] (blau schraffiert)).
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Abbildung 3.13:

48

Maximale Realteile (a) und Imaginérteile (b) aller Eigenwerte
von Gl. (BI7) bei Riickkopplung auf die Wandlungseffizienz in
Abhéngigkeit der Riickkopplungsparameter k, und k, bei der Moden-
konfiguration [1,3] und Pumprate v = 2,0. Der Ubergang von Blau
nach Rot entspricht einem Ubergang von groBeren zu kleineren Werten.
Die schraffierte Flidche in (a) ist der Stabilitdtsbereich mit negativem
maximalen Realteil aller Eigenwerte (vgl. Abb. B.12).



3.6 Erweiterter Regeleingrift auf zwei Systemparameter

die Pumprate bringen. Aus technischer und experimenteller Sicht stehen dem aber ge-
geniiber, dafl zur Modulation der Wandlungseffizienz iiber den elektro-optischen Effekt
des KTP-Kristalls recht hohe Spannungen (2100 V) notwendig sind. Diese hohen Span-
nungen bedeuten gegeniiber der Niederspannungselektronik zur Modulation des Laser-
diodenstroms einen zusétzlichen technischen Aufwand, zumal sie auch mit den typischen
Frequenzen des Systems moduliert werden miissen.

3.6 Erweiterter Regeleingriff auf zwei Systemparameter

Die Stabilitdt bzw. Instabilitdt des Fixpunktes liegt gemdfi den numerischen Analy-
sen des Ratengleichungsmodells unter der Zwangsbedingung konstanter Summeninten-
sitdten in beiden Polarisationsrichtungen in zwei Groflen, den beiden infraroten Sum-
menintensitéten S, und S,. In der Néhe des Fixpunktes zeigen diese beiden Groen eine
Antiphasendynamik, d.h. eine Abnahme der einen bewirkt eine Zunahme der anderen
GroBe. Daraus ist schon ersichtlich, daf§ symmetrische Zusténde (im Modell identische
Modenanzahlen, im Experiment identische gemittelte Energie in beiden Polarisations-
richtungen) bei Eingriff auf nur einen Systemparameter nicht stabilisiert werden kénnen,
da eine Energiezufuhr auf beide Grofien gleich wirkt. Hier wére es wiinschenswert, wenn
man die beiden Gréflen gezielt einzeln beeinflussen konnte. Dies ist aber z.B. nicht der
Fall bei einem Eingriff auf die Gesamtpumprate und die Gesamtwandlungseffizienz, da
auch hier beide Groflen nur gleich beeinflufit werden konnen. Daher gilt es, ein Paar
von Systemparametern zu finden, die jeweils unterschiedlich auf die beiden Polarisati-
onsrichtungen wirken.

Leistungsstarke Festkorperlaser werden haufig mit mehreren Laserdioden gepumpt.
Dabei wird das Licht der Laserdioden mit geeigneten Optiken (Strahlteiler oder Lichtlei-
ter) zusammengefithrt. Wenn es nun Konfigurationen (z.B. durch unterschiedliche Wel-
lenldngen oder Polarisationsrichtungen) der Laserdioden gibt, in denen sie unterschied-
lich auf die Summenintensitaten wirken, hétte man ein solches Paar leicht modulierbarer
Systemparameter.

Gross et al. [gro93] haben an Eu:YAG (Europium-dotiertes YAG) polarisations-
abhéngige fluoreszenzspektroskopische Untersuchungen gemacht. Europium ist ebenso
wie Neodym und die hdufig fiir Laser als Dotierung von YAG verwendeten Elemente
Neodym (Nd), Erbium (Er) und Ytterbium (Yb) ein Element der seltenen Erden, der
Lanthaniden. Es liegt in YAG ebenso als dreifach positiv geladenes Ion wie Neodym vor.
In [gro93] wird daher auf die Relevanz der Untersuchungen hinsichtlich der Laserakti-
vitdt in YAG-basierten Festkorperlasern hingewiesen. Bei den Untersuchungen wurde
ein optisch isotroper (nicht doppelbrechender) Eu:YAG-Kristall mit einem polarisierten
Laser angeregt und die Fluoreszenz polarisationsabhéngig gemessen. Dabei wurden ver-
schiedene Polarisationskombinationen zwischen einfallendem und emittiertem Licht und
verschiedene Ausrichtungen dieser Kombinationen zu den kristallographischen Achsen
variiert. Im Ergebnis zeigt Eu:YAG bei den Messungen unterschiedliche Fluoreszenz-
spektren in Abhéangigkeit von der Polarisationsrichtung von Anregungsquelle und Ana-
lysator. Die Polarisation der Anregungsquelle, die hohere Anregungszustéinde, als die
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Fluoreszenziibergéinge, anregt, wird auf die Polarisation des abgestrahlten Fluoreszenz-
lichts iibertragen. Dabei werden also polarisationsabhéngig unterschiedliche Klassen von
Atomen im Medium angesprochen.

3.6.1 Vorexperimente

Der Effekt der polarisationsabhéngigen Anregung von Atomen in einem kristallinen Me-
dium kann evtl. auf den Nd:YAG-Laser iibertragen werden. Das konnte bedeuten, daf} die
Polarisation des einfallenden Pumplichts einen Einfluf} auf die sich im Resonator aus-
bildenden Polarisationseigenzustéinde hat. Da die verwendete Laserdiode polarisiertes
Licht ausstrahlt und die verwendete Einkoppeloptik, im Gegensatz zur Fasereinkoppel-
optik in [sch00, &ch(OT], die Polarisation erhélt, 148t sich der Einfluf} leicht ermitteln.
Zur experimentellen Verifikation mufl nur die Polarisationsrichtung des Pumplichts va-
rilert werden. Da die Laserdiode fest montiert und justiert ist, geschieht dies mit ei-
ner polarisationsdrehenden Optik, einem \/2-Verzogerungspléttchen. Bei einem solchen
Verzogerungspléattchen eilt das in der einen optischen Hauptachse des Plédttchens pola-
risierte Licht dem in der orthogonalen Richtung polarisierten um /2, also 180°, voraus.
Das fithrt dazu, daBl einfallendes linear polarisiertes Licht, dessen Polarisationsrichtung
in einem Winkel # zu einer der Hauptachsen des Pléattchens liegt, das Pléattchen um 26
in der Polarisationsrichtung gedreht verldait. So &8t sich leicht mit einem drehbar ge-
lagerten A/2-Plittchen im Pumpstrahlengang die Polarisationsrichtung des Pumplichts
drehen. Der mit diesem Licht gepumpte Laser wird dann hinsichtlich der Polarisations-
eigenrichtungen und der mittleren Energie in diesen untersucht.

Zunéchst wurden diese Untersuchungen am Nd:YAG-Laser ohne Verdopplerkristall
durchgefiihrt. Dabei dnderten sich die Polarisationseigenrichtungen, die durch die schwa-
che Doppelbrechung des Nd: YAG-Kristalls hervorgerufen werden, durch die Drehung der
Polarisation des Pumplichts nicht, was mit dem polarisierenden Strahlteilerwiirfel und
dem FPSI nachweisbar ist. Das weist darauf hin, daf§ die Doppelbrechung nicht durch
die Polarisation des Pumplichts hervorgerufen wird. Als Quellen dafiir bleiben noch
das elliptische Strahlprofil des Pumplichts und Spannungen im Kristall aufgrund der
Fassung und aufgrund der gegeniiber den Yttrium-Ionen gréfleren Neodym-Ionen. In
Abb. B:14 ist farbig kodiert der relative Anteil der mittleren in, y-Richtung polarisierten
Strahlung an der Gesamtstrahlung fiir verschiedene Pumpraten und Winkel der Polari-
sation des Pumplichts zur x-Achse dargestellt. Man erkennt sehr deutlich die systema-
tische Abhéngigkeit dieser Grofle vom Winkel der Pumppolarisation. Bei in z-Richtung
polarisiertem Pumplicht werden hauptséchlich die in z-Richtung polarisierten Resona-
tormoden angeregt, fiir die y-Richtung gilt analoges. Dieses Verhalten ist anndhernd
unabhéngig von der Pumprate im untersuchten Bereich.

In Abb. BT3 sind die gleichen Messungen am verdoppelten Laser dargestellt. Auch
hier ist die systematische Abhéngigkeit der mittleren Intensitéiten in den beiden Polari-
sationseigenrichtungen von der Polarisation des Pumplichts vorhanden.

Ein weiterer wichtiger Punkt bei dieser Variation betrifft die Menge des frequenzge-
wandelten Lichts. Der Laser ist aus Effizienzgriinden auf reine Summenfrequenzbildung
zwischen den orthogonal polarisierten Anteilen entlang der beiden optischen Hauptach-
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Abbildung 3.14: Abhéngigkeit der Polarisationsrichtungen im Infraroten (1064 nm) von
der Polarisationsrichtung der Pumplaserdiode im unverdoppelten La-
ser. Dargestellt ist der relative Anteil der y-Polarisation am gesamten
IR-Laserlicht ((I,)/({Is)+ (I,)) bei verschiedenen Pumpleistungen und
Polarisationsrichtungen der Pumplaserdiode.

sen des KTP eingestellt. Es ist recht einfach ersichtlich, dal man am meisten griines
Licht erhélt, wenn in beiden Polarisationsrichtungen die Intensitéten gleich sind, da das
griine Licht aus den Produkten der jeweils orthogonal polarisierten Moden entsteht. Da-
her ist es moglich, durch entsprechende Drehung der Polarisation des Pumplichts diese
Konfiguration anzufahren. In Abb. BI8 ist sozusagen ein Schnitt durch Abb. B13 ent-
lang einer Linie mit gleichem Pumpstrom dargestellt. Zusatzlich ist noch die mittlere
Intensitédt des frequenzgewandelten Lichts dargestellt. Im Bereich mit gleichen Inten-
sitdten in den beiden infraroten Polarisationsrichtungen erhélt man am meisten griines
Licht.

Der Einsatz von zwei gekreuzt polarisierten Pumplaserdioden 148t auf ein Paar
unabhéngiger Systemparameter zur Regelung mit einfacher Niederspannungselektronik
hoffen. Bei den experimentellen Voruntersuchungen konnte aber bisher nicht abschlie-
Bend gekldrt werden, ob es sich eher um einen statischen oder einen dynamischen Effekt
handelt. Statisch soll hier im Gegensatz zu dynamisch bedeuten, dafl durch das pola-
risierte eingestrahlte Licht eine Ausrichtung von Dipolen im Kristall bewirkt wird, die
nicht auf schnelle Anderungen der Intensitit des eingestrahlten Lichts polarisations-
abhéngig antwortet.
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Abbildung 3.15: Abhéngigkeit der Polarisationsrichtungen im Infraroten (1064 nm) von

der Polarisationsrichtung der Pumplaserdiode im verdoppelten Laser.
Dargestellt ist der relative Anteil der y-Polarisation am gesamten IR-
Laserlicht ((I,)/({Lz) + (I,)) bei verschiedenen Pumpleistungen und
Polarisationsrichtungen der Pumplaserdiode.
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Abbildung 3.16: Abhéngigkeit der Polarisationsrichtungen im Infraroten (1064 nm) und

02

der Generation von griinem Licht (532 nm) von der Polarisationsrich-
tung der Pumplaserdiode im verdoppelten Laser. Dabei ist die mittlere
griine Intensitét in griin, die mittlere infrarote in x-Richtung polarisiert
in rot und die in y-Richtung in blau dargestellt.



3.6 Erweiterter Regeleingrift auf zwei Systemparameter

3.6.2 Theoretische Vorhersagen
Modellerweiterung

Im Ratengleichungsmodell des Lasers nach Gln. (.I7) ist der Einflul der Polarisati-
on des Pumplichts nicht vorgesehen. Daher wird hier ein empirischer Ansatz fiir dieses
Phénomen gemacht. Einer in xz-Richtung polarisierten Pumpquelle wird eine Pumpra-
te v, zugewiesen, einer in y-Richtung polarisierten ,. Weiterhin mufl beriicksichtigt
werden, dafl v, auch auf die in y-Richtung polarisierten Moden im Resonator wirkt,
und umgekehrt. Dies wird durch einen empirisch zu ermittelnden, fiir beide Polarisati-
onsrichtungen gleichen Faktor w beriicksichtigt. Gleichung (R.I7H) &ndert sich dann zu

A=, +wy, — [14+ (1 = B)L+ B(S: + 5,)](1+nA;) (3.30)

fiir die normierte Verstarkung der iten in x-Richtung polarisierten Mode. Die Gleichung
fiir eine in y-Richtung polarisierte Mode ergibt sich wieder durch Vertauschen der Indizes
x und y.

Fiir diese Gleichungen lassen sich dann, analog zu den Abschnitten B.2.1 und B:2.2,
die Fixpunkte und die Stabilitdt derselben bestimmen. In Abb. BI7 wurde fiir eine
symmetrische Modenkonfiguration [1, 1] das Drehen der Polarisationsrichtung des Pum-
plichts um 90° von z- in y-Richtung simuliert. Fiir den Ubersprechfaktor w wurde ein
Wert von 0,9 angesetzt. Zu kleinen bzw. groflen Winkeln wurde der Fixpunktwert der
schwicheren Polarisationsrichtung negativ, in der Abbildung wurde daher eine Fix-
punktintensitit von Null eingezeichnet. Korrekterweise hétte in diesen Bereichen der
Fixpunktwert von einem Gleichungssystem mit geédnderter Modenkonfiguration ([0, 1]
bzw. [1,0]) gerechnet werden miissen. Zusétzlich ist das Produkt der beiden Fixpunk-
tintensitdten als Mafl des generierten griinen Lichts bei reiner Summenfrequenzbildung
eingezeichnet. Qualitativ gibt die Abbildung das experimentell gemessene Verhalten in
Abb. B-I6 wieder. Der Schnittpunkt zwischen den beiden Summenintensitéiten 1a3t sich
durch eine Aufthebung der Symmetrie hinsichtlich der Modenkonfiguration auf der Win-
kelachse verschieben.

Erweiterte, zweidimensionale Riickkopplung

Da die beiden Polarisationsrichtungen getrennt ansteuerbar sind, miissen in den Glei-
chungen zwei Stellgréfien u, und u, verwendet werden. Dabei wirkt aber jede der Stell-
grofien auch mit dem Faktor w in der orthogonalen Polarisationsrichtung. In jede dieser
StellgroBen gehen wieder die beiden gewichteten Abweichungen der infraroten Summen-
intensitdten von ihren Fixpunktwerten ein:

Uy = Kao(Sz — S9) + kay(Sy — S)) (3.31a)

und
Uy = kyy(Sy — S)) + kya(Se — S). (3.31Db)

Dabei mufl beriicksichtigt werden, dafl u, mit dem Faktor w auf die y-polarisierten
Intensitiaten wirkt, und andersherum.
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Abbildung 3.17: Numerisch bestimmte Fixpunktintensitdten der beiden infraroten Po-
larisationsrichtungen (z —, y - -) und das Produkt der beiden als Maf
fiir das generierte griine Licht (---).

Auch hier wird durch die Riickkopplungsfunktion die Stabilitdt der Einzelabweichun-
gen 7; unter der Nebenbedingung (s, s, s}, 5;,) = 0 nicht beeinflufit. Daher muf wieder
nur die Anderung der Parameter der gekoppelten Oszillatorgleichungen der Summenin-

tensitiaten betrachtet werden:

B, = B,, (3.32a)
Cp = Cp — (kuy + whye)mI,, (3.32b)
E, = E,, (3.32¢)
E, = F, — (whkyy + kuy)ml,, (3.32d)

fiir die Parameter der Gleichung fiir die y-polarisierten Summenabweichungen gilt wieder
die Vertauschung der Indizes x und y.

In einem vierdimensionalen Parameterraum ist die Visualisierung der Stabi-
litdtsbereiche nur schwer anschaulich moglich. Daher wird hier nur ein zweidimensio-
naler Schnitt durch den Parameterraum angesprochen. In Abb. B.I§ werden in einem
symmetrischen Systemzustand (gleiche Modenanzahl in beiden Polarisationsrichtungen
[1,1] und gleiche Pumpraten v, = 7, = 2.0) die beiden Differenzen der infraroten
Summenintensititen S, und S, zu ihren Fixpunktwerten SO und 5’2 auf die jeweils
gleich polarisierte Laserdiode zuriickgekoppelt. Dieses entspricht einem Schnitt durch
den Parameterraum (kuu, Ky, kyy, Kyo) bel (kyy, kyz) = 0. In diesem Schnitt sind die
Stabilitidtsbereiche endlich ausgedehnt und recht klein. Damit sind sie sicherlich sehr
anfillig gegen die begrenzte Bandbreite der Riickkoppelschaltung. Daher ist es sinn-
voll, die beiden weiteren Parameter zu verwenden. Hier ist unter Beriicksichtigung des
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Abbildung 3.18: Numerisch ermittelte Stabilitéitsbereiche fiir die Riickkopplung auf
zwei gekreuzt polarisierte Pumplaserdioden. Dabei wurde durch den

vierdimensionalen Parameterraum (k,y, ksy, kyy, kye) ein Schnitt bei
(Kuy, kyz) = 0 gelegt.

bisher gewonnenen Verstidndnisses der Antiphasendynamik der beiden Summeninten-
sitdten in der Nahe des Fixpunktes zu erwarten, dafl die Gewichtungsparameter k.,
und k,, negativ und k,, und k,, positiv gewéhlt werden miissen. Eine anwachsende In-
tensitdt in einer Polarisationsrichtung wiirde dadurch iiber die negative Riickkopplung
von sich selbst und die positive Riickkopplung aufgrund der Antiphasendynamik sich
abschwéchenden anderen Polarisationsrichtung in ihrem Anwachsen gedampft.

3.7 Zusammenfassung zur Regelung der Laserdynamik

In diesem Kapitel wurde die Stabilisierung der Ausgangsleistung eines frequenzverdop-
pelten Nd:YAG-Lasers behandelt. Um dieses Problem systematisch anzugehen, wurden
die im Kapitel P eingefiihrten Ratengleichungen von Pyragas et al. [pyr00] hinsicht-
lich der Stabilitéit von Fixpunkten analysiert. Diese Fixpunkte der Systemvariablen der
Ratengleichungen, die Intensitdten und Verstarkungen der einzelnen infraroten Lasermo-
den, entsprechen einer konstanten Ausgangsleistung des Lasers. Unter Beriicksichtigung
der im Experiment zugénglichen Mef3- und Regelgrolen wurde ein Regelkonzept abge-
leitet, bei dem die beiden orthogonal polarisierten infraroten Summenintensitédten auf
die Pumprate iiber den Strom der Pumplaserdiode zuriickgekoppelt werden. Hier sagt
die Modellierung der Regelung voraus, daf sich die Ausgangsleistung des Lasers sta-
bilisieren 148t, wenn sich das System in einem asymmetrischen Zustand befindet. Die
Asymmetrie ist im Modell durch die unterschiedliche Anzahl von Moden in den beiden
Polarisationsrichtungen gekennzeichnet. Auf das Experiment bezogen kann eine unglei-
che Energieverteilung in den beiden Polarisationsrichtungen angenommen werden. Die
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3 Regelung der Laserdynamik

Stabilitit wurde in Karten in Abhéngigkeit von den beiden Gewichtungsparametern k,
und k, der beiden Summenintensitdten dargestellt. Dabei ergaben sich in der Ebene die-
ser beiden Gewichtungsparameter (bei Asymmetrie des Systems) unendlich ausgedehnte
Stabilitatsbereiche. Dieses gilt auch bei beliebig hohen Pumpraten.

Auch in der experimentellen Umsetzung des Regelkonzepts war es zumindest bei
niedrigen Pumpraten moglich, die Ausgangsleistung des Lasers auf einen konstan-
ten Wert zu stabilisieren. Mit Hilfe von computergesteuerten Potentiometern konnten
auch im Experiment, analog zur Theorie, Stabilitdtskarten in Abhédngigkeit von den
Riickkopplungsparametern aufgenommen werden. Die Ergebnisse der experimentellen
Umsetzung weichen insofern von den theoretischen Vorhersagen ab, als dafl sich zum
einen der Laser nur bei niedrigen Pumpraten stabilisieren 1&8t und dafl zum anderen die
aufgenommenen Stabilitdtsbereiche nur endlich ausgedehnt sind.

Auf der Suche nach einer Begriindung fiir diese Abweichungen wurde nach Gemein-
samkeiten in beiden Situationen gesucht. Dabei fiel schnell der Blick auf die typischen Sy-
stemfrequenzen. Diese Frequenzen steigen in Abhéngigkeit von der Pumprate mit einem
Wurzelgesetz an. Auch die Regelung erhoht die typischen Systemfrequenzen, was durch
die Betrachtung der Imaginérteile der Eigenwerte der Stabilitdtsmatrix in Abhéngigkeit
von den Gewichtungsparametern k, und k, belegt wurde. Die Regelung im Modell geht
von einer unendlichen Bandbreite der Riickkopplung aus. Im Experiment ist eine sol-
che Bandbreite aber niemals zu realisieren. Daher wurde die endliche Bandbreite der
Riickkopplungsschleife im Modell durch einen Tiefpaffilter beriicksichtigt. So konnten
im Modell die im Experiment beobachteten begrenzten Stabilitdtsbereiche reproduziert
werden. Auch das Versagen der Stabilisierung bei hoheren Pumpraten wird hier wie-
dergegeben. Diese Untersuchungen legen nahe, daf§ die Bandbreite der im Experiment
verwendeten Riickkopplungsschleife eine kritische Rolle fiir die Stabilisierung spielt.

Weiterhin wurden in diesem Kapitel weitere Regelkonzepte, bei denen auf nur einen
Systemparameter zuriickgekoppelt wird, modelliert. Diese Konzepte wiirden im Expe-
riment aus verschiedenen Griinden kaum eine Verbesserung gegeniiber dem vorher be-
schriebenen Konzept bieten: die Riickkopplung von Ableitungen der Signale ist zwar ein-
fach zu realisieren, durch das im Experiment immer vorhandene Rauschen wiirden diese
Ableitungen jedoch sehr stark verunreinigt. Die Riickkopplung auf die Wandlungseffi-
zienz iiber den elektrooptischen Effekt des Verdopplerkristalls hétte zwar evtl. Vorteile
hinsichtlich des Frequenzverhaltens, auf der anderen Seite miissen fiir diesen Effekt ho-
he Spannungen schnell moduliert werden, was in der experimentellen Umsetzung grofle
Schwierigkeiten bereitet.

Zum Schlufl dieses Kapitels wurde noch eine Regelkonzept angedeutet, bei dem auf
zwei Systemparameter, die unterschiedlich auf die mefibaren Systemparameter wirken,
zuriickgekoppelt wird. Dabei wurde zunéchst die Abhéngigkeit der Energieverteilung in
den beiden Polarisationseigenrichtungen des Laserresonators von der Polarisation des
Pumplichts experimentell untersucht. Die Untersuchungen haben gezeigt, dal die Ener-
gieverteilung im Resonator tatséchlich von der Polarisation des Pumplichts abhingt: ein
in x-Richtung polarisierter Pumpstrahl regt hauptséchlich die in z-Richtung polarisier-
ten Lasermoden an (fiir die y-Richtung gilt das gleiche). Daher sollte es moglich sein,
mit zwei orthogonal polarisierten Pumplaserdioden die beiden orthogonal polarisierten
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3.7 Zusammenfassung zur Regelung der Laserdynamik

infraroten Summenintensitéiten einzeln zu beeinflussen. Die Abhéngigkeit von der Po-
larisation der Pumplaserdiode wurde mit einem empirischen Ansatz in ein erweitertes
Regelkonzept integriert. Mit diesem Regelkonzept ist es aus theoretischer Sicht moglich,
auch symmetrische Systemzustinde zu stabilisieren. Da in diesen Zustéinden aber bei
Einstellung der Kristalle auf iiberwiegende Summenfrequenzbildung am meisten griines
Licht erzeugt wird, ist dieses Konzept auch aus technischer Sicht interessant.
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4 Reduktion von dynamischem Rauschen

4.1 Problemstellung

Dieses Kapitel widmet sich einem fiir Experimentatoren allgegenwértigen Problem —
dem Rauschen. Das erscheint auf den ersten Blick als ein starker Bruch in dieser Arbeit.
Im Kapitel B wurde auf der Basis eines determistischen Modells ein Regelkonzept fiir
den Laser abgeleitet. Als Parameter in diesem Modell wurden immer Werte aus der Li-
teratur verwendet. Aus den Ubereinstimmungen von den theoretischen Vorhersagen und
den experimentellen Ergebnissen kann auf eine gute Beschreibung des Lasers durch das
verwendete Modell geschlossen werden. Dennoch erscheint es sinnvoll, fiir das verwen-
dete experimentelle System die richtigen Parameter im Modell zu bestimmen. In diesem
Kapitel werden Hinweise auf stochastische Anteile in der Dynamik gezeigt. Um nun iiber
die gemssenen Daten einen Zugang zu den Systemparametern fiir die Beschreibung zu
erhalten, ist es aber notwendig, diesen stochastischen Anteil zu entfernen, da das zu-
grundeliegende Modell rein deterministisch ist. Daher erscheint es auch mit Hinblick auf
die Kontrolle des Laserdynamik sinnvoll, sich mit der Rauschreduktion zu beschéftigen.

In zeitlich stationdren Systemen spielt Rauschen eine eher untergeordnete Rolle, da,
nach entsprechender Optimierung des Meflaufbau, das verbliebene Restrauschen durch
zeitliche Mittelung (z.B. Lock-In-Technik o.4.) reduziert werden kann.

Wenn jedoch der zeitliche Verlauf, also die Dynamik, einer Meflgrofie aufgenom-
men werden soll, sind Mittelungsverfahren nur begrenzt einsetzbar. Hier sind zeitliche
Mittelungen nur in periodischen Zustdnden moglich, indem iiber mehrere Perioden im-
mer am gleichen Punkt der Umldufe (Triggerung) gemessen wird (wobei auch schon
hier Schwierigkeiten auftreten, da auch der Triggerpunkt verrauscht ist). Werden jedoch
aperiodische (z.B. chaotische) Zustande gemessen, helfen die bekannten Methoden nicht
mehr weiter.

Spétestens an dieser Stelle ist nun eine Begriffserkldrung notwendig. Die Rausch-
leistung von Lasern beeinflult die Anwendbarkeit derselben in verschiedenen Gebieten,
wie z.B. in der Laser-Display-Technologie, beim Belichtungsprozefl im Druckgewerbe und
im Prézisionsmessungsbereich. In dieser Rauschleistung eingeschlossen sind aber aus der
Sicht der Lasertechniker auch die Fluktuationen von resonatorintern frequenzverdoppel-
ten Festkorperlasern, wie dem betrachteten Nd:YAG-Laser mit KTP-Verdopplerkristall.
Diese Fluktuationen sind jedoch teilweise deterministischer Natur und werden in der Be-
griffligkeit der nichtlinearen Dynamik als niedrigdimensionales Chaos bezeichnet. Rau-
schen hingegen ist rein stochastischer Natur und kann allenfalls als hochdimensiona-
les Chaos aufgefafit werden. Die Gemeinsamkeiten von chaotischen und stochastischen
Signalen liegen unter anderem in ihren breiten, nicht auf einzelne Frequenzen scharf
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Abbildung 4.1: Hlustration zur unterschiedlichen Wirkung von Mef}- und dynamischem
Rauschen auf ein einfaches dynamisches System — ein Pendel.

begrenzten Frequenzspektren. Daraus ist schon ersichtlich, dafl es fiir Daten von chao-
tischen Systemen eigener Analyseinstrumente bedarf, die im Rahmen der nichtlinea-
ren Zeitreihenanalyse bereitgestellt werden. Ein Uberblick iiber die Algorithmen der
nichtlinearen Zeitreihenanalyse wird in den Lehrbiichern von Abarbanel [aba96H] und
Kantz et al. [kan97] gegeben. Einfache, periodische Zeitsignale konnen, wie schon oben
erwahnt, mit entsprechenden Mittelungen behandelt werden. Um Rauschen aus sol-
chen periodischen Signalen zu entfernen, stehen lineare Filter im Frequenzraum zur
Verfiigung. Diese entfernen ganze Frequenzbereiche aus dem Signal und lassen nur die
dominierenden Frequenzen iibrig. Dies ist jedoch fiir chaotische Signale wegen der Breite
der Frequenzspektren nicht zuléssig, wichtige Informationen wiirden so herausgefiltert.
Rein stochastische Signale hingegen werden mit ebenso linearen, statistischen Methoden
wie Mittelwerten, Standardabweichungen und Korrelationen charakterisiert.

Hier sollen zwei Arten von Rauschen unterschieden werden: ein erst im Mefiprozef3
zum Signal hinzugefiigtes Rauschen wird als additives Mefirauschen bezeichnet. Diese
Art von Rauschen ist fiir die Analysen der Dynamik nur insofern kritisch, als dafl diese
Methoden der nichtlinearen Zeitreihenanalyse héufig von Grenzwertbildungen hin zu
kleinen Umgebungen im Phasenraum Gebrauch machen. Die Eigenschaften der kleinen
Umgebungen werden natiirlich durch das Mefirauschen zerstort. Aus der nichtlinearen
Zeitreihenanalyse sind jedoch Methoden zur Entfernung des Mefirauschens aus den Da-
ten bekannt. Ein anderes Bild ergibt sich jedoch, wenn das Rauschen mit der (chaoti-
schen) Dynamik wechselwirkt und diese beeinfluflt. Dieses Art von Rauschen wird als
dynamisches Rauschen bezeichnet. Dynamisches Rauschen wiederum kann in zwei Arten
unterteilt werden: additives dynamisches Rauschen wirkt iiberall im Phasenraum gleich
stark, wiahrend multiplikatives orts- und evtl. auch zeitabhéngig ist.

In Abb. F ist die unterschiedliche Wirkung von MeB- und dynamischem Rau-
schen illustriert. Wéhrend das Mefirauschen (Riitteln am Beobachter) keinen Einfluf
auf die instabile Ruhelage des Pendels hat, wird dynamisches Rauschen (Riitteln am
Aufhéngepunkt) den Zustand sicher d&ndern.
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4.1.1 Chaos und Rauschen

Chaotische Systeme zeichnen sich, wie schon erwahnt, durch ihre Sensitivitdat gegeniiber
den Anfangsbedingungen aus, d.h. sie expandieren auf kleinen Léngenskalen. Anderer-
seits sind die meisten chaotischen Systeme dissipativ, sie wirken global im Phasenraum
kontrahierend. Lokal im Phasenraum duflert sich das in stabilen und instabilen Richtun-
gen, wobei Storungen, die in diesen Richtungen liegen, eher angezogen bzw. abgestoflen
werden. In gutartigen, so genannten hyperbolischen Systemen schlieen diese Richtun-
gen immer einen endlichen Winkel ein, so dafl Stérungen immer mit endlichen Raten
entweder abgestofien oder angezogen werden. Die meisten realen Systeme sind jedoch
nicht hyperbolisch. Bei ihnen gibt es Punkte im Phasenraum, in denen die stabile und
die instabile Richtung parallel verlaufen. Diese Punkte werden als homokline Tangenten
bezeichnet. Storungen an solchen homoklinen Tangenten werden mit erheblich héheren
Raten, als der lokalen Expansion aufgrund der Lyapunovexponenten, vergroflert und in
Bereiche des Phasenraumes transportiert, die normalerweise ohne Stérung nicht vom
System erreicht werden. Das fiihrt zu einem von einem ungestorten System stark ab-
weichenden Attraktor im Phasenraum. Daher spricht man hier von rauschinduzierter
Attraktordeformation. Numerisch wurde dies an einer zweidimensionalen, chaotischen
Abbildung, dem Hénon-Attraktor, von Jaeger et al. [jac96, jae97a, jae97h] gezeigt. Auch
experimentell wurde dieser Effekt von Diestelhorst et al. [die99] in einem elektronischen
Schwingkreis mit nichtlinearer Kapazitéit nachgewiesen.

4.1.2 Bekannte Rauschunterdriickungsverfahren fiir Zeitreihen
von chaotischen Systemen

Einbettung

Fiir die meisten Algorithmen der nichtlinearen Zeitreihenanalyse ist es zunéchst ein-
mal notwendig, sich aus der skalaren Zeitreihe ein dem Attraktor im Phasenrau-
mes dquivalentes Gebilde zu beschaffen. Dies geschieht meistens {iber die so genannte
Zeitverzogerungseinbettung. Dabei wird aus den skalaren Messungen x(t) aus zeitlich
dquidistanten Punkten der Zeitreihe ein mpg-dimensionaler Vektor x(¢) rekonstruiert:

x(t) = (x(t), 2(t — AL), 2(t — 2A8), -+, x(t — (mp — 1)At)). (4.1)

Als Bedingung fiir die Wahl der Einbettungsdimension mpg gilt dabei nach Sau-
er et al. [gan9l] mp > 2Dg. Dy ist die nicht notwendigerweise ganzzahlige Kapa-
zitdtsdimension, die in Abschnitt [.2.1] detaillierter beschrieben wird. Mit der Wahl der
Einbettungsdimension nach Sauer et al. [san9l] befindet man sich immer auf der siche-
ren Seite. Haufig reicht jedoch schon eine niedrigere Einbettungsdimension aus. Da man
hiufig die Kapazitdtsdimension nicht kennt, miissen die Algorithmen bei sukzessiver
Erhohung der Einbettungsdimension angewendet werden, so dafl unter dieser Erhthung
sich die zu ermittelnden Werte nicht mehr &ndern. Fiir den Wert der Zeitverzogerung
At gibt es eine Reihe unterschiedlicher Auswahlkriterien, auf die ich hier nicht ndher
eingehe (sieche dazu Abarbanel [aba96h] und Kantz et al. [kan97]).
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Nichtlineare Rauschunterdriickung

Die einfachste, in [kan97] vorgeschlagene Methode zur Unterdriickung von Rauschen
in chaotischen Zeitreihen beruht ebenso, wie die spéiter dargestellte fiir dynamisches
Rauschen, auf Vorhersagen. Am allereinfachsten wére es, alle Nachbarn eines Punktes
x; in einer entsprechenden e-Umgebung im Phasen- oder Einbettungsraum zu suchen
und den zeitlichen Nachfolger x;,; durch den Mittelwert der zeitlichen Nachfolger aller
Punkte dieser Umgebung zu verwenden. Das ist mathematisch gesehen die lokale An-
passung einer Gleichung nullter Ordnung. Alternativ lassen sich hier auch Gleichungen
erster Ordnung anpassen. Dabei wird die lokale Steigung aus der Umgebung gemittelt.
Ein limitierender Faktor dieser Methode ist jedoch die Expansion der Trajektorien auf-
grund der Lyapunovexponenten. Der Zeitschritt zwischen zwei Punkten muf} also klein
gegeniiber dieser Expansion sein, damit es eine Chance gibt, dafl der Gewinn durch diese
Rauschunterdriickung groffer ist als der mogliche Schaden. Aus der Art der lokal-linearen
Anpassung ist ersichtlich, dafl diese Bedingung gleichbedeutend mit der Giiltigkeit der
Linearisierung ist, also Kriitmmungen und weitere Ableitungen noch keine Rolle spielen.
Da eine Vorhersage in Richtung der positiven Zeitachse durch die Expansion aufgrund
der positiven Lyapunovexponenten kritisch ist, kénnte man naiv versuchen, eine Vorher-
sage riickwérts in der Zeit zu machen. Dann tauschen aber die stabilen und instabilen
Richtungen ihre Rollen. Da die Anziehung in dissipativen Systemen immer betragsméflig
grofer als die Expansion aufgrund der Lyapunovexponenten ist, sieht die Situation aber
in dieser Richtung noch schlimmer aus. Daher wird von Kantz et al. [kan97] ein Mittel-
weg vorgeschlagen: die Expansionen vorwérts und riickwérts in der Zeit werden in der
Zeitverzogerungseinbettung ausbalanciert, indem der Wert fiir einen in der Mitte des
Zeitverzogerungsvektors liegenden Eintrag vorhergesagt wird.

Ein ausgekliigelterer Algorithmus ist die Rauschunterdriickung mittels lokaler Pro-
jektionen von Grassberger et al. [gra93]. Dieser Algorithmus beruht nicht auf einer Vor-
hersage und umgeht damit die durch die Expansion von chaotischen Systemen einge-
brachten Fehler. Es wird vielmehr von einer lokal stetigen Struktur des ungestorten
Attraktors im Phasen- und auch im Einbettungsraum ausgegangen. Das bedeutet, daf3
man iiberall auf dem Attraktor in linearer Ndherung eine Hyperfliche als Tangente an
ihn legen kann. Dazu miissen natiirlich Annahmen iiber die lokale Dimensionalitéit ge-
macht werden. Zur Korrektur eines MefSpunktes werden zunéchst wieder Punkte in der
Nachbarschaft, deren Abstand grofier als das Rauschniveau sein sollte, im Phasen- oder
Einbettungsraum gesucht. Durch die lokalen Strukturen des Attraktors wird diese Nach-
barschaft aber nicht in alle Richtungen gleich ausgedehnt sein. Es wird sich vielmehr eine
Hyperellipse ergeben, deren grofite Hauptachsen in der tangentialen Hyperebene liegen.
Diese Achsen miissen identifiziert werden und die Punkte, die in den anderen Rich-
tungen liegen, werden auf die von diesen Achsen aufgespannte Fldche projiziert. Die
empfindlichen Parameter bei Anwendung der lokal projektiven Rauschunterdriickung
sind die Einbettungsdimension mg und die lokale Dimension d; der zugrundeliegenden
Dynamik. Fiir die Einbettungsdimension gilt, dal das Objekt {ibereingebettet wird, da
in der Rekonstruktion auch die Richtungen mit dem zu entfernenden Rauschen sicht-
bar sein miissen. Da man Annahmen fiir die lokale Dimensionalitdt machen muf, ist es
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notwendig, entsprechende Kenntnisse iiber die zugrundeliegende Dynamik zu haben.

Beiden Algorithmen, der einfachen Rauschunterdriickung durch Vorhersage und dem
lokal projektiven Verfahren, ist die Annahme gemeinsam, dafi die Trajektorien sich schon
in etwa dort im Phasenraum befinden, wo sie aufgrund der rein deterministischen Dy-
namik sein sollten. Kleine Abweichungen werden komplett der stochastischen Verunrei-
nigung durch den Mefiprozefl zugeordnet und kénnen durch kleine Korrekturen in der
vorliegenden Zeitreihe beseitigt werden. In einem dynamisch verrauschten System jedoch
enthalten diese Abweichungen auch deterministische Anteile. Beide Algorithmen kénnen
also bei einem durch Rauschen deformierten Attraktor nur eine effektive Dynamik se-
hen, die von der reinen, ungestorten Dynamik abweicht. Wenn man nun Kenngréfien, wie
Lyapunovexponenten und Dimensionen, fiir mit den genannten Verfahren rauschberei-
nigte Zeitreihen von dynamisch verrauschten Systemen bestimmt, miissen die Ergebnisse
kritisch betrachtet werden. Die Definition von Lyapunovexponenten geht von einer rein
deterministischen Dynamik aus. Fiir diese Zeitreihen wird man, wenn iiberhaupt ein
exponentielles Auseinanderlaufen der Trajektorien zu beobachten ist, zu niedrige Werte
bestimmen, da das System auf den deterministischen Attraktor hin kontrahierend wirkt.
Da aber die Wirkung des dynamischen Rauschens weiterhin in den Zeitreihen sichtbar
ist, wird das mit der Zeit wurzelférmige Auseinanderlaufen der Trajektorien (random
walk) sichtbar bleiben. Auch bei der Bestimmung der Dimension bleibt das Rauschen
sichtbar, und das System erscheint hochdimensional.

4.1.3 Rauschquellen im Laser

Warum ist es nun im Zusammenhang mit dem vorgestellten Laser-Experiment interes-
sant, nach der Art und Grofle von Rauschen in den gemessenen Zeitreihen zu fragen?
Die meisten bekannten chaotischen Systeme zeigen unter Parameteréinderung moderate
Anstiege in der Komplexitdt der Dynamik. Auch bei dem gegebenen Laser-Experiment
wére dies so zu erwarten, da dieses durch das allgemein anerkannte Ratengleichungs-
modell nahegelegt wird. Bei einer solchen Parametervariation durchlauft das System so
genannte Bifurkationen. An einem Bifurkationspunkt findet eine grundlegende Anderung
der Stabilitdt der Trajektorien statt. So wird z.B. aus einem periodischen Zustand mit
Periode Eins ein periodischer Zustand mit Periode Zwei (Periodenverdopplung). Ein
solches Periodenverdopplungsszenario ist z.B. ein klassischer ,, Weg ins Chaos“, d.h. das
System geht nach und nach in Zustdnde mit immer hoherer Periode iiber, bis keine Pe-
riodizitdt mehr vorliegt und das System auf chaotischen Bahnen im Phasenraum lauft.
Die Anderungen der zur Charakterisierung der Komplexitiit dienenden GroBen, wie der
Lyapunovexponenten und der Dimensionalitiit, zeigen an solchen Ubergéngen zwar nicht
stetige, aber doch moderate Anstiege. So springt z.B. die Dimension des Attraktors beim
Ubergang von einem Fixpunkt zu einem einfachen periodischen Zustand um den Wert
eins. Auch beim Ubergang ins Chaos wird im allgemeinen eine Anderung der Dimen-
sionalitét in der Groflenordnung eins beobachtet. Die Untersuchung der Zeitreihen des
Laser-Experimentes zeigte aber nicht interpretierbar hohe Anstiege der Komplexitét der
Dynamik unter Erh6hung der Pumprate beim Ubergang von periodischen hin zu chao-
tischen Systemzusténden. Alleine diese Tatsache kann schon als Hinweis auf mit der
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Dynamik verwobene Rauschprozesse dienen: in einem periodischen Zustand sorgt die
Stabilitdt (und damit Anziehung) der Trajektorien, dafiir, dal auch mit der Dynamik
wechselwirkende Storungen auf die periodische Bahn zuriickgezogen werden, dynami-
sches Rauschen wird geddmpft. Mef- und dynamisches Rauschen haben in periodischen
Zustédnden sehr dhnliche Signaturen und sind damit schwer auseinanderzuhalten. Sobald
das System aber in einen chaotischen Zustand iibergeht, findet eben die Wechselwirkung
zwischen Chaos und dynamischem Rauschen statt. Dadurch erscheint die Dynamik er-
heblich komplexer als im rein deterministischen Fall.

Rauschen ist schon seit langem ein wichtiger Punkt in der wissenschaftlichen und
technischen Untersuchung von Lasern. Wie schon erwéhnt, ist Rauscharmut ein wichtiges
Kriterium bei Lasern. Rauschen wirkt sich z.B. wie bei einer Amplitudenmodulation di-
rekt auf die Frequenzschérfe des abgestrahlten Lichts, und damit auf die Kohéarenzlénge,
aus. Daher wurden eine Reihe von Anstrengungen unternommen, die Rauschquellen in
Lasern zu identifizieren und zu reduzieren. Da Laser auf grundlegenden quantenmechani-
schen Prozessen beruhen (siehe Kapitel f]), gibt es aber eine prinzipielle untere Schranke
fiir ein minimales Rauschen, den Quantenrauschlimes.

Aus der Identifikation der Rauschquellen konnen direkte Ableitungen zu ihrer Reduk-
tion gewonnen werden. Buchler et al. [buc9®] haben einen (unverdoppelten) Nd:YAG-
Laser mit Riickkopplungschleife komplett quantenmechanisch beschrieben und daraus
direkt die Dimensionierung von Filtern im Riickkopplungszweig zur Optimierung der
Rauschreduktion abgeleitet. Als Rauschquellen wurden neben den fiir die Laserakti-
vitdt grundlegenden Mechanismen (Absorption, spontane und stimulierte Emission und
Phononenkollisionen) auch das Rauschen der Pumpquelle (die ja in unserem Fall eben-
falls ein Laser ist), die Transmission der Spiegel und Strahlteiler im Experiment und
das Detektorrauschen in die quantenmechanischen Kalkulationen mit einbezogen. Da-
bei erweist sich in einem breiten, niederfrequenten Bereich (bis ca. 1IMHz) das Rau-
schen der Pumpquelle als dominierender Effekt. Weiterhin ist im Frequenzspektrum
des Rauschens eine Resonanz zu erkennen, die von den Phononen-Kollisionen und den
Resonator-Verlusten angeregt werden.

In einer weiteren, kiirzlich erschienenen Veroffentlichung von Peters et al. [pet01]
wurden experimentelle und numerische Untersuchungen an einem Nd:Glas-Laser hin-
sichtlich des Einflusses des Quantenrauschens auf die Dynamik der Gesamtintensitét
und der Einzelintensitdten der longitudinalen Moden durchgefiihrt. Solche Laser mit
Glas als Wirtsmaterial unterscheiden sich von dem verwendeten Laser mit einem kristal-
linen Wirtsmaterial (YAG) durch ihre erheblich groere Anregungslinienbreite wegen der
schon erwédhnten inhomogenen Linienverbreiterung in Lasern mit amorphem Wirtsma-
terial. Dadurch oszillieren schon bei sehr kurzen Resonatoren viele longitudinale Laser-
moden. Aus dynamischer Sicht sind solche Laser stabil, das heifit, sie sollten an sich eine
konstante Ausgangsintensitit zeigen. Dennoch zeigt die Gesamtintensitét dieser Laser
Fluktuationen, die im Frequenzraum eine Spitze bei der charakteristischen Frequenz der
Relaxationsoszillationen zeigt. Die in [petUl] gemessenen Dynamiken zeigten zusétzlich
eine weitere Spitze bei deutlich niedrigeren Frequenzen. Diese wurde einer Antiphasen-
Dynamik der Moden untereinander, das heifit dem dynamischen Austausch von Energie
zwischen den Moden, zugewiesen und ist in der Dynamik der Gesamtintensitét nicht
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mehr sichtbar. Ausgehend von dem raumlich ausgedehnten Ratengleichungsmodell von
Tang et al. [fan63], das auch die Basis des bisher untersuchten, reduzierten Modells ist,
wurden Ratengleichungen mit zusétzlichen stochastischen Langevin-Kréften abgeleitet.
Die Langevin-Kréfte reprisentieren das Quantenrauschen der Resonatorverluste, der
stimulierten und spontanen Emission und des Pumpprozesses. Diese Gleichungen geben
die gemessenen Dynamiken der Einzel- und der Gesamtintensitédten sehr gut wieder. Die
Moglichkeit, das Rauschen im Laser durch die Erweiterung der rein deterministischen
Gleichungen zu stochastischen Langevin-Gleichungen zu beschreiben, ist eine wichtige
Eigenschaft hinsichtlich der Untersuchung der Zeitreihen auf dynamisches Rauschen.

4.2 Charakteristische GroBen von chaotischen
Systemen

Zur Charakterisierung chaotischer Systeme werden von der Analyse linearer Systeme ab-
weichende Grofien verwendet. So gibt es aus der Statistischen Physik abgeleitete Entro-
pien, nicht ganzzahlige Dimensionen seltsamer Attraktoren und zur Charakterisierung
der Sensitivitdt gegeniiber den Anfangsbedingungen die Lyapunovexponenten. Die Di-
mensionen und die Lyapunovexponenten werden spéter zur quantitativen Bewertung von
Rauschunterdriickungsmethoden herangezogen und daher hier detaillierter dargestellt.

4.2.1 Dimensionen

Die Attraktoren chaotischer Systeme haben die Eigenschaft, Selbstédhnlichkeit auf ver-
schiedenen Langenskalen zu zeigen. Um dieses, aber auch die Fiillung der verschiedenen
Phasenraumrichtungen zu charakterisieren, wurde zunéchst Anfang des letzten Jahrhun-
derts die Hausdorff-Dimension [hanT8] eingefiihrt. In den 80er Jahren des vorigen Jahr-
hunderts wurde dann von Grassberger [gra83a] und Hentschel und Proccacia [hen83] ein
Dimensionsspektrum D, mit ¢ als Ordnungsparameter eingefiihrt. Diese Gréfien konnen
nichtganzzahlige Werte annehmen. Man spricht dann von einer fraktalen (gebrochenen)
Dimension. Fiir Punkte (Fixpunkte) und Linienziige (periodische Trajektorien) liefern
sie aber die bekannten Werte D, = 0 bzw. D, = 1.

1 imln](q,e)
71— qe=0 In(1/e)

D (4.2a)

mit
N(e)
o)=Y ul. (4.2D)
i=1

N(e) ist die minimale Anzahl von disjunkten Boxen der GréBe e, die benétigt wird,
um den Attraktor abzudecken, und pu; ist die relative Aufenthaltszeit der Trajektorien
in der jeweiligen e-Box, das Wahrscheinlichkeitsmaf. Mit dem Exponenten ¢ wird das
Wahrscheinlichkeitsmafl bei den unterschiedlichen Dimensionen D, unterschiedlich stark
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Abbildung 4.2: Dargestellt ist eine (eindimensionale) Schlangenlinie im (zweidimensio-
nalen) , Phasenraum® mit einer Uberdeckung durch immer kleiner wer-
dende Quadrate. Die Abbildung dient zur Illustration der Bestimmung
von Dimensionen iiber die Abdeckung durch Boxen. Zu kleinen Boxen
mit kleinen Kantenldngen e wird hier die Anzahl von Boxen, die zur Ab-
deckung der eindimensionalen Schlangenlinie benotigt werden, mit e*
skalieren.

gewichtet. Fiir ¢ = 0 wird einfach nur die Zahl der e-Boxen gezéhlt, mit denen der
Attraktor iiberdeckt werden kann; wir erhalten dann die box counting dimension oder
auch Kapazitit der Menge. Dimensionen mit groflerem Index gelten dabei als untere
Schranken fiir solche mit kleinerem, also D, < D,, fiir g1 > g¢o.

Abb. E2 soll anschaulich den hier benutzten Dimensionsbegriff, speziell die box coun-
ting dimension, illustrieren.

Fiir die nichtlineare Zeitreihenanalyse ist die Korrelationsdimension mit quadrati-
scher Wichtung der Mafle am interessantesten, da sie aus den Zeitreihen leicht nach
dem von Grassberger und Proccacia [gra83B] vorgeschlagenen Algorithmus bestimmt
werden kann.

Zur Bestimmung der Korrelations-Dimension wird dabei das Korrelations-Integral
C(e) gebildet. Anschaulich ist dieses Integral der Anteil der Paare von Punkten im
Phasen- oder einem &quivalenten Raum mit einem maximalen Abstand von e an der
Zahl der insgesamt untersuchten Punktpaare:

0O =y 2 2 0C - Ikl (43)

O(z) ist dabei die Stufenfunktion. Da dieser Anteil der Paare C(¢) mit der Potenz
der Dimension D ansteigt (C(g) oc €P), ist die gesuchte Korrelations-Dimension die
Steigung des Korrelations-Integrals in doppellogarithmischer Auftragung.

In Abb. .3 sind exemplarisch die Korrelationsintegrale (a) und deren logarithmi-
schen Ableitungen nach der Umgebungsgrofie € dargestellt. Aus der Steigung der Korre-
lationsintegrale kann bei hinreichender Einbettungsdimension die Korrleationsdimension
bestimmt werden.
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Abbildung 4.3: Bestimmung der Korrelations-Dimension aus Zeitreihen des Rossler-
Attraktors. Teil (a) zeigt die Korrelationsintegrale fiir die Einbettungsdi-
mensionen 1-10. Teil (b) zeigt die entsprechenden Ableitungen der Kor-
relationsintegrale nach der Umgebungsgréfie €. Der numerisch ermittelte
Wert der Dimension liegt fiir die verwendeten Parameter (a = 0,36, b =
0,4 und ¢ = 4,5) des weiter unten eingefithrten Réssler-Systems (£.9)
bei 2,04.

4.2.2 Lyapunovexponenten

Lyapunovexponenten charakterisieren die Empfindlichkeit chaotischer Systeme ge-
geniiber den Anfangsbedingungen. Es gibt so viele Lyapunovexponenten, wie physikali-
sche Freiheitsgrade bzw. DGLs zur numerischen Beschreibung des Systems. Diese Anzahl
ist gleichbedeutend mit der Dimension des Phasenraums. Hier wird nur der die Expan-
sion dominierende, maximale Lyapunovexponent behandelt, da er leicht aus Zeitreihen
zu ermitteln ist. Formal werden die Lyapunovexponenten iiber die Entwicklung sehr
kleiner (infinitesimaler) Stérungen in einer Mittelung iiber den gesamten Attraktor be-
stimmt. Dazu wird das System linearisiert und die Rechnungen werden im so genannten
Tangentialraum ausgefiihrt. In diesem Raum wird die Dynamik der Ableitungen nach
den Koordinaten des Systems beschrieben. Im eindimensionalen Fall sind dies einfach
die skalaren Ableitungen, im hoherdimensionalen Fall ergeben sich dabei die Jacobi-
Matrizen J(x). Das System sei durch die vektorwertige Funktion 7 = f(X) gegeben.
Dann sind die Eintridge der Matrix durch J;;(X) = %j fi(X) gegeben. Die Lyapunovex-
ponenten ergeben sich nun aus der zeitlichen Mittelung der entlang der Trajektorien
aufintegrierten, rdumlich variierenden Jacobi-Matrizen.

Bei gemessenen Zeitreihen von chaotischen Systemen hat man in der Regel keinen
expliziten Zugang zu dieser Tangentialraum-Dynamik. Daher mufl man sich in der nicht-
linearen Zeitreihenanalyse anders den Zugang zu den Lyapunovexponenten verschaffen.
Hierfiir wurde bereits von R. Stoop in Peinke et al. [pe192] ein Verfahren vorgestellt, dafl
auf die Anwendung auf experimentelle Zeitreihen ausgerichtet war. Spater wurden wei-
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Abbildung 4.4: Die mittlere logarithmierte Expansion der Trajektorien S(At) in
Abhéngigkeit von der zeitlichen Entfernung At vom Referenzpunkt zur
Bestimmung des maximalen Lyapunovexponenten aus Zeitreihen des
Rossler-Attraktors (f.9) bei den Parameterwerten a = 0,36, b = 0,4
und ¢ = 4,5. Die GroBie S(At) ist dabei fiir fiinf verschiedene Um-
gebungsgrofen € bei einer Einbettungsdimension von fiinf dargestellt.
Die gestrichelte Linie hat die Steigung des mit der Abtastrate skalier-
ten Lyapunovexponenten Amax = 0, 148 aus der Integration derJacobi-
Matrizen.

tere robuste Algorithmen zur Bestimmung des maximalen Lyapunovexponenten wurden
von Rosenstein et al. [ros93] und Kantz [kan94] vorgeschlagen. In dieser Arbeit wird im
weiteren der letztgenannte Algorithmus nach Kantz [kan94] verwendet, daher soll dieser
hier kurz beschrieben werden.

Zunachst wird wieder aus der Zeitreihe durch Einbettung ein dem Attraktor im
Phasenraum &dquivalentes Objekt rekonstruiert. In diesem Objekt werden nun fiir eine
hinreichende Anzahl an Referenzpunkten X;, Nachbarn X,, in einer e-Umgebung U (X;, )
gesucht. Fiir die At Zeitschritte in der Zukunft liegenden Nachfolger der Referenz- und
Nachbarschaftspunkte wird der mittlere Abstand berechnet und der Logarithmus dieser
Grofle tiber die Referenzpunkte gemittelt:

N
1 1
S(At) = N E In| ———— E |I’i0+At - $n+At| . (44)

io=1 |u€ (XZO> | ineus(;(z())

|U.(X;,)| ist die Anzahl der Punkte in der e-Umgebung. Der verwendete Abstand
|Tio+at — Tniae| ist mathematisch keine Norm. In Kantz [kan94] wird jedoch gezeigt,
dal dennoch der richtige Wert fiir den maximalen Lyapunovexponenten ermittelt wird.

Trégt man diese Grofie S(At) nun gegen die relative Zeit At auf, so weist ein linearer
Anstieg wegen des Logarithmus’ auf ein (mittleres) exponentielles Auseinanderlaufen
benachbarter Trajektorien hin. Dieser exponentielle Anstieg kann in der Regel iiber
mehrere Grolenordnungen beobachtet werden, da die Linearisierung meist {iber groflere
Bereiche giiltig ist.
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4.3 Detektion von dynamischem Rauschen und
Rekonstruktion der deterministischen Dynamik

Das hier verwendete Verfahren zur Detektion und Reduktion des dynamischen Rau-
schens in Zeitreihen geht auf eine von Siegert et al. [51e98] vorgeschlagene Methode
zuriick. Die Voraussetzung fiir diese Methode ist, daf} sich das System durch eine Lan-

gevin-Gleichung .
S i(t) = fux(t), 1) + Z 9i5 (X (1), )T (t) (4.5)

beschreiben 148t. Der erste Term f;(X(t),t) dieser Gleichung entspricht dabei einer de-
terministischen Differentialgleichung. Der zweite Term »_; g;;(X(t),t)I';(¢) ist der sto-
chastische Teil der Dynamik mit den Zufallstermen I';(¢). Durch die Multiplikation mit
der Funktion g¢,;(X(t),t) wird eine mdégliche (auf den Phasenraum bezogene) réumliche
und zeitliche Variation des Rauscheinflusses beriicksichtigt. Der deterministische Term
wird in der Theorie der stochastischen Systeme als Driftterm, der Zufallsterm als Diffu-
sionsterm bezeichnet. Das Rauschen I';(¢) wird als normalverteilt mit verschwindendem
Mittelwert angenommen. Weiterhin soll es sowohl zeitlich als auch zwischen den einzel-
nen Beitragen I';(t) und I';(¢) é-korreliert sein, d.h. daf8 die Korrelationsfunktion

&G, AF) = (D(#)T5 (¢ + AY) (4.6)

nur fiir At = 0 und j = 7 gleich eins, sonst gleich Null ist.

Eine solche Langevin-Gleichung beschreibt vollstandig einen Markov-Proze$3, d.h. fiir
die zukiinftige Entwicklung des Systems ist die Kenntnis eines Zustandes X(t) ausrei-
chend, und es werden keine zusétzlichen Informationen in Form weiterer Zustédnde aus
der Vergangenheit benotigt.

Eine stochastische DGL vom Langevintyp kann nur Wahrscheinlichkeiten der Ent-
wicklung eines dynamischen Systems beschreiben. Dabei wird die mittlere Wahrschein-
lichkeit durch den deterministischen Anteil f(X(¢), ) gegeben. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der zukiinftigen Zusténde duflert sich in der Form einer Gausskurve um diesen
Mittelwert. Die Breite der Verteilung in den verschiedenen Phasenraumrichtungen ist
durch den stochastischen Anteil der Langevin-Gleichung » . gi;(x(t),?)I';(¢) gegeben.
Abb. f3 dient zur Illustration einer stochastischen Dynamik. Dabei wird die Beschrei-
bung der Dynamik als eine Abbildung von x(t) auf einen kurzen Zeitschritt At spéter
betrachtet. Diese Abbildung kann z.B. aus der Differentialgleichung durch Integration
nach der Fuler-Methode gewonnen werden:

it + Ab) = ai(t) + ALL(X(E), 1) + VALY gii(x(t), )T;(2). (4.7)

Dann ist der Mittelwert x(¢ + At) durch den Driftterm, die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung p(x(t + At) mit der Verteilungsbreite o durch den Diffusionsterm gegeben. Die
Wurzel VAt ergibt sich aus der mit der Zeit wurzelformigen Zunahme der Breite der
Verteilung einer rein diffusiven, zufélligen Dynamik, wie z.B. einem random walk.
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Abbildung 4.5: Entwicklung einer stochastischen Dynamik vom Langevintyp im Pha-
senraum auf kurzen Zeitskalen. Die Abbildung soll zusétzlich die Funk-
tionsweise der Methode zur Rekonstruktion der rein deterministischen
Dynamik aus Zeitreihen eines durch dynamisches Rauschen beinflufiten
Systems illustrieren.

Diese Interpretation einer stochastischen Dynamik kann man sich nun direkt fiir
die Untersuchung von gemessenen (oder aber auch numerisch generierten) Zeitrei-
hen zu Nutze machen. Es werden, wie bei den schon erwihnten Rauschunter-
driickungsmethoden, Nachbarn eines Systemzustandes x(t) im Phasen- oder Einbet-
tungsraum gesucht. Wenn die Zeitabstdnde At zwischen den einzelnen Messungen kurz
und die Grofle der e-Nachbarschaften klein genug sind, so daf§ die Fulersche Naherung
gilt, konnen aus den zeitlichen Nachfolgern aller Punkte aus der Nachbarschaft die In-
formationen iiber den deterministischen Drift- und den stochastischen Diffusionsterm
gewonnen werden. Der Mittelwert mit der Anzahl |U.(X(¢))| von Punkten in der e-
Umgebung von X()

- > m(t + At (4.8a)
U (x(2))] %(t') € U= (X(t))

ist ein guter Schitzwert fiir die rein deterministische Entwicklung der Dynamik in der
durch den Index ¢ gekennzeichneten Phasenraumrichtung. Die Funktion f;(X(t),¢) kann
dann, bei hinreichend kurzem Zeitschritt At, durch f;(x(t),t) ~ W angendhert
werden. Die Streuung

o(zi(t + At)) = S (xi(t’ LA — (it + At)2> (4.8b)

X(t') € U= (X(t))

-
U (x(1))]

gibt ein MaB fiir die Rauschamplitude am Ort x(¢) in der durch den Index i gekenn-
zeichneten Phasenraumrichtung.

Mit diesen Groflen kann die stochastische Dynamik mit ihren deterministischen und
zufilligen Anteilen vollstéandig charakterisiert werden. Eine Moglichkeit ist, den Phasen-
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oder Einbettungsraum in kleine e-Késtchen zu unterteilen und fiir jedes dieser Késtchen
die beiden Grofen zu bestimmen. Auf diese Weise wurde von Siegert et al. [5198] die
deterministische Dynamik in periodischen Systemen aus numerisch generierten Daten
extrahiert. Da die Systeme durch das dynamische Rauschen in Bereiche auflerhalb der
periodischen Bahnen im Phasenraum transportiert wurden, konnte der deterministische
Anteil auch auflerhalb der periodischen Orbits rekonstruiert, mit den bekannten Glei-
chungen verglichen und dariiber verifiziert werden. Zudem wurde auch das Rauschen
aus den Daten extrahiert und mit den Werten aus den zugrundeliegenden Langevin-
Gleichungen verglichen.

Numerisch erzeugte Zeitreihen eines chaotischen Systems wurden von Gra-
disek et al. [gra00] im Phasenraum untersucht. Auf den aus den Daten generier-
ten Vektorfeldern konnten rauschfreie Zeitreihen ,integriert® werden, die qualitativ
den aus einer rauschfreien Dynamik generierten entsprechen. Quantitativ wurden hier
keine Untersuchungen durchgefiihrt. Zudem wurden hier auch experimentelle Daten
von Metallschneide-Prozessen untersucht. Dabei konnten verschiedene Fehlfunktionen
der Prozesse iiber den deterministischen Anteil der Dynamik identifiziert werden.
In der Oldenburger Diplomarbeit von M. Siefert [siel0] und der darauf basierenden
Verdffentlichung von Friedrich et al. [fri00] wurden experimentelle Daten von einem
chaotischen Schwingkreis mit der Methode untersucht. Hier bestand der Vorteil, daf3
das Experiment an sich sehr rauscharm aufzubauen ist und das Rauschen zusétzlich
eingekoppelt werden kann. Zudem sind alle Phasenraumvariablen des beschreibenden
Gleichungssystems fiir Messungen zugénglich. Auf diese Weise konnten das eingekop-
pelte Rauschen und das Vektorfeld der zugrundeliegenden deterministischen Gleichun-
gen aus den Daten extrahiert werden. Zusétzlich wurden in [fri00] noch physiologische
Daten von Tremorpatienten untersucht. Hier war die zugrundeliegende Dynamik peri-
odischer Natur. Die Daten konnten iiber den deterministischen Anteil der Dynamik als
zu verschiedenen Krankheitsbildern gehorend klassifiziert werden.

4.4 \Verifikation iiber die Anwendung auf numerisch
erzeugte Daten

In der Literatur wurden Daten von chaotischen Systemen sowohl aus numerischen Si-
mulationen, als auch aus einfachen, konstruierten experimentellen Systemen bisher nur
im Phasenraum mit der Methode behandelt. Die hier vorgestellten Untersuchungen sol-
len dariiberhinaus zum einen iiber Dimensionen und Lyapunovexponenten quantitative
Aussagen iiber die Wirksamkeit der im vorigen Abschnitt dargestellten Methode erlau-
ben. Zum anderen wird der experimentell realistische Fall beriicksichtigt, dafl von dem
betrachteten System nur eine skalare Megrofie zugénglich ist. Zudem hat man meistens
auch keine exakte numerische Beschreibung der Dynamik. Daher mufl man sich aus den
skalaren Zeitreihen eine Reprisentation des Phasenraumes beschaffen. Hier bietet sich
die Zeiteinbettungsrekonstruktion an. Dabei mufl man jedoch im Hinterkopf behalten,
daf3 die Aussagen fiir die hinreichende Einbettungsdimension und die Wahl der Zeit-
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Abbildung 4.6: Der Rossler-Attraktor im Phasenraum.

verzogerung nur fiir rein deterministische Systeme gelten. Die verwendeten Kriterien
zur Wahl einer ausreichenden Einbettungsdimension mpg werden aus der Konvergenz
von Vorhersagefehlern bei ansteigendem mpg und der Qualitéit des fiir verschiedene mg
abgespaltenen Rauschens abgeleitet.

4.4.1 Das verwendete numerische System — der Réssler-Attraktor

Um die Leistungsfahigkeit der Methode zur Reduktion von dynamischem Rauschen zu
testen, ist es notwendig, sie auf ein System anzuwenden, von dem auch die unverrauschte
Dynamik bekannt ist. Zudem miissen im Hinblick auf die Bestimmung von charakteri-
stischen Groflen aus den Zeitreihen diese Groflen bekannt sein. Das hier verwendete Mo-
dellsystem ist das Rossler-System [roe76], das einfachste, dreidimensionale DGL-System,
mit dem chaotische Trajektorien erzeugt werden kénnen:

.fl = —T9 — I3, (49&)
$'2 =x + axsy, (49b)
T3 = x173 — cx3 + b. (4.9¢)

Der verwendete Parametersatz, mit dem die Gleichungen unter anderem chaotische Tra-
jektorien liefert, war a = 0,36, b = 0,4 und ¢ = 4,5. In Abb. f.@ ist der Attraktor fiir
die angegebenen Parameter im Phasenraum dargestellt.

Fiir dieses Gleichungssystem lassen sich die Lyapunovexponenten nach der Methode
von Benettin et al. [ben80a, ben80H] bestimmen. Fiir jede Phasenraumrichtung gibt es
einen Lyapunovexponenten. Bei kontinuierlichen, sogenannten Fluflsystemen, die durch
DGLs beschrieben werden, gibt es immer einen , neutralen“ Exponenten, der den Wert
Null hat. Er entspricht der Richtung entlang der Trajektorien, hier findet im Mittel
weder eine Kontraktion, noch eine Expansion statt. Da das System dissipativ ist, ist der
negative Exponent vom Betrag her gréfler, als der positive. Die numerisch bestimmten
Werte bei den gegebenen Parametern sind Ay = 0,148, Ay = 0,0 und \3 = —3, 68.
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Abbildung 4.7: Der verrauschte Rossler-Attraktor im Phasenraum.

Uber die Lyapunovexponenten liBt sich nach einer Vermutung von Kaplan und Yorke
[kao79] die Dimension, genauer gesagt die Informationsdimension D; (siche Gl.( f.2d)),
des Attraktors abschétzen:

Zk )\ k k+1
Dy ~ Dy = k + &=L k:(Z)\i>O,Z)\i<O>. (4.10)
=1 i=1

A1l

Eine anschauliche Erklédrung der Formel ist, da k¥ Raumrichtungen durch die Expansion
wegen der noch positiven Summe der Lyapunovexponenten ausgefiillt werden. Die k +
1-te Raumrichtung bekommt nur noch den kleinen Anteil ab, der durch den Bruch
in auf der echten Seite von Gl. (I.I0) angegeben ist. Aus den numerisch bestimmten
Lyapunovexponenten ergibt sich dann eine Dimension von Dgy = 2,04. Dieser Wert
ist als Abschitzung der Informations-Dimension D; eine obere Schranke fiir die aus
Zeitreihen iiber das Korrelationsintegral leicht bestimmbare Korrelationsdimension Ds.

Das dynamische Rauschen wirkt additiv auf die zweite Koordinate (vgl. Gl. (£.98)):

Die DGLs des Rossler-Systems wurden mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens vierter
Ordnung aus [pre92] integriert. Die Integrationsschrittweite war A = 1,26-1072, und die
Zeitreihen wurden alle 100 Integrationsschritte ausgegeben. Zur Simulation mit dyna-
mischem Rauschen wurde nach jedem Integrationsschritt des Runge-Kutta-Verfahrens
der Term v/hnT'(t) zur zweiten Koordinate hinzuaddiert. Das Rauschen T'(t) selber war
normalverteiltes, weiles Rauschen, das durch eine Routine aus [pre92] erzeugt wurde.
Als Rauschstéarke wurde n = 0,2 gewahlt.

In Abb. 7 ist der verrauschte Attraktor fiir die angegebenen Parameter im Phasen-
raum dargestellt. Zu beachten ist hier, dafl die verrauschten Trajektorien nicht ,,unruhig
verlaufen, wie es fiir Mefirauschen typisch wére. Im Vergleich zum ungestérten System
in Abb. E6 fillt auf, dafl die Trajektorien teilweise in Bereichen hcherer Werte von x3
verlaufen.
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4.4.2 Ergebnisse fiir die numerisch erzeugten Daten

Die Motivation fiir die Untersuchungen waren, wie beschrieben, experimentelle, skalare
Zeitreihen. Daher wurden die Daten des verrauschten Rossler-Systems nicht im Pha-
senraum untersucht. Vielmehr stehen durch das additive Einkoppeln des Rauschens auf
die zo-Koordinate zwei unterschiedliche Klassen von skalaren Zeitreihen zur Verfiigung.
Zeitreihen der xi-Koordinate enthalten das Rauschen nur mittelbar {iber den Beitrag
von x5 in Gl. (f.94). Demgegeniiber zeigen die Zeitreihen der z5-Koordinate einen di-
rekten Einflufl des dynamischen Rauschens. Die beiden verwendeten Koordinaten zeigen
eine dhnliche Dynamik. Hier war das Ziel, die beiden Félle von direktem und indirek-
tem Einflufl des Rauschens auf dhnliche Variablen zu untersuchen. Daher wurde die
x3-Koordinate hier nicht untersucht, da sie sich in ihrer Dynamik stark von den beiden
anderen Variablen unterscheidet.

Bestimmung der Einbettungsparameter

Zeitverzogerung Um einen Zugang zu der hoherdimensionalen Dynamik (hier knapp
iiber zwei Dimensionen) zu erhalten, miissen aus den Zeitreihen mit Hilfe der Zeit-
verzogerungseinbettung hoéherdimensionale Vektoren gebildet werden. Dabei gilt es
zunachst, geeignete Werte fiir die Zeitverzogerung zwischen den Vektoreintragen zu
wéhlen. Wie schon erwihnt, gibt es hierfiir mehrere unterschiedliche Kriterien. Hier wird
fiir die Zeitverzogerung die Zeit gewéhlt, zu der die Autokorrelationsfunktion ¢(At) der
Daten auf den 1/e-ten Bruchteil zuriickgegangen ist. Die Autokorrelationsfunktion einer
Zeitreihe x(t) ist mit dem Mittelwert (x) und der Standardabweichung o des Datensatzes
gegeben durch

o) = L Thalolt) = (et + 80— () .

und gibt, anschaulich gesprochen, die gemittelte Information eines Zustandes iiber einen
Zustand zu einer Zeit At spéater an.

Einbettungsdimension Die Wahl einer geeigneten Einbettungsdimension stellt sich bei
dynamisch verrauschten Daten schon etwas schwieriger dar. Fiir rein deterministische
Daten werden héaufig Algorithmen zur Bestimmung charakteristischer Grolen, wie Di-
mensionen oder Lyapunovexponenten, mit verschiedenen Einbettungsdimensionen auf
die Daten angewendet. Wenn dann zu héheren Dimensionen hin keine signifikanten
Anderungen in den Ergebnissen mehr auftreten, ist die Einbettungsdimension hinrei-
chend hoch. Bei verrauschten Daten jedoch beobachtet man z.B. bei der Bestimmung
der Korrelationsdimension keine Konvergenz gegen einen festen Wert, man sieht im-
mer die Einbettungsdimension als Korrelationsdimension des Objektes. Auch bei der
Bestimmung von Lyapunovexponenten scheitert ein solches Konvergenz-Kriterium, da
zu hoheren Einbettungsdimensionen hin die Statistik in den e-Nachbarschaften immer
schlechter wird.
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Abbildung 4.8: Mittlerer Vorhersagefehler fiir 1000 Punkte von Zeitreihen des ver-
rauschten Rossler-Systems fiir verschiedene Einbettungsdimensionen.

Mittlerer Vorhersagefehler Da der verwendete Algorithmus zur Rauschunter-
driickung auf einer Vorhersage beruht, bietet es sich an, die hinreichende Einbettungs-
dimension iiber Vorhersagefehler zu bestimmen. Dabei wird, unter Variation der Ein-
bettungsdimension, fiir eine Anzahl von Meflwerten in der Zeitreihe die Abweichung
dx der gemessenen Werte von den mit Gl. (f.84)) vorhergesagten (und als den rein de-
terministischen Anteil der Dynamik aufgefafiten) Werten bestimmt. Zum einen kann
dann mit diesen Werten durch Mittelung iiber diese Werte ein mittlerer Vorhersagefeh-
ler (dx) in Abhéngigkeit von der Einbettungsdimension bestimmt werden. Fiir diesen
Zweck steht im Rahmen des TISEAN-Softwarepaketes (TIme SEries ANalysis) [heg99]
das Programm zeroth zur Verfiigung. Das Kommandozeilenprogramm zeroth erwartet
unter anderem als Eingabeparameter neben der zu untersuchenden Zeitreihe die Ein-
bettungsdimension, die Zeitverzogerung fiir die Einbettung, die minimale Anzahl von
benachbarten Punkten und die minimale Gréfle der e-Umgebung, in der die benachbar-
ten Punkte gesucht werden. Die Zeitverzogerung At ist durch die Autokorrelation der
Zeitreihe gegeben, und fiir die Einbettungsdimension myg gilt es hier durch Variation von
mpg den optimalen Wert zu bestimmen. Die beiden Parameter zur Nachbarschaftswahl
haben sich als relativ empfindlich erwiesen, haufig mufiten die Ergebnisse durch visuelle
Begutachtung auf Plausibilitat gepriift werden. Als Ausgabe kann das Programm neben
dem gemittelten Vorhersagefehler auch Zeitreihen der individuellen Abweichungen der
MeBwerte in den Zeitreihen von den Vorhersagen herausschreiben.

In Abb. E8 sind die auf Zeitreihen des verrauschten Rossler-Systems gemittelten Vor-
hersagefehler dargestellt. Als Datenbasis diente hier eine Zeitreihe von 500000 Punkten,
und der Vorhersagefehler wurde fiir die ersten 1000 Punkte dieser Zeitreihe bestimmt.
Der Vorhersagefehler fallt dabei zu hoheren Einbettungsdimensionen auf einen mehr
oder weniger konstanten Wert ab, bzw. steigt spéater wieder leicht an, da zur Gewinnung
der Mindestanzahl von Nachbarn immer gréflere e-Umgebungen gewéhlt werden miissen
und dann die Linearisierung nicht mehr gilt. Der Wert, gegen den der Vorhersagefehler
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Abbildung 4.9: Autokorrelation der Zeitreihen des fiir verschiedene Einbettungsdimen-
sionen mp abgespaltenen Rauschens des Rossler-Systems als Funktion
der Schrittweite At. In Teil (a) wurde eine Zeitreihe der indirekt ver-
rauschten z;-Koordinate verwendet, in Teil (b) der direkt verrauschten
zo-Koordinate. Die einzelnen Kurven sind der Ubersichtlichkeit halber
jeweils um eins entlang der Ordinate verschoben.

konvergiert, kann dann als Fehler aufgrund des Rauschens in den Daten interpretiert
werden. Im Falle des verrauschten Rossler-Systems ergibt sich fiir den Vorhersagefeh-
ler in Abhéngigkeit von der Einbettungsdimension bei der indirekt verrauschten x;-
Koordinate ein Minimum des Fehlers bei einer Einbettungsdimension von vier, bei der
direkt verrauschten zo-Koordinate bei drei. Hinreichend, jedoch nicht notwendig, wére
nach Sauer et al. [san9l]| eine Einbettungsdimension von fiinf gewesen. Aus den mittle-
ren Vorhersagefehlern kann hier jedoch fiir die indirekt verrauschte x;-Koordinate eine
kleinste ausreichende Einbettungsdimension von drei, fiir die direkt verrauschte von vier
abgelesen werden.

Autokorrelation des abgespaltenen Rauschens Alternativ zu den mittleren Vorher-
sagefehlern konnen auch die individuellen Abweichungen dx der gemessenen Werte von
den vorhergesagten fiir die Zeitreihen ausgegeben werden, wofiir ebenfalls das Programm
zeroth aus [heg99] verwendet werden kann. Dadurch erhélt man dann Zeitreihen des
abgespaltenen Rauschens. Dies wird wieder fiir verschiedene Einbettungsdimensionen
durchgefiihrt. Bei einer zu niedrigen Einbettungsdimension enthélt dann dieser abge-
spaltene Teil der Daten aber auch einen deterministischen Anteil. Dieser ist dann in
der Autokorrelationsfunktion (f.1Z) der abgespaltenen Zeitreihen durch eine endliche
Korrelationslédnge sichtbar. Fiir reines weifles Rauschen fillt die Autokorrelationsfunk-
tion nach dem ersten Zeitschritt auf Null ab, es ist d-korreliert. In Abb. 9 sind die
Autokorrelationsfunktionen der abgespaltenen (Rausch-)Zeitreihen fiir das verrauschte
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Abbildung 4.10: Verteilungen des abgespaltenen Rauschens bei verschiedenen Einbet-
tungsdimensionen fiir (a) die direkt verrauschte xo-Koordinate und (b)
die indirekt verrauschte x;-Koordinate des Rossler-Systems. Dabei wur-
den die Kurven der besseren Ubersicht halber jeweils um eins ausein-
andergezogen. Dargestellt sind die Verteilungen fiir die Einbettungsdi-
mensionen (von oben nach unten) von zwei bis sieben.

Rossler-System fiir verschiedene Einbettungsdimensionen dargestellt. Dabei wurde in
Abb. f.9(a) eine Zeitreihe der indirekt verrauschten x;-Koordinate, im Teil (b) eine
Zeitreihe der direkt verrauschten zo-Koordinate verwendet. In beiden Féllen scheint es
nicht zu gelingen, das Rauschen komplett vom deterministischen Teil der Dynamik zu
trennen, es verbleibt immer eine langsam zerfallende Korrelation. Dies kann aber auch
ein Artefakt der Zeitverzogerungseinbettung sein. Dieser Fehler ist deutlicher in den
spater gezeigten Ergebnissen fiir die experimentellen Daten zu sehen, wobei wohl das
Mefrauschen eine Rolle spielt.

Da die Autokorrelation des abgespaltenen Rauschens zu héheren Einbettungsdimen-
sionen hin nicht, wie gefordert, nach einem Zeitschritt zerfallt, kann verstandlicherweise
diese Eigenschaft nicht als Kriterium zur Wahl der hinreichenden Einbettungsdimensi-
on dienen. Als alternatives Kriterium kann hier dienen, dafl sich die Autokorrelationen
des abgespaltenen Rauschens zu hoheren Einbettungsdimensionen hin nicht mehr stark
unterscheiden. Bei den Daten des numerisch integrierten Rossler-Systems fiihrt dies zu
gleichen Ergebnissen, wie aus den mittleren Vorhersagefehlern im vorigen Abschnitt.

Verteilung des abgespaltenen Rauschens Einen weiteren Hinweis liefert auch die
Verteilung dieser abgespaltenen Rauschzeitreihen. Da das System mit weilem, normal-
verteiltem Rauschen ,verunreinigt® wurde, sollte auch das abgespaltene Rauschen in
erster Ndherung normalverteilt sein. Abb. LT( zeigt die Verteilungen des abgespaltenen
Rauschens fiir verschiedene Einbettungsdimensionen. Auch hier sind Ergebnisse fiir zwei
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unterschiedliche Situationen dargestellt, bei denen die gemessene Variable das Rauschen
nur mittelbar (a), bzw. unmittelbar (b) enthélt. Im Falle des numerisch integrierten
Rossler-Systems ist die Rauschstéirke n = 0, 2 bekannt. Damit 1&8t sich mit der ebenfalls
gegebenen Abtastzeit h = 1,26 - 107! (einheitenlose Systemzeit aus der numerischen
Integration der DGLs) die fiir die Daten zu erwartende Rauschstirke zu nvh = 0,071
bestimmen. Da die Informationen iiber die Dynamik aber durch Einbettung der skala-
ren Zeitreihen gewonnen wird, ist nicht zu erwarten, daf sich diese Zahl aus den Daten
reproduzieren laft. Insbesondere zeigen sich Unterschiede in der sichtbaren Rauscham-
plitude zwischen den Untersuchungen auf den Zeitreihen der direkt und der indirekt
verrauschten Variablen. Das aus den Zeitreihen der indirekt verrauschten z;-Koordinate
abgespaltene Rauschen ist schwécher (charakterisiert durch die Breite der Verteilung),
als das fiir die direkt verrauschte xy-Koordinate. In beiden Fillen zeigt die Verteilung
bei einer Einbettungsdimension von zwei noch eine deutliche Asymmetrie, was mit ei-
ner Normalverteilung unvereinbar ist. Weiterhin wéchst in beiden Fillen die Breite der
Verteilung des abgespaltenen Rauschens mit der verwendeten Einbettungsdimension an.
Weiterhin zeigt die Verteilung des abgespaltenen Rauschens fiir die x;-Koordinate eine
stiarkere Abweichung von einer Normalverteilung, was durch den relativen Fehler bei ei-
ner Anpassung einer Gauss-Funktion an die Verteilung belegt werden kann. In Tab. E.1]
sind die Werte fiir die Breiten der Verteilungen und die Abweichung von einer Nor-
malverteilung bei verschiedenen Einbettungsdimensionen fiir die beiden Koordinaten
dargestellt.

Hier zeigt sich, dafl auch die Verteilung des abgespaltenen Rauschens in Abhéngigkeit
von der Einbettungsdimension bei der Generierung der Rauschzeitreihen kein eindeuti-
ges Kriterium fiir eine hinreichende Einbettungsdimension ist. Als einziger Hinweis kann
hier nur die Abweichung von einer idealen Normalverteilung dienen, wenn plausibel an-
genommen werden kann, dafl der involvierte Rauschprozef selbst normalverteilt ist. Fiir
die numerisch integrierten Daten zeigen die Verteilungen des abgespaltenen Rauschens
in beiden Féllen (der direkt und der indirekt verrauschten Beobachtungsvariable) schon
ab einer Einbettungsdimension von drei eine hinreichend gute Ubereinstimmung mit ei-

Einbettungs- T To
dimension o | Fehler o | Fehler
3 0,044 | 0,.81% | 0,085 | 0,26%
4 0,051 | 0,90% | 0,090 | 0,23%
5 0,064 | 0,89% | 0,098 | 0,23%
6 0,077 | 0,94% | 0,107 | 0,26%
7 0,090 | 0,90% | 0,115 | 0,29%
8 0,102 | 1,04% | 0,124 | 0,37%

Tabelle 4.1: Beobachtete Rauschstérke in Abhéngigkeit von der Einbettungsdimension
fir die indirekt verrauschte z;- und die direkt verrauschte zs-Koordinate
des Rossler-Systems.
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ner Normalverteilung. Bei einer Einbettungsdimension von zwei ist die Verteilung zudem
noch stark asymmetrisch um den Mittelwert Null verteilt. Bei einer Normalverteilung
sind nur die ersten Momente (Abweichungen der Quadrate) von Null verschieden. Zur
Charakterisierung der Abweichung von einer solchen Normalverteilung kénnten also die
hoheren Momente herangezogen werden, bei asymmetrischen Verteilungen vor allem die
Abweichungen der ungeradzahligen Potenzen.

Rekonstruktion von Zeitreihen der deterministischen Dynamik

Nachdem die Parameter fiir die Einbettung gefunden sind, gilt es jetzt, aus den ver-
rauschten Zeitreihen die deterministische Dynamik zu extrahieren und die Ergebnisse
zu bewerten. Zum Auffinden der Parameter haben wir uns bisher bei den Vorhersa-
gen auf bekanntem Terrain bewegt, man kannte die Werte, die vorhergesagt werden
sollten, und konnte somit ein Maf fiir die Giite der Vorhersage erhalten. Um den de-
terministischen Teil der Dynamik zu erhalten, reicht es nach dem Verstdndnis einer
dynamisch verrauschten Dynamik nicht aus, einzelne Punkte in der Zeitreihe zu kor-
rigieren, wie dies bei Rauschunterdriickungsmethoden fiir Mefirauschen geschieht. Man
mufl daher neue Zeitreihen generieren, deren Dynamik {iber Mittelwertbildungen aus
den gemessenen Zeitreihen gewonnen wird. Dafiir stehen bereits Werkzeuge im Rahmen
der nichtlinearen Zeitreihenanalyse bereit, die jedoch bisher nicht so sehr im Hinblick
auf dynamisch verrauschte Systeme angewandt wurden. Das hier verwendete Programm
nstep entstammt ebenfalls dem TISEAN Softwarepaket [heg99]. Dieses Kommandozei-
lenprogramm erwartet die gleichen Parameter, wie das zur Abspaltung des Rauschens
verwendete zeroth.

Die Rekonstruktion der deterministischen Dynamik ist ein iterativer Prozef. Fiir
einen Punkt im Phasen- bzw. Einbettungsraum, z.B. den letzten Punkt der Daten, wird
aus der Nachbarschaft ein Nachfolger bestimmt. Von dort aus wird dann sukzessive eine
neue Zeitreihe iiber die Mittelwertbildungen iteriert. Wenn der Startpunkt der zu re-
konstruierenden Dynamik nicht auf dem zu rekonstruierenden Attraktor liegt, mufl man
zunéchst einige Iterationsschritte abwarten, bis die rekonstruierte Dynamik auf den At-
traktor gezogen wird. Dieses ist vergleichbar mit den Transienten bei der numerischen
Integration von DGLs. Man kann dabei nicht erwarten, daf es, selbst fiir eine rein deter-
ministische Dynamik, gelingt, den exakten Verlauf zu reproduzieren. Die fiir chaotische
Systeme charakteristische Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen fiihrt durch die
kleinen Fehler bei der Nachbarschaftssuche und der Mittelwertbildung schnell zu einer
starken Abweichung von der exakten Dynamik. Es ist jedoch bei richtiger Wahl der
Parameter und hinreichender Qualitéit der gemessenen Zeitreihe zu erwarten, dafl cha-
rakteristische Merkmale der deterministischen Dynamik, wie Frequenzspektrum, Lyapu-
novexponenten und Dimension, aus den verrauschten Daten gewonnen werden konnen.

Bewertung der Rauschreduktion

Fiir die Bewertung der Ergebnisse der Rauschreduktion fiir das numerisch integrierte
Rossler-System werden aus dem Bereich der klassischen, linearen Werkzeuge das Fre-
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Abbildung 4.11: Leistungsspektren der (a) indirekt z;- und (b) direkt verrausch-
ten xo-Koordinate des numerischen Systems. Die Kurven wurden der
Ubersichtlichkeit halber jeweils um einen Faktor 100 entlang der Ordi-
nate verschoben. Die Kurven zeigen die Spektren der unverrauschten
(i), der verrauschten (ii), der rekonstruierten (iii) und der mit der lokal
projektiven Rauschunterdriickung bereinigten (iv) Dynamik.

quenzspektrum, aus dem Bereich der nichtlinearen Dynamik der maximale Lyapunovex-
ponent und die Korrelationsdimension herangezogen. Diese Groflen lassen sich leicht mit
Standardwerkzeugen, wie sie z.B. in Hegger et al. [heg99] bereitgestellt werden, aus den
Zeitreihen gewinnen. Als Vergleich sollen dabei die aus den mit und ohne Rauschen in-
tegrierten Zeitreihen gewonnenen Groflen dienen. Als weitere Vergleichswerte sollen die
Groflen dienen, die aus Zeitreihen nach der Anwendung der lokal projektiven Rauschre-
duktion auf die verrauschten Daten gewonnen werden kénnen. Diese Gegeniiberstellung
von zwel Rauschreduktionsmethoden soll nicht die bessere Wirksamkeit einer von beiden
nachweisen, da sie fiir unterschiedliche Arten von Rauschen konzipiert sind. Vielmehr
soll diese Gegeniiberstellung als Hinweis dienen, fiir die jeweilige Art des Rauschens die
richtige Rauschreduktionsmethode zu verwenden. Die Ergebnisse werden fiir die zwei
unterschiedlichen Arten der Beobachtung von dynamisch verrauschten Systemen, also
Beobachtung einer direkt bzw. indirekt verrauschten Variablen, dargestellt. Es wurden
bei den Vergleichen jeweils Zeitreihen mit 100000 Punkten verwendet. Dabei wurden
die mit dem vorgeschlagenen Verfahren rauschbereinigt generierten Zeitreihen auf einer
Datenbasis von 500000 Punkten der verrauschten Zeitreihen bei einer Einbettungsdi-
mension von fiinf gewonnen.

Frequenzspektren In Abb. .11 sind die Frequenzspektren von jeweils vier Zeitreihen
fiir eine der Koordinaten dargestellt, in (a) fiir die indirekt verrauschte z1-, in (b) fiir
die direkt verrauschte zo-Koordinate. Der Ubersicht halber wurden die Spektren in der
halblogarithmischen Auftragung jeweils um einen Faktor 100 entlang der Ordinate ver-
schoben, da nicht die konkrete Leistung in den einzelnen Frequenzen, sondern die Struk-
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Abbildung 4.12: Korrelationsintegrale ¢(¢) als Funktion der Umgebungsgrofie € bei einer
Einbettungsdimension von fiinf fiir (a) die indirekt verrauschte x;- und
(b) die direkt verrauschte zo-Koordinate. Dargestellt sind eine Gera-
de mit der Steigung der numerisch bestimmten Dimension Dyy =2.04
(i) und die Korrelationsintegrale fiir die deterministischen (ii), die ver-
rauschten (iii), die rekonstruierten (iv) und die mit dem lokal projekti-
ven Verfahren rauschbereinigten (v) Zeitreihen.

tur der Spektren als Bewertungskriterium dient. Fiir die z;-Koordinate zeigt sich, dafl
zum einen zwar das Spektrum der rauschbereinigt generierten Zeitreihe zu hoheren Fre-
quenzen (> 0,4 x Abtastfrequenz) hin auch gegeniiber dem Spektrum der verrauschten
Zeitreihe angehoben ist, was einer Erh6hung der Rauschstéirke in diesem Bereich ent-
spricht. Diese Erhohung ist auf die beschrinkte Statistik bei der Nachbarschaftssuche
wihrend der Rekonstruktion der deterministischen Dynamik zuriickzufithren. Anderer-
seits werden durch die Rauschbereinigung im mittleren Frequenzbereich (0,1 bis 0,4 X
Abtastfrequenz) die im Spektrum der verrauschten Zeitreihe verschmierten Strukturen
wieder sichtbar gemacht.

Fiir die zo-Koordinate wird durch die Rauschreduktion das Rauschniveau der rekon-
struierten Zeitreihe gegeniiber der verrauschten Zeitreihe um fast zwei Groflenordnungen
abgesenkt.

Auf beiden Koordinaten bringt die Rauschunterdriickung mit dem lokal projekti-
ven Verfahren keine Verbesserung, im Falle der indirekt verrauschten Variable wird zu
hoheren Frequenzen das Rauschen noch stérker, als bei dem vorgeschlagenen Verfahren,
angehoben. Dieses war aber auch zu erwarten, da das lokal projektive Verfahren prin-
zipbedingt das dynamische Rauschen nicht komplett entfernen kann. Die mit diesem
Verfahren bereinigten Zeitreihen enthalten indirekt einen Anteil des Rauschens durch
die Tatsache, dafl sich die Trajektorien im Einbettungsraum auch auflerhalb des deter-
ministischen Attraktors aufhalten.
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Abbildung 4.13: Steigung der Korrelationsintegrale fiir verschiedene Einbettungsdi-

mensionen. Dargestellt sind der Wert der Kaplan-Yorke-Dimension
Dgy =2.04 (—), die Steigung der Korrelationsintegrale fiir die deter-

ministischen Zeitreihen der z;-Koordinate (— — 4+ — —) und der
xo-Koordinate (--- % ---) und fiir die rekonstruierten Zeitreihen der
x1-Koordinate (- - [J - -) und der zo-Koordinate (— - — x — - ).

Korrelationsdimension Von den nichtlinearen Kenngrofien chaotischer Systeme soll
hier zunéchst die Korrelationsdimension als Maf} fiir die Giite der Rauschbereinigung
herangezogen werden. Diese a8t sich, wie schon weiter vorne beschrieben, iiber die
Steigung des Korrelationsintegrals aus dem Grassberger-Procaccia-Algorithmus in dop-
pellogarithmischer Auftragung bestimmen. In Abb. f.12 sind die Korrelationsintegrale
fiir die Zeitreihen der beiden beobachteten Koordinaten des Rossler-Systems dargestellt.
Wie erwartet, zeigen die Korrelationsintegrale fiir die deterministischen Zeitreihen in der
doppellogarithmischen Auftragung einen weiten linearen Skalierungsbereich iiber mehre-
re GroBlenordnungen der e-Nachbarschaften im Einbettungsraum und kénnen somit als
Referenz fiir die Ergebnisse fiir die rauschbereinigten Zeitreihen dienen. Zusétzlich sind
noch Geraden mit der Steigung der Kaplan-Yorke-Dimension Dy = 2, 04 eingezeichnet.

Die Steigungen der Korrelationsintegrale fiir die verrauschten und der mit dem lokal
projektiven Verfahren rauschbereinigten Zeitreihen konvergieren zu kleinen € gegen die
Einbettungsdimension (hier fiinf), zeigen aber insgesamt keinen ausreichenden, in der
doppellogarithmischen Auftragung linearen Skalierungsbereich. Aus diesen Kurven ist
daher kein sinnvoller Wert fiir die Korrelationsdimension abzulesen.

Fiir die mit dem vorgeschlagenen Verfahren rauschbereinigt generierten Zeitreihen
zeigen die Korrelationsintegrale eine deutliche Annéherung an die der deterministischen
Zeitreihen, was eine deutliche Verbesserung gegeniiber den Ergebnissen fiir die verrausch-
ten Zeitreihen bedeutet.

Neben der qualitativen Betrachtung der Korrelationsintegrale in Abb. E.I2 kann
durch Anpassung einer Potenzfunktion der Form CeP? (C' ist ein fiir die Auswertung
nicht relevanter Faktor) innerhalb des Skalierungsbereiches der Korrelationsintegrale
ein Wert fiir die Korrelationsdimension Dy bestimmt werden. Dieses wurde im Be-
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reich 0,1 < ¢ < 1 in Abb. 12 fir die Korrelationsintegrale der deterministischen
und der rekonstruierten Zeitreihen beider Koordinaten x; und x5 in verschiedenen Ein-
bettungsdimensionen bei der Bestimmung der Korrelationsintegrale durchgefiihrt. Die
Ergebnisse sind in Abb. f.T3 dargestellt. Die Steigung der Korrelationsintegrale der de-
terministischen Zeitreihen nédhern sich zu hoheren Einbettungsdimensionen hin der als
Abschétzung der Informationsdimension dienenden Kaplan-Yorke-Dimension von unten
an. Das entspricht der Erwartung, daf die Informationsdimension D, ~ Dy eine obere
Schranke fiir die Korrelationsdimension D5 ist.

Die Steigungen der Korrelationsintegrale der aus der Zeitreihe der zs-Koordinate
rekonstruierten Daten zeigen ebenfalls eine Annédherung an den korrekten Wert,
nur langsamer. Da Frgebnisse von Zeitreihenanalysen-Methoden, die auf Zeit-
verzogerungseinbettungen beruhen, schon bei Einbettungsdimensionen ab etwa acht
kritisch zu bewerten sind, ist ersichtlich, daf3 die Dimensionalitét hier eher unterschétzt
wird. Das Bild fiir die aus der Zeitreihe der z;-Koordinate generierten Daten ist hier
noch schlechter, die Steigungen der Korrelationsintegrale fallen zu héheren Einbettungs-
dimensionen hin sogar noch ab.

Insgesamt zeigen die rekonstruierten Zeitreihen eine geringere Dimensionalitéit als die
deterministischen. Eine mogliche Begriindung hierfiir beruht auf der zeitdiskreten Abta-
stung des kontinuierlichen Systems. Bei der Generierung der rauschbereinigten Zeitrei-
hen kann der Vorhersagealgorithmus in diskreten Bereichen des verrauschten Attraktors
im Einbettungsraum einrasten. An sich kann ein kontinuierliches chaotisches System kei-
ne Dimension kleiner als zwei besitzen. Wenn jedoch die zeitdiskrete Abtastung bei der
Vorhersage sozusagen verstéarkt wird, kann eine geringere Dimension in den rauschberei-
nigt generierten Zeitreihen beobachtet werden. Eine andere Begriindung fiir die Beob-
achtung zu niedriger Dimensionen kann in der unterschiedlichen Dichte des Attraktors
im Einbettungsraum liegen. In dichteren Bereichen ist das System weniger expansiv,
als in diinneren. Wenn nun der Vorhersagealgorithmus in diinneren Bereichen zu grofle
e-Umgebungen fiir die Nachbarschaftssuche verwenden mufl; um noch geniigend benach-
barte Punkte zu finden, steigen die Vorhersagefehler. Dadurch kann das vorhergesagte
System aus den diinneren Bereichen gedréngt werden, was zu einer iiberproportionalen
Représentation der dichteren Bereiche fiihrt. Eine lokal geringere Fxpansion fiihrt aber
zu einer lokal geringeren Dimension, wodurch wegen der Mittelung iiber das gesam-
te System eine Unterschidtzung der Dimensionalitdt in den vorhergesagten Zeitreihen
erklédrbar ist.

Maximaler Lyapunovexponent Als zweite Vergleichsgrofie aus dem Bereich der nicht-
linearen Kenngroflen chaotischer Systeme soll hier der maximale Lyapunovexponent die-
nen, der leicht aus Zeitreihen zu extrahieren ist und die mittlere Expansion als Charakte-
risierung der Sensitivitdt gegeniiber den Anfangsbedingungen angibt. In Abb. f.14 sind
die mittleren logarithmierten Expansionen der Zeitreihen in einem fiinfdimensionalen
Einbettungsraum bei einer Nachbarschaftsgrofie von 2,5x1072 bezogen auf die Ge-
samtausdehnung des Objektes im Einbettungsraum dargestellt. Bei dieser Nachbar-
schaftsgroffe wurde bei den unverrauschten Daten fiir etwa die Hélfte der Punkte Nach-
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Abbildung 4.14: Mittlere logarithmierte Divergenz als Funktion der Zeit von im
fiinfdimensionalen Einbettungsraum benachbarten Trajektorien fiir
(a) die indirekt verrauschte x;- und (b) die direkt verrausch-
te xo-Koordinate des Rossler-Systems. Die Kurven wurden der
Ubersichtlichkeit halber entlang der Ordinate auseinandergezogen. Dar-
gestellt sind eine Gerade mit der Steigung des maximalen Lyapunovex-
ponenten aus der numerischen Simulation, skaliert mit der Abtastrate
(0,148x0,126=1,86x10—2) (i), die mittleren Expansionen fiir die deter-
ministischen (ii), die rekonstruierten (iii), die verrauschten (iv) und die
mit dem lokal projektiven Verfahren rauschbereinigten (v) Zeitreihen.

barn in dieser Umgebung gefunden, welche somit fiir die Bestimmung der Expansion
beriicksichtigt werden konnten. Wéahrend fiir die verrauschten Zeitreihen und die mit
dem lokal projektiven Verfahren rauschbereinigten Zeitreihen kein linearer Skalierungs-
bereich in dieser Auftragung zu beobachten ist, zeigen die mittleren Expansionen sowohl
fiir die deterministischen, als auch fiir die rekonstruierten Zeitreihen einen solchen linea-
ren Skalierungsbereich. Die Kurven fiir die mittleren Expansionen fiir die verrauschten
Zeitreihen und die mit dem lokal projektiven Verfahren rauschbereinigten Zeitreihen
weisen eher auf eine Abhéngigkeit der Form S(At) oc /At hin, die charakteristisch fiir
stochastische Dynamiken sind.

Wenn man an diese mittleren logarithmierten Expansionen in einem linearen Ska-
lierungsbereich eine Gerade der Form S(At) = a + Apar X At/h (a ist der y-Achsen-
Abschnitt und h ist die inverse Abtastrate) angepafit wird, kann aus den Graphen der
maximale Lyapunovexponent \,,,, bestimmt werden. Fiir die deterministischen Zeitrei-
hen der x1- bzw. xy-Koordinate kann der numerisch bestimmte maximale Lyapunovex-
ponent Amax =0,148 in einem Anpassungsbereich von 50 < At < 150 mit 0,145 bzw.
0,146 sehr gut reproduziert werden. Das Gleiche gilt fiir die rekonstruierte Zeitreihe
der x-Koordinate, hier ergibt dabei ein Wert von 0,145. Bei der direkt verrauschten
xo-Koordinate zeigt der Wert mit 0,134 eine Unterschétzung des richtigen Wertes.
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4.5 Anwendung auf experimentelle Daten vom Laser

Nachdem der Algorithmus zur Reduktion von dynamischem Rauschen an einem nume-
rischen Modellsystem getestet und quantitativ bewertet worden ist, soll er in diesem
Abschnitt auf Zeitreihen der infraroten Intensitéiten des frequenzverdoppelten Nd:YAG-
Lasers angewendet werden.

4.5.1 Das Bifurkationsdiagramm fiir den Laser

Als Beispiel fiir die Anwendung der Methode auf experimentelle Daten soll hier ein Bi-
furkationsdiagramm des Lasers dienen. Dabei wird als Bifurkationsparameter die Pump-
leistung iiber den Laserdiodenstrom in kleinen Schritten erhcht. Die bei den einzelnen
Pumpleistungen aufgenommenen Zeitreihen werden dann zur Charakterisierung der ein-
zelnen Systemzustédnde verwendet. Dazu wurde die Pumplaserdiode mit Hilfe eines in
den Strahlengang gestellten Neutraldichtefilter der Dichte eins um einen Faktor 10 abge-
schwécht, um eine flachere Strom-Leistungs-Charakteristik der Pumpquelle zu erreichen.
Der Laserdiodenstrom wurde in einem Bereich von 370 bis 470mA in Schritten von 1mA
variiert. Das entspricht in zur Laserschwelle Py, relativen Pumpraten (P/ Py, = v/«) ei-
nem Bereich zwischen etwa 1,2 und 2,6. Fiir jeden dieser Werte wurde eine Zeitreihe
einer der infraroten Polarisationsrichtungen mit 500000 Punkten bei einer Abtastrate
von 625 kHz aufgenommen.

4.5.2 Bestimmung der Einbettungsparameter

Da auch hier, wie in der numerischen Simulation des Rossler-Systems, die Zeitreihen
als zeitliche Abfolge skalarer Mefiwerte vorlagen, war es notwendig, die Dynamik im
Phasenraum durch die Zeitverzogerungseinbettung zu rekonstruieren. Die dabei not-
wendigen Parameter wurden analog zur numerischen Simulation bestimmt. Im Falle der
Zeitverzogerung zwischen den einzelnen Vektoreintréigen geschah dies iiber den Abfall
der Autokorrelation der Zeitreihen auf 1/e. Dies war fiir 100 individuelle Zeitreihen
einfach moéglich. Fiir die ausreichende Einbettungsdimension mufte jedoch wegen der
Rechenzeit fiir die einzelnen Zeitreihen ein pragmatischerer Weg beschritten werden,
um am Ende eher mit einer grofleren, als der minimal nétigen Dimension einzubetten.
In Abb. 13 sind exemplarisch die Grofien zur Bestimmung der hinreichenden Einbet-
tungsdimension fiir die Zeitreihe bei 422mA (P = 1,96-F},) dargestellt. In Abb. f.15 (a)
sind dabei die Autokorrelationen des bei verschiedenen Einbettungsdimensionen abge-
spaltenen Rauschens dargestellt. Fiir diese Zeitreihe zeigte sich dabei, daf§ ab einer
Einbettungsdimension von fiinf keine qualitativen Anderungen der Autokorrelationen
mehr auftraten. Weiterhin féllt in der Graphik der Knick der Funktionen bei der Zeit-
verzogerung At = 6 und ganzzahligen Vielfachen davon auf. Dieser Knick lief sich
durch eine Variation der Zeitverzogerung bei der Einbettung verschieben. Dieses deu-
tet auf einen Artefakt der Eigenschaften des Rauschens durch die Abspaltung auf der
Basis einer Zeitverzogerungseinbettung hin. In Abb. .15 (b) ist die Verteilung des bei
einer Einbettungsdimension von 5 abgespaltenen Rauschens in halblogarithmischer Auf-
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Abbildung 4.15: (a) Autokorrelation des bei verschiedenen Einbettungsdimensionen ab-
gespaltenen Rauschens. Die Kurven wurden dabei der Ubersichtligkeit
halber jeweils um 1 entlang der Ordinate verschoben. Sie gehoren (von
unten nach oben) zu den Einbettungsdimensionen 1 bis 7. (b) Vertei-
lung des bei einer Einbettungsdimension von fiinf abgespaltenen Rau-
schens mit angepafiter Gauss-Funktion in halblogarithmischer Auftra-

gung.

tragung dargestellt. Zusétzlich wurde an die Verteilung einer an die Daten angepafiten

Gauss-Kurve der Form g(z) = = 1% exp <—%) dargestellt. Dabei ergab sich eine

Halbwertsbreite der Verteilung von o =64,54-0,15.

Neben der Bestimmung der hinreichenden Einbettungsdimension kénnen die Er-
gebnisse der Abspaltung des Rauschanteils auch als Plausibilitétskriterium fiir den Al-
gorithmus dienen. Aber auch wenn die abgespaltenen Zeitreihen die charakteristischen
Eigenschaften von Rauschen zeigen, ist es moglich, dafl im verbliebenen Rest neben dem
deterministischen Anteil noch stochastische Anteile verbleiben. Als charakteristische Ei-
genschaften von Rauschen sollen hier die §-Korreliertheit und die Normalverteilung der
abgespaltenen Zeitreihen dienen. Die Annahme der Normalverteilung der im Laser invol-
vierten Rauschprozesse erscheint in erster Naherung sinnvoll, da eine solche Verteilung
mit verschwindenden hoheren Momenten eine Eigenschaft der einfachsten Form von
Rauschen ist. Die Annahme der Normalverteilung wird hier auch sehr gut bestétigt.

4.5.3 Rekonstruktion der rauschbereinigten Dynamik

Mit den erhaltenen Parametern fiir die Zeitverzégerungseinbettung wurden nun fiir je-
den einzelnen Datensatz mit Hilfe von nstep aus Hegger et al. [heg99] Zeitreihen der
vermuteten deterministischen Dynamik mit jeweils 20000 Punkten generiert, fiir einige
ausgewdhlte Zeitreihen auch ldngere zur spateren Charakterisierung der Dynamik mit
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Abbildung 4.16: Projektion auf zwei Dimensionen des Attraktors von Zeitreihen des
infraroten Lichts des Lasers bei 1064nm in einer Polarisationsrich-
tung. Die zur Pumpschwelle relative Pumprate lag dabei fiir (a) bei
P/ Py, ~1,5 und fiir (b) bei P/P,, ~2. Dabei sind in hellgrau die Zeitrei-
hen der gemessenen Rohdaten, in dunkelgrau die der rekonstruierten
Dynamik dargestellt.

Methoden der nichtlinearen Zeitreihenanalyse. In Abb. [.1d sind zwei dieser Zeitreihen
in einer Projektion der Zeitverzogerungseinbettung auf zwei Dimensionen zusammen mit
den jeweils gemessenen Rohdaten dargestellt. Dabei handelt es sich bei Abb. .14 (a) of-
fensichtlich um einen periodischen Systemzustand mit Periode 3, was aus den Rohdaten
nicht ersichtlich ist. Der Systemzustand in Abb. .16 (b) scheint chaotisch zu sein, wo-
bei, wie spéter gezeigt wird, der Nachweis von chaotischem Verhalten nicht eindeutig ist.
Die rekonstruierte Dynamik scheint weniger komplex zu sein, als die gemessenen Rohda-
ten vermuten lassen, und zeigt die von chaotischen Systemen bekannten, banderartigen
Strukturen.

Um nun einen Uberblick iiber die Entwicklung der Dynamik unter Variation der
Pumpleistung als Bifurkationsparameter zu erhalten, wurde aus den gemessenen und
rauschbereinigt generierten Daten ein Bifurkationsdiagramm erstellt. Dazu wurde fiir
jeden Datensatz ein Poincare-Schnitt erstellt, indem in einer fiinfdimensionalen Einbet-
tung die Durchstofle der Trajektorien durch eine vierdimensionale Hyperfliche durch
den Mittelwert der skalaren Zeitreihen herausgeschrieben wurden. In Abb. 17 ist das
Bifurkationsdiagramm sowohl fiir die Rohdaten, als auch fiir die rekonstruierten Daten
dargestellt. Dabei kénnen periodische Bereiche in den rekonstruierten Dynamiken iden-
tifiziert werden, die aus den Rohdaten so nicht ersichtlich sind. Zu héheren Pumpraten
hin scheint die Komplexitat der Dynamik in den gemessenen Daten deutlich anzusteigen,
wéhrend hier die rekonstruierten Dynamiken eher die von numerischen Bifurkationsdia-
grammen bekannte moderate Zunahme an Komplexitéit zeigen.

87



4 Reduktion von dynamischem Rauschen

w
o

N
(3]

N
o

(IR
o

Intensitat [bel. Einh.]
H
(6]

i
5F H Il.'II

!i“”
i
; m"mnunh"“l

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6
Relative Pumprate P/P;,

Abbildung 4.17: Bifurkationsdiagramm fiir den resonatorintern frequenzverdoppelten

38

Nd:YAG-Laser mit der Pumprate (in Form des Pumplaserdiodenstro-
mes) als Bifurkationsparameter. Hellgrau sind die Punkte fiir die gemes-
senen Rohdaten, dunkelgrau fiir die rauschbereinigt generierten Daten
dargestellt.
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Abbildung 4.18: Mittlere logarithmierte Expansion der Rohdaten vom Laser (gestri-
chelt) und der rekonstruierten Daten (durchgezogen) bei einer relativen
Pumprate von P/P}, =~ 1,96. Als Einbettungsdimension wurde hier 5
gewahlt.

4.5.4 Charakterisierung der Dynamik

Zur Plausibilitatspriifung der Ergebnisse des Algorithmus’ konnten bis hier die charak-
teristischen Eigenschaften des abgespaltenen Rauschens und die qualitative Betrachtung
der Daten in Form von Zeitverzogerungseinbettungen (Abb. f.16) und Bifurkationsdia-
gramm (Abb. [.17) herangezogen werden. Frequenzspektren werden hier nicht darge-
stellt, da keine Vergleichsspektren der ungestorten Dynamiken vorliegen. Fiir den maxi-
malen Lyapunovexponenten und die Korrelationsdimension liegen natiirlich auch keine
Vergleichswerte einer ungestorten Dynamik vor. Hier kann eine Plausibilitdtspriifung
nur iiber das Skalierungsverhalten der Gréfen erfolgen, die aus den Zeitreihen bestimmt
werden konnen.

Hier sollen exemplarisch die Groflen fiir die in Abb. .16 (b) gezeigten Daten des
Lasers bei einer relativen Pumprate von 1,96 gezeigt werden, da hier die Vermutung
auf einen chaotischen Zustand besteht. In Abb. .18 sind die mittleren logarithmierten
Expansionen S(At) fiir die gemessenen und die rauschbereinigt generierten Zeitreihen
dargestellt. Die Kurve fiir die Rohdaten ist nicht monoton und zeigt in keinem Zeitfenster
einen linearen Skalierungsbereich. Die Kurve fiir die rekonstruierten Daten ist erheblich
glatter, dennoch zeigt sich hier kein deutlicher linearer Skalierungsbereich von S(At), der
ein Nachweis eines deterministischen, exponentiellen Auseinanderlaufens benachbarter
Trajektorien als typisches Merkmal chaotischer Dynamiken wére. Zur Interpretation
der Kurve kann ein evtl. in den Daten verbliebenes Restrauschen dienen, das zunéchst
fiir ein starkes Auseinanderlaufen der Trajektorien sorgt. Oberhalb des Rauschniveaus
ist dann nur noch ein schwécheres Auseinanderlaufen aufgrund des Determinismus’ zu
sehen. Andererseits ist die Signatur von anfinglich stirkerer Expansion mit Ubergang
zur schwécheren Expansion aufgrund von Ausrichtungseffekten bei dem verwendeten
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Abbildung 4.19: Korrelationsintegrale der Zeitreihen bei einer relativen Pumprate von
P/Py, ~ 1,96. In (a) sind die Korrelationsintegrale fiir die Rohdaten
bei den Einbettungsdimensionen von 1 bis 10 dargestellt, in (b) selbiges
fiir die rekonstruierten Daten.

Algorithmus auch bei der Anwendung auf rein deterministische Daten moglich (siehe
Letz [[ef97]).

Als weitere Grofle soll auch hier wieder das zur Bestimmung der Korrelationsdimensi-
on dienende Korrelationsintegral verwendet werden. In Abb. .19 sind die Korrelations-
Integrale (a) der Rohdaten und (b) der rekonstruierten Daten fiir die Einbettungsdimen-
sionen 1 bis 10 in doppellogarithmischer Auftragung gezeigt. Fiir die Rohdaten zeigen die
Kurven fiir digitalisierte Daten typische Stufen, die von der Diskretisierung herriihren.
Das fithrt bei der Darstellung der logarithmierten Ableitung der Korrelations-Integrale
in Abb. (a) zu Spitzen, wo ein Ubergang von einer Stufe zur nichsten stattfindet.
Da dieses fiir kleine ¢ auftritt, wo die Steigungen der Kurven bei hinreichender Einbet-
tungsdimension gegen die Korrelationsdimension konvergieren sollten, ist eine entspre-
chende Auswertung hier unmoglich. Die Korrelationsintegrale der rekonstruierten Da-
ten in Abb. [.I9 (b) zeigen diese Stufen nicht, und mit gutem Willen kann zu hoheren
Einbettungsdimensionen (mg > 5) hin eine Konvergenz der Kurven gesehen werden.
Eine von der e-Umgebung unabhéngige Steigung ist aber in keinem Bereich zu finden,
was auch sehr gut in der Darstellung der logarithmierten Ableitung der Korrelations-
Integrale in Abb. .20 (b) zu sehen ist. Dennoch kann die tendenziell niedrigere Steigung
der Korrelationsintegrale als Hinweis auf einen zugrundeliegenden niedrigdimensionalen
Determinismus angesehen werden. Wie bei den Lyapunovexponenten wird auch hier
die Signatur von einem reinen Determinismus durch ein in den rekonstruierten Daten
verbliebenes Restrauschen gestort.
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Abbildung 4.20: Logarithmische Ableitungen der Korrelationsintegrale der Zeitreihen
bei einer relativen Pumprate von P/P;; =~ 1,96. In (a) sind die lo-
garithmischen Ableitungen der Korrelationsintegrale fiir die Rohdaten
bei den Einbettungsdimensionen von 1 bis 10 dargestellt, in (b) selbiges
fiir die rekonstruierten Daten.

4.6 Zusammenfassung zur Rauschreduktion

In diesem Kapitel wurde das Problem von dynamischem Rauschen bzw. dessen Abspal-
tung von einer deterministischen Dynamik thematisiert.

In der theoretischen Beschreibung kann ein System mit deterministischen und sto-
chastischen Anteilen durch Gleichungen vom Langevintyp modelliert werden. In solchen
Modellen sagt der determisitische Anteil den Mittelwert einer Entwicklung voraus, der
stochastische Anteil die Streuung um diesen Mittelwert. Mit Hilfe dieser Betrachtungs-
weise wurde in der Literatur ein Algorithmus entwickelt, mit dessen Hilfe aus Daten
der stochastische und der deterministische Anteil extrahiert werden kénnen. In der Li-
teratur wurden solche Aufspaltungen der unterschiedlichen Anteile fiir eine Reihe von
Systemen durchgefiihrt, wobei die Bewertung der Ergebnisse entweder iiber die Kenntnis
der zugrundeliegenden Gleichungen oder durch eher qualitative Betrachtungen durch-
gefiihrt wurden. In dieser Arbeit wurden zwei von den bisherigen Arbeiten abweichende
Betrachtungen durchgefiihrt: zum einen wurden, entsprechend der iiblichen experimen-
tellen Realitédt, skalare Zeitreihen eines chaotischen Systems in einer Rekonstruktion
des Phasenraums betrachtet. Zum anderen wurden iiber Kenngroflen der nichtlinearen
Dynamik (Lyapunovexponenten und Dimensionen) und iiber Frequenzspektren quanti-
tative Aussagen iiber die Wirksamkeit der Methode gemacht.

Bei den numerischen Untersuchungen wurde das bekannte Rossler-System bei Stan-
dardparametern verwendet. Das Rauschen wurde dabei in die DGL einer Systemvaria-
blen eingekoppelt. So war es moglich, die Auswirkungen von direktem und indirektem
Einflu} des Rauschens auf zwei Variablen mit vergleichbarer Dynamik zu untersuchen.
Zunichst wurde das Rauschen aus den Zeitreihen abgespalten und mit Hilfe von Auto-
korrelation und Verteilung charakterisiert. Die Autokorrelation des abgespaltenen Rau-
schens zeigte im Kontrast zu der des in der Simulation eingekoppelten Rauschens eine
endliche Zerfallszeit. Das deutet darauf hin, dafl es nicht vollstandig gelingt, die de-
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terminstische Dynamik und das Rauschen zu trennen. Aus den Untersuchungen des
Rauschens konnten aber die ausreichenden Einbettungsdimensionen zur Rekonstruktion
des Phasenraums abgeleitet werden. In Einbettungsrdumen mit dieser ermittelten Di-
mension wurde dann Zeitreihen der deterministische Dynamik rekonstruiert. Fiir beide
Variablen zeigten die Frequenzspektren der rekonstruierten Dynamiken deutliche Ver-
besserungen gegeniiber den verrauschten Daten. Auch Lyapunovexponenten und Di-
mensionen konnten in den rekonstruierten Daten bestimmt werden, wobei die Werte
tendenziell etwas unterschétzt werden.

Nach der Anwendung der Methode auf numerisch erzeugte Daten wurde sie auf
Zeitreihen der fluktuierenden Intensitéiten des frequenzverdoppelten Nd:YAG-Lasers
angewandt. Dazu wurden zunéchst die Daten fiir ein Bifurkationsdiagramm gemes-
sen: fiir 100 aufeinanderfolgende Werte der Pumprate wurde jeweils eine Zeitreihe
der y-polarisierten infraroten Summenintensitdt aufgenommen. Fiir diese Daten wur-
de zunichst iiber die Eigenschaften des in verschiedenen Einbettungsdimensionen ab-
gespaltenen Rauschens eine fiir die weiteren Untersuchungen hinreichende Einbettungs-
dimension bestimmt. Dann wurde fiir diese Zeitreihen der deterministische Anteil der
Dynamik im Einbettungsraum rekonstruiert. Das Bifurkationsdiagramm der rekonstru-
ierten Daten zeigt, im Gegensatz zu den gemessenen Rohdaten, ein aus der Kenntnis
anderer chaotischer Systeme erwartetes Verhalten. Exemplarisch wurde auch versucht,
den maximalen Lyapunovexponenten und die Korrelationsdimension fiir eine der Zeitrei-
hen zu bestimmen. Hier war es aber nicht moglich, konkrete Werte abzulesen, da kein
verniinftiges Skalierungsverhalten zu beobachten war. Die Ergebnisse konnen aber iiber
ein moglicherweise verbliebenes Restrauschen erklart werden. Zudem ist bei den Korre-
lationsintegralen der rekonstruierten Daten ein flacherer Anstieg gegeniiber denen der
Rohdaten zu beobachten. Diese Abflachung des Anstiegs kann die Annahme einer zu-
grundeliegenden niedrigdimensionalen deterministischen Dynamik verstarken.
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Resonatorintern frequenzverdoppelte Festkorperlaser sind interessante Systeme zum
Studium nichtlinearer physikalischer Phinomene. Zudem sind sie wegen ihrer Eigen-
schaften (Laserlicht im sichtbaren Spektralbereich, geringe Grofle, moderate Preise und
Robustheit) auch interessant fiir technische Anwendungen, wodurch den Untersuchun-
gen doch zumindest teilweise ein gewisser Anwendungsbezug gegeben wird.

Die Dynamik dieser Laser 148t sich anscheinend durch ein relativ einfaches Raten-
gleichungsmodell sehr gut beschreiben, andererseits konnen im Experiment auch sehr
komplexe dynamische Zustinde beobachtet werden. Die Qualitdt des Ratengleichungs-
modells zeigt sich in der guten Ubereinstimmung der Vorhersagen des in Kapitel f
aus ihnen abgeleiteten Regelschemas mit den experimentellen Ergebnissen. Selbst die
urspriinglichen Abweichungen kénnen durch Integration der realen experimentellen Ge-
gebenheiten (begrenzte Bandbreite des Regelkreises) in die Modellierung erklért werden.
Das zunichst vorgeschlagene Regelschema hat aber aus technischer Sicht die Schwiche,
daf} die Systemzustéinde, in denen am meisten Licht in den sichtbaren Spektralbereich
konvertiert wird, nicht stabilisiert werden kénnen. Da leistungsstarke Festkérperlaser oh-
nehin haufig mit mehreren Pumplaserdioden betrieben werden, wurde in dieser Arbeit
untersucht, ob es moglich ist, mit zwei Laserdioden gezielt unterschiedliche Systemva-
riablen anzusprechen. In den Vorexperimenten wurde dabei die lineare Polarisierung der
einen Pumplaserdiode ausgenutzt. Die Drehung der Polarisierung des Pumplichts fiihrte
zu einer Umverteilung der Energie in den beiden Polarisationsrichtungen des Lasers.
Mittlerweile steht im Experiment eine zweite, orthogonal zur ersten, linear polarisierte
Laserdiode zur Verfiigung. Als Ausblick sei hier gesagt, dafl die ersten Experimente mit
beiden Laserdioden den Erwartungen entsprechen. Da auch die Analysen des Modells
hinsichtlich eines Eingriffs iiber zwei Laserdioden positive Ergebnisse liefern, ist mit den
bisher gemachten Erfahrungen berechtigt zu hoffen, dafl durch die Erweiterung der Re-
gelung eine Verbesserung der Stabilisierung erreicht werden kann. Andererseits werden
durch die Erweiterung des Experimentes sicher wieder neue Fragen auftauchen, wodurch
der Laser mit Hinblick auf die Stabilisierung ein weitreichendes Betétigungsfeld bleibt.

Im zweiten Teil dieser thematisch grob in zwei Arbeitsbereiche aufgeteilten Arbeit
ging es um die Rekonstruktion der deterministischen Dynamik aus dynamisch verrausch-
ten Daten. Mit dynamischem Rauschen wird hier ein stochastischer Prozess bezeichnet,
der mit der deterministischen Dynamik wechselwirkt. Der Begriff soll als Abgrenzung zu
dem erst im MefBprozess zu den Daten hinzugefiigten Mefirauschen dienen. Fiir die Re-
duktion von Mefirauschen in Daten stehen viele Werkzeuge zur Verfiigung. Diese konnen
jedoch auf dynamisch verrauschte Daten nur eingeschrankt angewendet werden. Mit dem
in Kapitel @] beschriebenen Verfahren wird auch nicht im eigentlichen Sinne das Rauschen
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aus den Daten entfernt. Vielmehr wird die deterministische Dynamik rekonstruiert, in-
dem auf den Daten im Phasen- oder Einbettungsraum durch Mittelwertbildungen eine
neue Zeitreihe generiert wird. In einer zweiten Anwendung der zugrundeliegenden Ide-
en konnen aus den Daten iiber die Abweichungen von Mittelwerten Rauschzeitreihen
abgespalten werden. Die Wirksamkeit der Methode wurde in der Anwendung auf ein
dynamisch verrauschtes System in einer numerischen Simulation quantitativ bewertet.
Aus den rekonstruierten Daten konnten von der ungestérten Dynamik bekannte dyna-
mische Kenngroéfien, wie Frequenzspektren, Lyapunovexponenten und Dimensionen, gut
reproduziert werden. Fiir die experimentellen Daten des Lasers standen natiirlich keine
Vergleichsgrofen einer ungestorten Dynamik zur Verfiigung. Als Kriterium diente hier,
inwieweit es moglich ist, dynamische Kenngrofien zu bestimmen. Aus den rekonstruierten
Daten des Lasers lieflen sich leider keine Werte fiir diese Kenngréflen bestimmen. Den-
noch sind die Ergebnisse in einem gewissen Rahmen interpretierbar. Insgesamt scheint
in den rekonstruierten Daten noch ein Restrauschen vorhanden zu sein, und bei der Be-
stimmung der Dimensionalitdt des Systems gibt es Hinweise auf eine zugrundeliegende
niedrigdimensionale Dynamik.

Die Anwendung der beschriebenen Rauschreduktionsmethode auf die experimentel-
len Daten zeigt, dafl es noch viele Fragen hinsichtlich des Versténdnisses des Algorithmus’
gibt. In der numerischen Simulation wurde das Rauschen sehr einfach in die Dynamik
eingekoppelt. Daher gilt es, schrittweise die Komplexitat der Wechselwirkung der Dyna-
mik mit dem Rauschen zu erh6hen und die Methode daran zu testen. Weiterhin ist die
Rekonstruktion des Phasenraumes verrauschter Systeme durch Einbettung nicht trivial,
da die Kriterien fiir die Wahl der Einbettungsparameter nur fiir deterministische Syste-
me gegeben sind. Fiir durch Langevin-Gleichungen beschriebene Dynamiken reicht im
Phasenraum die Kenntnis des Systemzustands zu einem Zeitpunkt aus, um die Wahr-
scheinlichkeiten der Entwicklung in die Zukunft eindeutig zu bestimmen. Man benétigt
hier kein Gedéchtnis fiir vergangene Zustédnde. Durch die Zeitverzogerungseinbettung
kann diese Eigenschaft aber verloren gehen, und man benétigt fiir die Beschreibung der
zukiinftigen Entwicklung ein unendliches Gedéchtnis.

Insgesamt bestétigt sich auch bei dieser Arbeit also wieder die These, dal man mit
wenigen Fragen anfingt, um am Ende mehr neue Fragen aufzuwerfen.
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