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Das FitzHugh-Nagumo-Modell Ina Lammers

1 Einleitung

Sehen wir etwas, z. B. die Gleichung
2x =0,

wird diese Information von den Sinneszellen in unseren Augen aufgenommen
und an das Gehirn weitergeleitet: Wir nehmen die Gleichung wahr. Im Gehirn
kann die Gleichung durch Verarbeitungsprozesse gelost werden. Anschlielend
kann unser Gehirn Befehle an die Muskeln in Unterarm und Hand senden und

uns die Losung schreiben lassen:
x=3.

Die Informationsiibertragung von den Augen zum Gehirn, die Verarbeitung
innerhalb des Gehirns und die Weiterleitung zu Muskeln - oder ganz allgemein
die Informationsiibertragung durch unseren Korper - wird von Nervenzellen
itbernommen. Wie genau ein Signal entlang einer Nervenzelle transportiert
wird, ist ein komplexer Mechanismus, der ohne geeignete Modellannahmen
kaum darstellbar ist.

An dieser Stelle schwenken wir von der Biologie zur Mathematik: Die Mathe-
matik bietet Mittel und Moglichkeiten, Eigenschaften von Nervenzellen nach-
zustellen. Mithilfe mathematischer Neuronenmodelle werden neue Erkenntnis-
se gewonnen und ganze Nervensysteme simuliert. Sowohl in der Hirnforschung
als auch bei der Entwicklung kiinstlicher Intelligenz spielen Neuronenmodelle
eine Rolle - heute und in Zukunft.

Wir untersuchen neben einer kurzen Betrachtung anderer Modelle (Ab-
schnitt [3) vornehmlich das FitzHugh-Nagumo-Modell, das die wichtigsten Ver-
haltensweisen einer Nervenzelle abbildet (Abschnitt [4). Um die Schwerpunkte
dieser Arbeit zu veranschaulichen, werfen wir einen Blick auf den Modellie-
rungskreislauf in Abbildung[I.T} Als reale Situation betrachten wir das Verhal-
ten einer Nervenzelle. Dieses wird durch das FitzHugh-Nagumo-Modell, einem
mathematischen Modell, dargestellt. Der Weg des Mathematisierens beinhal-
tet zunéchst ein ausfiihrliches Versténdnis der realen Situation, welches wir
in Abschnitt [2] schaffen. Der tatséchliche Schritt von der biologischen Situa-
tion zu einem mathematischen System spielt hier allerdings eine untergeord-
nete Rolle: Wir {ibernehmen das mathematische Modell von FitzHugh und

entwickeln es nicht selbst. Zusétzliche Bedingungen an das Modell, die eben-
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falls wichtige Gedankengénge beziiglich des Mathematisierens darstellen, wer-
den wiederum genauestens untersucht. Hauptséichlich beschéftigen wir uns mit
Uberlegungen innerhalb des blauen Felds ,, Mathematik“ und finden durch Ver-
arbeitungsprozesse mathematische Resultate. Im Unterschied zu vielen als Li-
teratur angegebenen Texten bemiihen wir uns, das FitzHugh-Nagumo-Modell
sehr ausfiihrlich zu verstehen. Dazu nehmen wir eine besonders kleinschrittige
Untersuchung vor. Auf dem Stichpunkt ,,Untersuchen® im Modellierungskreis-
lauf liegt also ein grofies Augenmerk. In Abschnitt wird neben der Ma-
thematik immer wieder auch der Bogen zur Biologie geschlagen. Gefundene
mathematische Ergebnisse werden direkt auf die reale Nervenzelle iibertragen,
also interpretiert. Zusammengefasst zeigen sich in dieser Arbeit alle drei wich-
tigen Prozesse angewandter Mathematik aus Abbildung[I.T} Mathematisieren,

Untersuchen und Interpretieren.

/ MATHEMATIK \
Mathematisieren
MATHEMATISCHES
[ MODELL
[ REALE SITUATION ] @ Untersuchen
:I MATHEMATISCHE
RESULTATE

Interpretieren k /

Abbildung 1.1: Ein Modellierungskreislauf (in Anlehnung an Schupp [23], S. 11,
und Engel [6], S. 7, 12)

In Abschnitt begegnet uns eine Situation, in der das mathematische
Modell Ostzillation zeigt. Um sie klar identifizieren zu koénnen, wird zuvor in
Abschnitt das Poincaré-Bendixson-Theorem vorgestellt und bewiesen.
Dieser Teil besteht aus ,reiner Mathematik® und kann auch unabhéngig von
anderen Abschnitten und damit unabhéngig von der Modellierung neuronaler
Prozesse gelesen werden.

Da auch in der Schule das Modellieren eine wichtige Rolle spielt, machen
wir uns am Ende einige Gedanken dazu, ob und wie Neuronenmodelle einen
Beitrag zum Schulunterricht leisten kénnen. Die didaktischen Uberlegungen
bleiben hier zwar unerprobte Theorie, konnen aber vielleicht dem ein oder

anderen als Anregung fiir eine praktische Umsetzung dienen.
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In dieser Arbeit wird kein genauerer Blick auf die tatséichliche Bedeutung
des FitzHugh-Nagumo-Modells fiir Forschung und Entwicklung geworfen. Auch
wie Neuronenmodelle zu Modellen neuronaler Netze verkniipft werden, be-
trachten wir nicht. Die Arbeit vermittelt allerdings ein Grundlagenwissen iiber
Neuronenmodelle und ein Gefiihl fiir die Modellierung von Nervenzellen durch

Mathematik. Beides ist als Basis fiir weitere Lektiire sicher hilfreich.



Ina Lammers Das FitzHugh-Nagumo-Modell

2 Biologische Grundlagen

Unser Nervensystem versetzt uns in die Lage, die Umwelt wahrzunehmen
und auf Reize zu reagieren. Allein durch das Vorhandensein eines Nervensys-
tems konnen wir Filme sehen, Fufiball spielen oder Mathematik betreiben. Die
Informationsiibertragung entlang von Nervenzellen, den zentralen Einheiten
des Nervensystems, spielt dabei eine entscheidende Rolle. Diese Weiterleitung
von Informationen bildet die Basis dieser Arbeit. Sie ist die ,reale Situation“
des Modellierungskreislaufs in Abbildung und liegt den mathematischen
Uberlegungen der folgenden Abschnitte zugrunde.

Hier wollen wir die wichtigsten biologischen Strukturen und Phénomene
kurz zusammenfassen. Nachzulesen sind sie bei Markl et al. [16], S. 1248-1273.

Zusétzlich verwendete Literatur wird an entsprechender Stelle angegeben.

2.1 Der Aufbau von Neuronen

Nervenzellen oder Neuronen bilden die funktionellen Einheiten unseres Ner-
vensystems. Sie generieren elektrische Signale und leiten diese weiter. So ist es
moglich, Reize aufzunehmen, von Zelle zu Zelle weiterzugeben und schliellich
auf diese Reize zu reagieren. Obwohl sich verschiedene Typen von Neuronen
je nach Funktion im Aussehen stark unterscheiden, zeigen sie meist einen ty-
pischen Grundaufbau: Sie bestehen wie in Abbildung dargestellt aus Den-
driten, einem Zellkorper, einem Axon und synaptischen Endigungen.

Die Dendriten sind verzweigte Auswiichse der Zelle, die Informationen von
anderen Zellen empfangen. Diese Signale werden dann an den Zellkorper - auch
Soma genannt - weitergegeben und dort aufsummiert oder ,,zusammengeschal-
tet“. Der Axonhiigel bezeichnet die Region, in der das Soma in einen langen
Fortsatz, dem Axon, {ibergeht. Erreichen die Signale diesen Bereich, generiert
die Zelle unter bestimmten Umsténden einen Nervenimpuls - ein sogenanntes
Aktionspotenzial. Dieses wird iiber das Axon zu einer Zielzelle weitergeleitet.
Die Lange des Axons variiert beim Menschen zwischen weniger als einem Mil-
limeter bis iiber einen Meter, die Informationen kénnen so also teilweise iiber
weite Strecken transportiert werden. An der Zielzelle verzweigt sich das Axon
in mehrere kleine, am Ende oft verdickte Nervenenden, den synaptischen En-
digungen. Sie liegen nahe an der Plasmamembran der Zielzelle und bilden mit
dieser eine Synapse. Die meisten Synapsen beim Menschen sind chemisch. In

diesem Fall sind die Zellen dort durch einen synaptischen Spalt getrennt, durch

10



Das FitzHugh-Nagumo-Modell Ina Lammers

den die Informationen mithilfe von Neurotransmittern iibertragen werden.

»
Dendriten empfangen
Information von anderen

\_Neuronen.

Das Soma enthalt den
Zellkern und die meisten
\ Zellorganellen.

(Die Ursprungsstelle des
Axons (Axonhiigel) in-
tegriert Information, die
von den Dendriten auf-
genommen wurde, und
kItSst Nervenimpulse aus.

o
Das Axon leitet Nerven-
\impulse vom Soma fort.

Die synaptischen En-
digungen des Axons
bilden Synapsen mit ei-
_ner Zielzelle.

Zielzelle

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines Neurons (Markl et al. [I5], S. 1051)

Wie jede Zelle ist auch eine Nervenzelle komplett von einer Biomembran
umgeben. Diese Trennschicht ist fiir die meisten Molekiile sowie fiir Ionen
undurchléssig. Allerdings kénnen auch diese Teilchen durch die Membran ge-
langen, ndmlich durch spezialisierte Transport- oder Kanalproteine. Abbildung

[2.2]stellt ein Kanalprotein sehr vereinfacht dar. Die Biomembran inklusive ihrer

lon

Biomembran

\ / Kanalprotein

Abbildung 2.2: Vereinfachte Darstellung eines Kanalproteins

Kanalproteine ist mafigeblich fiir die Signalweiterleitung entlang eines Neurons
verantwortlich. Genaueres zu Biomembranen ldsst sich bei Markl [16], S. 138

ff., nachlesen.

11



Ina Lammers Das FitzHugh-Nagumo-Modell

2.2 Das Membranpotenzial von Neuronen

Wie alle menschlichen Zellen enthalten Neuronen im Inneren mehr Kaliumio-
nen (K) und im Aulenmilieu mehr Natriumionen (Na™). Negative Ladungen
gleichen die Ladung dieser positiven Ionen allerdings aus, sodass das Zellinnere
sowie das Auflenmilieu elektrisch neutral sind. Und dennoch: Nahe der Plas-
mamembran herrscht eine Ladungsdifferenz. Das Zellinnere ist dort gegeniiber
der Auflenseite negativ geladen. Insbesondere iiber einer Neuronenmembran
herrscht also eine elektrische Spannung. Sie wird Membranpotenzial genannt.
Misst man dieses Potenzial mithilfe von Elektroden, ergeben sich fiir ein nicht
angeregtes Neuron meist Werte zwischen —60 mV und —70 mV (s. Abbildung
2.3). Diese Spannung heit Ruhepotenzial.

Diese kleine La-
dungsdifferenz
wird verstarkt ...

Neuron Zwei Elektroden, eine im Zell-
inneren, die andere im AuBen-
milieu, registrieren bei einem

Axon —_— nicht stimulierten Neuron eine
[ = elektrische Ladungsdifferenz.
&

... und per Draht mit
einem Verstarker ver-
bunden.

... und auf einem Os-
zilloskopschirm dar-
gestellt.

Eine Mikroelektrode,
hergestellt aus einer
spitz ausgezogenen
Glaskapillare, wird mit
einer Elektrolytiosung

= mV
| pwm AuBenmilieu
+ + 4+ + 4+ + 4+ + + +
/ 4 O
/
/

_______ -——- - Verstarker ==

gefillt ... f\x_orlm—ne_re_s ______ -
;'anrﬂfgn e e e Oszilloskop- -
Rxor AuBenmilieu schirm

Die konstante Ladungsdiffe-
renz zwischen auBen und
innen ist das Ruhepotenzial.

Abbildung 2.3: Messung des Membranpotenzials mithilfe eines Elektrodenpaars
(Markl et al. [I5], S. 1053)

Wodurch entsteht das Ruhepotenzial? Wie bereits beschrieben ist die Mem-
bran von Neuronen wie andere Biomembranen fiir lonen undurchléssig. Erst
Transport- oder Kanalproteine ermdoglichen aktiven oder passiven Ionenstrom.
Passiv nennt man einen Transport durch die Membran, wenn er ,, von selbst*
ohne Energiezufuhr vonstatten geht. Aktiv ist er, wenn er Energie verbraucht.

Der fiir das Membranpotenzial wichtigste lonentransporter, der Ionen auch
gegen ihr Konzentrationsgefille transportieren kann, ist die Natrium-Kalium-
Pumpe. Unter Energieverbrauch beférdert sie Natriumionen vom Zellinneren
hinaus und gleichzeitig Kt in die entgegengesetzte Richtung von auflen ins
Zellinnere. Sie ist fiir die hohere K+-Konzentration im Inneren und die héhere

NaT-Konzentration aulerhalb der Zelle verantwortlich.

12
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Ionenkanéle sind selektiv und erlauben jeweils nur die Diffusion eines be-
stimmten Ions. So gibt es Kalium-, Natrium- und Chloridkanéle. Im Allge-
meinen ermoglichen sie den Transport der Ionen in beide Richtungen durch
die Membran, allerdings nur passive Diffusion. In welche Richtung der passive
Nettotransport ausféllt, ist dabei von zwei Kréaften abhéngig: dem Konzentra-
tionsgradienten und der Spannung iiber der Membran. Gibt es im Zellinneren
beispielsweise mehr K, diffundieren die Kaliumionen entsprechend des Kon-
zentrationsgefilles aus der Zelle heraus. Um die andere Kraft zu verstehen,
rufen wir uns einfache physikalische Grundlagen ins Gedéchtnis: Elektrische
Spannung oder elektrische Potenzialdifferenz veranlasst Teilchen dazu, sich in
eine bestimmte Richtung zu bewegen. Verbindet man beispielsweise die Pole
einer Batterie durch einen Draht, veranlasst die elektrische Spannung negativ
geladene Elektronen, vom negativen zum positiven Pol zu flieen. Das Flieflen
dieser Elektronen nennt man elektrischen Strom. In diesem Fall geht es nicht
um den Fluss von Elektronen, sondern Ionen. Ist das Zellinnere gegeniiber
dem Auflenmedium negativ geladen, zieht dieser Ladungsgradient die positiv
geladenen Kaliumionen in die Zelle. Zusammengefasst spricht man vom elek-
trochemischen Gradienten als Triebkraft fiir den lIonentransport. Ionenkanéile
konnen auch zeitweise oder dauerhaft geschlossen sein, sodass trotz entspre-

chender Triebkrifte keine Diffusion durch die Membran méglich ist.

AuBenmilieu o = Da K*-lonen entsprechend ihres
- © o Konzentrationsgefalles aus der
°® ] ® Zelle diffundieren, bleibt im Zell-
s © L innenraum ein Uberschuss an
e . . e © negativen Ladungen zuriick, der
&) ® i
i ,K*-Kanal das Ruhepotenzial erzeugt.
+++ + 4+ o
szilloskopschirm
{ [ [
b | Bow
e == mV
°®
e © o Kt @ 0
o3 e o°
LN or o © Ruhepotenzial
\ ) -60
[6) = negativ
N geladenes
Na* @ :
° Protein | | |
; L] 0 1 2 3
Zellinnenraum Millisekunden

Abbildung 2.4: Das Ruhepotenzial hdngt mafigeblich von Kaliumionenkanilen ab
(Markl et al. [I5], S. 1054)

Befindet sich ein Neuron im Ruhezustand, sind viele Kaliumkanile geoffnet.
Da die Kalium-Natrium-Pumpe die Konzentration an K* im Inneren der
Zelle hoher hilt, stromt K durch die offenen Ionenkanile nach aufien. Die
Kaliumionen lassen unkompensierte negative Ladung in der Zelle zuriick, die
an groffere Molekiile wie Proteine gekoppelt ist und die Zelle nicht verlassen

kann. Dieser Ladungsgradient zieht die Kaliumionen wie bei einem elektri-

13
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schen Strom wieder in die Zelle zuriick oder hélt sie in der Zelle. Es bildet
sich ein Gleichgewicht zwischen dem Konzentrationsgradienten und dem elek-
trischen Potenzial. Als Ergebnis ergibt sich eine elektrische Spannung iiber der
Membran - das Kalium-Gleichgewichtspotenzial (s. Abbildung. Gemessene
Ruhepotenziale entsprechen jedoch nicht genau dem Kalium-Gleichgewichts-
potenzial. Grund dafiir ist, dass es noch andere Ionenstrome wie den Strom
von Nat und CI~ durch die Membran gibt. Wegen der hohen Permeabilitéit
der Membran fiir K+ hat Kalium allerdings den gréfiten Einfluss.

2.3 Das Erzeugen eines Aktionspotenzials und

seine Weiterleitung entlang eines Axons

Neuronen sind in der Lage, ihr Membranpotenzial durch das Offnen und Schlie-
Ben von lonenkanélen zu verdndern. Einige Ionenkanéle sind beispielsweise
spannungsgesteuert. Durch eine Spannungsénderung 6ffnen oder schlieflen sie
sich und beeinflussen damit das Ruhepotenzial. Offnen sich die Natriumkaniile
in der Membran, stromt Na™ entsprechend seines elektrochemischen Gradien-
ten in die Zelle. Die Zellinnenseite wird weniger negativ, das Membranpotenzial
nimmt also zu. Man spricht von einer Depolarisation. Offnen sich spannungsge-
steuerte Kaliumkanéle, passiert das Gegenteil: K stromt aus der Zelle und das
Membranpotenzial wird noch negativer als zuvor. Die Membran wird hyper-
polarisiert. Diese Mechanismen sind fiir die Signalweiterleitung entlang eines
Neurons wesentlich.

Wie funktioniert diese Signalweiterleitung im einzelnen? Ein Neuron be-
kommt Signale - etwa von anderen Nervenzellen, mit denen es durch Synapsen
verbunden ist. Diese Nervenzellen heiflen dann prasynaptisch, das Neuron, wel-
ches die Signale empféngt, postsynaptisch. Die Signale konnen erregend oder
hemmend auf das Membranpotenzial an den Dendriten und am Zellkorper des
postsynaptischen Neurons einwirken. Man spricht von erregenden und hem-
menden (oder inhibitorischen) Synapsen. Abhéngig davon, wie die Summe
dieser Signale ausfillt, kommt es eventuell zu einer Depolarisation der Neuro-
nenmembran. Dieses aus der Summe verschiedener Inputsignale entstehende
Membranpotenzial breitet sich durch Ionenstréme auf benachbarte Regionen
aus, nimmt jedoch mit wachsender Entfernung rasch ab und kann schlieSlich
ganz verschwinden. Ist das Signal jedoch so stark, dass es den Axonhiigel mit
einer bestimmten Amplitude erreicht, generiert die Zelle ein Aktionspotenzial.

Unter einem Aktionspotenzial versteht man einen diskreten Nervenimpuls,

der mit wachsender Entfernung nicht abnimmt und ein Signal so iiber das
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oft lange Axon transportieren kann. Bei einem Aktionspotenzial wird die Po-
tenzialdifferenz iiber einem Teil der Membran ein bis zwei Millisekunden lang
umgekehrt. Sie steigt voriibergehend von —60 mV auf etwa +50 mV. Man
spricht auch von einem Spike. Wie ein Aktionspotenzial entsteht, zeigt Ab-
bildung [2.5} Breitet sich eine Depolarisation der Membran durch lokalen To-
nenfluss so stark aus, dass sie den Axonhiigel eines Neurons erreicht, werden
dort spannungsgesteuerte Natriumkanile geoffnet. Diese verstidrken die De-
polarisation. Man spricht von positivem Feedback. Wenn die Depolarisation
dadurch einen bestimmten Schwellenwert iiberschreitet, 6ffnet sich zusétzlich
sprunghaft eine grofle Anzahl Natriumkanéle. Das Membranpotenzial erreicht
innerhalb kiirzester Zeit einen positiven Wert. Man sagt: Das Neuron feuert; es
generiert ein Aktionspotenzial. Den Zustand des Neurons nach Erreichen des
Schwellenwerts bezeichnet man als Er- oder auch Anregung. Die Zeit wahrend
der extremen Depolarisation nennt man Depolarisations- oder auch aktive Pha-

Se.

Schon nach einer bis zwei Millisekunden endet die Depolarisation und das
Membranpotenzial sinkt wieder. Ein Grund dafiir ist, dass sich die spannungs-
gesteuerten Natriumkanile schlieen. Zum anderen 6ffnen sich jetzt die lang-
sameren spannungsgesteuerten Kaliumkanile. K+ stromt wegen des positiven
Ladungsiiberschusses aus der Zelle. Das Membranpotenzial kehrt auf einen ne-
gativen Wert zuriick und wird meist fiir kurze Zeit sogar noch negativer als das
urspriingliche Ruhepotenzial. Wie oben schon erwéahnt, spricht man von Hy-
perpolarisation. In diesem Zusammenhang nennt man die Riickkehr zu einem
negativen Potenzial auch Repolarisation. Letztendlich schlieflen sich auch die
spannungsgesteuerten K-Kanéle und die Zelle kehrt endgiiltig in den Ruhe-
zustand zuriick. Das Ungleichgewicht zwischen Na™ und K™ im inneren und

auleren Bereich der Zelle wird durch die Natrium-Kalium-Pumpe behoben.

Nachdem sich die spannungsgesteuerten Natriumkanéle nach der Depolari-
sation geschlossen haben, werden sie fiir ein bis zwei Millisekunden inaktiviert.
Sie konnen sich in dieser Zeit nicht erneut 6ffnen. Dies und die Tatsache, dass
es nach Aktionspotenzialen hiufig zu einer Hyperpolarisation kommt, verur-
sacht eine Refraktérzeit, in der kein erneutes Aktionspotenzial ausgelost wer-
den kann. Die Refraktérzeit sorgt dafiir, dass Aktionspotenziale diskret und
unidirektional sind, also nur in eine Richtung weitergeleitet werden kénnen. Zu-
dem legt sie die maximale Feuerfrequenz des Neurons fest. Man unterscheidet
die absolute Refraktérzeit direkt nach einem Aktionspotenzial und die relative
Refraktérzeit, die sich unmittelbar daran anschlieffit. Wéhrend der absoluten
Refraktérzeit ist unabhéngig von der Reizintensitéit eine erneute Anregung

unmoglich. Wahrend der relativen Refraktérzeit kann durch besonders starke
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Abbildung 2.5: Verlauf eines Aktionspotenzials (Markl et al. [15], S. 1057)

16



Das FitzHugh-Nagumo-Modell Ina Lammers

Reize - stérker als normalerweise notwendig - ein Aktionspotenzial ausgelost
werden (vgl. Kandel [14], S. 176).

Das Generieren von Aktionspotenzialen wiederholt sich entlang des Axons,
sodass eine rdumliche Leitung des Spikes iiber der Lange des Axons entsteht.
Mathematisch kénnte man die Aktionspotenziale als laufende Welle (, traveling
wave®) bezeichnen (vgl. Edelstein-Keshet [5], S. 317).

Aktionspotenziale generieren sich selbst nach einem Alles-oder-nichts-Prin-
zip, d. h. die Amplitude des Nervenimpulses bleibt entlang eines Axons gleich
und wird nicht schwécher. Das resultiert aus der Wechselwirkung zwischen
spannungsgesteuerten Kanélen und Membranpotenzial. Erreicht das Mem-
branpotenzial durch positive Riickkopplung zwischen spannungsgesteuerten
Natriumkanilen einen Schwellenwert, steigt es stets auf den Maximalwert und
wird zum Aktionspotenzial. Dieses breitet sich durch lokalen Ionenstrom auf
benachbarte Regionen aus, die daraufhin ebenfalls ein maximales Aktionspo-
tenzial auslosen.

Durch Anlegen eines Stroms mithilfe einer Reizelektrode lédsst sich eine
Axonmembran auch kiinstlich so depolarisieren, dass sie den Schwellenwert
erreicht und Spikes feuert. Wie natiirliche durch Verschaltung von Stimuli am
Axonhiigel generierte Aktionspotenziale werden sie in eine Richtung weiterge-
leitet. Bei lang andauernder Reizung heifit die geringste Stromstérke, bei der
ein Axon Spikes generiert, Rheobase (vgl. FitzHugh [§], S. 453).

Wie Neuronen die als Aktionspotenzial kodierte Information schliellich an
weitere Neuronen oder Effektoren wie Muskelzellen weiterleiten, soll hier nicht
betrachtet werden. Ein Stichwort ist die Signaltransmission an chemischen
Synapsen. Informationen dazu findet man bei Markl et al. [16], S. 1264 ff.

Die fiir die folgenden mathematischen Uberlegungen besonders relevanten
Phénomene in Bezug auf Aktionspotenziale seien noch einmal in Stichpunkten

zusammengefasst:

e Ruhepotenzial: Uber der Membran eines nicht angeregten Neurons

liegt eine Spannung.

e Integration von Inputsignalen: Das Membranpotenzial resultiert meist
aus verschiedenen aufsummierten erregenden und hemmenden Inputsi-

gnalen.

e Erregbarkeit: Neuronen sind erregbar, d. h. sie feuern Aktionspoten-

ziale nach Erreichen eines bestimmten Schwellenwerts.

e Alles-oder-nichts-Prinzip: Erreicht die Axonmembran das Schwellen-

potenzial, generiert das Neuron Aktionspotenziale mit immer gleicher
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Amplitude. Sonst feuert es nicht.

e Absolute Refraktirzeit: Unmittelbar nach einem Aktionspotenzial ist

eine erneute Depolarisation unmoglich.

e Relative Refraktirzeit: In dieser Zeit kann zwar ein erneutes Aktions-
potenzial generiert werden, jedoch ist eine hohere Reizintensitéit dafiir

notig.
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3 Andere Neuronenmodelle

Mittlerweile sind die Mechanismen in Neuronen gut verstanden und koénnen
akkurat in Modellen abgebildet werden. Sie kommen in Neurowissenschaften
zur systematischen Untersuchung von Gehirnfunktionen zum Einsatz und wer-
den in der Informatik und der Robotertechnik verwendet. Um Simulationen
zu beschleunigen oder Berechnungen zu vereinfachen, arbeiten solche Modelle
trotz des weitreichenden Kenntnisstands der Wissenschaft mit Vereinfachun-
gen. Sie beschreiben etwa nur zeitdiskrete Anderungen des Membranpotenzials
oder beschréanken sich auf Kenngréfen wie die Feuerfrequenz eines Neurons.
Fiir die jeweilige Situation weniger wichtige Faktoren und Mechanismen wer-
den vereinfacht dargestellt oder ignoriert (vgl. Dyan und Abbott [4], S. 11).

Neuronenmodelle unterscheiden sich stark in ihrer Abstraktion: Manche Mo-
delle bilden die physiologischen Mechanismen relativ genau ab, andere redu-
zieren die Vorgénge z. B. auf die Existenz oder Nichtexistenz eines Aktionspo-
tenzials. Davon abhéngig sind sie in ihrer Komplexitat sehr verschieden.

In Abschnitt betrachten wir das Hodgkin-Huxley-Modell, das aus vier
gekoppelten Differenzialgleichungen besteht. Im Hauptteil dieser Arbeit (Ab-
schnitt 4)) geht es um das abstraktere, dafiir mathematisch weniger komple-
xe FitzHugh-Nagumo-Modell. Wir méchten mit zwei mathematisch deutlich
simpleren Neuronenmodellen starten, um ein Gefiihl fiir die Modellierung von

Nervenzellen durch Mathematik zu bekommen.

3.1 Beispiel: Die McCulloch-Pitts-Zelle

Feuerratenmodelle von Neuronen betrachten die Frequenz von Aktionspoten-
zialen als dynamische Variable. Sie beriicksichtigen also nur, ob das Neuron
feuert. Das konkrete Membranpotenzial wird nicht mit einbezogen.

Das einfachste dieser Modelle wurde 1943 entwickelt und heifit McCulloch-
Pitts-Neuron. Dabei nimmt man an, Neuronen seien synchrone Einheiten mit
einer festen Zeitverzogerung fiir die Signaltransmission von Zelle zu Zelle -
also der Zeitspanne, die zwischen dem Feuern einer vorherigen (postsynapti-
schen) Zelle und dem Feuern der prisynaptischen Zelle liegt. Damit ist das
Modell zeitdiskret. Das Alles-oder-nichts-Prinzip von Aktionspotenzialen wird
hier durch binére Variablen umgesetzt: eine 0 bedeutet, dass kein Signal wei-
tergegeben wird, eine 1 steht fiir das Generieren eines Signals. Weitere Werte

gibt es nicht. Die Dauer eines Aktionspotenzials sei dabei signifikant kleiner
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als die Zeitverzogerung zwischen Transmissionssignalen. Wir kénnen uns einen
Spike beinahe punktuell vorstellen. Weiter nehmen wir fiir das Modell an, dass
jede Synapse zwischen zwei Zellen eine Gewichtung besitzt - im Englischen
,synaptic weight“. Diese reelle Zahl zeigt an, ob die synaptische Verbindung
erregend oder hemmend ist und wie viel Einfluss sie auf das Generieren eines
Aktionspotenzials in der postsynaptischen Zelle hat. Jede Nervenzelle ¢ kann
namlich nur dann ein Aktionspotenzial generieren, wenn die gewichtete Sum-
me aller auf sie einwirkenden synaptischen Verbindungen eine wohldefinierte
Schwelle 0; € R iibersteigt.

Kurz gesagt: Eine McCulloch-Pitts-Zelle addiert alle Eingangssignale und
vergleicht diese Summe mit einer zugehorigen Schwelle. Ist sie grofler als die
Schwelle, gibt das Neuronenmodell eine 1 aus, ansonsten eine 0. Mathematisch

konnen wir das wie folgt ausdriicken:

0  sonst.

u(i,t—l—l)—{

u(i,t + 1) ist dabei das Signal des Neurons i zur Zeit ¢t 4+ 1. Es héngt von den
Inputsignalen u(j,t) € {0,1} ab, die jeweils durch die Gewichtung A;; € R
moduliert werden und zur Zeit ¢ auf das Neuron ¢ einwirken. M;; reguliert
fiir die synaptische Verbindung zwischen Neuron j und ¢ ihre Effizienz; bei
M;; = 0 gibt es keine Verbindung zwischen den Neuronen, bei M;; > 0 wirkt
die Synapse erregend auf das Neuron ¢ ein, bei M;; < 0 ist sie inhibitorisch. N
beschreibt die Anzahl aller betrachteten Neuronen (vgl. Mizraji & Lin [17] S.
376 f.).

Oft findet man das Modell leicht abgewandelt: Gibt es ein hemmendes Input-
signal, sendet die Zelle sofort eine 0. Die McCulloch-Pitts-Zelle kann so durch
eine einzige inhibitorische Leitung inaktiviert werden. In dem Fall lautet die

Gleichung fiir das Signal

1 fiir Zj\[:l Mmu(j, t) > 6; und Mij >0Vje {1, .. .,N},

0  sonst

u(z’,t+1):{

(vgl. Cowan [3], S. 73).

3.2 Beispiel: Das Integrate-and-Fire-Neuron

Das Integrate-and-Fire-Neuron ist ein einfaches Neuronenmodell, das wie die
McCulloch-Pitts-Zelle das Generieren von Aktionspotenzialen beschreibt, je-

doch zusétzlich den Zeitverlauf des Membranpotenzials einer Nervenzelle bis
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zum Auslosen eines Spikes betrachtet. Das Modell umgeht eine tatséchliche
biophysikalische Beschreibung des Aktionspotenzials dadurch, dass nur unter-
schwelliges Membranpotenzial abgebildet wird und Aktionspotenziale lediglich
durch Erreichen einer bestimmten Potenzialschwelle modelliert werden. Als Li-
teratur zu diesem Abschnitt dienen Gerstner & Kistler [9], S. 93 ff., sowie Dyan
& Abbott [4], Kap. 5, S. 10 ff.

Das einfachste Integrate-and-Fire-Modell ist das ,, Leaky“-Integrate-and-Fire-
Neuron. Die Leitfahigkeit der Membran wird dabei approximativ zu einem
»leakage term® 1/R zusammengefasst und fiir alle unterschwelligen Membran-
potenziale als konstant angenommen. Auf diese Weise verhélt sich das Mem-
branpotenzial bis zum Feuern eines Aktionspotenzials wie die Spannung im
elektrischen Stromkreis in Abbildung [3.1]

Ie IC

L 4 O

1R

Abbildung 3.1: Schaltskizze eines elektrischen Stromkreises als Modell fiir ein
Neuron (Harmand [11])

Fiir eine kurze Herleitung des Modells betrachten wir einige physikalische

Grundlagen. In einer einfachen Parallelschaltung eines Widerstands R und

Abbildung 3.2: Eine Parallelschaltung von einem Widerstand und einem Konden-
sator (Harmand [11])

eines Kondensators wie in Abbildung [3.2] gilt zwischen der Spannung V', dem
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Widerstand R und der Stromstérke I nach dem Ohmschen Gesetz folgender
Zusammenhang:

V=R-1I (3.1)

Die Kapazitat eines Kondensators wird als Proportionalitatsfaktor C' zwischen

der Ladung ) und der Spannung V' definiert:
Q=C-V.

Differenzieren dieser Gleichung fiithrt zu

Q) av

— =C—.

dt dt
Da die Stromstédrke I als Ladungsdnderung definiert ist, konnen wir auch
schreiben: o

I1=C—. 3.2
Jetzt verwenden wir das 1. Kirchhoffsche Gesetz: In einem Knotenpunkt eines
elektrischen Netzwerks ist die Summe der zuflieBenden Strome gleich die Sum-

me der abflieBenden Stréme. In dem Knoten in Abbildung [3.2] gilt demnach
—Ic = Ip.

Zusammen mit den Gleichungen [3.1) und [3.2] finden wir

e _V
dt R
Multiplizieren mit —% ergibt
av__ 1
dt  RC
1
— ——‘/v7
-

wobei 7 := RC' Zeitkonstante genannt wird.

Im Schaltkreis in Abbildung [3.1] gibt es zusitzlich eine externe Stromquelle
I, - einen Inputstrom. Auflerdem haben wir in Reihe zum Widerstand R eine
Spannung FE, die das Ruhepotenzial modelliert. In diesem Widerstandszweig

ergibt sich fiir die Spannung
V=R-Ip+E.
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Fiir die Stromstérke gilt also

Irp=(V-E)/R
— (E-V)/R. (3.3)

Das 1. Kirchhoffsche Gesetz ergibt am eingezeichneten Knoten

Io=1Ic+ 1R
54 Ic=—Igp+ 1. (34)
Durch Einsetzen der Gleichungen [3.2| und [3.3]in [3.4] bekommen wir

v E-V
dt R

+ 1.

Multipliziert mit dem spezifischen Membranwiderstand R und mit Einsetzen
der Zeitkonstanten 7 = C'R ergibt sich die grundlegende Gleichung des Leaky-
Integrate-and-Fire-Modells:

d
Td—‘: — E—V +RI. (3.5)

Diese Gleichung gilt allerdings nur fiir unterschwellige Membranpotenziale
V. Sobald V' einen Schwellenwert 6 erreicht, wird ein Aktionspotenzial gene-
riert. Das Modell reagiert, indem das Potenzial V' auf das Ruhepotenzial F
zuriickgesetzt wird. Zusammengefasst besteht das Modell also aus zwei Pha-

sen:

1. ,Integrate*: (Synaptische) Inputstrome werden verschaltet. Sie bewir-
ken entsprechend der Gleichung |3.5| eine Verdnderung des Membranpo-

tenzials, solange V' unterhalb eines Schwellenpotenzials 6 liegt.

2. ., Fire*“: Erreicht das Membranpotenzial V' einen Schwellenwert 6, gene-
riert das Neuron ein Aktionspotenzial. Die Zelle feuert. In diesem Fall
setzt das Modell das Potenzial V' auf ein unterschwelliges Ruhepotenzial

FE zuriick.

(vgl. Dayan und Abbott [4], Kap. 5, S. 10 ff.)

Eine deutliche Vereinfachung bei Integrate-and-Fire-Neuronen beziiglich der
tatséchlichen physiologischen Mechanismen besteht darin, dass die Form eines
Aktionspotezials nicht explizit beschrieben wird. Spikes werden einzig durch
ihre , Feuerzeit* ) mit V (¢tY)) = # charakterisiert. Ist V(t)) = 0 und wird
dann V auf das Ruhepotenzial E zuriickgesetzt, gilt fiir ¢ > t) erneut die
Gleichung [3.5] bis wieder das Schwellenpotenzial # erreicht wird.
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Ein groflier Vorteil des Modells ist, dass die Differenzialgleichung fiir
viele Eingangssignale I, explizit losbar ist, z. B. wenn I, als konstant ange-
nommen wird. Netzwerke aus Integrate-and-Fire-Neuronen werden haufig zur
Modellierung herangezogen, wenn die Zeitstruktur der Signalverarbeitung eine

vorrangige Rolle spielt.

3.3 Beispiel: Das Hodgkin-Huxley-Modell

Die britischen Neurophysiologen Alan L. Hodgkin und Andrew F. Huxley un-
tersuchten zusammen mit Bernard Katz in den 1940er und 1950er Jahren die
elektrischen Eigenschaften von Neuronen. Um mit den damals verfiigbaren
Techniken entsprechende Messungen durchzufiihren, war ein Neuron mit be-
sonders dickem Axon notwendig, wie man es bei Tintenfischen findet. Da die
elektrischen Signale in Neuronen immer &hnlich sind, lassen sich die Beob-
achtungen am Riesentintenfischaxon ohne Weiteres auf andere Nervenzellen,
insbesondere die des Menschen, iibertragen.

Hodgkin und Huxley mafien mithilfe von Elektroden die Spannung iiber der
Axonmembran, verdinderten aktiv die lonenkonzentrationen und beobachteten
die Auswirkungen von angelegtem elektrischem Strom auf das Membranpoten-
zial. Dies geschah mit sogenannte Voltage-clamp-Experimenten, bei denen das
Axon aus der Zelle entfernt, eine Spannung daran angelegt und das Aktions-
potenzial beobachtet wird. Fiir ihre Ergebnisse - wir verdanken ihnen viele der
in Abschnitt [2] beschriebenen Erkenntnisse {iber die elektrischen Eigenschaften
von Axonen - erhielten sie 1963 den Nobelpreis (vgl. Markl [16], S. 1257 f. und
Kandel et al. [14], S. 169 ff.). Treffend spricht man in der Literatur von einem
Schliisselmodell im Bereich neuronaler Kommunikation. Die Modellierung von
neuronaler Erregung und der Ausbreitung von Aktionspotenzialen sei einer der
groBten Erfolge der mathematischen Biologie (vgl. Murray [18], S. 239).

Die folgende Darstellung ihrer Ergebnisse lasst sich in dhnlicher Form bei
Edelstein-Keshet [5], S. 318 ff., nachlesen. Kompakter findet man die Herlei-
tung des Hodgkin-Huxley-Modells bei Murray [1§], S. 239 ff.

Wir haben bereits beim Integrate-and-Fire-Modell gesehen, dass sich das
Membranpotenzial eines Axons mit der Spannung entlang eines Stromkreises
modellieren lasst. Auch bei Hodgkin und Huxley ist ein solcher Stromkreis
Grundlage des Modells. In diesem Fall beinhaltet er nicht nur einen, sondern
drei parallel geschaltete Widerstéinde. Jeder Widerstand modelliert dabei den
Einfluss der Bewegung bestimmter Ionen - den Einfluss von Natrium-, Kalium-

und anderen lIonen. Wir betrachten als Grundlage also einen Schaltkreis wie

in Abbildung [3.3]
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Vv, V, Vs

Abbildung 3.3: Ein Schaltkreis als Grundlage fiir das Hodgkin-Huxley-Modell (in
Anlehnung an Harmand [I1])

Die wichtigsten GesetzméBigkeiten wurden bereits beim Integrate-and-Fire-
Neuron im vorangegangenen Abschnitt besprochen. Fiir die Anderung der

Spannung V' finden wir entsprechend der Gleichung 3.2

awv 1

dat - '@

Auflerdem gilt hier nach dem 1. Kirchhoffschen Gesetz:

Ie=Ic+ L+ 1+ 13
4 IC:—(Il—i‘IQ—i‘Ig—Ie).

Beides zusammen ergibt

av 1

—=——=L+L+13-1). 3.6

o C( 1+ L2+ 13 ) (3.6)
Fiir die Stromstérke I; entlang eines Widerstands R; gilt entsprechend der

Gleichung [3.1

Der elektrische Leitwert g entlang eines Widerstands R ist definiert durch

g = 1/R. Damit konnen wir schreiben:

I = gi(V = V).
Aus Gleichung [3.6| wird dann
av 1
T —6[91(‘/ — Vi) + g2(V = Va) + g3(V = V3) — L].
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Wir haben bereits oben erwéihnt, dass die einzelnen Widerstinde bzw. die
Leitwerte Modelle fiir den Einfluss von Natrium-, Kalium- und anderen Ionen-

kanalen sind. Daher verandern wir die Indizes:

% = _é[gNa(V — Vna) + 95 (V = Vi) +go(V = Vi) = I]. (3.7)

Es sei jetzt also gy, der Leitwert fiir Natrium, gx der Leitwert fiir Kalium und
g1, der Leitwert fiir alle iibrigen Ionen. Vi, ist der Anteil des Ruhepotenzials,
der durch den Einfluss von Natriumionenkanélen entsteht. Entsprechend sind
Vi und V7, die Anteile am Ruhepotenzial, die durch Kalium und andere Ionen

entstehen.

An dieser Stelle weichen Hodgkin, Huxley und Katz von der Arbeit mit
reinen physikalischen GesetzméfBigkeiten ab und gehen zu Spekulationen {iber,
wie die Leitfdhigkeiten gy, und gx durch die Spannung beeinflusst werden.
Fiir den Wert g; wird angenommen, dass er unabhingig von V und damit
konstant ist. Durch Herumprobieren entwickeln sie die drei Variablen n, m und
h fiir die Dynamik der Kalium- und Natriumionenkanéle. Diese hypothetischen
Groflen konnen vielleicht als Proteinkonzentrationen interpretiert werden, die
das Offnen und Schliefen der Kanile beeinflussen. Allerdings stammen sie
nicht tatséichlich aus biologischen Uberlegungen und fundamentalem Wissen
iiber molekulare Mechanismen. Vielmehr werden sie gewéhlt, um die Daten

anzupassen. Wir definieren wie Hodgkin, Huxley und Katz:

gNa = Gnam’h (3.8)
gx = grn’. (3.9)

Jne und gr sind Konstanten. Setzen wir [3.8 und [3.9)in die Gleichung [3.7] ein,
ergibt das die erste Differenzialgleichung des Hodgkin-Huxley-Modells:

v 1
— = ~ gl h(V = Vo) + gen(V = Vie) + 9o (V = Vi)l (3.10)

In den drei iibrigen Differenzialgleichungen des Modells wird beschrieben, wie

n, m und h jeweils von V' abhéngen:

dn

i an(1—n)— Bun (3.11)
dm
D (1= m) = (312
dn _ 1—h h 3.13
W an(1= 1)~ B (3.13)
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Oy Oy Oy By By Br sind dabei von V' (in mV') abhéngige Funktionen:

an(V) =0,01(V +10)(e 10~ — 1)
(V) =0,1(V +25)(e 10 — 1)
ap(V)=0,07e

Ba(V) = 0,125e%

Bn(V) = des

Bu(V) = (e 10" +1)7!

In den néchsten Absédtzen gehen wir iiber die angegebene Literatur hinaus
und mochten exemplarisch die Differenzialgleichung [3.12) genauer untersuchen.
Dazu werfen wir zunéchst einen Blick auf die spannungsabhéngigen Funktionen
a, und f,. In den Abbildungen (3.4(a)| und [3.4(b)| sind sie dargestellt. Wir

sehen: Beide Funktionen sind fiir alle V' positiv. Auflerdem ist «,, monoton

fallend und konvergiert fiir V' — oo gegen 0. (3,, ist monoton steigend und

konvergiert fiir V' — —oo gegen 0.

8 T T T T 1200

1000

800r

600

200F

0 I I I 1 h f I
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 E%OO -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
\ \

(a) Der Graph der Funktion ay, (b) Der Graph der Funktion f,,

Abbildung 3.4: Die spannungsabhéingigen Funktionen, die 7 beeinflussen.

Mit diesem Wissen betrachten wir jetzt die Differenzialgleichung [3.12, Zu-
gunsten der Lesbarkeit und Asthetik im folgenden FlieStext ersetzen wir dabei
dm .

i durch m:
m = ap(l —m)— G,m.
Denken wir uns «,, und (,, konstant, handelt es sich um eine inhomogene li-

neare Differenzialgleichung. Mit i = 0 ermitteln wir den stationéren Zustand:

m =0

< (1 —=m) = Bmm =0
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& (Qm + Bm)m =
& il
m=—————o:.
Qo + B

Mit fm) = am — (am + Bn)m ist
f'(m) = —(am + Bp).

Da —(ay, + By) mit a,,, > 0 und 3, > 0 negativ ist, ist der stationire Zustand

amafm asymptotisch stabil (s. Satz auf Seite . m konvergiert also gegen

einen stationdren Zustand. Denken wir uns jetzt «,, und (,, wieder variabel,

erkennen wir, dass diese positiven Funktionen sowohl den stationédren Zustand
als auch die ,, Geschwindigkeit der Konvergenz“ beeinflussen.

Wir kénnen das Verhalten von m noch auf andere Weise untersuchen. Wenn
man m als Proteinkonzentration interpretiert, sind Werte zwischen 0 und 1
interessant. Wir betrachten als Anfangsbedingung zunéchst m = 1 und denken

uns auflerdem V' sehr klein. Was passiert? Aus m = 1 folgt:

M= am(1—1) = fn-1

Da fiir eine negative Spannung V [, positiv und sehr klein ist, folgt: Die
zeitliche Anderung von m ist negativ und sehr klein.

Was passiert bei anderen Anfangsbedingungen? Fiir eine negative Spannung
ist 3, sehr klein. Der Einfluss des Terms f3,,m ist damit nahezu unbedeutend.
Wie wir aus Abbildung entnehmen konnen, ist a, fiir eine sehr kleine
Spannung relativ grofl. Machen wir m kleiner als 1, wird 1 —m grofler. Es folgt:
Auch a,,(1 — m) wird grofler. Je kleiner der Anfangswert, desto grofler ist zu
Beginn also die Anderung 7. Wird jetzt durch die positive Anderung m mit
der Zeit groBer, sinkt die Anderung 7, bis sie in der N&he von m = 1 nahezu
0 ist. m konvergiert gegen einen stationédren Zustand. Abbildung [3.5| spiegelt
die Gedankengénge in den schwarzen Kurven wieder. Fiir groflere Spannungen
V konnen #hnliche Uberlegungen angestellt werden. Die Losungen dazu sind
in der Abbildung andersfarbig gestaltet.

Fiir eine sinnvolle Interpretation dieser Ergebnisse in Bezug auf die Aktivitat
von Natriumkanélen miissten wir entsprechend der Gleichung [3.8] auch die
Differenzialgleichung [3.13| genauer untersuchen. Fiir eine umfassende Analyse
des Systems sollte zusétzlich Gleichung betrachtet werden. Das fiihrt an

dieser Stelle zu weit, sodass wir es bei der vorgenommenen exemplarischen
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Loésungen fur V = =70
Losungen fir V = -20
Losungen fur V = 20

Abbildung 3.5: Losungen der Differenzialgleichung mit verschiedenen
Anfangsbedingungen

Betrachtung belassen. Moglicherweise kann sie dem ein oder anderen als Anreiz
fiir weitere selbststdndige Untersuchungen dienen.
Um das Modell zu vervollstandigen, erwerben Hodgkin, Huxley und Katz

aus Messungen Werte fiir die Konstanten:

GNe = 120 mS - cm ™2

Jr =36 mS - cm™?2

g, =0,3mS - cm ™2
VNa = —115mV
VK =12 mV

Vi, = —10,5989 mV.

Hadeler [12] ergénzt C' = 1 und bemerkt, dass diese Grofien die Vorgéange bei
einer Temperatur von 6, 3 °C beschreiben. Bei anderen Temperaturen ergeben
sich teilweise weitere Faktoren (vgl. Hadeler [12], S. 156).

Wir sehen, dass die Gleichungen und Konstanten im Hodgkin-Huxley-Modell
groftenteils der mathematischen Modellierung dienen und nicht direkt aus
biologischen Beobachtungen resultieren. Einzig die Gleichung |3.10| entstammt
tatséchlich beobachtbaren Phanomenen. Insbesondere hangen m, n und h nicht
deutlich mit irgendwelchen molekularen Mechanismen zusammen, obgleich sie
als solche interpretiert werden koénnen.

Ein grofler Erfolg des Modells liegt in der Mdoglichkeit, viele Ergebnisse
von Beobachtungen vorauszusagen, die nicht zur Formulierung der Gleichun-
gen benutzt wurden. Gleichzeitig ist es sehr schwer, das aus vier gekoppel-

ten gewohnlichen Differenzialgleichungen bestehende Modell mathematisch-
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analytisch zu verstehen. Ein mathematisch einfacheres System, das die we-
sentlichen Eigenschaften behélt, erscheint daher sehr sinnvoll. Ein solches ist

das FitzHugh-Nagumo-Modell.
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4 Das FitzHugh-Nagumo-Modell

4.1 Vorausgehende Bemerkungen zum
FitzHugh-Nagumo-Modell

1960 setzte sich Richard FitzHugh in seiner Arbeit ,, Threshold and plateaus in
the Hodgkin-Huxley nerve equations* [7] mit dem Hodgkin-Huxley-Modell aus-
einander und versuchte, es mithilfe von Phasenraumbetrachtungen mathema-
tisch zu verstehen. Dabei reduzierte er das vierdimensionale Modell auf zweidi-
mensionale Untersysteme, indem er jeweils zwei der vier Variablen V', m, n und
h als konstant betrachtete. Diese Untersysteme waren in der Ebene darstell-
und interpretierbar. Die Analyse erschien FitzHugh jedoch umsténdlich und
unvollstéindig: Da immer nur eine Projektion des vollstdndigen Systems be-
trachtet werden konne, zeige sich nicht jede Eigenschaft des Modells. Insbe-
sondere sei die Analyse in Bezug auf ,repetitive firing” diirftig, da hier die
Interaktion aller vier Variablen eine Rolle spiele. Eine andere Herangehens-
weise zur Analyse des Hodgkin-Huxley-Modells mithilfe eines mathematisch
leichter handhabbaren Modells sei niitzlich (vgl. FitzHugh [§], S. 445).

FitzHugh betrachtete in seiner Folgearbeit ,,Impulses and physiological states
in theoretical models of nerve membrane® [§] also nicht mehr das vierdimensio-
nale Hodgkin-Huxley-Modell, sondern ein zweidimensionales , Ersatzsystem*
mit dhnlichen Eigenschaften. Dabei orientierte er sich an einem Modell von
K. F. Bonhoeffer sowie den Van-der-Pol-Gleichungen und nannte dieses neue
System ,,Bonhoeffer-van-der-Pol-Modell“, kurz BVP-Modell. Es wurde 1962
von J. Nagumo et al. in der Arbeit ,An active pulse transmission line simu-
lating nerve axon® [19] aufgegriffen und durch einen elektrischen Stromkreis
simuliert. Wir finden das System daher heute unter dem Namen , FitzHugh-
Nagumo-Modell*.

Bereits an dieser Stelle sei bemerkt, dass das FitzHugh-Nagumo-Modell nicht
exakt quantitative Eigenschaften von Impulsen in Axonen darstellt. Die Va-
riablen in den Gleichungen haben nur ungenaue biologische Bedeutungen und
ihr Zusammenspiel entspricht nicht strikt den physiologischen Fakten. Insbe-
sondere ist das System von den elektrochemischen Eigenschaften der speziel-
len Tonenfliisse isoliert, die im Hodgkin-Huxley-Modell eine mafigebliche Rolle
spielen. Vielmehr ist das System als ein Muster zu verstehen, das wichtige

Eigenschaften von Neuronen und die dazu fithrenden Interaktionen zwischen
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Variablen qualitativ darstellt.

Zundchst werden wir das FitzHugh-Nagumo-Modell vorstellen, bevor wir
es in den anschlieBenden Abschnitten analysieren und interpretieren. Dabei
orientieren wir uns an der bereits oben erwéhnten Arbeit , Impulses and phy-
siological states in theoretical models of nerve membrane* [§] von FitzHugh.
Bei Edelstein-Keshet [5], S. 323 ff., finden sich viele der Uberlegungen ebenfalls

wieder.

4.2 Beschreibung des FitzHugh-Nagumo-Modells

Die fiir die Modellierung wichtigen Merkmale des Hodgkin-Huxley-Modells
sind Anregbarkeit und Oszillation. FitzHugh fasst das Modell als Beispiel einer
ganzen Klasse von nichtlinearen Systemen auf, die diese Eigenschaften zeigen.
Als Prototyp dieser Klasse nennt er ein anderes, einfacheres Modell: das Van-
der-Pol-System. Van der Pol nutzte es erstmals 1927, um einen elektrischen
Stromkreis mit einem nichtlinearen Element zu beschreiben. Er realisierte da-
bei die Parallelitdt zwischen dem Stromkreis und bestimmten biologischen Os-
zillatoren wie z. B. dem Herzschlag (vgl. Edelstein-Keshet [5], S. 333).
Das Van-der-Pol-System wird durch folgende Differenzialgleichung zweiter
Ordnung beschrieben:
i+c(—1Di4+z=0. (4.1)

Die Punkte bedeuten dabei das Differenzieren nach der Zeit ¢ und c sei eine

positive Konstante. Dies ist eine Liénardsche Gleichung

i+ f(x)i+g(x) =0 mit f(z) = c(z® - 1)
9(@):

x.

Definieren wir y := 1 [i 4 F(z)] mit F(z) = [ f(£)dE, so ist das folgende

zweidimensionale sogenannte Liénardsche System #dquivalent zu Gleichung 4.}

T =cy— F(z)
. —g\x
)
c
In unserem Fall gilt:
. N 23
T=c T ——
Y 3
.~
y=—-:
c
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Diese Liénardsche Transformation bleibt hier unbewiesen. Sie findet sich bei-

spielsweise auch bei Amann [1], S. 376.

Durch Hinzufiigen einiger Summanden erhalten wir das Neuronenmodell:

23
i:c[y—i-x—?—l—z} (4.2)
, xr—a+by

j=—— (4.3)

a und b seien dabei Konstanten mit folgenden Bedingungen, welche wir erst

spéter begriinden:

1—5 < a, (44)
a <1, (4.5)
0<b<1, (4.6)
b> . (4.7)

z sei eine von der Zeit t abhédngige Funktion.

Obwohl die Variablen in diesem Modell nicht genauen physiologisch gemes-
senen Grofen entsprechen, gibt es Ubereinstimmungen: z iibernimmt die Rolle
der Anregbarkeit des Systems bzw. des Membranpotenzials des Axons. y lédsst
sich als eine ,,Erholungsvariable“ bezeichnen, die als Zusammenspiel verschie-
dener Krifte fiir die Riickkehr der Axonmembran zum Ruhezustand verant-
wortlich ist. z steht fiir einen angelegten Stimulus wie einem Strominput, der
zu Anregung fiihrt. Typischerweise spezifizieren wir z durch eine konstante, ei-
ne Stufen- oder eine Rechteckfunktion. Durch die (zeitweilige) Konstanz kann
z manchmal als von ¢ unabhéngiger Parameter behandelt werden. Im folgen-

den Abschnitt entwickeln wir noch ein genaueres Verstdndnis der einzelnen
Groflen.

In der Sekundérliteratur finden wir das Modell auch in anderer Form, bei-

spielsweise bei Murray [1§], S. 241:

d
d—::f(v)—w—fa
d

mit f(v) =v(a—v)(v—1).
Dabei sind a, b und v Konstanten mit:

0<a<l,
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b>0,
v > 0.

v steht fiir das Membranpotenzial und w spielt die Rolle von m, n und h
im Hodgkin-Huxley-Modell. Wir betrachten in dieser Arbeit ausschlielich die
Gleichungen und Untersucht man jedoch zusétzlich das System nach
Murray, stellt man die qualitative Ahnlichkeit fest.

4.3 Qualitative Analyse und Interpretation des

FitzHugh-Nagumo-Modells

Wir méchten das FitzHugh-Nagumo-Modell ndher untersuchen und seine qua-
litativen Eigenschaften erschliefen und interpretieren. Erforderliche Definitio-
nen und Sétze fiir diese Analyse werden jeweils an entsprechender Stelle ange-
geben. Abgesehen vom Poincaré-Bendixson-Theorem (Abschnitt bleiben
die Sitze unbewiesen. Beweise und weitere Informationen kénnen in der ange-

gebenen Literatur nachgeschlagen werden.

4.3.1 Modellierung des Ruhezustands eines Neurons

Um das Differenzialgleichungssystem (4.2} 4.3)) zu verstehen, mochten wir den
zugehorigen Phasenraum skizzieren. Dazu ist es sinnvoll, Nullklinen und sta-
tiondre Punkte zu ermitteln. Zundchst nennen wir einige grundlegende Defini-

tionen.

Definition 4.1. Es sei X C R" und fir jedes © € X sei J(x) =
(t~(z),tT(x)) ein offenes Intervall in R mit 0 € J(x). Es sei auferdem
Q:={(t,z) e Rx X|t € J(z)}. Dann heif§t eine Abbildung

p: 02— X

Fluss auf X, wenn folgende Figenschaften erfillt sind:
1. Q) ist offen in R x X,

2. ¢:Q — X ist stetig,

3. $(0,.) = idy,
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4. firx € X, s € J(x) und t € J(P(s,x)) ist s+t € J(x) und es gilt
¢(t,¢(8,£€)) = ¢(S+t7x)'

t~(z) und tT(x) heiffen negative und positive Fluchtzeit von .

Bemerkung 4.2. Betrachten wir ein Differenzialgleichungssystem © = f(x)
mit einer einmal stetig differenzierbaren Funktion f : X — R™ und einer

Anfangsbedingung x(0) = &, so stellt die Losung
¢:Qf) > X
des Anfangswertproblems

&= f(z), 2(0) =¢

einen Fluss auf X dar, den von f erzeugten Fluss. Q(f) sei dabei die Menge
{(t,z) e Rx X[t € J(x)}.

(vgl. Amann [1], S. 137 f.)
In unserem Fall untersuchen wir ein zweidimensionales Differenzialgleichungs-

system der Form

fl(x7y>

f 2 ($ ) y)
uns bildlich vorstellen: An jedem Ort (z,y) der Ebene ,stromt“ das System in

Es gilt X C R% Den von f := [ ] erzeugten Fluss auf X konnen wir

eine bestimmte Richtung.

Definition 4.3. Ein Punkt x € X heifit stationdrer (oder kritischer) Punkt
des Flusses ¢, falls gilt:

o(t,x) =z fir allet € J(x).

Wird der Fluss ¢ nach Bemerkung[4.2] von einer einmal stetig differenzierbaren
Funktion f erzeugt, sind die stationdren Punkte genau die Nullstellen von f

(vgl. Amann [1], S. 140 f.). Anschaulich kann man formulieren, dass ein Punkt
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stationér ist, wenn der Fluss ,,bei diesem Punkt bleibt“ oder der Vektor an

dieser Stelle gleich 0 ist. Fiir das System

finden wir die stationdre Punkte durch Losen der Gleichungen

fi(z,y) =0 und
fQ(x7y) =0.

Zur Bestimmung stationédrer Punkte ist es in unserem Fall ratsam, Nullklinen

zu betrachten.

Definition 4.4. FEs sei X C R™ und f : X — R"™ einmal stetig differenzierbar.

Fir ein System gewdohnlicher Differenzialgleichungen
i = /(@)
mit der j-ten Gleichung ©; = f;(x) heifit die durch
o € X|f;(@) = 0}

definterte Menge die x;-Nullkline von f.

In diesem zweidimensionalen Fall bezeichnet eine Nullkline eine Kurve im Pha-
senraum, entlang derer sich eine der dynamischen Variablen nicht &ndert.
Ein Schnittpunkt x* aller Nullklinen ist ein stationédrer Punkt, denn es gilt
f(z*) = 0. Fiir ein System

wird die z- bzw. die y-Nullkline durch die Gleichung

= fi(z,y) =0 bzw.
y= fg(iﬁ,y) =0

beschrieben.
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Wir berechnen die Nullklinen des FitzHugh-Nagumo-Systems. Fiir die Aqui-

valenz der Gleichungen ist zu beachten, dass ¢ > 0 ist.

z=0
23
& c[y—i—:z:—g—i-z]:()
23
& y+a— 3 +2=0
23
= =5 — T
y=3-r-2
y=0
r—a+by
& —— =0
c
& —r4+a—by=0
- a—=x
YT
Es ergeben sich also folgende Nullklinen:
23
y=7 -—v=z ( = 0, z-Nullkline) (4.8)
y=2"7 (y = 0, y-Nullkline). (4.9)

Die y-Nullkline ist linear, die x-Nullkline kubisch. Wir berechnen ihre Extrem-

stellen mithilfe der ersten und zweiten Ableitung nach x.

Mit f(z) = ERE ist
fl(z) =2 —1 und
f"(z) =2z

Die Nullstellen der ersten Ableitung liegen bei x = 4+1 und es gilt:
f"(-=1) <0 wund f"(1)>0.

Damit liegt der Hochpunkt der kubischen Nullkline bei x = —1 und der Tief-
punkt bei z = 1. Aus den Ableitungen kénnen wir auflerdem die z-Koordinate
des Wendepunkts bestimmen: z = 0. Die Nullklinen werden in Abbildung

in Abhéngigkeit exemplarischer Parameter dargestellt.

Um die stationédren Punkte des Systems zu finden, suchen wir nach Schnitt-
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x-Nullkline

081 y-Nullkline

Abbildung 4.1: Die Nullklinen des FitzHugh-Nagumo-Modells mit a = 0,7, b =
0,8und z=0

punkten der Nullklinen. Wir betrachten also die Gleichung

x a—x
——T—z=

3 b

Der Term vom Grad 3 lasst vermuten, dass sich fiir x komplizierte und
uniibersichtliche Ausdriicke ergeben. Daher mochten wir die Gleichung hier
nicht explizit 16sen. Wir stellen stattdessen folgende Uberlegungen an: Da die
z-Nullkline unabhéingig von den Parametern a, b und c ist, hat im Fall z =0
einzig die Lage der linearen y-Nullkline Einfluss auf Anzahl und Position der
Schnittpunkte. Liegt die Nullkline wie in Abbildung gibt es einen einzigen
Schnittpunkt. Verdndern wir y-Achsenabschnitt und Steigung der Geraden,
verschiebt sich der Schnittpunkt nach rechts oder links und die Anzahl der
Schnittpunkte verdndert sich (s. Abbildung |4.2(a)| und 4.2(b)).

Erstmals denken wir jetzt wieder an ein Neuron bzw. an den Zusammenhang
zwischen realer Situation und mathematischem Modell. Es liegt nahe, dass
der stationére Zustand des Differenzialgleichungssystems den Ruhezustand ei-
nes Neurons simulieren soll, genauer: das Ruhepotenzial der Axonmembran.
Da wir am Axon ein einziges Ruhepotenzial beobachten, soll das mathemati-
sche System folglich einen einzigen stationéiren Zustand besitzen. Wie konnen
wir erreichen, dass sich die Nullklinen in nur einem Punkt schneiden? Wir
iiberlegen zunéchst, welche Steigung die z-Nullkline in ihrem Wendepunkt mit
x = 0 besitzt:
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x-Nullkline
y—Nullkline

x-Nullkline
= y-Nullkline

(a) Die Nullklinen mit ¢« = 0,7, b = 2,379  (b) Die Nullklinen mit ¢ = 0,7, b = 5 und
und z =0 z=0

Abbildung 4.2: Die Nullklinen des FitzHugh-Nagumo-Modells mit zwei oder drei
Schnittpunkten

Bei Betrachtung der Abbildungen und wird klar: Wir kénnen einen
einzigen Schnittpunkt der Nullklinen mit der Bedingung erreichen, dass die

Steigung der y-Nullkline —1 nicht iibersteigt. Aus Gleichung[4.9] erkennen wir,
dass die Steigung der y-Nullkline gleich —% ist. Es soll also gelten:

——< -1
b
& 1>1
b
& 0<b< 1 (4.10)

Sei jetzt also P(Z,7) der einzige stationdre Punkt. Wir moéchten Aussagen

iiber seine Stabilitdt machen.

Definition 4.5. Es sei X C R" und ¢ ein Fluss auf X. x* € X sei ein
stationdrer Punkt. Dann heifit x* stabil, falls fiir alle e > 0 ein 0 > 0 existiert,
sodass fir alle y € X mit |y — z*| < § gilt:

lp(t,y) —a*| < e Vt>0.

x* heifst asymptotisch stabil, falls x* stabil ist und zusdtzlich gilt: Es existiert
ein 0 > 0, sodass fir alley € X mit |y — z*| < § gilt:

lo(t,y) —a*| = 0 fir t— oc.

x* heifst instabil, wenn x* nicht stabil ist.
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(vgl. Chicone [2], S. 21 f.)

Ein stationdrer Punkt P heifit also stabil, wenn alle Orbits, die in der Néhe
starten, fiir alle ¢ > 0 in der Nahe des stationédren Zustands bleiben. Wenn sie
zusitzlich gegen den stationidren Zustand konvergieren, heiffit P asymptotisch
stabil.

Satz 4.6. Gegeben sei ein Differenzialgleichungssystem & = f(x) mit dem
stationdren Punkt x*. Es sei f in der Umgebung von x* stetig differenzierbar

und es sei A := Jg(x*) die Linearisierung von f im Punkt z*. Dann gilt:

1. Besitzen alle Eigenwerte von A negative Realteile, so ist x* asymptotisch
stabil.

2. Gibt es einen Figenwert von A, dessen Realteil positiv ist, so ist x* in-
stabil.

(vgl. Chicone [2], S. 25, sowie Griine & Junge [10], S. 111, 133 {.)

Um den Satz anwenden zu konnen, linearisieren wir das System (4.2}
4.3) im stationdren Punkt P(7,7). Dazu berechnen wir die Jacobi-Matrix J,
indem wir beide Gleichungen jeweils nach x und y ableiten, und setzen x =T

und y =¥ ein.

Weiter interessieren uns die Figenwerte der Matrix A. Dazu suchen wir die
Nullstellen A, 5 des charakteristischen Polynoms det(A — \Es):

(R T W
2 —b —2 =2 —b
:/\—7)\—(1—.7})0)\4-(1—1’)074-1
:A2+E—(l—ﬁ)c}Aﬂl—u—#)b]
>\2+[g—(l—EQ)c])\Jr[l—(l—#)b}:O
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= 2= — E—(l—fz)c] /2i\/E—(1-@2)(;]2/22—[1—(1—52)1;]

Nach Satz [4.6]ist der stationdre Punkt stabil, wenn die Realteile beider Eigen-

werte negativ sind. Das ist der Fall, wenn

— E—(l—#)c} <0 wund

1—(1-2%b>0.

Wir formen die Ungleichungen um. Dazu sei bemerkt, dass wir ¢ als positi-

ve Konstante definiert und fiir b die Bedingung b > 0 aufgestellt haben (s.

Ungleichung |4.10)).

b 2
—[E—(l—x)c <0
b 2
& E—(l—x)c>0
& 1—52<C—b2 (4.11)

1-(1-7)b>0

1
& 1-7° < ; (4.12)

Der jeweils linke Term kann maximal den Wert 1 annehmen. Mit 1 < % (Un-
gleichung |4.10)) ist die Ungleichung also immer erfiillt. Die Ungleichung
konnen wir analog mit

& b> c? (4.13)

abdecken.

Um die Ungleichung[4.11| grafisch analysieren zu kénnen, formen wir sie nach

T um:
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Mit v = (1 — 6%)5 kénnen wir also formulieren, dass der stationdre Punkt
P(z,7y) fir alle Werte T aulerhalb des Bereichs

—Y<ST <Y

stabil ist. v kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen. Der stationéire Punkt kann
also nur zwischen —1 und 1 instabil sein. Fiir ¥ < —1 oder > 1 ist er in jedem
Fall stabil. Fiir grofle ¢ gilt: v ist nahezu 1; damit gleicht das Intervall, in dem P
instabil ist, nahezu (—1,1). Was bedeutet das anschaulich? Wir haben bereits
festgestellt, dass der Hochpunkt der z-Nullkline bei —1 und der Tiefpunkt bei
1 liegt. Die Extrempunkte teilen die Kurve in einen linken wachsenden ,, Ast*,
einen mittleren fallenden ,,Ast“ und einen rechten wachsenden ,Ast“. Liegt
der stationdre Punkt auf dem linken oder dem rechten Ast, ist er in jedem Fall
stabil. Auf dem mittleren Ast ist er weitestgehend instabil.

Wir denken jetzt wieder an ein Neuron. Man konnte sagen, das Ruhepotenzi-
al der Axonmembran ist fiir einzelne Aktionspotenziale ,,asymptotisch stabil“:
Das Membranpotenzial kehrt immer wieder zum Ruhepotenzial zuriick. Solan-
ge kein Strom angelegt wird, sollte es in jedem Fall stabil sein. Wir méchten
also iibertragen auf unser Modell, dass der stationére Zustand fiir z = 0 asym-
ptotisch stabil ist. Wie wir jetzt wissen, konnen wir das mit der Bedingung
[4.13] abdecken.

Die dritte Bedingung an den stationéren Zustand ist willkiirlich: Wir mochten,
dass der stationére Punkt fiir z = 0 auf dem rechten wachsenden Ast der x-
Nullkline liegt, nicht auf dem linken. Wir kénnten analog auch fordern, dass
P auf dem linken Ast liegt. An den Abbildungen [4.3(a){ und [4.3(b)|, in denen
fiir beide Félle die Nullklinen und einige Orbits (s. Definition [4.7] auf Seite

eingezeichnet sind, sehen wir - auch ohne uns bisher ndher damit beschéftigt

zu haben: Bis auf Symmetrie zeigen beide Systeme gleiche qualitative Eigen-
schaften.

Bei uns soll P also fiir z = 0 auf dem rechten Ast der z-Nullkline liegen.
Nehmen wir zunédchst an, der Schnittpunkt der Nullklinen ldge bei x = 1, also
im Tiefpunkt der kubischen Nullkline und damit gerade nicht mehr auf dem
rechten Ast. Den zugehorigen y-Wert ermitteln wir mithilfe der Gleichung [4.8
fiir die z-Nullkline:

y:§—x—z
13

=——1-0
3

B 2
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x=Nullkline
y—Nullkline

x=Nullkline
= y-Nullkline

-1 L 1 1 L L . )
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

(a) Der stationire Punkt P liegt durch Wahl  (b) Der stationiire Punkt P liegt durch
der Parameter auf dem rechten Ast der z-  Wahl der Parameter auf dem linken Ast der
Nullkline x-Nullkline

Abbildung 4.3: Die Nullklinen und einige Orbits des Systems

Durch Einsetzen in die Gleichung {4.9| (y-Nullkline) erhalten wir:

_CL—I
=7
- 2_a—1
3 b
- a_l 2
b b 3

Der Summand ¢ bildet den y-Achsenabschnitt der y-Nullkline. Sobald ¢ kleiner
wird, ,,rutscht® der Schnittpunkt der Nullklinen auf den mittleren fallenden
Teil der z-Nullkline. Mochten wir, dass der Schnittpunkt rechts des Tiefpunkts

liegt, setzen wir also

a>1 2
b b 3
2b

Als letzte Bedingung an den stationdren Punkt P fordern wir, dass er nicht
allzu weit auf dem rechten wachsenden Ast, sondern in einer gewissen Umge-
bung des Tiefpunkts liegt. Da wir bei der Begriindung fiir diese Bedingung mit

Orbits argumentieren, sei der Begriff hier definiert:

Definition 4.7. Es sei ¢ ein Fluss auf X. Dann heifst fiir jedes x € X die
Abbildung

¢r = 0(,x): J(x) = X, t = o(t,x)
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die Flusslinie durch x. X heifit Phasenraum des Flusses. Fiir jedes v € X st

7 (@) = {o(t,2)|0 <t <t*(2)}

der positive Halborbit durch x. Analog definieren wir den negativen Halborbit

als
v (z) := {gb(t,:c)|t_(a:) <t< 0} .

(&) =" (x) Uy~ ()

heifit der Orbit (oder die Trajektorie) von x.

Der Orbit y(x) ist die Spur der Flusslinie ¢, : J(x) — X. Er ist die Menge aller
Punkte, die die positive wie negative zeitliche Entwicklung des Systems von
einem Anfangswert x bestimmt. Orbits bilden im Phasenraum kreuzungsfreie
Kurven. Durch die Flusslinie wird ein Orbit mit einer Orientierung versehen,
ndmlich mit der Richtung, in der die Flusslinie den Orbit durchlauft. Wir ver-
sehen die Orbits daher in Abbildungen mit einem Richtungspfeil (vgl. Amann
[, S.140).

Wir mochten, dass sich unser System bei einem bestimmten Reiz weit vom
Ruhezustand entfernt und erst nach einer weiten Auslenkung dorthin zuriick-
kehrt. Orbits von Anfangsbedingungen mit einem nicht allzu weiten Abstand
von P sollen also eine grofle Kurve beschreiben wie drei der vier Orbits in
Abbildung [4.4(a)} In Abbildung sind Losungskurven mit gleichen An-
fangsbedingungen eingezeichnet, diese liegen durch die verschobene Nullkline
jedoch weiter von P entfernt und verursachen zusatzlich erst ab einem grofieren
Abstand - auch vom urspriinglichen P - einen weiten Orbit: Hier zeigt nur ei-
ner der vier Orbits eine weite Auslenkung. Genauer wird dieses Schwellenwert-
Phénomen im néchsten Abschnitt erlautert. An dieser Stelle reicht uns, dass
wir eine Situation wie in Abbildung wollen.

An der Gleichung fiir die y-Nullkline erkennen wir leicht, dass a ihre
Nullstelle ist. In den Abbildungen [4.4(a)| und 4.4(b)|ist @ eingezeichnet und
wir sehen: Fiir a < 1 liegt P in der Néhe des Tiefpunkts der z-Nullkline, fiir

a > 1 liegt er weiter entfernt. Die Grenze a = 1 ist dabei allerdings willkiirlich
gewahlt. Genauso gut konnte man a = 0,95 oder a = 1,2 als Grenze betrach-
ten, solange das System noch die gewiinschten Eigenschaften aus den folgenden

Abschnitten zeigt. Wir setzen hier

a<1 (4.15)
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x-Nullkline
y-Nullkline

(a) Die Orbits beschreiben mit @ < 1 schon bei An-
fangsbedingungen mit einem geringen Abstand von P
weite Losungskurven.

x-Nullkline
y-Nullkline

(b) Die Orbits beschreiben mit a > 1 erst bei An-
fangsbedingungen mit einem grofleren Abstand von
P weite Losungskurven.

Abbildung 4.4: Deutlich unterschiedliche Orbits bei gleichen Anfangsbedingungen
und unterschiedlichem a

45



Ina Lammers Das FitzHugh-Nagumo-Modell

als weitere Bedingung fest.

Das Wichtigste sei noch einmal zusammengefasst: Mit den Bedingungen
[4.10] .13 A.14] und [£.15] die unter anderer Nummerierung bereits auf Seite

vorgestellt wurden, garantieren wir, dass das System im Fall z = 0 einen

einzigen stabilen stationdren Punkt auf dem rechten wachsenden Ast der z-
Nullkline unweit ihres Tiefpunkts besitzt. Dieser Punkt P(Z,¥) ist ein Modell
fiir den Ruhezustand einer Nervenzelle bzw. das Ruhepotenzial iiber seiner
Axonmembran (s. Abbildung [4.5)).

FITZHUGH-NAGUMO-MODELL

Stationarer Zustand
Ruhepotenzial des
eines Neurons Differenzialgleichungs-
systems

Abbildung 4.5: Der stationédre Zustand als Entsprechung zum Ruhepotenzial

4.3.2 Modellierung eines Aktionspotenzials

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie das FitzHugh-Nagumo-Modell bei
Anlegen eines Impulses 2z # 0 ein Aktionspotenzial modelliert. Zunéchst stellen
wir dazu einige theoretische Uberlegungen fiir den Fall z = 0 an.

Betrachten wir die Orbits in den bisherigen Abbildungen des Phasenraums,
z. B. in Abbildung , fallt auf, dass sich y in weiten Teilen der Ebene lang-
samer dndert als z. Viele Orbits beschreiben zunéchst eine eher waagerechte
Linie nach links. Nachdem sie in N&he der z-Nullkline horizontal stark anstei-
gen, beschreiben sie wiederum eine nahezu waagerechte Linie nach rechts. Diese
Beobachtung fiihrt zu der Idee, zunéchst ein auf eine Dimension reduziertes
System zu untersuchen: Wir nehmen an, y sei konstant und damit y = 0. Wir

betrachten also ein reduziertes System in einer einzigen Variable z:

. z?

Tr=c [y +x — 3] .
Der Phasenraum dieses Systems ist eindimensional und kann als horizontale
Gerade dargestellt werden. In Abbildung zeigt die horizontale Linie den
Phasenraum fiir das reduzierte System durch den Ruhezustand P. Die Gerade
hat drei Schnittpunkte mit der z-Nullkline. Sie bilden mit & = 0 die stationéren
Punkte des auf x reduzierten Systems. Der rechte Schnittpunkt ist der stabile

stationdre Ruhezustand P. Der mittlere stationdre Punkt () ist instabil. R
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x-Nullkline
y-Nullkline

TR

o8

2 15 -1 -05 0 05 1 15 2
X

Abbildung 4.6: Die horizontale Gerade beschreibt den Phasenraum des auf x re-
duzierten Systems durch den Punkt P

ist fiir das reduzierte System wiederum stabil. Das lésst sich leicht {iberpriifen:
Wenden wir den Satz[4.6]auf ein eindimensionales Differenzialgleichungssystem
an, miissen wir lediglich die erste Ableitung bilden und iiberpriifen, ob sie an

den stationdren Punkten positiv oder negativ ist.

Mit  f(z):=c¢ (y+x— w_3) ist

3
fl(z) = c(1 — 2?).
Fiir die erste Koordinate des stationdre Punkts P gilt:
T>1= f'(7) <0.

Nach Satz ist T also asymptotisch stabil. Fiir die erste Koordinate von @)
gilt:
—l<azg<1l= f(zg)>0.

( ist damit instabil. Der stationdren Punkt R ist wie P asymptotisch stabil,
denn es gilt:

rr < —1= f'(zg) <0.

Im Folgenden taucht hin und wieder der Begriff Phasenpunkt auf. Gemeint
sei damit der Punkt im Phasenraum, in dem sich das System jeweils aktuell
befindet, mathematisch ausgedriickt: ¢(t, x) zum aktuellen Zeitpunkt ¢. Ist der

Phasenpunkt biologisch interpretierbar, sprechen wir auch von einem Zustand.

Wir betrachten nun verschiedene Anfangsbedingungen: Starten wir auf der

horizontalen Geraden irgendwo rechts von @), konvergiert die Losung des redu-
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zierten Systems gegen P. Starten wir direkt in @), bleibt das reduzierte System
dort. Versetzt man den Startpunkt von P aus auf die linke Seite von @), kon-
vergiert die Losung gegen den asymptotisch stabilen stationdren Punkt R.
Anschaulich ist das durch die Pfeile in Abbildung dargestellt. Ist der Pha-

Abbildung 4.7: Die stabilen stationéiren Punkte R und P sowie der instabile sta-
tiondre Punkt @) des x-reduzierten Systems

senpunkt bei R angekommen, untersuchen wir statt des z-reduzierten Systems
das auf y reduzierte System. Dort ist R kein stationérer Zustand. Als Resultat
daraus, dass x hier negativ und betragsméfig deutlich grofler als y ist, steigt
y langsam an. Das kann man durch Betrachten der Gleichung sehen, ohne

genaue Zahlenwerte einzusetzen:

) xr—a+ by
Yy=——"""
c
wird fir z < 0 und |z| > | — a + by| positiv. Wir stellen uns vor, dass sich

die Phasengerade des z-reduzierten Systems nach oben bewegt. In Abbildung
kénnen wir beobachten, wie dabei der mittlere instabile Schnittpunkt und
der linke stabile Schnittpunkt mit der z-Nullkline zunéchst in einem Punkt
verschmelzen und schliefllich verschwinden, wenn die Gerade iiber den Hoch-

punkt der z-Nullkline hinauswéchst. In diesem Zustand betrachten wir wieder

x-Nullkline
y—Nullkline

————

Abbildung 4.8: Andert sich y bei festem z, wird die horizontale Gerade nach oben
verschoben
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nur das auf x reduzierte System, das jetzt nur noch einen einzigen asympto-
tisch stabilen stationdren Punkt P’ besitzt. Der Orbit lauft also entlang einer
Geraden von links nach rechts zu Punkt P’. Hier untersuchen wir erneut das
auf y reduzierte System. Bei P’ ist y negativ. Der Zustand fillt und konvergiert
schlieflich - wenn wir nochmals das System (&) betrachten - gegen den Punkt
P, der ja nicht nur stationédrer Zustand des reduzierten, sondern auch des ge-

samten Systems ist. Der ganze Verlauf ist anschaulich in Abbildung 4.9(a)

dargestellt.
x—NuIIinne/

y—Nullkline

1k
| P,

05h
Y N R A N ____ | |

O_

N
-0.5

(a) Es wird abwechselnd nur & oder nur ¢ betrachtet

x—Nullkline
y—Nullkline

—~———

0.5F

-0.5

(b) Es wird zu jeder Zeit ¢t das gesamte System betrachtet

Abbildung 4.9: Ein Orbit des Systems

Durch die Betrachtung der auf eine Variable reduzierten Systeme durchlauft
ein Phasenpunkt einen rechteckigen Orbit. Er ist eine gute erste Approxima-

tion. Beriicksichtigen wir jetzt zu jeder Zeit das ganze System, ergibt sich ein
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ghnlicher, jedoch abgerundeter Orbit mit , Flussrichtung® im Uhrzeigersinn
wie in Abbildung [4.9(b)|

Wiéhrend im z-reduzierten System ein Punkt () die Schwelle beschreibt, ab
der sich ein weitlaufiger Orbit ergibt, bildet im (z, y)-System eine Kurve diese
Schwelle. Wir nennen sie in Anlehnung an FitzHugh QTP-Separatrix. Sie ist
in Abbildung [4.9(b)|als Orbit skizziert, als Schwelle interessiert uns allerdings
nur der linke, nahezu lineare Teil. Wir beobachten: Anfangsbedingungen links
dieser Separatrix fithren zu einem weiten Orbit. Anfangsbedingungen rechts

davon fithren zu kleinen Losungskurven, die schnell gegen P konvergieren (s.

Abbildung |4.10)).

x—Nullkline
y-Nullkline

———

Abbildung 4.10: Die Separatrix des Systems fiir z = 0 und einige Orbits

Den Begriff ,,QTP-Separatrix“ verwendet FitzHugh bereits in seinen Uber-
legungen zum Hodgkin-Huxley-Modell (vgl. FitzHugh [7], S. 883). QTP ist
dabei die Abkiirzung fiir ,quasi-threshold phenomenon, frei iibersetzt etwa
das ,,Phdnomen einer Quasi-Schwelle“. Warum spricht FitzHugh von einer
Quasi-Schwelle statt von einer Schwelle? Wie wir in Abbildung[4.10|beobachten
konnen, divergieren Orbits von der Separatrix scharf nach rechts oder links, so-
bald die Anfangsbedingungen etwas von der Separatrix abweichen. Die Orbits
machen den Anschein eines Alles-oder-nichts-Prinzips: Sie beschreiben entwe-
der eine grofie Auslenkung oder keine. Tatséchlich sind jedoch auch Losungen
dazwischen moglich, wie Abbildung zeigt. Die darin eingezeichneten Or-
bits haben Anfangsbedingungen, die um weniger als 10™° von der Separatrix
abweichen. Wir sehen also, dass die Separatrix in Wirklichkeit keine scharfe
Schwelle ist. Sie erscheint lediglich auf den ersten Blick so, tatséchlich kénnte
man sie eher als nicht klar definierten offenen Bereich bezeichnen. Wir nehmen

weiterhin eine einzige Linie als Quasi-Schwelle an.
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x—Nullkline
= y-Nullkline

0.5r

Abbildung 4.11: Fiir ausreichend genau gewéahlte Anfangsbedingungen verlaufen
die Losungskurven beliebig nahe an der Separatrix

Wie die Bezeichnung ,,Schwelle* bereits impliziert, steht die QTP-Separatrix
im FitzHugh-Nagumo-Modell fiir das Schwellenpotenzial am Axonhiigel eines
Neurons, bei dessen Erreichen die Axonmembran nach dem Alles-oder-nichts-
Prinzip ein Aktionspotenzial auslost. Die Entsprechung sei in Abbildung [4.12

veranschaulicht.

FITZHUGH-NAGUMO-MODELL

{ Schwellenpotenzial } [ QTP-Separatrix ]

am Axonhugel

Abbildung 4.12: Die QTP-Separatrix als Entsprechung zum Schwellenpotenzial

Ein weitlaufiger Orbit soll ein Aktionspotenzial modellieren. Wir haben mit-
hilfe des z-reduzierten Systems beobachtet, dass eine grofle Auslenkung der
Kurve nur dann entsteht, wenn dazu die Anfangsbedingung von P aus iiber
die Schwelle ) hinaus nach links verschoben wird. Anschlieend stromt der
Fluss schnell gegen den linken Ast der z-Nullkline in einen ,angeregten“ Be-
reich. Die Variable x ist demnach mafigeblich dafiir zustdndig, das System
erst einmal anzuregen. Aus diesem Grund haben wir schon in Abschnitt
erwahnt, dass = die Rolle der Anregbarkeit des Systems iibernimmt. y hin-
gegen wird dafiir benotigt, den Phasenpunkt wieder zum Ruhezustand P zu

beférdern. Daher nennen wir y ,, Erholungsvariable®.
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Wir gehen davon aus, dass sich das System standardméfig im Ruhezustand
P befindet. Wie kommt es jetzt dazu, P zu verlassen und eine grofie Aus-
lenkung zu beschreiben? Im echten Axon sorgt ein am Axonhiigel summier-
tes Membranpotenzial fiir ein Aktionspotenzial, in Experimenten kann dieses
durch einen Stromimpuls ersetzt werden. Wie eingangs erwéahnt, iibernimmt
im Modell z die Rolle des angelegten Stimulus. Erstmals untersuchen wir jetzt

also die Situation fiir z # 0.

Zunéchst betrachten wir einen sehr kurzen Impuls z, der gerade dazu aus-
reicht, dass ein aktuell betrachteter Punkt P auf ihn reagieren kann. Die Null-
klinen sollen nur fiir den Bruchteil der Zeit eines Aktionspotenzials verschoben
sein, sodass diese Verdnderung nicht ins Gewicht fallt. Wir nehmen vereinfacht
an, dass sich die Nullklinen gar nicht bewegen. Es sei also z # 0 fiir eine kurze

Dauer T'. Vorher und nachher gelte z = 0.
Betrachten wir die Gleichungen [4.2) und [4.3] des FitzHugh-Nagumo-Modells

3

i xr—a+by
Yy=——""
c

=epre 5]
r=cl|lyt+r——+=z2

sehen wir: Das Anlegen eines Stimulus 2z hat zur Folge, dass ein Phasenpunkt
horizontal - also in z-Richtung - um eine Entfernung Az proportional zur
Amplitude von z ,springt“. Ist z negativ, springt der Punkt um |cz| nach links,
ist z positiv, springt er entsprechend nach rechts. Betrachten wir als aktuellen
Phasenpunkt P, springt also auch dieser fiir ein plétzlich angelegtes z < 0
nach links. Die Linie, auf der P verschoben wird, haben wir in Abbildung
betrachtet und gesehen: Bleibt der Phasenpunkt dabei rechts von der Schwelle
@ bzw. der QTP-Separatrix, kehrt er ohne grofle Auslenkung zu P zuriick.
Tritt er jedoch iiber diese Schwelle, bildet sich ein Aktionspotenzial.

In Abbildung benennt FitzHugh verschiedene Bereiche, die ein Punkt
entlang eines Orbits mit grofler Auslenkung passiert. Sie werden in Abbildung
teilweise nachgestellt. FitzHugh bezeichnet den Bereich zwischen P und
der Separatrix mit ,,enhanced”, frei iibersetzt: gesteigerte Zone. Punkte in die-
sem Bereich haben einen geringeren Abstand zur Separatrix als P, es ist fiir
das Auslosen eines Aktionspotenzials also ein geringeres Schwellenpotenzial
notig. Den Bereich rechts von P nennt er ,,depressed®. Wir bezeichnen ihn als
geschwichte Zone. Punkte in diesem Gebiet haben einen grofleren Abstand
zur Separatrix. Ein gréferer Schwellenwert ist notig, um einen weiten Orbit
auszulosen. Tritt ein Punkt iiber die Separatrix, wandert er zunéchst durch

einen Bereich des Phasenraums, den FitzHugh , regenerative Zone® nennt. Soll-
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4 \ ABSOLUTELY

REFRACTORY

o+

Abbildung 4.13: FitzHughs Benennung verschiedener Bereiche des Phasenraums
(FitzHugh [8], S. 448)

x—Nullkline
y—-Nullkline

0.5

REGENERATIVE ZON

Abbildung 4.14: Benennung verschiedener Bereiche des Phasenraums (in Anleh-
nung an FitzHugh [§], S. 448)
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te wahrend des Aufenthalts des Phasenpunkts in dieser Zone ein ausreichend
starkes z > 0 angelegt werden, springt der Phasenpunkt wieder von links nach
rechts iiber die Separatrix und das Aktionspotenzial wird aufgehalten. Ge-
schieht das nicht, passiert der Phasenpunkt als néchstes die ,aktive Zone*.
Sie entspricht der Depolarisationsphase eines Neurons. Ein Aktionspotenzial
wird generiert. Den Bereich oberhalb des Hochpunkts der x-Nullkline nennt
FitzHugh ,absolut refraktére Zone“. Der Phasenpunkt befindet sich hier ho-
rizontal {iber der Separatrix, er hat also keine Moglichkeit, die Separatrix zu
kreuzen. Damit kann es in diesem Moment unter keinen Umstédnden zu einer
erneuten Erregung kommen. Der Bereich modelliert die absolute Refraktéarzeit
eines Neurons, in der es wegen geschlossener Natriumkanéle unmoglich zu ei-
ner erneuten Erregung kommen kann. Als néchstes passiert die Flusslinie die
yrelativ refraktdre Zone“ am rechten Rand des Phasenraumausschnitts. Hier
kann der Phasenpunkt theoretisch wieder iiber die Separatrix - bzw. ihren lin-
ken Ast treten - und damit eine erneute Anregung verursachen. Der Abstand
zu ihr und der damit erforderliche Schwellenimpuls ist hier jedoch gréfer als
fiir den Ruhezustand. Wie in einem echten Neuron ist in dieser Phase eine
hohere Reizamplitude notwendig, um ein Aktionspotenzial zu generieren.

Der ganze Orbit im Uhrzeigersinn steht fiir ein Aktionspotenzial inklusive
seiner Refraktérzeit. Tragen wir x nicht in der (x,y)-Ebene, sondern gegen
die Zeit auf, ergibt sich die Kurve in Abbildung (.15 Sie erinnert bis auf das
Vorzeichen stark an das Membranpotenzial in Abbildung [2.5] auf Seite
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Abbildung 4.15: 2 in Abhéngigkeit von t fiir eine iiberschwellige Losung des
FitzHugh-Nagumo-Modells

In Schaubild seien noch einmal die wichtigsten Ergebnisse der letzten
Absétze beziiglich der Modellierung zusammengefasst.
Ein Aktionspotenzial kann also entstehen, wenn wir an das System einen

kurzen Impuls z < 0 anlegen, der den Phasenpunkt von P aus iiber die Sepa-
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FITZHUGH-NAGUMO-MODELI\

[ Aktionspotenzial ] Orbit mit weiter
Auslenkung
( Depolarisations )
phase eines ‘ A;gve Zone des ’
Aktionspotenzials ) asenraums
( Absolute )
Refraktarzeit nach Absolut refraktére Zone
einem des Phasenraums
Aktionspotenzial
N P y,
Relative
Refraktarzeit nach Relativ refraktére Zone
einem des Phasenraums

Aktionspotenzial
\ P J J

Abbildung 4.16: Orbits mit weiter Auslenkung als Entsprechung zum
Aktionspotenzial

ratrix springen lasst. Wie ist die Situation, wenn wir einen Rechtsecksimpuls

von groferer Dauer T' anlegen? Wir betrachten fiir z also eine Funktion

z, 0<t<T
z(t) =
0, t>T1T.

In dem Fall kann sich z statt auf den einzelnen Phasenpunkt auf das ganze
System auswirken. An den Gleichungen und fiir die Nullklinen sehen
wir: Die Variable z hat einzig auf die z-Nullkline Auswirkungen; sie verschiebt
die kubische Nullkline je nach Vorzeichen nach oben oder unten. Betrachten
wir beispielsweise einen Impuls von z = —0,2, wird die Nullkline nach oben

verschoben und es gibt einen neuen Schnittpunkt der Nullklinen bei P*.

Das System befindet sich zu Beginn im Ruhezustand bei P. Wirkt jetzt
der Impuls, ist P entsprechend der Abbildung kein stationédrer Punkt
mehr. Und da P knapp jenseits der Separatrix des verschobenen Systems liegt,
beschreibt der zugehorige Orbit entsprechend unserer bisherigen Uberlegungen
eine weite Kurve bis zum neuen stationdren Punkt P*. Hier verbleibt das
System, solange der Stimulus angelegt ist. Setzen wir jetzt wieder z = 0, ist

P* nicht langer stationdr und das System kehrt zum Ruhezustand P zuriick

(s. Abbildung [L17(D)).

Der betragsméfBig kleinste Wert fiir z, der bei solchen Impulsen einen weiten
Orbit auslost, heifit Rheobase. Biologisch ausgedriickt ist die Rheobase die
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— — = x—Nullkline firz=0
X—Nullkline fir z = -0.2
y—Nullkline

(a) z < 0 verschiebt die z-Nullkline, sodass P kein stati-
ondrer Punkt mehr ist und als Anfangsbedingung fiir einen
weiten Orbit fungiert.

x—-Nullkline furz =0
— — — x-Nullkline fir z = -0.2
1k y—Nullkline

(b) Setzen wir z = 0, kehrt das System zu P zuriick

Abbildung 4.17: Ein Rechteckimpuls mit z < 0 kann zu Beginn einen weiten Orbit
auslosen
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geringste Stromstérke, bei der eine Nervenzelle ein Aktionspotenzial auslost
(s. Abschnitt [2.3).

Der Fall eines linger angelegten Stimulus unterscheidet sich von einem sehr
kurzen negativen Impuls nur dadurch, dass am Ende des Aktionspotenzials der
stationdre Punkt etwas verschoben ist. Qualitativ zeigt das System das gleiche
Verhalten: Wir beobachten ein einzelnes Aktionspotenzial.

Jetzt betrachten wir einen Rechteckimpuls mit positivem z von ldngerer
Dauer T'. Er bewegt die z-Nullkline nach unten (s. Abbildung[£.18(a)]). Da der
aktuelle Phasenpunkt P dadurch eher noch weiter von der Separatrix wegge-
schoben wird, kommt es zunéchst nicht zu einer Antwort. Hier ist die Situation
erst spannend, wenn das Ende des Impulses erreicht ist und z fiir t > T wieder
gleich 0 gesetzt wird. Dann liegt der fiir das verschobene System stationére
Punkt P* jenseits der Schwelle des normalen Systems und es kommt bei der
Riickkehr zu Punkt P zu einem weiten Orbit (s. Abbildung [4.18(b))). Dieses
Phénomen wird ,anodal break excitation“ genannt, eine Erregung durch das
Abbrechen von anodischem (positivem) Strom.

Zusammenfassend kennen wir also drei Situationen, in denen es zu einem

Aktionspotenzial kommt:

1. Ein negativer Impuls z von sehr kurzer Dauer 7', der den Phasenpunkt
von P horizontal iiber die Separatrix springen lésst, jedoch keine (rele-

vanten) Auswirkungen auf die Nullklinen hat.

2. Ein negativer Rechteckimpuls z von Dauer T', wobei der alte stationére
Punkt P fiir das neue System jenseits der Separatrix liegt. Es kommt zu

Beginn des Rechteckimpulses zu einem Aktionspotenzial.

3. Ein positiver Rechteckimpuls z von Dauer 7', wobei der neue stationére
Punkt P* fiir das alte System jenseits der Separatrix liegt. Es kommt

nach Ende des Rechteckimpulses zu einem Aktionspotenzial.

Alle drei Félle konnten bei Experimenten am Riesenaxon eines Tintenfisches
experimentell nachgewiesen werden. Dass Verhalten des Systems bei anderen
Inputstromen wie etwa einem Stufenimpuls ldsst sich aus den vorangegangenen
Uberlegungen ableiten.

Dass Orbits bei bestimmten Impulsen eine grofie Auslenkung beschreiben,
ist typisch fiir erregbare Systeme. Die Eigenschaft wird zusammen mit dem
spater in Abschnitt beschriebenen periodischen Verhalten mit einer S-
formigen Nullkline assoziiert (vgl. Edelstein-Keshet [5], S. 334).
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= — = x-Nullkline furz=0
x—Nullkline firz= 0.4
y—Nullkline

(a) z > 0 verschiebt die z-Nullkline, sodass P kein stati-
ondrer Punkt mehr ist und der Phasenpunkt direkt gegen
P* konvergiert.

x—Nullkline firz=0
— — — x-Nullkline furz = 0.4
y—Nullkline

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

(b) Setzen wir z = 0, bildet der Phasenpunkt P* eine An-
fangsbedingung fiir einen weiten Orbit

Abbildung 4.18: Ein Rechteckimpuls mit z > 0 kann am Ende einen weiten Orbit
auslosen
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4.3.3 Exkurs: Das Poincaré-Bendixson-Theorem

Wir moéchten in Abschnitt eine weitere interessante Situation betrach-
ten, in der das FitzHugh-Nagumo-System nicht ein einzelnes Aktionspotenzial,
sondern eine unendliche Folge von Spikes modelliert. Fiir die theoretische Be-
griindung benotigen wir das Poincaré-Bendixson-Theorem, das hier ausfiihrlich
hergeleitet werden soll.

Bevor wir das Theorem formulieren und beweisen, zeigen wir die Lemmata
14.12) 4.17 und [4.19| sowie den Satz die bedeutende Argumente fiir das
Theorem liefern. Als wichtigste Literatur fiir dieses Kapitel dient Amann [IJ.

Fiir das erste Lemma bendtigen wir den Begriff des transversalen

Segments. Zudem definieren wir, was es fiir eine Folge von Punkten heifit, auf

einem Orbit und auf einem transversalen Segment wachsend zu sein.

Definition 4.8. Fs sei X C R und f : X — R" eine einmal stetig dif-
ferenzierbare Funktion. Weiter sei ¢ der von f erzeugte Fluss auf X und es
set g € X. Auflerdem sei H,, eine Hyperebene in R™ durch xy und 7 ein
Normalenvektor von H,,. Dann heifit eine offene Umgebung V von xy in H,,
ein lokaler transversaler Schnitt von ¢ in xq (oder von f in xq), falls fir das

Skalarprodukt aller x € V' gilt:

{f(x), 1) # 0.

Bei einer Hyperebene H,, in R? kénnen wir einfach an eine Gerade durch z

denken. Sie ist die Verschiebung einer Ursprungsgeraden um xy. Es gilt also:
on = T9+ H

mit einem eindeutig bestimmten Untervektorraum H von R? - einer Geraden
durch den Ursprung parallel zu H,,. Mit einem Normalenvektor 77 ldsst sich

H in Normalenform darstellen:
H = {r € R?|(x,7) = 0}.

Der Normalenvektor @ von H ist gleichzeitig Normalenvektor von H,,. Ein
Vektor f(z) € R? ist genau dann transversal, d. h. nicht parallel zu H,,, wenn
f(x) ¢ H, also

(f(x), i) # 0.
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Xo

Abbildung 4.19: Ein transversaler Schnitt V'

Bemerkung 4.9. Wir definieren ein transversales Segment S als einen zu-

sammenhdngenden transversalen Schnitt von ¢.

S sei also ein offenes Intervall in einer Geraden L C R?, sodass fiir alle z € S
der Vektor f(z) € R? transversal zu L liegt. Damit darf S einen Orbit niemals
nur ,,streifen” oder einen stationdren Punkt enthalten. Die dick gedruckte Linie
in Abbildung stellt ein solches transversales Segment S dar.

Abbildung 4.20: Ein transversales Segment S als offenes Intervall in einer Geraden
L (Amann [I], S. 358)

Was bedeutet eine wachsende Folge auf einem Orbit v bzw. eine wachsende
Folge auf einer Geraden L? Wie bereits bei der Definition auf Seite 43| erwéhnt,
hat jeder Orbit, der nicht aus einem einzelnen stationdren Punkt besteht, eine
Orientierung. Eine Folge (yx)ren heifit wachsend auf dem Orbit v, wenn fiir

alle Folgenglieder gilt:
Y1 = O(t,yg) fir ein ¢ > 0.

Intuitiv ist es klar: Die Folgenglieder liegen entsprechend ihrer Reihenfolge
,hacheinander” auf dem Orbit wie in Abbildung 4.21
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Abbildung 4.21: Eine auf einem Orbit wachsende Folge

Eine Folge (yx)ken heift wachsend auf einer Geraden L, wenn fiir alle Fol-
genglieder gilt:
Yk — Yo = te(y1 —yo) fir k=2,3, ...

mit einer wachsenden Folge ¢, > 1. Auch das verstehen wir intuitiv: Betrachten
wir das erste Folgenglied yg, so hat jedes y,.1 einen weiteren Abstand von yq als

Yy, und liegt in der gleichen Richtung; die Folgenglieder liegen ,,nacheinander*
auf der Geraden (s. Abbildung |4.22)).

Abbildung 4.22: Eine auf einer Geraden L wachsende Folge

Das Theorem von Poincaré-Bendixson gilt ausschlieBlich im R2. Es soll al-
so gelten: X ist eine offene Teilmenge des R2. Auflerdem sei ¢ der von der
einmal stetig differenzierbaren Funktion f : X — R? auf X erzeugte Fluss.
Zweidimensionale Vektorfelder und Phasenrdume haben besondere Eigenschaf-
ten gegeniiber n-dimensionalen Systemen. Eine davon, die fiir den Beweis von
Lemma [4.12] entscheidend ist, benennt der Jordansche Kurvensatz. Er bildet

gewissermaflen das Fundament des Poincaré-Bendixson-Theorems.

Definition 4.10. FEine (ebene) Jordankurve T ist eine stetige Kurve in R?,

deren Spur das homéomorphe Bild der Kreislinie S ist.

61



Ina Lammers Das FitzHugh-Nagumo-Modell

Anschaulich handelt es sich um Kurven im R?, die stetig, schnittpunktfrei und
geschlossen sind. Es sei kurz bemerkt, dass die Definitionen von Jordankurven
manchmal voneinander abweichen. Hier wird impliziert, dass eine Jordankurve
geschlossen ist. Andere Definitionen fordern nur einen Anfangs- und einen
Endpunkt.

Satz 4.11. Jordanscher Kurvensatz

FEine Jordankurve T zerlegt die Ebene R? in zwei disjunkte Mengen G und
Ga. FEs gilt fiir den Rand der Mengen 0Gy, = 0Gy = I'. Die Vereinigung beider
Mengen mit der Jordankurve ist die ganze euklidische Ebene. Genau eine der

beiden Mengen ist beschrankt.

Wir verstehen die beschriankte Menge als das ,, Innengebiet. Als Jordankurve
kénnen wir uns beispielsweise einen Kreis vorstellen. Er teilt die Ebene in zwei
disjunkte Bereiche, in ein ,Innen® und ,,Aulen* (vgl. Amann [I], S. 366, sowie
Chicone [2], S. 94). Einen Beweis dieses berithmten Satzes fand Veblen [24]
1905.

In den folgenden Beweisen treten viele topologische Grundbegriffe wie Ab-
schluss, Rand oder Kompaktheit auf. Sie werden in dieser Arbeit nicht explizit
definiert und koénnen bei Bedarf in geeigneter Fachliteratur nachgeschlagen
werden.

Kommen wir jetzt also zum ersten auf das Theorem vorbereitende Lemma.

Lemma 4.12. Es sei S ein transversales Segment und (y;);en eine Folge von
Punkten in S, die auf demselben Orbit vy liegen. Wenn die Folge (y;);jen auf v

wachsend ist, dann ist sie es auch auf S.

Beweis. Uns geniigt es, drei beliebige Punkte y, yx+1 und yi2 aus yN.S zu be-
trachten. O. B. d. A. nehmen wir an, dass yx1 nach y; der erste Riickkehrpunkt
von 7y in S ist, also entsprechend der Orientierung des Orbits der erste Punkt,
der nach y;, wieder in yN .S liegt (s. Abbildung[4.23)). Zun#chst zeigen wir, dass
dann Yo nicht zwischen y;, und y,, liegen kann.

Es sei 0 der Teil des Orbits v, der zwischen y; und w1 liegt, und es sei T
der Teil des transversalen Segments S zwischen y;, und yx1. Betrachten wir
eine Kurve I', die genau aus d und 7" besteht, so ist sie eine Jordankurve.

Nach dem Jordanschen Kurvensatz gibt es ein wohldefiniertes, beschrénktes

Innengebiet von I'. Wir nennen es D. D bezeichnet den Abschluss von D. Wir
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Abbildung 4.23: T und § bilden eine Jordankurve (nach Amann [I], S. 359)

nehmen an, der Orbit 7 verlasse D im Punkt v, wie in Abbildung |4.23| Der
Vektor f(yrs1) zeige an dieser Stelle also aus D hinaus.

T_ sei die Menge aller Punkte von T, die D verlassen. Wir kénnen sie mithilfe
eines Normalenvektors 77 von S, der hier o. B. d. A. von T" aus nach ,,auflen*

zeige, folgendermaflen beschreiben:
T = {o € T|{f(x),7) > 0}.

Da f stetig ist, ist auch (f(x), ) stetig. Damit muss T_ offen in T" sein. Aufler-
dem enthélt die Menge nach obiger Annahme y;, 1, ist also nichtleer. Analog
definieren wir die Menge 7', als Menge der Punkte aus 7', bei denen der Orbit

D betritt, oder schreiben mithilfe des Normalvektors 7:
T, = {x € T|{f(x),7) < O}.

Auch T ist offen in T.
Nach Definition von S enthélt T nur Punkte, deren Vektoren transversal zu

S verlaufen, also nur ,,Durchsto3punkte”. Fiir alle x € T ist also

Daher gilt:
T=T_ UT,.

T ist eine zusammenhéngende Menge. Nach Definition heifit eine Menge genau
dann zusammenhéngend, wenn sie nicht in zwei offene, nichtleere, disjunkte
Teilmengen zerlegt werden kann. Da T und T, zwei offene, disjunkte Teil-
mengen von T sind und auBerdem T_ # () gilt, muss folglich die Menge T,
leer sein. Damit besteht 7" nur aus ,, Austrittspunkten = mit (f(z),7) > 0. Es
gibt keine Punkte in T, deren Orbits in D hineinzeigen.
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Da wir in 7" nur Austrittspunkte haben und kein von v verschiedener Orbit
v (und damit insbesondere ) schneiden kann, fithrt also niemals ein Orbit in
D hinein. Da die Folge (yj)jen wachsend auf dem Orbit ~ sein soll und damit
Yrio = O(t, yry1) fiir ein t > 0 gilt, liegt yy o auBerhalb von D. Spezieller:

Yk+2 € S \ T.

Die Menge S \ T besteht aus zwei halboffenen Intervallen. Wir nennen sie
Iy und Iy, wobei y; € 01y und yi11 € 013 (s. Abbildung 4.24)). Es gilt also:

S\T =1,UI.

Wir méchten jetzt priifen, ob y,. o unterhalb von 7" in I oder oberhalb von T

Abbildung 4.24: Das transversale Segment S besteht aus Iy, 7" und I; (nach
Amann [I], S. 359)

in [ liegt. Wéhlen wir ein € > 0 geniigend klein, kann der Punkt ¢(€, yx 1) mit
I, stetig verbunden werden, ohne die Kurve I" zu treffen (s. Abbildung [4.25)).

Damit gilt fiir das Innere von I;:
Iol cX \E

Analog kann argumentiert werden, dass Iy C D ist. Da yj o nicht in D und

damit auch nicht in D liegt, kann y; o nicht in I liegen. Es folgt:

Ykt € I1.

Die Folge (y;);en ist wachsend auf S.
Nehmen wir oben an, dass der Orbit v die Menge D nicht in y, sondern

in y;, verldsst, fithrt eine analoge Argumentation zum gleichen Ergebnis. [

Wir wenden das Lemma [4.12] spéter nicht auf eine ganze Folge, sondern wie

64



Das FitzHugh-Nagumo-Modell Ina Lammers

Abbildung 4.25: Wir wihlen einen Punkt ¢(e, yg11), der mit I stetig verbunden
werden kann (nach Amann [I], S. 359)

im Beweis lediglich auf drei Punkte an.
Fiir das nichste Lemma zur Herleitung des Poincaré-Bendixson-Theorems
benotigen wir den Begriff der w-Limesmenge und die positive Invarianz von

Mengen.

Definition 4.13. Es set X C R". Fiir jedes © € X heifst

w(z) = (7 (@(t,2))

t>0

die w-Limesmenge von x. Dabei gelte fiir die positive Fluchizeit t(x) = co.

Die w-Limesmenge von x ist also die Menge der Punkte, denen sich der positive
Halborbit von x unendlich oft annéhert, oder die Menge aller Haufungspunkte

des positiven Halborbits. Dazu betrachten wir noch eine wichtige Bemerkung:

Bemerkung 4.14. Fir jedes v € X konnen wir die w-Limesmenge wie folgt
schreiben:
w(z) = {y € X|Fty — oo mit ¢(tg, ) — y}.

Zu jedem y € w(x) ldsst sich also eine Zeitfolge t, — oo finden, sodass ¢(ty, x)

gegen y konvergiert.

Amann fordert in der Definition nicht, dass ¢*(z) = oo gelten muss. Dadurch
braucht er in dem folgenden Beweis ein zusétzliches Argument. Wir halten uns
hier an die Definition nach Griine & Junge [10], S. 99, oder Chicone [2], S. 92,
die tT(x) = 0o voraussetzen.

Eine weitere fiir den Beweis des Lemmas notige Definition ist die fol-
gende.
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Definition 4.15. Fine Teilmenge M C X heif§t positiv invariant, wenn gilt:
(M) C M,

wenn also fiir ein m € M folgt: v+(m) C M. M heifit invariant, wenn es fiir
jedes m € M eine Lésung u,, : J — X von ¢ durch m gibt mit

um(J) C M.

(vgl. Amann [I], S. 235)

Auch im Beweis des folgenden Lemmas argumentieren wir mit einem lokalen
transversalen Schnitt. Man kann dazu Folgendes zeigen: Wenn der Orbit durch
einen Punkt gy den Punkt xy im transversalen Schnitt zu einer Zeit t, trifft,
so existiert eine ganze Umgebung U von vy, derart, dass jeder Punkt von U

den lokalen transversalen Schnitt trifft und dass die zugehorige ,, Treffzeit” eine
stetige Funktion ist (s. Abbildung [4.26]). Formal formuliert:

Bemerkung 4.16. Es set V ein lokaler transversaler Schnitt von ¢ in xo und
&(to, yo) = xo. Dann gibt es eine offene Umgebung U von yo und eine eindeutig
bestimmte einmal stetig differenzierbare Funktion T : U — R mit 7(yo) = to

und

o(r(y),y) €V VyeUl.

7(y) ist also die Funktion fir die Treffzeiten.

Die Aussage findet sich als Lemma mit Beweis bei Amann [I], S. 346.

Abbildung 4.26: Jedes y aus der Umgebung U trifft auf V' (Amann [1], S. 346)

Mit diesen Vorbereitungen betrachten wir das néchste Lemma.
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Lemma 4.17. Es seien v € X und y € w(z). Dann hat ein transversales
Segment S hochstens einen Schnittpunkt mit der w-Limesmenge von x bzw.
mit dem Orbit v (y).

Beweis. Nach Definition ist 4" (y) positiv invariant. Damit ist auch der Ab-
schluss fy+—(y) positiv invariant. Und da der Schnitt positiv invarianter Mengen
wieder positiv invariant ist, ist auch w(z) = (1, v+ (p(t, y)) positiv invariant
(vgl. Amann [I], S. 249). Daraus folgt 7" (y) C w(x). Damit reicht es uns, den
Satz fiir die w-Limesmenge von = zu beweisen.

Wir nehmen an, es gibe zwei Schnittpunkte der w-Limesmenge von z mit

einem transversalen Segment S. Es seien also

Y1, Y2 €w(x) NS mit y; # yo.

Im Folgenden weichen wir teilweise etwas von Amanns Argumentation ab und
verwenden Griine & Junge [10], S. 101 f., neben eigenen Uberlegunge als
zusétzliche Orientierung.

Nach Bemerkung konnen wir zu y; und y, jeweils Zeitfolgen finden,
sodass der Orbit von x fiir diese Zeitfolgen gegen y; bzw. ys konvergiert. Es

gibt also zwei Teilfolgen to,_1 — oo und top — 00 der Zeit, sodass gilt:

O(tog—1,2) = y1 und  @(tog, x) — Y.

Weiter seien U; und U, disjunkte Umgebungen von y; und 3, in X. Wenn wir
sie geniigend klein machen, finden wir nach Bemerkung je eine einmal
stetig differenzierbare Funktion 7; : U; — R fiir die Treffzeit mit

p(r1(2),2) eUNS fir z€U; und
Pp(12(2),2) €UyN S fiir 2 € Uy

(s. Abbildung [4.27)). Da fiir ¢ € {1,2} 7;(y;) = 0 und 7; stetig ist, konnen wir
die Umgebung U; so klein wéhlen, dass fiir alle z € U; jeweils gilt:

I7:(2)] < 1. (4.16)

!Besonders an dieser Stelle gilt dem betreuenden Gutachter Dr. P. Harmand mein grofier
Dank fiir seine Anregungen im Sinne persénlicher Mitteilungen.
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Abbildung 4.27: Jeder Orbit durch ein z aus der Umgebung U; trifft U; N .S

Mit ¢(tog—_1,2) — yp flir top_1 — oo existiert ohne Einschrédnkung ein ¢4,

sodass x1 := ¢(t1,x) € U;. Dann gibt es ein 7y(x1), sodass

[ ¢[Tl($1), LEl] € U1 N S

Es gilt:
ap = @[ty + 11 (21), 7]
= ¢(T17 :L’)
mit 7} = t; + 71(z1). Wegen ¢(tor, x) — yo fiir toy — oo finden wir ein

to > Ty + 1 mit x5 := @(ty, z) € Us. Nach Bemerkung [4.16| gibt es ein 7o(z2),
sodass
g = ¢[TQ($2), 332] S U2 n=s.

Mit T2 = tg + 7'2(.1'2) gllt

as = @[ty + mo(xs), 7]
= ¢(T2>:E)'

Mit to > T + 1 und mit der Bedingung |7;(z)| < 1 fiir alle z € U; (Ungleichung

4.16) gilt:

Ty =ty + mo(x9)
>T) + 1+ 1o(z)
> T.

Mit ¢(tor_1,2) — yo fiir tor_; — oo finden wir zuletzt analog zu oben ein
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ts > T + 1 mit z3 := ¢(t3,2) € Uy und ein 7y (x3), sodass

az := ¢[1(x3), v3]
= qb[tg +7'1([E3),JZ]
:qb(Tg,l’) celU;nS.

mit T3 := t3 + 71 (x3) > To.

Mit 77 < Ty < T3 sind die drei Punkte a1, as und a3 wachsend auf v(x).
Damit sind sie Lemma auch wachsend auf S. Das steht allerdings im
Widerspruch dazu, dass

ap € U N S,
as € UyNS und
as € U1 nSs.
Es kann also keine zwei Schnittpunkte y;,y2 € w(z) NS geben. O

Fiir das dritte Lemma benotigen wir noch eine weitere Definition.

Definition 4.18. FEin Punkt x € M heifit periodischer Punkt, falls ein T # 0
existiert mit

op(t+T,x)=p(t,x) Vte J(x)

Ist x periodisch, so heiffen auch der Orbit v(x) und die Flusslinie ¢(.,x) peri-

odisch.

(vgl. Amann [I], S. 141 f.)

Lemma 4.19. Wenn v (z) Nw(x) # 0, ist x periodisch.

Beweis. Ist v*(x) = {z}, dann ist x ein stationdrer Punkt und insbesondere
periodisch. Wir nehmen 7 (z) # {z} an. Dann gilt fiir ein y € v (z) Nw(z):
y ist nicht stationir und damit ist f(y) # 0. Damit kénnen wir ein transver-
sales Segment S durch y finden. Nach Lemma gibt es nur einen einzigen
Schnittpunkt von y*(y) mit S, also y.

Da y € vt (x), gibt es ein t > 0 mit

¢(t7 I) =Y.
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Es sei U eine geniigend kleine Umgebung von y. Dann existiert wegen y € w(x)

ein s > t mit

o(s,x) € U.

Wieder kénnen wir hier nach Bemerkung eine einmal stetig differenzier-
bare Funktion 7 : U — R fiir die Treffzeit in S finden. Es gilt:

o[r(9(s, ), d(s,2)] € S.

Definieren wir jetzt ein ¢ mit ¢ := s + 7(¢(s, z)) — t, so gilt:

o(t,y) = dlls + 7(8(s, 7)) — 1,9
= ¢[[s + 7(d(s,2)) — 1], B(t, 2)]
= ¢[r(¢(s, 7)), p(s — t +t,2)]
= ¢[r(9(s, 7)), ¢(s, 7)]

Wegen o[1(¢(s,)),d(s,z)] € S einerseits und ¢(t,y) € v (y) andererseits

muss es sich um den einzigen Schnittpunkt y handeln. Es gilt also:

o(t,y) =y.

Damit ist y bzw. 4+ (y) periodisch. Mit y € v () ist dann auch = periodisch.
O

Jetzt kdnnen wir als letzte Stufe vor dem eigentlichen Poincaré-Bendixson-

Theorem folgenden Satz zeigen:

Satz 4.20. Es sei K C X kompakt und v*(x) C K. Enthdlt w(x) einen
nichtkritischen periodischen Orbit 7y, dann ist w(z) = .

Beweis. Wir nehmen an, w(z) enthalte einen nichtkritischen periodischen Or-
bit 7, doch es gelte w(x) # . Damit ist

w(x) \ v # 0.

v = ~(y) ist als stetiges Bild des Periodenintervalls [0,7] des Punkts y
abgeschlossen in X und damit wegen w(z) = w(x) auch in w(z). Da das Kom-
plement einer abgeschlossenen Menge offen ist, ist w(x) \ 7 offen in w(z).

Man kann zeigen: Ist v (x) relativ kompakt, so ist w(z) nichtleer, kompakt,
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zusammenhéangend, invariant und es gilt:
o(t,r) > w(x) fir t— oo

(vgl. Amann [I], S. 249). Nach Voraussetzung ist v (x) als Teilmenge von K
relativ kompakt. Also ist w(z) zusammenhéngend.

Eine Menge X ist genau dann zusammenhédngend, wenn die einzigen abge-
schlossenen offenen Mengen die leere Menge und X selbst sind. Damit ist die of-
fene Menge w(z)\y also nicht abgeschlossen und v enthélt einen Haufungspunkt
z von w(z) \ . Weil 4 nicht kritisch ist, gilt f(z) # 0 und wir finden ein trans-
versales Segment S durch z. Da z Haufungspunkt von w(z) \ v ist, gibt es in
jeder Umgebung von z ein p € w(x) \ 7.

Hier wenden wir erneut die Bemerkung an und argumentieren wie auf
Seite : Wenn p nahe genug bei z gewihlt ist, schneidet v(p) das transversale
Segment S. Es gilt:

o(1(p),p) € S.

Wir haben oben gesehen, dass w(x) invariant ist. Damit gilt:

7(p) Cw(@).

Insbesondere liegt also auch ¢(7(p),p) in w(x). Damit hat S zwei verschie-
dene Punkte - ndmlich z und ¢(7(p),p) - mit w(z) gemeinsam. Das steht im
Widerspruch zu Lemma [4.17] O

Schlussendlich folgt das Poincaré-Bendixson-Theorem mit Beweis.

Theorem 4.21. Poincaré-Bendizson

Es sei X C R? und K C X kompakt. Es sei ¢ ein Fluss auf X und fiir
den zugehdorigen positiven Halborbit von x € X gelte: vt (x) C K. Dann gilt:
Enthdlt die w-Limesmenge w(z) keinen stationdren Punkt, ist sie ein periodi-
scher Orbit.

Beweis. w(z) ist nichtleer, kompakt und invariant. Dann existiert ein y € w(x)
und es gilt v(y) C w(z). Damit ist die w-Limesmenge von y ebenfalls nichtleer

und es gilt:
w(y) C w(z).
Es sei z € w(y). Da w(z) keinen stationdren Punkt enthélt und damit auch

w(y) nicht, gilt: f(z) # 0. Damit finden wir ein transversales Segment S durch
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z. Mit z € w(y) erhalten wir, dass v (y) das transversale Segment S schneidet.
Nach Lemma gibt es genau einen Schnittpunkt, der folglich gleich 2 sein

muss. Es gilt also:
2 €77 (y) Nw(y).

Aus Lemma folgt, dass der Orbit y(y) periodisch ist. w(y) enthélt also
einen nichtkritischen periodischen Orbit . Nach Satz folgt:

Y(y) = w(y).

w(y) ist also ein periodischer Orbit. Und mit w(y) C w(x) gilt (nach Satz[4.20)):

w(x) = w(y).

]

Was bedeutet das Poincaré-Bendixson-Theorem fiir uns praktisch? Wir for-
mulieren ein Korollar, das die Situation fiir unser System deutlich macht und

direkt aus dem Theorem folgt.

Korollar 4.22. Es sei ein Differenzialgleichungssystem gegeben mit

Finden wir im Phasenraum einen beschrdnkten, ringférmigen Bereich A, in
den Vektorpfeile ein-, aber nicht austreten, und enthdlt A keinen stationdren
Zustand, dann besitzt das System eine periodische Losung, reprisentiert durch

einen geschlossenen Orbit in A.

Abbildung zeigt einen solchen Bereich A (vgl. Edelstein-Keshet [5], S.
328).

In diesem Zusammenhang begegnet uns folgender Begrift:

Definition 4.23. FEin nichtkritischer periodischer Orbit v heifst Grenzzyklus,
falls ein x € X \ v ezistiert mit ¢(t,x) — v firt — oo oder t — —o0.

Folgendes Theorem sagt etwas iiber die Stabilitéit dieser periodischen Losung

aus.
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Abbildung 4.28: Ein Ringbereich A, der einen periodischen Orbit enthélt
(Edelstein-Keshet [5], S. 329)

Theorem 4.24. 1. Falls der Bereich A aus Korollar[{.29 nur eine einzige

periodische Losung enthdlt, ist diese Losung ein stabiler Grenzzyklus.

2. Seien 11 und 1o zwei periodische Orbits in A. Falls 79 im Inneren des
Bereichs liegt, der von 1 beschrdnkt ist, und keine weiteren periodischen
Orbits oder stationdre Punkte zwischen 11 und 1 liegen, ist einer der Or-
bits instabil, da die Phasenpunkte an der dem anderen Orbit zugewandten

Seite gegen diesen konvergieren.

(vgl. Edelstein-Keshet [5], S. 328)

4.3.4 Modellierung von ,repetitive firing*

Wir mochten fiir das FitzHugh-Nagumo-Modell unter bestimmten Umsténden
die Existenz einer periodischen Losung beweisen. Dazu identifizieren wir einen
Bereich im Phasenraum, der die Eigenschaft aus Korollar aufweist.

Zur Erinnerung: Die Nullklinen des FitzHugh-Nagumo-Modells (Gleichun-
gen und auf Seite werden wie folgt charakterisiert:

Die Richtungspfeile verlaufen wegen & = 0 auf der z-Nullkline vertikal und

wegen ¢y = 0 auf der y-Nullkline horizontal. Weiter konnen wir sagen:

ZE3

x>0 fir y>§—x—z,
23
<0 fir y<§—x—z,
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y >0 fiir y <

y <0 fir y >

Durch diese Uberlegungen konnen wir das Muster des Flusses entlang der
Nullklinen bestimmen. Eine gute Moglichkeit, dieses auf der ganzen Ebene

darzustellen, ist das Skizzieren eines Vektorfelds.

Bemerkung 4.25. Betrachten wir ein Differenzialgleichungssystem

i = f(z)

mit f: X — R%, X C R?, ist es hilfreich, f als Vektorfeld auf X zu interpre-
tieren. Jedem Punkt v € X wird dazu der Vektor f(x) € R? ,angeheftet®.

(vgl. Amann [1], S. 134)

Wir machen es uns leicht und lassen uns in den Abbildungen und
durch Computereinsatz das Vektorfeld fiir verschiedene z anzeigen.
Dadurch dass die Vektoren jeweils beim Ubertreten der Nullklinen ihre Orien-
tierung in vertikaler oder horizontaler Richtung &ndern, kénnen wir in beide
Abbildungen einen ringférmigen Bereich einzeichnen, in den alle Pfeile von
auBen hineinzeigen oder zu dessen Grenzen die Pfeile parallel verlaufen. Im
Fall z = 0 gilt jedoch: Nahe P gibt es Pfeile, die nach innen aus der Menge
herauszeigen. Nur im Fall eines entsprechenden negativen z zeigen alle Pfeile
sowohl von innen als auch von auflen in den ringférmigen Bereich oder verlau-
fen parallel zu seinen Grenzen. Wir nennen ihn A. Das Vorgehen entspricht
dem von Edelstein-Keshet, die diese Uberlegungen in Abbildung fiir ein
etwas anderes System anstellt.

Wir haben bereits in Abschnitt Uberlegungen zur Stabilitét des einzi-
gen stationdren Punkts des FitzHugh-Nagumo-Systems angestellt: Der Schnitt-
punkt der Nullklinen ist ein stabiler stationdrer Punkt, wenn er auf den dufleren
Asten der z-Nullkline liegt. Falls er durch Anlegen eines Impulses z auf ein In-
tervall auf dem mittleren Ast geschoben wird, ist er instabil. In Abbildung
ist P stabil. Alle Orbits konvergieren - teils nach weiter Bahn inner-
halb der ringférmigen Menge, teils unterschwellig auflerhalb der ringférmigen
Menge - schliellich gegen P. Bei einem z wie in Abbﬂdungist die Situa-
tion anders. Betrachten wir dort einen beliebigen Startpunkt ) im gefarbten
Bereich A entsprechend Abbildung bringt der Fluss in der Néhe der
kubischen Nullkline ihn vertikal durch diese und in den Bereich der abstei-
genden x-Werte. Nach Erreichen von R driftet der Fluss horizontal durch die
y-Nullkline zum linken Ast der kubischen Kurve (S). Hier bringt der Fluss
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(b) Nullklinen und Vektorfeld fiir z = —0,8

Abbildung 4.29: Das Vektorfeld des FitzHugh-Nagumo-Modells fiir verschiedene
z
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x—Nullkline
= y-Nullkline

(a) Im Fall z = 0 treten nach innen Pfeile aus der
ringférmigen Menge heraus

x—-Nullkline
y-Nullkline
“

(b) Im Fall z = —0,8 finden wir einen Ringbreich A, aus
dem kein Pfeil heraustritt

Abbildung 4.30: Wir suchen im Phasenraum eine ringférmige Menge A, aus der
kein Vektorpfeil hinauszeigt
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Abbildung 4.31: Eine ringférmige Menge A eingezeichnet in ein System mit kubi-
scher Nullkline (Edelstein-Keshet [5], S. 332)

in positive y-Richtung den Phasenpunkt zu 7" und dann zuriick in den posi-
tiven Quadranten. Von dort wiederholt sich der Kreis, da es keinen stabilen
stationdren Punkt gibt.

Wenn ein Orbit den Kreisring betritt, bleibt er also dort gefangen. Zudem ist
A ist beschrénkt, ringférmig und es gibt es im Fall z = —0, 8 keine stationéren
Punkte in A. Damit kénnen wir das Poincaré-Bendixson-Theorem bzw. das
Korollar anwenden: Es gibt fiir z = —0, 8 einen periodischen Orbit im Be-
reich A. Machen wir A ganz schmal, kénnen noch immer die gleichen Schliisse
gezogen werden. Demnach gibt es einen einzigen Grenzzyklus im dynamischen
System. Nach Theorem ist diese einzige periodische Losung stabil.

Es bleibt zu untersuchen, fiir welche z ein solcher Grenzzyklus auftritt. Wie
wir an den Vektorfeldern sehen konnen, lésst sich ein beschréankter Ringbe-
reich A mit den entsprechenden Eigenschaften immer dann finden, wenn der
stationdre Punkt P* instabil ist. Er liegt bei hinreichend schmalem A aufer-
halb dieser Menge. Wann ist der stationdre Punkt also instabil? Auf Seite
in Abschnitt [4.3.1 haben wir iiberlegt: Mit v = (1 — C%)% ist der stationére
Punkt P(7,7) fiir alle Werte aulerhalb

—Y<ST<vy
stabil. Umgekehrt gilt, dass P(Z,7) fir
-y < T <y

instabil ist. M6chten wir wissen, fiir welche z dies gilt, miissen wir T in Abhén-
gigkeit von z (und der anderen Parameter) ausdriicken und die Ungleichung
nach z umformen. Wir haben allerdings schon auf Seite [3§| {iberlegt, dass sich

fiir T ein uniibersichtlicher Term ergdbe. Daher beschréinken wir uns hier dar-
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auf, T zu approximieren.

Wir koénnen die xz-Nullkline stiickweise linear approximieren. Den mittleren
fallenden Ast néhern wir dabei durch ein Geradenstiick durch den Hoch-, den
Wende- und den Tiefpunkt an (s. Abbildung . Die Steigung dieser Strecke

15¢

x-Nullkline
y-Nullkline
9

Abbildung 4.32: Das Geradenstiick g als lineare Approximation des mittleren
Teils der z-Nullkline

g konnen wir iiber den y-Wert des Tiefpunkts bei z = 1 im Fall z = 0 ermitteln.
Dazu verwenden wir die Gleichung der x-Nullkline (4.8]).

X
=——-Tr—z
y=73
13
-~ —1-0
3
2
3

z verschiebt auch im approximierten Fall die z-Nullkline in y-Richtung. Wir

erhalten als lineare Anndherung ¢ fiir den mittleren Ast der z-Nullkline:

2
g(x):—gx—z fir —1<z<1.

Die Berechnung des Schnittpunkts mit der y-Nullkline (Gleichung fallt
jetzt leichter.
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3a n 3bz
3—2b 3-—-2b

= T =

Jetzt betrachten wir die bereits oben erwéhnte Ungleichung:

—y < T <
< 3a . 3bz .
3—2b 3-—2b
- e 3a - 3bz o 3a
3—2b 3—2b 3—2b
3a 3—2b 3a 3—2b
< (_7_3—217)' 3 : <(7_3—2b)' 3

Diese Ungleichung bildet im Fall der linearen Approximation eine hinreichen-
de Bedingung fiir z, um periodisches Verhalten zu verursachen. Exemplarisch

ergeben sich fiir a = 0,7, b = 0,8 und ¢ = 3 folgende gerundete Werte:
—-1,43 < z < =0, 32.

Sie entsprechen bis auf eine Ungenauigkeit der Gréfienordnung 102 den Gren-
zen fiir z, die sich fiir das System ohne lineare Approximation der x-Nullkline
durch Ausprobieren ergeben. Das oben gefundene Intervall bildet also eine gu-
te Néaherung, fiir welche z sich periodisches Verhalten entwickelt. Die Idee der
linearen Approximation stammt von Murray [I8], S. 242.

Fiir das tatsédchliche = beschrénken wir uns hier auf folgende Aussage: Bei
einem konstanten negativen Impuls z mit einer Amplitude, die den x-Wert des
stationdren Punkts auf das Intervall (—v,~) schiebt, zeigt das System einen
stabilen Grenzzyklus. In diesem Fall liegt der stationédre Punkt irgendwo auf
dem mittleren fallenden Ast der z-Nullkline.

Wir stellen uns einen solchen Impuls z wieder als Rechteckfunktion vor. Zu
Beginn ist das System im Ruhezustand P mit z = 0. Wird jetzt z. B. ein
z = —0,5 angelegt, ist P nicht ldnger ein stationdrer Punkt. P bildet die An-
fangsbedingung fiir einen weiten Orbit, der gegen einen stabilen periodischen
Grenzzyklus ¢ konvergiert. Solange der Impuls z # 0 angelegt ist, beschreibt
der Orbit immer wieder eine grofie Auslenkung; das System oszilliert (s. Abbil-
dung . Plottet man x gegen die Zeit ¢t wie in Abbildung erkennt
man die unendliche Folge von Aktionspotenzialen. Der periodische Orbit ist al-
so ein Modell fiir unendlich viele Aktionspotenziale. Den Ubergang von einem
stabilen stationédren Zustand zu einem Grenzzyklus durch Verdnderung eines
Parameters bezeichnet man als Hopf-Bifurkation. Durch eine Anwendung des
Hopf-Bifurkations-Theorems kénnte man eine Aussage iiber die Periode des

Grenzzyklus machen, die wir uns jedoch nicht genauer ansehen (vgl. Murray,
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S. 243).

Setzen wir am Ende eines Rechteckimpulses z = 0, existiert wieder ein sta-
biler stationdrer Punkt bei P. Je nachdem, ob sich der aktuelle Phasenpunkt
gerade links oder rechts der Separatrix befindet, beschreibt der Orbit noch eine
letzte grofle Auslenkung oder kehrt direkt zu P zuriick. Der Ruhezustand ist
wiederhergestellt (s. Abbildung [4.33(b)]).

2 -
x=Nullkline fir z = —0.8/
— — — x-Nullkline firz=0
15F y-Nullkline

(a) Bei Anlegen des Impulses konvergiert der Orbit mit der
Anfangsbedingung P gegen einen periodischen Grenzzyklus

C
2 -
— — — x-Nullkline firz=-0.8|1
X=Nullkline furz=0
15F y—Nullkline

(b) Wird wieder z = 0 gesetzt, kehrt das System zum Ru-
hezustand P zuriick

Abbildung 4.33: Das Verhalten des Systems fiir einen Rechteckimpuls mit z =
-0,5

Was bedeuten diese Erkenntnisse in Bezug auf das reale Neuron? Bei Expe-
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251

= = = Ruhezustand

\

0
-0.5-
—1+
-1.5-
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Abbildung 4.34: x in Abhéngigkeit von ¢t fiir einen konstanten negativen Impuls
z mit hinreichend groflem Betrag

rimenten an Tintenfischaxonen wird tatséchlich ein entsprechendes Verhalten
beobachtet: Bei dauerhafter Reizung mit Strom einer bestimmten Amplitude
kommt es zu einem wiederholten Generieren von Aktionspotenzialen - wenn
auch in Experimenten stets endlich viele Aktionspotenziale beobachtet wur-
den. Man spricht von ,repetitive firing“, von wiederholtem Feuern. Ein pe-

riodischer Grenzzyklus modelliert also eine unendliche Folge von Spikes (s.

Abbildung [4.35)).

FITZHUGH-NAGUMO-MODELL

Grenzzyklus

[ repetitive firing* ] [ Periodischer

Abbildung 4.35: Ein periodischer Grenzzyklus als Entsprechung zu ,,repetitive fi-
ring*

Das Verhalten, bei instabilen stationdren Punkten Oszillation zu zeigen, ist
einer ganzen Klasse von Systemen gemein. Maf3geblich dafiir ist je eine kubische
Nullkline. Zu dieser Klasse gehort auch das in Abschnitt [4.2] eingangs erwihnte
Van-der-Pol-System Das periodische Verhalten dieses Systems ist neben
der Erregbarkeit Grund dafiir, weshalb FitzHugh tiberhaupt auf die Idee kam,
gerade dieses System zu einem Neuronenmodell weiterzuentwickeln. Allgemein
wird die Idee einer S-férmigen Nullkline bei vielen Phdnomenen von Erregung
und Oszillation ausgenutzt (vgl. Edelstein-Keshet [5], S. 333 f.).
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4.4 Leistung und Grenzen des

FitzHugh-Nagumo-Modells

Wir méchten auch einen kurzen Blick darauf werfen, was das FitzHugh-Nagu-
mo-Modell zur Beschreibung von Neuronen nicht leisten kann. Wie bereits im
Abschnitt erwahnt, werden die Variablen des Differenzialgleichungssystems
zwar mit bestimmten physiologischen Gréfien wie dem Membranpotenzial oder
einem angelegten Strom in Verbindung gebracht, entsprechen ihnen aber nicht
direkt. Wir kénnen aus den numerischen Losungen der Gleichungen und
in dieser Form also nicht ohne Weiteres das exakte Membranpotenzial V' in
mV ablesen. Ob das System durch geeignete Transformationen diese Leistung
doch erbringen kann, sei hier allerdings nicht weiter untersucht.

Das Fehlen eines tatséachlichen Alles-oder-nichts-Prinzips haben wir eben-
falls schon thematisiert. Neuronen haben - wie in Abschnitt 2.3 beschrieben -
ein sehr scharfes Alles-oder-nichts-Verhalten. Erreicht das Membranpotenzial
am Axonhiigel eine relativ klar definierte Schwelle, feuert die Zelle, ansonsten
verdndert sich das Membranpotenzial entlang des Axons nicht. Wie wir in Ab-
schnitt untersucht haben, zeigt das FitzHugh-Nagumo-System ein etwas
anderes Verhalten: Die Separatrix tritt als eine Quasi-Schwelle auf. Durch sehr
kleine Abweichungen der Separatrix kénnen alle Abschwéchungen zwischen
yalles* oder ,nichts“ gefunden werden. Diese Form abgeschwichter Aktions-
potenziale wird zwar auch in einigen Experimenten zu Neuronen beobachtet,
ist jedoch eher selten (vgl. FitzHugh [§], S. 452).

Nach den Uberlegungen in Abschnitt miissten Neuronen nach dem
FitzHugh-Nagumo-Modell bei einem konstanten angelegten Strom innerhalb
eines bestimmten Intervalls eine unendliche Folge von Aktionspotenzialen zei-
gen. Bei tatsdchlichen Experimenten am Riesentintenfischaxon ist diese je-
doch stets endlich. Je nach Alter und Verfassung des verwendeten Axons
bricht die Folge der Aktionspotenziale frither oder spéter ab. Die Experimente
deuten darauf hin, dass es in Neuronen bei einem gleichbleibenden Stromim-
puls einen Anpassungsprozess gibt. Diese Akkomodation wird im FitzHugh-
Nagumo-System nicht beriicksichtigt (vgl. FitzHugh [8], S. 462 F).

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir gesehen, dass jedoch viele
Eigenschaften von Neuronen durch das FitzHugh-Nagumo-Modell akurat ab-
gebildet werden konnen, wie das Generieren eines einzigen Aktionspotenzials
oder einer ganzen Folge von Spikes. Mithilfe des Modells lassen sich addquat

Voraussagen treffen, wie Neuronen bei bestimmten Reizen reagieren. Auch

2FitzHugh spricht auf diesen Seiten zwar vom Hodgkin-Huxley-Modell, erwiihnt jedoch
zuvor, dass beide Modelle das gleiche Verhalten zeigen.
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werden die absolute und die relative Refraktérzeit gut qualitativ dargestellt.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass FitzHugh und Nagumo et al.
mit ihrem Differenzialgleichungssystem meisterhaft das qualitative Verhalten
von neuronaler Erregung beschreiben, ohne konkrete physiologische Mechanis-
men abzubilden. Das Modell zeigt in einer mathematisch versténdlichen Form
Wechselbezichungen, die zum Feuern eines einzigen Aktionspotenzials oder zu
Ostzillation fithren. Dabei ist die genaue algebraische Darstellung unbedeutend.
Sie wurde moglichst einfach gew#hlt und kann verdndert werden, ohne quali-
tative Unterschiede zu verursachen. Dazu lésst sich z. B. auf das System nach
Murray [I8], S. 240 f., verweisen. Man sollte das Modell also als Beispiel ei-
ner Menge von Systemen auffassen, die eine Quasi-Schwelle, Erregbarkeit und
Ostzillation zeigen. Letztendlich spielt das FitzHugh-Nagumo-Modell eine wich-
tige Rolle, um die Natur von erregbaren Systemen zu verstehen und weitere
Neuronenmodelle zu entwickeln (vgl. FitzHugh [§], S. 464, sowie Murray [18§],
S. 244).
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5 Neuronenmodelle in der Schule

Abschlieflend wollen wir untersuchen, inwiefern die behandelten Neuronenmo-
delle in den Unterricht an allgemeinbildenden Gymnasien eingebunden werden
kénnen. Dazu werfen wir zunéchst einen Blick auf die curricularen Vorgaben.
Schon in der Sekundarstufe I ist das mathematische Modellieren ein eigener
grofler Kompetenzbereich (vgl. Niederséchsisches Kultusministerium [20], S.

17 £.). Im Kerncurriculum fiir die gymnasiale Oberstufe findet man zudem:

,Fir die Vertiefung der allgemeinen Bildung |...], sollte der Mathe-
matikunterricht folgende Erfahrungen ermoglichen:

Mathematik bietet eine Vielzahl von Modellen zur Beschreibung
der Welt um uns. Dabei erweist sich Mathematik als eine weltzu-
gewandte, niitzliche Wissenschaft.]...]*

(Niederséchsisches Kultusministerium [22], S. 7)

Joachim Engel, ein Professor fiir Mathematikdidaktik, erklart dazu die Pro-
blematik: Die Mathematik sei zwar ,Grundlage unserer technologischen Ge-
sellschaft* (Engel [6], S. 3). Viele Menschen haben dennoch die véllig falsche
Vorstellung, Mathematik sei weltfremd und nutzlos (vgl. Engel [6], S. 3). Neu-
ronenmodelle bieten die Chance, diese Fehlvorstellung auszurdumen: Sie sind
nicht aus didaktischen Griinden kiinstlich angelegt, sondern haben eine grofie
Relevanz fiir die aktuelle Forschung und Entwicklung. Auch im Kerncurricu-

lum fiir Biologie findet man Modelle. Dort wird folgende Kompetenz gefordert:

,Die Schiilerinnen und Schiiler wenden Modelle an, erweitern sie
und beurteilen die Aussagekraft und Giiltigkeit.

(Niederséchsisches Kultusministerium [21], S. 17)

Auch wenn nicht explizit mathematische Modelle oder sogar Neuronenmodelle
vorgeschlagen werden, bilden sie ein gutes Beispiel, wie Naturwissenschaften
und Mathematik sinnvoll ineinandergreifen.

Auch jenseits curricularer Vorgaben lassen sich Neuronenmodelle in der
Schule rechtfertigen: Sie verbinden Mathematik mit Biologie sowie mit Teil-
aspekten aus der Physik und Chemie, eignen sich also hervorragend fiir facher-
iibergreifenden Unterricht. Zudem sind sie - wie bereits erwéhnt - Teil aktuel-
ler Forschung und Entwicklung. So ist die Schiilerneugier leicht anzuregen, z.
B. durch Einbindung von Neuronenmodellen in die Reizthemen Robotik oder

Hirnforschung. Auf einer Metaebene bieten die Neuronenmodelle ebenfalls eine
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grofle Chance. Schiilerinnen und Schiiler haben héufig die Vorstellung, Modelle
sehen ihrem Vorbild zumindest dhnlich. Mit Neuronenmodellen, bei denen die
Formeln natiirlich nicht aussehen wie eine Nervenzelle, kann diese Fehlvorstel-
lung ausgerdumt werden. Gleichzeitig konnen Schiilerinnen und Schiiler ein
hohes Abstraktionsvermoégen entwickeln.

Warum werden Neuronenmodelle dann nicht sofort in jeden Lehrplan ein-
gebunden? Natiirlich bringen sie auch Probleme mit sich. Das grofite sind
die mangelnden Voraussetzungen der Schiilerinnen und Schiiler beziiglich des
Fachwissens. Auch dazu werfen wir einen Blick in das Kerncurriculum. Im Fach
Biologie werden in der gymnasialen Oberstufe sowohl auf grundlegendem als
auch auf erhohtem Niveau Nervenzellen und die Entstehung und Weiterleitung
elektrischer Potenziale thematisiert (vgl. Niedersidchsisches Kultusministerium
[21], S. 22). Jedoch belegt nicht jede mathematikinteressierte Schiilerin und je-
der mathematikinteressierte Schiiler tatsédchlich Biologie in der Oberstufe. Die
biologischen Grundlagen miissten fiir das Versténdnis von Neuronenmodellen
jedoch auf jeden Fall geschaffen werden.

Noch problematischer wird es mit den mathematischen Lehrvoraussetzun-
gen. Schiilerinnen und Schiiler lernen in der Schule Funktionen und Ableitun-
gen kennen, doch schon bei eindimensionalen Differenzialgleichungen wird es

schwierig. In den curricularen Vorgaben finden wir:

,Im erhohten Anforderungsniveau werden an geeigneten Beispie-
len aus dem Bereich Wachstum die Zusammenhénge zwischen den
entsprechenden Funktionen und ihren Ableitungsfunktionen aufge-
zeigt und interpretiert, wie sie sich in den dazugehorigen Differen-
zialgleichungen widerspiegeln.*

(Niederséchsiches Kultusministerium [22], S. 35)

Zudem werden als optionale Ergédnzung Losungsverfahren einfacher Differen-
zialgleichungen vorgeschlagen (vgl. Niedersédchsiches Kultusministerium [22],
S. 35). Das Integrate-and-Fire-Modell, das teilweise aus einer eindimensiona-
len Differenzialgleichung besteht, konnte mit diesen Voraussetzungen noch be-
trachtet werden. Mit mehrdimensionalen Differenzialgleichungssystemen kom-
men Schiilerinnen und Schiiler im Mathematikunterricht in der Regel nicht
in Kontakt. Erfahrungen mit qualitativen Uberlegungen beziiglich zweidimen-
sionaler Systeme konnten Schiilerinnen und Schiiler héchstens aus dem Fach
Biologie mitnehmen. In der gymnasialen Oberstufe sollen Schiilerinnen und
Schiiler Wechselbeziehungen zwischen Organismen erlautern (vgl. Niedersich-
sisches Kultusministerium [21], S. 21). Dabei kann ein mathematisches Réuber-

Beute-Modell Unterrichtsgegenstand sein. Jedoch ist auch ein solches Mo-
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dell optional und wird vermutlich eher selten explizit mathematisch analy-
siert. Viel eher werden hier nur die dynamischen Variablen und besonde-
ren Zustdnde interpretiert, ohne die Mathematik dahinter zu verstehen. Zu-
sammenfassend scheint eine Thematisierung des zweidimensionalen FitzHugh-
Nagumo-Systems oder gar des aus vier gekoppelten Differenzialgleichungen be-
stehenden Hodgkin-Huxley-Modells allein mit Schulwissen als Voraussetzung
unmoglich.

Was bedeutet das fiir die Umsetzung? Sollten Neuronenmodelle also doch
keinen Einzug in die Schule halten? Fiir das in Abschnitt [3.3] vorgestellte
Hodgkin-Huxley-Modell kann die Frage klar verneint werden. Vier gekoppelte
Differenzialgleichungen, deren Darstellung selbst einem Biophysiker wie Fitz-
Hugh zu umsténdlich erscheint, haben kaum einen didaktischen Wert fiir die
Schule. Beziiglich der mathematischen Voraussetzungen unkomplizierter ist die
McCulloch-Pitts-Zelle (s. Abschnitt [3.1)). Sie kénnte im Rahmen des Kompe-
tenzbereichs Modellierung, zu Themen wie kiinstlicher Intelligenz oder auch
im Informatikunterricht einen wertvollen Beitrag leisten - durchaus auch im
reguldren Unterricht. Auch das Integrate-and-Fire-Modell aus Abschnitt
konnte an geeigneter Stelle in den Unterricht eingebunden werden. Da eine
mathematisch gehaltvolle Betrachtung des Modells jedoch auch die Losung
der Differenzialgleichung beinhaltet, ist das Thema eher fiir starke und {iber
normale Unterrichtsinhalte hinaus interessierte Schiilerinnen und Schiiler ge-
eignet. Beispielsweise konnte das Integrate-and-Fire-Neuron Inhalt einer Fach-
arbeit sein, die ja iiber den Kern hinausgehende Inhalte erfassen sollte.

Welche Chancen und Moglichkeiten bietet das FitzHugh-Nagumo-Modell
fiir die Schule? Die Probleme bleiben: Ein zweidimensionales Differenzialglei-
chungssystem in der Schule mathematisch zu verstehen, gestaltet sich als schwie-
rig und erscheint wenig sinnvoll. Eine ausfiihrliche Untersuchung des FitzHugh-
Nagumo-Modells ist also nicht ratsam. Auch eine kurze qualitative Untersu-
chung ist problematisch: Anders als beim R&uber-Beute-Modell kénnen die
Variablen hier nicht direkt als reale Gréflen interpretiert werden. Auch eine di-
rekte biologische Interpretation bestimmter Zustéinde erscheint schwierig. Man
konnte jedoch iiber folgende Unterrichtsidee nachdenken: Als Vorbereitung ent-
wickeln die Schiilerinnen und Schiiler jenseits konkreter mathematischer Struk-
turen ein Gefiihl fiir ein zweidimensionales Differenzialgleichungssystem. Ohne
Begriffe wie Orbit, Fluss oder Stabilitédt zu verwenden, kann ein Input dazu in

etwa lauten:

Das System definiert fiir jeden Punkt der Ebene eine Richtung.
Man kann es sich wie die Wasserstromung auf der Oberflache eines

Sees vorstellen. Setzen wir dort ein Papierschiffchen aufs Wasser,
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schiebt die Stromung diesen Punkt weiter, jeweils abhéngig vom
aktuellen Ort des Schiffchens.

Anschliefend wird das Phasenportrait des FitzHugh-Nagumo-Modells inklusi-
ve seines Vektorfelds untersucht - nach Mdéglichkeit mit animierten Orbits, die
teils links, teils rechts der Separatrix starten. Die Abbildungen koénnten wie
Abbildung auf Seite [50| und wie Abbildung auf Seite 75| aussehen.
Optimalerweise sollten die Schiilerinnen und Schiiler sogar selbst ,,Startpunk-
te“ in eine Animation eingeben und die zugehorigen ,,Kurven“ beobachten
konnen. Bei ausreichender Kenntnis von Aktionspotenzialen und zugehorigen

biologischen Begriffen kann eine Aufgabenstellung jetzt lauten:

Erlautern Sie, inwiefern sich das Verhalten einer Nervenzelle in

diesem mathematischen System widerspiegelt.

Als Tipp koénnen die Begriffe Aktionspotenzial, Schwellenpotenzial und Ru-
hepotenzial in der Interpretation gefordert werden. Eine Losung der Aufgabe
kann - bis auf die Fachbegriffe - aussehen wie in den Abbildungen und
Die Schiilerinnen und Schiiler erkennen dabei, dass das mathematische
System wie das Neuron eine Art Ruhezustand, eine Schwelle und eine weite
Kurve als Modell eines Aktionspotenzials zeigt.

Fiir eine addquate Antwort miissen Schiilerinnen und Schiiler sehr abstrakt
denken. Es ist sicher interessant zu beobachten, ob und wie Schiilerinnen und
Schiiler diese erforderliche Kompetenz entwickeln oder bereits entwickelt ha-
ben. Eine grofle Chance der Aufgabe ist es, die Fehlvorstellung einer visuellen
Ahnlichkeit zwischen Modell und realem Objekt auszurdumen. Dariiber hinaus
werden erweiterte Kompetenzen in Bezug auf Abstraktion und Interpretation
erworben. Zusétzlich beinhaltet die Aufgabe, eine Briicke von der Mathematik
zur Biologie zu schlagen, und zeigt damit, wie eng die Fécher entsprechend
eines Modellierungskreislaufs manchmal ineinander verzahnt sind und welchen
Nutzen die Mathematik fiir die ,,Welt um uns“ (Niedersichsisches Kultusmi-
nisterium [22], S. 7) hat.

Die Unterrichtsidee ist unerprobt und nicht ausgearbeitet. Sie ist also nicht
als Anleitung fiir guten Mathematikunterricht zu verstehen. Vielmehr soll sie
(angehenden) Lehrerinnen und Lehrern als Inspiration dienen. Sie soll dazu
anregen, iiber Neuronenmodelle in der Schule nachzudenken, sich eine eigene
Meinung zu dieser Thematik zu bilden und vielleicht die ein oder andere Idee

in der Schule auszuprobieren.
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