3. Kapitel

Messung, Analyse und Prognose
von Veranderungen

Claus Mobus und Willi Nagl

1. Einleitung

Psychodiagnostik a3t sich nach Pawlik (1976) auf vier Dimensionen mit ent-
sprechend unterschiedlichen Zielsetzungen betreiben: (1) Status- vs. ProzeR-
diagnostik, (2) norm- vs. kriterienorientierte Diagnostik, (3) Testen vs. Inven-
tarisieren und (4) Diagnostik als Messung vs. Diagnostik als Information fir
und Uber Behandlung. Setzt man sich die Prozelidiagnostik und Behandlungs-
optimierung zum Ziel, muR man, wenn man empirisch arbeitet, Verande-
rungsmessung betreiben. Inhaltliche Beispiele fir Verdnderungsmessung las-
sen sich fir alle Bereiche der Psychologie, die an ,,Intervention”, ,,Entwick-
lung*, ,,Dynamik® etc. interessiert sind, finden (so z.B. in einigen neueren
deutschsprachigen Arbeiten: Renn, 1973; Straka, 1974; Krapp & Schiefele,
1976; Kleiter & Petermann, 1977; Mobus & Wallasch, 1977; Rudinger &
Lantermann, 1978; Baltes, 1979; Baltes & Nesselroade, 1979; Kormann, 1979;
Metz-Gockel, 1979; Petermann & Hehl, 1979; Kleiter, 1979; Revenstorf,
1979; Kormann, 1981; Md&bus, 1983). Hierunter fallt u.a. die Erfassung von
,,Lernprozessen“, ,,Lernwegen“, , ,Entwicklungsverlaufen“, ,,Wachstumskur-
ven“, ,Einstellungsénderungen“ und ,,Therapieeffekten®.

Entsprechend der Vielfalt der inhaltlichen Fragestellungen hat sich eine kaum
zu Uberschauende Menge verschiedener Methoden und Schulen herausgebil-
det, die z.T. miteinander im Wettstreit stehen (s. a. Rost & Spada, 1978).
Dabei hat es sich fir die Analyse von Prozessen als hemmend (wenn nicht gar
irrefiihrend) erwiesen, Methoden aus dem statischen Querschnitts- in den
dynamischen Zeitbereich zu Ubertragen. Wenig brauchbar im Zusammenhang
mit Veranderungsmessung scheinen uns Verfahren zu sein, die einerseits keine
Hypothesenprifung zulassen, ob eine Veradnderung bei einem Individuum oder
einer Gruppe von Individuen signifikant war und die andererseits keine falsifi-
zierbauen Prognosen fur konkrete (apriori bestimmbare) Zeitpunkte zulassen.
Roskam vertritt eine &hnlich vorsichtige Haltung, wenn er schreibt:
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.. Perhaps the time is simply not yet ripe for doing thorough research on change
processes in behaviour, and should we spend our time more wisely in doing the lot of
ground work which has to be done first so that we are better equipped before starting
on so much complicated problems. This is not meant to discourage research on change.
Rather it is an advice to go about vey carefuly and vey cautiourly.* (Roskam, 1976,
s. 132f.)

Akzeptiert man die beiden oben genannten Kriterien als GutemaRstabe fir
Methoden zur Analyse von Verdnderungen, kann man in dem Klassiker von
Harris (1963) aus heutiger Sicht weiterfihrende und weniger nitzliche Artikel
separieren. Von den 12 Beitrdgen Uber:

(1) ,,Some persisting Dilemmas in the Measurement of Change“ (Bereiter), (2)
»Elementary Models for Measuring Change® (Lord), (3) ,,The Reliability of Changes
Measured by Mental Test Scores® (Webster & Bereiter), (4) ,,Univariate Anaysis of
Variance Procedures in the Measurement of Change® (Gaito & Wiley), (5) ,,Multivari-
ate Andysis of Variance of Repeated Measurements® (Bock), (6) ,,Multivariate Models
for Evauating Change* (Horst), (7) ,Implications of Factor Analysis of Three-Way
Matrices for Measurement of Change* (Tucker), (8) ,,Canonical Factor Models for the
Description of Change,, (Harris), (9) ,Image Analysis' (Kaiser), (10) ,,The Structuring
of Change by P-Technique and Incrementa R-Technique® (Cattell), (11) ,Statistical
Models for the Study of Change in the Single Case* (Holtzman) und (12) ,,From
Description to Experimentation: Interpreting Trends as Quasi-Experiments® (Camp-
bell)

erscheinen uns die Anséatze von Bock, Holtzman und Campbell auch heute
wertvoll, wahrend die Artikel von Bereiter und Webster & Bereiter relativ viel
Verwirrung Uber den Nutzen von Veranderungsmallen gebracht haben. Wéh-
rend Bereiter Mittelwertsdifferenzen nicht in Frage stellte, formulierte er eine
Reihe von Dilemmata, die sich einstellen sollten, wenn man individuelle Ver-
anderungen durch die Differenz zeitlich verschobener Messungen operationa-
lisiert: ,,over - correction - under - correction dilemma“, ,,unreliability -
invalidity - dilemma‘ und das ,,physicalism-sujectivism dilemma*‘. Das erste
Dilemma ergibt sich nach Bereiter aus der Erkenntnis ,,... that there is a
spurious negative element in the correlation of an initial score with gains on the
same test . . .“ (Bereiter, 1963, S. 3). Das zweite Dilemma entsteht nach Berei-
ter ,,... that, other things being equal, the higher the correlation between
pretest and post-test, the lower the reliability of the difference scores.
Accounting for the other horn of the dilemma is the even more elementary fact
that the lower the correlation between two tests, the less they can be said to
measure the same thing" (Bereiter, 1963, S. 5). Das dritte Dilemma bestand in
der Frage, ob die gleiche Veranderung in der manifesten, beobachtbaren Varia-
blen einhergeht mit gleichen Veranderungen auf der latenten Variablen, wenn
die Ausgangswerte unterschiedlich hoch sind. Diese Dilemmata zogen sich wie
ein roter Faden durch die Literatur und bestimmten die Diskussion fur eine
Reihe von Jahren.
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Wir sind der Ansicht, dal es sich um Scheinprobleme handelt, wenn man
einmal das Reliabilitatskonzept der klassischen Testtheorie nicht kritiklos ak-
zeptiert und zum anderen Veranderungsanalyse unter einer systemtheoreti-
schen Perspektive betreibt. Eine systemtheoretische Sicht der Veranderungs-
analyse bedeutet: (1) der Veranderungsprozef3 einer Person oder (aggregiert)
einer Gruppe laft sich kontinuierlich in der Zeit multivariat (probabilistisch
oder nichtprobabilistisch) beschreiben. Die endogene Entwicklung wird Uber-
lagert durch Effekte exogener Variabler (dufere Rahmenbedingungen), die nur
unvollstandig kontrolliert werden kénnen. Dieser stochastische zeitkontinu-
ierliche Prozel? kann nur zu bestimmten diskreten Zeitpunkten gemessen wer-
den (Sampling). Der Mel3proze® wird durch MeRfehler gestort. Selbst wenn
die ProzeRparameter fir 2 Personen gleich sind, kdnnen die Entwicklungsver-
laufe aufgrund unterschiedlicher Ausgangsbedigungen (Anfangszusténde) und/
oder unterschiedlicher exogener Rahmenbedingungen fir die 2 Personen dif-
ferieren (ndhere Erlduterung im Abschnitt Uber zeitkontinuierliche Modelle).
Eine Prognose (z.B. im Sinne von Erwartungswerten) ist nur moglich, wenn
(a) der Anfangszustand (Pretest) gemessen oder geschatzt (= ,,wahrer An-
fangszustand“) wird, (b) wenn die Gesetzeshypothese (niedergelegt in den
Parametern des Systems) sich nicht unvorhergesehen verandert und (c) wenn
die exogenen Einfliisse (Rahmenbedingungen) entweder kontrolliert oder pro-
gnostiziert werden kdnnen oder konstant bleiben. Prognosen beziehen sich
immer nur auf bestimmte konkrete Zeitpunkte. Ebenso sind Hypothesen auch
nur an bestimmte Zeitpunkte geknipft.

In dieser Sicht ist es vollig natlrlich, interindividuell unterschiedliche Ent-
wicklungskurven zu erwarten, wenn nur die auf3eren Einflisse und/oder die
Ausgangsbedingungen fur Individuen Uber die Zeit verschieden sind. Es ist
nicht notwendig (wie Bereiter) zu glauben, niedrige Pre-Posttest-Korrelatio-
nen mifRten unbedingt auf eine veranderte Bedeutung der MeRinstrumente
verweisen. Sie kann vielmehr ein Hinweis auf zwischenzeitlich wirkende &auf3e-
re Einflisse sein. Es ist auch nicht sinnvoll, bei dem Studium von Methoden
der Veranderungsanalyse mit Korrelationen zu argumentieren, wie es z.B. in
der Reliabilitatsdiskussion getan wird, denn bei Korrelationen gehen Mittel-
werte und Streuungen verloren. Was bei heterogenen Variablen mit unter-
schiedlichen Mafistédben in Querschnittanalysen sinnvoll sein kann, ist bei Ver-
anderungsmessungen verfehlt, es sei denn, wir trauten selbst Mittelwerts- und
Streuungsveranderungen keinen Informationsgehalt mehr zu. Dann ware Ver-
anderungsmessung aber weitgehend sinnlos. Wichtig sind sauber operationali-
sierte MelRvariable, deren praktische Bedeutsamkeit auf der Hand liegt und
nicht im Nachhinein durch interpretative Vorgange erst erschlossen werden
muf3. Eine dhnliche Ansicht vertritt z.B. Roskam und Rost & Spada, wenn sie
schreiben:

,Researchers often believe that it is wrong to analyse change or gain scores. difference
scores are unreliable, and if they are very reliable, how do we know whether it is the
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persons or the tests who have changed (cf. Bereiter, 1963)? If a pretest and a posttest
correlate as high as their reliability, the reliability of the difference scores is zero, but if
they correlate appreciably less than their reliability, one is led to believe that they
measure different constructs, and the difference scores are hard to interprete. Bereiter
quotes Jordan in saying: ,,it is senseless to consider a test a valid measure of an attribute
that is not clearly conceptuaized independently of any instruments supposed to meas
ure it“. So without conceptualizing first what we intend to measure, it would be
meaningless to talk about change. It is my firm belief that it is methodological non-
sense. Test scores - or any other kind of controlled observation - are factual data; if a
persons reactions on a second occasion are different from those on a first occasion, it is
our task to find a (theoretical) explanation for that fact.“ (Roskam, 1979, S. 2).

»Findet jedoch zwischen beiden Zeitpunkten, zu denen die Tests vorgegeben wurden,
personenspezifisches Lernen statt, d.h. &ndern sich die wahren Werte der Versuchsper-
sonen zwischen den Testzeitpunkten, dann ist es sinnlos, anhand der Korrelation der
Tests etwas Uber ihre Aquivalenz auszusagen. Beide Tests sollen ja in diesem Fall gar
keine &guivalenten Messungen liefern, sondern einmal die Féhigkeit zum Zeitpunkt t,,
das andere Mal die zum Zeitpunkt t; messen.” (Rost & Spada, 1978, S. 90f.)

Wir wollen hier davon ausgehen, dal3 die Variablen, auf denen Verénderungen
gemessen werden, eine Bedeutung haben, die nicht erst nach den Messungen
durch korrelative Studien interpretativ ,,festgelegt werden mufi.

Auch das Problem nichtsignifikanter Interventionen erféhrt unter systemtheo-
retischer Beleuchtung eine gewisse Aufhellung. So ist man, wenn enge Rah-
menbedingungen hinsichtlich der zur Verfligung stehenden Resourcen vorge-
geben sind, gezwungen, Entscheidungs- bzw. Behandlungsoptimierung zu
betreiben. In den meisten Fallen 183t sich die zeitliche Dauer der Intervention
(Therapie, Training, Instruktion etc.) und der den ProzeRverlauf abbildenden
Messungen aus verschiedenen Grinden (Ermidung der Pbn, Kosten der
Datenerhebung etc.) nicht beliebig verlangern. Daher stellt sich oft die Aufga-
be, bei fester Test- und Interventionsdauer die ,,Mixtur® der Trainingsteile
optimal zu verandern. LaRt sich der Interventionseffekt nicht statistisch si-
chern, wird damit meist vorschnell auf die mangelnde Gite der Intervention
geschlossen. Eine genaue Analyse zeigt aber einen weitaus komplizierteren
Sachverhalt. Es gibt mindestens drei Erkldrungsmdoglichkeiten fur die Nicht-
signifikanz: (a) mangelnde Glte des Interventionsprogramms, (b) zu kurze
zeitliche ,,Dosierung” eines an sich effektiven Programms, (c) FllUchtigkeit des
Effekts: nach dem Absetzen der Intervention verschwindet der Effekt (liegen
die MeRzeitpunkte weit auseinander, wird oft gar kein Effekt wahrgenom-
men). Die letzten beiden Erklérungen sowie die Planung der Optimierung
kénnen mit klassischen statistischen Verfahren (Varianz-, Faktorenanalyse
etc.) nur unvollstdndig geleistet werden. Eine Untersuchung zum Dosierungs-
problem eines Trainings und der Versuch einer Kreuzvalidierung an einer
Langsschnittstudie findet sich bei Mobus (1981). Verwendet wurden dabei
stochastische zeitdiskrete Differenzengleichungssysteme, deren Parameter mit
LISREL geschétzt wurden (s.a. 7.3).
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Unter dem oben angerissenen Blickwinkel haben wir eine Auswahl der zu
diskutierenden Methoden getroffen. Weitgehend unbericksichtigt bleiben
zwei wichtige Methodenklassen: (a) die verschiedenen Versionen des Rasch-
Modells (s.a. Fischer, 1976, 1977, 1978) und (b) dynamische probabilistische
Systeme (s. aber Levin & Burke, 1972; Bartholomew, 1973; Wiggins, 1973;
Tack, 1976; Singer & Spilerman, 1976a,b; Lee, Judge & Zellner, 1977; Singer
& Spilerman, 1979a,b; Tuma & Hannan, 1979; Wasserman, 1980; Tuma,
1980; Singer, 1981).

Die ausfuhrliche Behandlung dynamischer probabilistischer Systeme wirde
einerseits den Umfang des Beitrages sprengen, andererseits das Problem auf-
werfen, fast keine empirischen Referenzuntersuchungen nennen zu kénnen.
Das wird gerade an dem Artikel von Singer & Spilerman (1979a) in dem
,,neuen Klassiker* der Veradnderungsmessung von Nesselroade & Baltes (1979)
deutlich.

Alle hier angefiihrten Beitrage: (a) Zeitreihenanalyse, (b) Zeitreihenexperimen-
te, (c) Analyse von Differenzenwerten, (d) Strukturmodelle, (e) Varianzanaly-
se, (f) Markoffketten, (g) zeitkontinuierliche Modelle (Differentialgleichungs-
systeme, Markoffprozesse) werden nach mehreren Gesichtspunkten klassifi-
ziert. Folgende Gesichtspunkte spielen dabei eine Rolle: (a) die Zeit wird
diskret oder kontinuierlich angesehen, (b) uni- oder multivariate Methoden (M
=1, M >1),(c) N=1oder N>1- Studien (N = Zahl der Mel3werttrager
oder Pbn), (d) Test-Retest-Untersuchungen (T = 2), Paneluntersuchungen (2
< T = 10), Zeitreihenanalysen (50 = T) (e) Experimente, Quasiexperimente,
Feldstudien, (f) MeRniveau (dichtotom, ordinal, Intervall).

Eine grobe Gliederung findet sich in Figur 1.1 (s. S. 244).

2. Univariate Zeitreihenanalyse
N=1M=1T>50

Univariate Zeitreihenanalysen gehdren noch nicht zum Standardinventar psy-
chologischer Forschung, obwohl nur mit ihrer Hilfe bestimmte Fragestellun-
gen befriedigend beantwortet werden kénnen. So ist z.B. die Periodik von
Stimmungszustanden von Wichtigkeit bei der Erforschung ihrer externen od.
internen Ausldsung. Eine ausfiihrliche Diskussion der Bedeutung der Zeitrei-
henanalyse in Psychologie und Psychiatrie findet sich z.B. bei Chassan (19797
und Gottman & Leiblum (1974).

Zeitreihenanalysemethoden unterscheiden sich hauptséchlich von anderen sta-
tistischen Methoden dadurch, da sie die zeitliche Abhéngigkeit von Beobach-
tungen bericksichtigen. Zeitlich fruhere Beobachtungen dirfen im Modell
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zeitdiskret zeitkontinuierlich
N =1 N >1 N=1 N >1
T>>2 T=2 T=2 T>>2 T>>2 T=2
Zeitreihen- Differen- Time Series Differentialgleichungs-
anayse (2)| zenwerte of Cross-Sec- systeme (9)
(4) tions (6) ,,Zeitreihen”- Panel-
Varianzanalyse (Wachstumskurven analyse (9.1) modelle (9.2)
anayse)
(5, 7.2) Zeitreihen- Markoffprozesse
experimente (8.9)

mit G = 1 (3.2)
Strukturmodelle (7)
Pre/Post-  Differen-
testana- zenglei-
lyse (7.2) chungs-
(7.3) systeme (7.3)

Markoffketten (8)

Fig. 1.1 : Gliederung der behandelten Themen im Bereich ,,Verdnderungsmessung,
-analyse und -prognose"

spatere Beobachtungen beeinflussen. Im Gegensatz zur Okonomie konzen-
triert sich bisher in der Psychologie das Interesse an der Zeitreihenanalyse
nicht auf Prognosen sondern mehr auf Interventionsevaluation und Analyse
von Kovariationszusammenhangen. Bei der Interventionsevaluation wird un-
tersucht, ob Eingriffe (Therapie, Arbeitsbeschaffung, Ortsveranderungen,
Gesetze etc.) einen Einflul auf abhéngige Variable haben, die an dem Pbn Uber
langere Zeit erhoben wurden (Gottman & Glass, 1978; Revenstorf, 1979;
Revensdorf & Keeser, 1979; McCain & Cleary, 1979; Meier, 1981). Als Effek-
te kdnnen auftreten: Niveauanderungen der Zeitreihe, Trendumkehr bei Va-
riablen der subjektiven Befindlichkeit u.am. Liegt das Interesse der Untersu-
chenden dagegen mehr auf Kovariationszusammenhéngen, stellt sich die Fra-
ge, ob bestimmte unabhéngige Variable als zeitlich fuhrende Indikatoren fir
abhangige Variable angesehen werden kénnen (,,lead and lag structure*). So
kdénnen z.B. der EinfluR des Wetters oder der Jahreszeiten auf die Stimmung
des Pbn (Zimmermann, 1979), die Abhangigkeit der Suizidneigung von der
Arbeitslosigkeit (Vigderhous, 1978) oder so profane Fragen wie die lead/lag-
Beziehung von Werbeintensitdt und Absatz (Helmer & Johansson, 1977) von
Interesse sein.



Messung, Analyse und Prognose von Veréanderungen 245

Fur beide Fragestellungen werden entweder Interventionsmodelle (dynami-
sche Versionen der Varianzanalyse) oder Transfermodelle (dynamische Versio-
nen der Regression) formuliert. Beide Modellklassen stiitzen sich dabei mathe-
matisch auf die univariate Zeitreihenanalyse. Hierbei beschréanken wir uns auf
die ARIMA-Modelle von Box & Jenkins (1976%), die sich sowoh! in theoreti-
scher wie auch praktischer Hinsicht als sehr brauchbar (wenn auch etwas
kompliziert in der Handhabung) herausgestellt haben.

Die ARIMA-Modelle setzen sich aus drei Prozelfkomponenten zusammen: (a)
dem autoregressiven, (b) dem integrierenden und (c) dem moving-average
Proze8. Zum besseren Verstandnis ihres Zusammenwirkens dient es, wenn
man sich das Entstehen einer Zeitreihe nach dem ARIMA-Modell vergegen-
wartigt. Man nimmt an, daB es eine Unzahl &uRerer EinfllfRe gibt, deren
Resultante der ,,random shock“ a, ist. Diese aufReren Einfllisse wirken nun in
bestimmter Art und Weise (auf eine Person) nach. Die Art des Nachwirkens
wird modellgema3 durch die drei informationsverarbeitenden Prozesse (auto-
regressiver, integrierender und moving-average) abgebildet. Das Ergebnis die-
ses Signalverarbeitungsprozesses ist dann die Zeitreihe Y,—L (mit einer Kon-
stanten L, von der wir bis auf weiteres annehmen, dafd sie gleich Null ist; diese
Darstellungsform wird von Glass, Willson & Gottman (1975) gewahlt; andere
Darstellungsformen finden sich bei Mobus, Goricke & Kroh, 1982) (Fig.
2.1a). Bei empirischen Untersuchungen kennt man dagegen die Entstehungs-
geschichte der Zeitreihe und damit die Parameter der drei Prozesse nicht. Man
versucht daher die Entstehungsgeschichte der Zeitreihe gewissermai3en ,,auf
den Kopf zu stellen® bzw. rickgangig zu machen und dadurch die Zeitreihe zu
analysieren (Fig. 2.1 b).

) . inverser Integrativer Filter =
moving-average . . . .

T (B) —>| autoregressiver || inverser linearer Diffe- =Y,

Filter ™' (B) renzenfilter (1—B)™¢

b) .
inverser . .
a. | moving-average |« autoregressiver | _| leferenzen:i -y
. i i 1- !
Filter 0~ (B) Filter ¢ (B) Filter (1-B)

Fig. 2.1: (a) Datengenerierung mit dem ARIMA-Modell, (b) Zeitreihenanalyse als
ProzeR der Wegfilterung systematischer Anteile aus der Zeitreihe Y, so daB
nur der ,,white noise“-Prozeld a, verbleibt.

Als Ergebnis einer addquaten Datenanalyse verbleibt von der urspringlich
beobachteten Zeitreihe Y, nur noch der generierende ZufallseinfluR a, der
auch ,,weifles Rauschen“ genannt wird. Wir wollen im folgenden die drei Filter
bzw. Prozesse beschreiben.
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2.1 Integrierte Prozesse der Ordnung d: ARIMA(0,d,0)-Modelle

Ein Beispiel fur einen integrierenden Prozel ist der sogenannte ,,random
walk* :ARIMA(0,1,0). Der Name rihrt von der Vorstellung, man wirde den
Nachhauseweg eines Betrunkenen beobachten. Viele kleine Anst6f3e a, von
rechts oder links erzeugen einen Weg, den man gemeinhin mit ,,Zick-Zack-
Kurs® bezeichnet. Der Abstand Y, auf dem Birgersteig zur rechten Begren-
zung zum Zeitpunkt t setzt sich zusammen aus:

Y, = & =Y, dabei sollen sich die
Yi=a + & = Y, *+ a; ,random shocks" unab-
(2.1 Y, =g + & + & = Y, + a héngig mit konstanter

Varianz und Erwar-
tungswert 0 normal

verteilen
Y.=a, +a + a, +...+ a= Yi—1ta a, ~ NID(O, o?)

Die Input-Output-Beziehung des ,,random walk" laRt sich graphisch dar-
sellen :

Integrationsfilter
a,—>| - —>Y,
' 2 A '

i=o

Fig. 2.2: Input-Output-Beziehung des ,,random-walk*

Im Random Walk ergibt sich Y, als die Summe aller friiheren Einfllsse. Der
Prozel3 integriert alle a,—; zum Endresultat Y,.

Leicht kommt es zu Fehlinterpretationen, wenn man den ,,Zick-Zack-Kurs"
des Prozesses nicht als stochastische Drift, die keine relevante Information
bietet, sondern als deterministischen Trend oder gar als Effekt einer psycholo-
gischen Intervention (z.B. in einem ABAB Design) uUberinterpretiert. Zur
Prifung, ob ein Trend oder nur stochastische Drift vorliegt, mu3 man die
Zeitreihe ,,differenzieren”. Dieses kann auch fir die Schétzung der autoregres-
siven und moving-average-Filter notwendig werden. Die Differenzenbildung
beseitigt den Trend im Niveau der Zeitreihe, wenn dieser nicht gerade expo-
nentiell anwéchst.

Im Random Walk mit Trend 6, verteilen sich die a,~NID(8,,02). Die ProzeR-
darstellung fur den ARIMA (0,1,0) verandert sich von (2.1) zu



Messung, Analyse und Prognose von Veréanderungen 247

ag
(2.2) Yo = (60 + ag) 4 = (0o + )
Y, = (6 + ag) + (0o + ) =Yoo+ (6, + a)
= (90 + ao) + (90 + a.]) + (90 + az) = Y] + (90 + az)
Y, = (8 + ag) + ... 40 +a) =Y, + (0 + a)
a;

Bildet man jetzt die ersten Differenzen AY, =Y, — Y,

(2.3) AYl = Y] - YO = (80 + 3.1)
AY,=Y,—Y; =(0;+a)

AY[ = Yt - Yt—l = (90 + at)

ist der Erwartungswert der Differenzen E[AY,] = 0,. Zur Prifung des Vorlie-
gens eines Trends (hier linearer Trend), testen wir die Nullhypothese

Ho: 60= 0

Der in (2.2) dargestellte Random Walk (=ARIMA(0,1,0)) mit deterministi-
schem Trend 6,

(2.43) Y, =Y, + 0, + a

lakt sich mit Hilfe des Backshiftoperators B schreiben als

(2.4b) AY,=(1—B)Y, =0, + a mit BY, = Y,
oder als
(2.4c) (1 —B)(Y,— L) =a mitL = (1 — B)™'6, = Zeo

D.h. die Zeitreihe besitzt kein endliches Niveau L. Sie ist nichtstationdr. Die
verschiedenen Schreibweisen (2.4a)-(2.4c) sind néher bei Moébus, Goricke &
Kroéh (1982) erklart.

Wahrend die Rohwerte Y, fur alle Zeitpunkte kein festes Level besitzen
(Nichtstationaritat im homogenen Sinne), liegt dieses fir die Differenzen AY,
= W, vor. Deren Erwartungswert ist

(2.5) E(AY) = 6,

Damit ist die Zeitreihe der Differenzen AY, stationdr im homogenen Sinn.
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Folgt der Random Walk dagegen einer stochastischen Drift oder einem deter-
ministischen Trend vom Grade d=2, mufR das ARIMA(0,2,0)-Modell aufge-
stellt werden:

(2.6) ATY, = (1-B)YY, = 6, + a, mit | A’Y =AY, —~AY, =
(Yt-Yz—l)_(Yt—l—Yt—Z)
=Y -2Y,+Y._,=
(1-2B+B)Y,=(1—-B)?Y,

Allgemein gilt fur das ARIMA(0,d,0)-Modell
@7 (1 — B)YY, = 6, + a,

MuR die Nullhypothese Hgy: 8, = 0 verworfen werden, liegt ein deterministi-
scher Trend vom Grade d vor (bei d=2 eine Parabel). Kann die Nullhypothese
beibehalten werden, haben wir es nur mit stochastischer Drift vom Grade d zu
tun. Sie darf nicht inhaltlich interpretiert werden, weil sie nur ein Zufallspro-
dukt ist! Im ARIMA(0,d,0) ist zwar Y, nichtstationar im homogenen Sinn,
jedoch liegt die Stationaritdt im Level fur die d-fachen Differenzen W, vor:

E(ATY) = E(W) = 6

Fir die Abbildung der Zeitreihe als autoregressiver oder moving average Pro-
zel3 wird noch die Stationaritédt in Varianz und Autokorrelation gefordert. Das
bedeutet zum einen die Zeitunabhangigkeit der Varianz. Die Autokorrelation
darf dagegen von zeitlichen Verschiebungen (Lags) zweier Zeitreihen abhan-
gen, Liegt die Stationaritét in der Varianz nicht vor, kann die Logarithmierung
der eventuell vorher differenzierten Zeitreihe Abhilfe schaffen. Ein Beispiel
findet sich bei McCain & McCleary (1979, S. 282-293). Eine der Varianzsta-
tionaritat ahnliche Voraussetzung findet sich z.B. auch bei der Regression und
ist dort als Homoskedastizitatsforderung bekannt.

2.2 Autoregressive Prozesse der Ordnung p: ARIMA(p,0,0) u.
ARIMA(p,d,0)-Modelle

Die AR-Prozesse wurden von Yule (1926) eingefiihrt und generalisiert von
Walker (1931). Man nimmt an, daR die Abweichungsvariable y, = Y, - L von
p fruheren Variablen und einem Random-Schock a, abhéangt:

(2.89) Ve = @Y1t Y2t o @y 2
oder in Operatorschreibweise

(2.8b) (1-@B—gB —...— PpB") y. = a,
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oder ganz kurz

(2.8c) ¢ B)y. = a
bzw.

— 1 = 1
(2.8d) Y.- L= o (B a, @~ '(B)a,

Da der AR-ProzeR stationar ist, missen nichtstationdre Prozesse erst noch
durch Differenzenbildung stationdr gemacht werden, so daf} sie in den Diffe-
renzen AYY, = (1 - B)YY, = W, definiert sind. Der ARIMA(p,d,0)-ProzeR
laRt sich dann in Rohwerten Y, (s.a. Hibbs, 1977, S. 140; Mobus, Goricke &
Kroh, 1982) formulieren als

@(®B)(1-B)YY, = 6; + a,

90+a[

5B T=BY mit 8, = L (B)(1—B)!

(2.92) Y, =

Andere Autoren (z.B. Jenkins, 1979, S. 98) wahlen eine andere Schreibweise
far den gleichen Sachverhalt. Sie formulieren den Prozel als ARIMA(p,0,0)-
Modell in den Abweichungen der Differenzen vom zugehorigen Differenzen-
mittelwert W, - py:

mit W, = (1-B)*Y,
1

(2.9b) W, — Uy =—mr & _ - _ %

Am haufigsten tritt der ARIMA(1,0,0) auf:

(2.10a) Ve = ®1Ye-1 + a, mit den Stationaritdtsgrenzen — 1<g;<+ 1
oder

(2.10b) (1 - @By, = a

Durch sukzessives Einsetzen kann man y, ahnlich wie bei (2.1) auf die Random
Shocks der Vergangenheit zurickfihren:

Yo = Ao
Vi = @iag + 3y
y2 = @lag + @ra; + a;
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(2.11) Ve=@lac+ @ la t o+ aci +Ha =) gla
i=0
=(1+¢B+@B2+...+ @B +.. )a,
= (1 - ¢:B)a
o(B)

wenn man wie Glass et a. (1975, S. 90)
die a, mit Index t < 0 auf ihren Erwar-
tungswert E(a,;) = 0 setzt

Dabei ist die Inverse des Differenzenoperators (1-B) definiert

als (1-B)"* = 1+B+B2+B%+. . . = Y B Damit is
k=0

s

(1—B)™! = 1+, B+¢iB*+... = @iBk.

k

1]
[=3

Ein Vergleich mit (2.11) zeigt, da? man auf einfache Weise die Differenzen-
gleichung (2.10) lésen kann zu:

1
®(B)

was der Form (2.9b) entspricht. Da der | P | < 1 ist, findet im Gegensatz zum
Random Walk eine exponentielle Abschwachung &uflerer EinflUusse statt: fur
t—o0 geht @0, d.h. der AnfangseinfluR a, spielt im ARIMA (1,0,0) kaum
noch eine Rolle. Ein Beispiel fur einen ARIMA(1,0,0) findet sich in Fig. 2.5.

Y, - L=

a, mit L =,

Im Gegensatz zum Random Walk (Fig. 2.2) hat das Input-Output-Modell des
ARIMA (1,0,0) ein ,,Leck“, durch das frihere &uRere Einflusse a,—; verschwin-
den. Das Input-Output-Modell des ARIMA (1,d,0)-Modells sient dann so aus
(Fig. 2.3):

Autoregressiver Filter

. a W, nichtstationarer
. 2 Prac | T Uy = ; 2 B) —> Summationsfilter | =Y,
1=0 -d
2| Sai (- (1-B)
e 2(1—pda-; |
= 1 1 l/
Summations- Leck =

filter

Fig. 2.3: Input-Output-Beziehung des ARIMA (1,d,0)-Prozesses
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Ebenfalls relativ haufig kommt noch der ARIMA (2,0,0)-Prozef3 vor:

(2.12a) Vi = @Y1 T @y + mit den Stationaritatsgrenzen
(s.a. Fig. 2.4):
oder “1<g, < +1
(2.12b) (1— @B — @By, = a Pt @ < +1
bzw. P2 — @ < +1
(2.12¢c) Y—L : ! a
. C e - a = t
(1—@:B—@,B%) ®(B)
+1
_2 +2
— 1(61)
-1
@2(82)

Fig. 2.4: Stationaritéatsgrenzen fur den ARIMA(2,0,0) bzw. Invertierbarkeitsgrenzen
(su.) fur den ARIMA(0,0,2)

2.3 Moving-average Prozesse der Ordnung q:
ARIMA(0,0,9)-Modelle

Die moving-average-Prozesse sind auch schon relativ lange bekannt. Sie gehen
auf Slutzky (1937) zuruck. Wahrend bei den integrierenden Prozessen die
friheren random shocks a, ohne Abschwéachung ihren EinfluR theoretisch
unendlich lange ausiiben, wird ihr EinfluB im autoregressiven Prozef3 mit der
Zeit allmahlich schwéacher. Beim moving-average Prozeld dagegen hélt sich der
EinfluR nur q Zeitpunkte, um dann plétzlich ganz zu verschwinden. Die MA-
Prozesse sind immer stationér.

Der einfachste Prozel ist der ARIMA(0,0,1):

(2.133) y. = a, — 0,a,_ ; mit der Invertierbarkeitsbedingung — 1 <0, < + 1

oder
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(2.13b) y. = (1 — 6,B)a,
oder ganz kurz

(2.13¢) v = 6(B)a, oder Y, — L = 0(B)a, mit L = 6,

104 —

103

102

100

b

0 10 20 30 40

Fig. 2.5: Beispie fir einen ARIMA (1,0,0)-Prozef} (aus Glass et al., 1975)

Unter Invertierbarkeit versteht man die Forderung, dal} die Parameter mit der
die Vergangenheit einer Zeitreihe gewichtet wird, um Prognosen zu erhalten,
mit zunehmendem Zuriickgehen in die Vergangenheit allméahlich verschwin-
den (s. Jenkins, 1979, S. 134).

Das Input-Output-Modell des ARIMA(0,0,1) findet sich in Fig. 2.6.
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Moving-Average Filter

+ Yy
3 a, — 02, — y, — (=6,) —Y,
> 2 A ~
e (1+91)3«—1+29«—i -
=2 l
Summations- Leck ?

filter

Fig. 2.6: Input-Output-Modell des ARIMA (0,0,1)

Durch sukzessive Substitution von (2.13a) kann man zeigen, dal3 der ARI-
MA(0,0,1) ein unendlich langer autoregressiver Prozel3 mit einer ganz einfa-
chen Parameterstruktur ist:

(2.14) Ve=a,— ) Oy
=1

Ein Beispiel fur einen ARIMA(0,0,1) ist in Fig. 2.7 dargestellt.

Der ARIMA(0,0,2)-Prozefd lant sich analog zu (2.13) schreiben:

(2.153) Ve =2 — 813, — 82
(2.15b) y. = (1 — 6,B — 6,BY)a,
(2.15¢) Y, — L = 6(B)a,

mit Invertierbarkeitsgrenzen fur 6, und 6,, die numerisch den Stationaritats-
grenzen des ARIMA(2,0,0) entsprechen (s. Fig. 2.4)

Nur wenn die Invertierbarkeitsbedingung erfallt ist, 1a3t sich der MA-ProzeR
als unendlicher AR-Proze3 formulieren. Sollten Parameterschatzungen auf3er-
halb der Stationaritats- bzw. der Invertierbarkeitsgrenzen liegen, ist das ein
sicheres Zeichen, daf3 die Zeitreihe nicht stationdr ist und differenziert werden
mul3 oder dal3 zu haufig differenziert wurde.

24 Das dlgemeine ARIMA (p,d,q)-Modell

Der Hauptgrund fir die Kombination der drei Prozesse in ein Modell liegt im
Bestreben mit mdoglichst wenigen Parametern mdoglichst komplizierte Zeitrei-
hen beschreiben zu kdnnen. Besonders wenn man ein gemischtes Modell (so-
wohl p als auch g ungleich Null) formuliert, sollte man sich jedoch gegen die
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103~
102}
/
101
100 ™M
99
98-
} 1 1 L .l -J
0 10 20 30 40 50

Fig. 2.7. Beispid fir einen ARIMA (0,0,1)-Prozef} (aus Glass et a., 1975)

Gefahr der Uberparametrisierung schiitzen (Box & Jenkins, 1976, Kap. 7.3.5).
Dieses soll am einfachsten gemischten Prozel? dem ARIMA(1,0,1) gezeigt
werden.

(2.168.) Ye = ®1Ye—1 + a, — e13-t—1
(2.16b) (1 - cplB)YI = (1 - GlB)at
(2.160) ye=(1— @B)7(1 — 0,B) a,
0(B)
(2.16d) Y. - L= a,
@(B)

mit den kombinierten Stationaritats- und Invertierbarkeitsbedingungen - 1 <
@ < 1lund - 1< 0, <1 (sa Fig 28) (S. 255).

Ist nun ¢, = 0; 1a’t sich der ProzeR exakt auf den ARIMA(0,0,0), namlich das
weilRe Rauschen, reduzieren:

(2.17) Ye =

Bei anderen Parameterkonstellationen sind anndhernde Reduktionen auf einen
ARIMA (0,0,1), einen ARIMA(0,0,2) oder einen ARIMA(1,0,0) méglich
(Box & Jenkins, 1976, 248-250).
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8,
Fig. 2.8: Stationaritdtss und Invertierbarkeitsbedingungen fir den ARIMA (1,0,1)

Ist man dagegen der Auffassung, dal die Zeitreihe einem vollstédndigen ARI-
MA(p,d,q)-Modell entspricht und sich dieses nicht vereinfachen 1&aRt, koénnen
wir entsprechend (2.9a) und (2.9b) zwischen zwei &quivalenten Darstellungs-
formen wéhlen.

Beschreiben wir den ProzeR in Rohwerten Y, als ARIMA(p,d,q), haben wir:

(2.18a) 1 — @B —...—@,BP) (1 - B)dY[ =0+ (1—-6B—...—-0,B%a,
oder
(2.18b) oB) (1 — B)d Y, =8, + 0(B) a,
bzw.
_ 8, + 6(B)
(2.18c) Y, = $B)d = BY a,

Diese Darstellungsform préferiert Hibbs (1977, S. 140). Die Alternative hierzu
ist die Erweiterung zu (2.9b) mit
mit W, = (1 — B)?Y,
6O
®B) -1
Diese Darstellung findet sich bei Jenkins (1977, S. 98). Sind die Parameter 8,

oder uyw von Null verschieden, liegt wieder ein deterministischer Trend vom
Grade d vor.

B [(:)
(219) Wt Wy = (P(B) h und Wy =
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Ein Beispiel fir einen ARIMA(0,2,2) sieht man in Fig. 2.9. Zu beachten ist der
guadratische Verlauf, dem man nicht ansehen kann, ob er stochastische Drift
oder einen deterministischen Trend enthalt. Das kann wie oben gezeigt nur im
Wege der wiederholten Differenzenbildung und der anschlieenden statisti-
schen Prifung des Parameters 0, bzw. py genauer untersucht werden.

T

60

55—

50

! | I |
0 t0 20 30 40

TIME

Fig. 2.9: Beispie fir einen nichtstationdren ARIMA (0,2,2)

2.5 Autokorrelations- und partielle Autokorrelationsfunktion

Einer empirisch gewonnenen Zeitreihe sieht man die Grade p,d,q des ARI-
MA-Modells nicht an. Daher mu3 in einem iterativen ldentifikationsprozef
die Festlegung der p,d,q vor der Parameterschétzung erfolgen. Die ldentifika-
tion stutzt sich dabei auf die Autokorrelationsfunktion (ACF) und die partielle
Autokorrelationsfunktion (PACF). Jeder stationére Prozeld besitzt eine spe-
zielle unverwechselbare Form beider Funktionen. Werden sie dagegen mit
Daten geschétzt, versucht man die empirisch erhaltenen Muster mit den theo-
retischen zu vergleichen und damit die Grade p,d,q des ARIMA-Modells
festzulegen.

Die Autokorrelationsfunktion ist definiert als
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B v (k) k= Verschiebung der Zeit-
(2.20) ACFl) =e (k)= _ "~ reihe um k Zeitpunkte
Y (o) (=Lag)

mit der Kovarianz
Y (k) =E [(Yt - My) (YH-k - I-"y):]

Die Autokorrelation mif3t also die GréRe des Zusammenhangs der Zeitreihe
mit der um k Zeitpunkte verschobenen. Weist z.B. eine Person einen ausge-
pragten wochentlichen Rythmus im Stimmungsbild auf (montags: blau; diens-
tags, mittwochs: mittelprachtig; Donnerstag, Freitag: Vorfreude aufs Wo-
chenende; Samstag und Sonntag: Hochstimmung), wird die Autokorrelations-
funktion for den Lag k= 7 einen ausgepragt hohen Wert annehmen, da sich das
Stimmungsbild von Montag zu Montag, von Dienstag zu Dienstag . . . &dhnelt
bzw. wiederholt (s.a. Huba, Lawley, Stallone & Fieve, 1976).

Ein gebréauchlicher Schéatzer fir die Autokorrelationsfunktion ist:

o
r(k) =0)

N-k
mit Kovarianz c(k) = NL Y X=X — Y)
=1

und N* = N (Box & Jenkins, 1976)
N* = N-k (McCleary & Hay, 1980)

Mit zunehmend groflerem Lag k wird dabei die Schétzung unsicherer, da die
Zahl der Kreuzprodukte in der Kovarianzformel c(k) mit Wachsendern k stén-
dig abnimmt.

Wir wollen kurz die ACFs einiger Prozesse beschreiben. Fir den ARIMA
(0,0,0) (,,weilRes Rauschen")

Y[ = A + 60
ist die ACF (k) = O fur alle k gréRer als 0. Fir den ARIMA (0,1,0)
(1—-B)Y,=a + 0

fallt die ACF ganz langsam ab. Denn wenn z.B. Y, < Y, fur jedes k, wird die
Kovarianz immer recht hoch sein. Ein ahnlich langsamer Abfall ist fur alle
nichtstationaren ARIMA (p,d,q) zu erwarten.

Etwas schneller fallt die ACF(k) bei den autoregressiven Prozessen ab. So
weist der ARIMA(1,0,0) (1 - ¢,B)y, = a, eine sich exponentiell reduzierende
ACF auf, wenn ¢; groRer Null ist (Fig. 2.10)! Die Schnelligkeit der Reduktion
héngt von der Grofe von ¢, ab. Je gréRer ¢, ist, desto langsamer féllt die
ACF, da ja nach (2.10) y. dem y._; immer &hnlicher wird, je mehr ¢y an 1
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Iz =t

l ~e——o L ~S——e
—-1.0 » Py
P Pk 0 1.0
Py Prk

-1.0

Fig. 2.1.1: ACF und PACF fir verschiedene einfache stationdre Prozesse

herangeht. Ist @, = 1, bleibt die ACF konstant. Wir haben es dann mit einem
ARIMA (0,1,0) zu tun. Hohere ARIMA(p,0,0) Prozesse haben ebenfalls eine
abfallende ACF, deren Muster jedoch auf recht komplizierte Weise von den ¢-
Parametern abhangen.

Bei den ARIMA(0,0,q) ist dagegen die ACF(k) fir q < k ganz plétzlich Null,
was die ldentifikation der moving average-Prozesse durch die empirisch ge-
schatzte ACF ganz wesentlich erleichtert. Eine Auswahl von theoretischen
ACFs fur verschiedene stationdre ARIMA-Prozesse findet sich in Fig. 2.10.

Leider erkennt man beim Studium der Fig. 2.10, da® nur der Grad q der reinen
Moving-average-Prozesse leicht identifiziert werden kann. Gemischte ARI-
MA(p,0,9) und ARIMA(p,0,0) lassen sich mit Hilfe der an Daten geschétzten
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ACF nicht auseinanderhalten. Ebenso ist es fast unmdglich, den Grad p bei
reinen autoregressiven ARIMA(p,0,0)-Prozessen allein mit der geschatzten
ACF festzulegen.

Glucklicherweise hilft in diesen nicht gut entscheidbaren Fallen die partielle
Autokorrelationsfunktion PACF(k) weiter. Die Prozef3gleichungen fir ver-
schieden lange ARIMA(k,0,0,) Modelle enthalten als letzten Koeffizienten oy
die partielle Autokorrelation, so:

(2.21a) @y fir ARIMA(1,0,0) y. = @1y.—1 + 2

(2.21b) @, fiir ARIMA(2,0,0) y. = @Y1 + @272 + a,

(2.21¢) @3 fir ARIMA(3,0,0) yvi = @31y—1 + Paayez + @a3y,—3 + a,
usw ....................

Die partielle Autokorrelation ¢y spiegelt den direkten EinfluR des Zeitpunkts
t-k auf t wieder. Sammelt man die ®©q1, ¥, ©33 . . . , erhdlt man die partielle
Autokorrelationsfunktion. Fir einen autoregressiven Prozel3 der Ordnung p
werden die | Prk |> 0 for k = p und | Pk | = 0 fur p < k sein. Die PACF hat
also fur die ldentifikation die angenehme Eigenschaft, nach Lag p plotzlich
Null zu werden.

Empirisch wird die PACF(k) durch sukzessives Anpassen von ARIMA (1,0,0),
ARIMA(2,0,0), ARIMA(3,0,0) . . . Modellen und das Ldsen der Yule-Walker-
Gleichungen (2.22a) geschatzt (Box & Jenkins, 1976, 64-84). Diese Glei-
chungen besitzen eine Parallele bei der Bestimmung von Regressionsgewichten
in der multiplen Regression (2.22b) (s.a. Cooley & Lohnes, 1971, S. 53 und
Tab. 2.1)

Tabelle 2.1a: YULE-WALKER-Gleichun- Tabelle 2.1b: Bestimmungsgleichung fur die

gen zur Bestimmung der Para- Regressionsgewichte  der
meter eines ARIMA (k, 0, 0) multiplen Regression von k
und der partiellen Autokorre- Prediktoren X, ..., Xy auf das
lation @k Kriterium Y
ci)kl 1 rp 13 ooticr 7Y 1 B, 1 ripeenen.. e |7 ny
Q2 || N 1 e T | 2 [32 = fa 1 ------- 2k R Yi4
(i)kk Fe—1 k=2 Tg—3 ... 1 Ik ﬁk Fki TR2 e oo ven- 1 rey
(2.22a) o = Po'n (2.22b) B =Rk rxy

Die Schatzung der PACF(k) wird durch Einsetzen der geschétzten Autokorre-
lationen @, = r in (2.22a) und systematischer Durchrechnung der Gleichun-
gen ¢, = Pi'r (k=1,2,..p, p+1,...) gewonnen. Der Vergleich der geschatz-
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ten PACF mit den theoretischen (s. Fig. 2.11) erméglicht dann die Bestim-
mung der Ordnung p des ARIMA(p,0,0)-Modells, weil man nach lag p einen
scharfen Knick in der PACF erwartet. Alle PACF(k) mit einem grofReren Lag
als p sollen dann anndhernd Null sein (Beispiele finden sich in Fig. 2.11).

2.6 Saisonde Einfliisse

Wir werden in der Psychologie relativ selten ,,saisonale” Einflisse bei den
Zeitreihen bertcksichtigen muissen. Liegen dagegen bei taglicher Messung aus-
gepragte Wochen- oder Monatszyklen vor, werden die Autokorrelations- oder
partiellen Autokorrelationsfunktionen beim Lag 7 oder Lag 30 zusétzlich hohe
Werte aufweisen (s.a. Fig. 2.10 fur die ACF eines saisonalen Moving Average
Prozesses). Wird z. B. ein ARIMA(1,0,0)-Prozel3 von einem autoregressiven
wdochentlichen Rhythmus vom Grade 2 Uberlagert, wird y,; auf vielféltige
Weise beeinflufdt (Fig. 2.12).

Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag Samstag Sonntag

q
1. Woche Y, Y, Y, Y, Y, Y, ¥y,
@ ¢z
2. Woche Y Y Yic Y Y, Y13_; Y, P1s

3. Woche Y5 Yo Y., Y5 Y Yoo 1 Y,

Fig. 2.12: Beeinflussungsstruktur bei einem ARIMA(1,0,0) (2,0,0);-Prozef}

Neben der direkten Beeinflussung von y»; durch ya liegt eine wochentliche
Ausstrahlung von yis auf y»¢ und von yy auf yi4 sowie auf y,; vor. Wir kénnen
das normale ARIMA(1,0,0)-Modell

(2.23) (1 - ¢B)y. = ¢ (g, ist kein weiBes Rauschen)
um den Wochenzyklus
(2.24) (1 - (P7B7 - CP14B14)3I = a

zwar nicht additiv, sondern multiplikativ erweitern zum ARIMA (1,0,0)
(2)050)7

(2.253) (1—@B) (1 - @B — @B y. = a

oder ausmultipliziert
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(2.25h) (1 - @B — ¢,B" — @B + ©:9,B* + ¢,¢,,B®)y, = a,

gibt

(2.25¢) Ve = @Vt T @7V F PuaYi1a — @1PrYios — P1PuaYeo1s T &
und fir yz

(2.26) Y21 = @Yo + @Y1 F Quayr — P1@r¥1is — PiPuays + an

Ein Vergleich mit Fig. 2.12 zeigt die Berechtigung dieses multiplikativen An-
satzes, weil hier @hnlich wie in der Pfadanalyse der Effekt eines Pfades der
k

Lange k durch das Produkt der Pfadkoeffizienten H @; ausgedriickt wird.

i=1

In ahnlicher Weise lassen sich ,,saisonale” integrierte und moving-average Pro-
zesse zum allgemeinen ARIMA(p,d,q,) (P,D,Q)s (Box & Jenkins, 1976,
Kap, 9) anflgen, wobei s die Spanne des ,,saisonalen“ Effekts angibt (hier war
s=7 Tage). Wie man an (2.25) sieht, ist die ldentifikation des Prozesses wegen
der Produktterme @;¢;y13 und @;@14y, SChwieriger geworden als es bei einem
reinen ARIMA(p,d,q) oder ARIMA(P,D,Q) der Fall gewesen ware.

2.7 Modéllidentifikation

Bei der Modellidentifikation sollte man ein mdglichst einfaches Modell im
Auge halten, um der Gefahr der Uberparametrisierung zu entgehen. So wird
aus einem ARIMA (0,0,1)-Modell y, = (1 - 0,B)a, bei zu haufiger Differenz-
bildung der Zeitreihe ein Uberkompliziertes ARIMA(0,0,2)-Modell:

(227a) AYI = a — (1 + 61)31_1 + elatAz
oder
(2.27b) Ay, = (1 - (1 + 6)B + 6,B?) a,

Der Proze3 der ldentifikation beginnt mit einem Plot der Zeitreihe, um eine
eventuell vorliegende Nichtstationaritdt der Varianz zu entdecken. Diese wird
z.B. durch Logarithmierung und Differenzenbildung beseitigt (s.a. Jenkins,
1979), wenn die Varianz proportional zum Level zunimmt (McCleary & Hay,
1980, S. 52). Allerdings verandert sich der Charakter des Modells. So wird aus
einem in der logarithmierten Form additiven Random Walk in der Original-
metrik Y, ein multiplikativer. Liegt kein Verdacht auf Nichtstationaritat der
Varianz vor, wird die ACF inspiziert. Féllt sie auch bei groRen Lags k kaum
ab, liegt der Verdacht auf Nichtstationaritat im Level und einen ARI-
MA(p,d,q)-ProzeR nahe. Es muRR dann die Zeitreihe Y, d-fach differenziert
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werden. AnschlieBend werden von der (eventuell differenzierten) Zeitreihe die
Muster der ACF mit den theoretisch zu erwartenden verglichen. Zur Beurtei-
lung, wo Knicke in der ACF und der PACF auftreten, kann man die Standard-
schatzfehler und approximativen Konfidenzintervalle heranziehen.

Nach Quenouille (1949) ist unter der Hypothese, dall ein ARIMA(p,0,0)
vorliegt, der Standardschatzfehler der partiellen Autokorrelation hdherer Lags

1] %
(2.28) 5 [$) z[TJ p<k

d.h. ein approximatives Konfidenzintervall unter dieser Hypothese laft sich
mit £ 26{¢.] angeben. Als Regel fur die Datenanalyse &Rt sich formulieren:
falt ein ¢y aus dem Konfidenzbereich, ist zu vermuten, dal p = k ist.

Der approximative Standardschétzfehler fiir die Autokorrelation @, ist fur
einen ARIMA(0,0,q):

q
1 )
(2.29) olon] = [—T— (1+25) ] 5 q <k
v=1

Ein approximatives Konfidenzintervall unter dieser Hypothese &Rt sich eben-
falls mit £ 26[0.] angeben. Féallt ein @, aus dem Konfidenzbereich, ist zu
vermuten, dal g = k ist, d.h. q war zu klein gewdahlt. Dabei missen aber
immer Unsicherheiten in Kauf genommen werden, die sich durch die Diskre-
panz von geschétzten und theoretischen ACFs und PACFs ergeben. Diese
Diskrepanz kann, wie Monte-Carlo-Studien zeigen, (Nelson, 1973, S. 75)
recht grold werden. Daher gehen in die Interpretation stark subjektive Momen-
te ein (Chatfield, 1975, S. 25).

Der vorlaufigen ldentifikation schliefst sich die Schatzung der Parameter an.
Zwar geben Box & Jenkins (1976, 517-520) Nomogramme an, nach denen
man bei Kenntnis der Autokorrelationen die Parameter einiger einfacher Pro-
zesse ablesen kann, jedoch wird man in der Regel fiir Parameterschitzungen
Computerprogramme verwenden. Zumindest mull der letzte Parameter signi-
fikant sein und innerhalb der Stationaritdts- und Invertierbarkeitsgrenzen lie-
gen. Die Grenzen sind fir den autoregressiven Prozefy der Ordnung p einge-
halten, wenn die Wurzeln Bj des charakteristischen Polynoms

(2.30) (1 - @B — @B —...— ¢,BP) =0

alle auRerhalb des Einheitskreises in der komplexen Zahlenebene liegen. So
verstot ein ARIMA (1,0,0) mit ¢; = 2.0 gegen diese Bestimmung, weil das
Polynom
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(2.31) (1-20B)=0
nur die Losung B = 1/2 besitzt: der ProzefRR ist nicht stationdr.

Ahnliches gilt fir die Invertierbarkeitsbedingung. Ein Moving-average-prozefd
der Ordnung q ist invertierbar, wenn die Wurzeln B des charakteristischen
Polynoms

(2.32) (1-6B—-6,B>—...—6BY) =0
alle aullerhalb des Einheitskreises in der komplexen Zahlenebene liegen.

Danach missen die Residuen a, des vorldufigen Modells zwei Tests bestehen:
a) die ACF der Residuen darf keine signifikanten Werte fur die ersten beiden
Lags (k=1 und k=2) aufweisen :Hy:ACF(1)=ACF(2)=0 und (b) die a, missen
sich wie weilles Rauschen verhalten. Ein Test, ob die gesamte ACF nichtsigni-
fikant von der ACF eines Prozesses mit weiRem Rauschen abweicht, wurde
von Box & Pierce (1970) vorgelegt:

K
(2.33) Q=T )+ Q ~ Yldi=k—p—q

j=1

Ist Q signifikant, muR die Nullhypothese verworfen werden. Die i, représen-
tieren dann kein weifles Rauschen mehr. Verschiedene Autoren empfehlen fir
k ca. 20-30 zu wéhlen, da Q sehr sensitiv von k abhdngt (s.a. Box & Jenkins,
1976, S. 291).

Weitere Prifungen des vorléufigen Modells schliefen die Berechnung des mul-
tiplen R? als MaR fir die Datenanpassung ein:

T W, — U, bei nichtstationarem
(2.34) R?=1- ) (3¥y) mity, = { ProzeR
=1 Y, — L bei stationdrem ProzeR

Eine weitere Moglichkeit der Modellprifung bietet die systematische Aufbla-
hung und Reduktion des Modells. Im Uberparametrisierten Modell mussen die
Uberflissigen Parameter nichtsignifikant sein. Im reduzierten (unterparametri-
sierten) Modell dirfen die Residuen kein weil’es Rauschen sein.

Weitere praktische Hinweise zur ldentifikation von ARIMA(p,d,q) Prozessen
finden sich bei Glass, Willson & Gottman (1975), Anderson (1975), Gottman
& Glas (1978), Makridakis & Wheelwright (1978a,b), Revenstorf & Keeser
(1979), Revenstorf (1979), McCain & McCleary (1979) und Gottman (1981).
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Zur Veranschaulichung einiger komplizierterer ARIMA (p,d,q)-Modelle wol-
len wir noch einige Beispiele geben. In Fig. 2.13 haben wir einen nichtstation&-
ren IMA-Proze? vorliegen. Die Nichtstationaritat geht auf stochastische Drift
zurick, weil 8, nichtsignifikant ist. Die Prozef3gleichung lautet (McCain &
McCleary, 1979)

)
6300 1
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MONTHS. JAN. 1945 TO DEC. 1966

Fig. 2.13: Beispid fur einen ARIMA (0,1,1) (0,1,1),,-ProzeR

(2.358) (1 — B)(1 — B®) Y, = (1 — .60B)(1 — .68B"?) a,
oder

(1 — .60B)(1 — .68B")
T-B(a -89 %

(2.35b) Y, =

Ein Beispiel fur einen in der Varianz nichtstationdren Prozef3 finden wir in Fig.
2.14:

Die Prozel3gleichung lautet:

(1 — .4321B)(1 — .1884B1)
(1 - B) -

(2.36) In(Y,) =
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YS0 9

NO. OF ARMED ROBBERIES
3

0o + + + +
0 &N 9

. ”
MONTHS. JAN. 1966 TO OCT. 1975

Fig. 2.14: Beispiel fir eéinen ARIMA (0,1,1)(0,0,1);, firr In(Y,)(Y, = Zahl der bewaffne-
ten Uberfdlle in Boston 1966-75)

2.8 Multiple Zeitreihenanalyse : Transferfunktionsmodelle

Unter multipler Zeitreihenanalyse verstehen wir die Analyse eines Bedin-
gungszusammenhangs einer abhangigen und mehrerer unabhangigen Varia-
blen. Das Modell dieses Zusammenhangs ist die Transferfunktion. Die von
Box & Jenkins (1976) vorgeschlagenen Transferfunktionsmodelle kdnnen als
dynamische Form der multiplen Regression verstanden werden. Wie leicht
einzusehen ist, sind Fragestellungen, in denen die Beziehung zwischen einer
unabhangigen und mehrerer unabhangiger Variabler untersucht werden soll,
nicht mit univariaten Analysen zu beantworten. Multiple Variablenzusam-
menhange konnen z.B. bei folgenden Fragestellungen auftreten: In welcher
Weise (a) wirkt sich das Wetter auf das Befinden von Personen aus? (b) wirken
sich 6konomische Variable (z.B. Arbeitslosigkeit) auf Verhalten (z.B. Suizid-
neigung) (Vigderhous, 1978) aus? (c) beeinflussen Tokens das Verhalten eines
Probanden im Verlauf einer Therapie (d) verandern neue Telefongebihren die
,, Telefoniergewohnheiten* (McSweeny, 1978)7?

Allen Beispielen ist trotz inhaltlicher Verschiedenheiten die Heraushebung
einer unabhéngigen und einer abhangigen Variablen gemeinsam. Die hypothe-
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tische Beeinflussung der abhéngigen Variablen im Verlauf der Zeit |&3t sich am
besten graphisch darstellen (s. Figur 2.15).

Up Uy Uy V3 Uy s
Impulse Response Function v,
L —
-3-2-1t01 23 45 67 891011
T T T T 7 T T T T T T

—r 1

Input .
X,

| | | I 1. Reaktionsfolge

2. Reaktionsfolge

IIT'

_>_1_LJ_n_. 3. Reaktionsfolge

Output . . .
Y, ML T Gesamtreaktion

Fig. (2.15): Lineare Beeinflussung (Transfer) der abhéngigen Variablen Y, durch die
unabhéngige Variable X, im Verlauf der Zeitt = — o ,. ..., +

Greifen wir zur Erkldrung von Figur (2.15) das inhaltliche Beispiel c¢) heraus.
Der Input X, sei charakterisiert durch die Tokengabe (zum Zeitpunkt t=1
Ubergabe von zwei Tokens, zum Zeitpunkt t=2 Wegnahme von einem To-
ken, zum Zeitpunkt t=3 wiederum Ubergabe von einem Token) und die
abhangige Variable Y, durch das Verhalten der Person. Aus diesen zwei Zeit-
reihen mdchte man auf eine eventuell vorliegende Beziehung von X auf Y
schlieRBen. Ist X ein fuhrender Indikator von Y? Kann man diese Frage nicht
verneinen, kann man untersuchen, in welcher Weise sich der Interventionsef-
fekt Uber die Zeit hinweg auf Y verteilt. Diese zeitliche ,,Verschmierung" des
Interventionseffektes wird durch die Impuls-Response-Funktion v, geleistet,
wobei sich theoretisch die resultierende Reaktion Y, aus einzelnen sich (berla-
gernden Reaktionen zusammensetzt. So wiirde man sich bei Vorgabe von zwei
Tokens zum einzigen Zeitpunkt t=1 die erste Reaktionsfolge mit Maximum zu
t=3 denken. Wirde allein ein Token zu t=2 weggenommen, wé&re nach dem
Modell die zweite Reaktionsfolge mit negativem Maximum bei t=4 zu erwar-
ten. Hatte man dagegen zu t=3 ein Token gegeben, wirde nach dem Modell
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die dritte Reaktionsfolge mit Maximum bei t=5 eintreffen. Die drei Reaktions-
folgen auf die drei Einzeleingriffe setzen sich additiv zur Gesamtreaktionsfolge
Y, zusammen, wenn statt der isolierten Einzelhandlungen eine Interventions-
folge X, auf der Therapeutenseite ablaufen wirde. Zur Uberprifung der hypo-
thetischen Modellannahmen dieses zugegebenermalien sehr einfachen und
nicht auf Interaktion ausgerichteten Modells benétigt man die Transferfunk-
tionsanalyse.

Unter einer bivariaten Transferfunktion versteht man ein Modell, das die
zeitlich verschobenen Einfliisse der exogenen Variablen X, auf die abhangige
Variable Y, beschreibt:

(2.37) Y, = f(X) + N, = Y* + N,

wobei: Y den Teil von Y, enthélt, der exakt durch die Variable X vorherge-
sagt bzw. erzwungen werden kann und
N, Prognosefehler und andere ausgelassene exogene Variable
U,V,W,Z reprasentiert. Dabei folgt N, einem ARIMA(p,d,q)
(P,D,Q),-Modell

(2.37) ahnelt dem Interventionsmodell in Kap. 3.1.3. Es gibt aber hierzu einen
fundamentalen Unterschied. Da die Variable X nicht gesetzt, sondern beob-
achtet wird, mu3 das Transfermodell (2.37) empirisch identifiziert werden,
bevor die Parameter geschétzt werden kdnnen. Es wird sich herausstellen, daf
dieser Vorgang wesentlich schwieriger ist als die Aufstellung eines Interven-
tionsmodells.

Die Beeinflussung von Y durch X, 14Rt sich allgemein formulieren als Trans-
fermodell ohne N-Komponente:

(238&) Y:P—61Y55_1“‘. . -_6rYt::‘—r = (DoXt_b_(Dlxt._b_l_ cenn _wth—b—s

oder in Operatorschreibweise

(2.38b) (1-6B—...—8BY)Y; = (wy—w;B—...—0,B)X,_;
oder kurzer
(2.38¢) d3(B)Y; = w(B)X,-, = o(B)B*X, = Q(B)X,
bzw.
. Q(B _
(2.38d) Y, = (B) X, = 8(B)'QB)X, = v(B)X,

5(B)
Der lineare Filter (2.38d) kann ausfuhrlich geschrieben werden:

(239) Yt = (VQ + VlB + V2B2 +.. )Xt = Voxt + V1Xt_1 + VZXt-Z +...
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Er enthalt einen ,,moving average“ Operator w(B), einen ,,autoregressiven*
Operator 8(B) und einen Verzogerungsindex b, der angibt, um wieviel Zeit-
einheiten spater eine Anderung von X eine Anderung von Y initiiert. Die
Indices r, s spiegeln das ,,Gedéchtnis* des Transfermodells wieder: ,,Soweit
reicht die Beeinflussung der gegenwartigen Y, durch vergangene Y*- und X-
Werte. Die Formeln (2.38a-c) sind der Struktur- und die Formel (2.39) der
reduzierten Form in Strukturgleichsmodellen (z. B. LISREL) vergleichbar.
Der Filter (2.39) reprasentiert die Beziehung zwischen Input und Output,
ohne die innere Struktur Q(B) und 8(B) zu beriicksichtigen. Sie &hnelt der
multiplen Regression, wird aber ,linearer Filter* genannt, um den Bezug zur
Zeitreihe deutlich zu machen. Das urspringliche Modell (2.37) lait sich dann
formulieren als

Q(B)

(2.40) Y, = SOR

X, + N, = 8(B)"'QB)X, + N, = v(B)X, + N,

und graphisch darstellen in Figur 2.16 und 2.17)

rl

ARIMA-Modell fiir N,

erklirbarer Ef?(ij(l:t kontrollierbare

urmbh__iimgi_gs. Transferfunktion Teil _ N‘ abhirTgige >Y,
Variable X, d. abhingigen Var.: Y, Variable

Fig. 2.16: ProzeBmodell des Transfermodells (dynamische Form der multiplen Regres-
sion)

Sollte man aus inhaltlichen Griinden einen d,-fach differenzierten Input mit
einem d,-fach differenzierten Output Y, verknipfen wollen, fiihrt das zu:

(2.42) (1-B)»Y, = v(B)(1-B)*X, + N,

So sind z.B. bei der Fragestellung: ,,Werden die Verdnderungen der Stimmung
Y, des Pb Z durch Veranderungen des Wetters X, beeinfluRt?* Die Grade der
Differenzenbildung sind d,=d, = 1 und das Transfermodell nimmt dann die
Form Y, = Y4 + vo(X; — Xi=y) + N, an.

Der Anteil N, an Y, der durch X nicht erklért wird, ist ein autokorrelierter
ProzeRR und daher kein weiles Rauschen a,. In N, sind neben Meffehlern auch
die EinflUsse ausgelassener Variabler enthalten, so daB N, einem meist nicht-
stationarem ARIMA(p,d,q) (P,D,Q),-Modell folgt.
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Wir sehen jetzt, warum die Frage nach der Beeinflussung von Y, durch X nicht
mit der multiplen Regression beantwortet werden darf: (a) die Filterkoeffi-
zienten v, kénnen nicht mit der normalen OLS-Regression geschétzt werden,
weil die N, sich nicht unabhangig verteilen und (b) die Filterkoeffizienten
spiegeln nicht die direkten Effekte der verschiedenen X auf Y, wieder. Die
direkten Effekte sind nur durch die w-Parameter représentiert. Die Frage, die
durch die w-Parameter von Q(B) beantwortet werden soll, lautet: ,,Gibt es in
X,_; direkte zusitzliche Effekte auf Y,, die nicht schon in der Geschichte von
Y. enthalten sind, wobei die Geschichte von Y, ja unter standigem EinfluR der
Zeitreihe X stand (s. Figur 2.17).

Xios X2 X X,
[ [ [ Wy Wy Wy W
Y, & Y&, L8 Y &
5 & o
— Y., Y., Y., Y. Y,

Fig. 2.17: Pfadmodell des bivariaten Transfermodells
(1—8,;B—8,B))Y . =(wy—o;B)X,+N,

Zur Vervollstandigung des Modells (2.40, 2.41) muR die Komponente N, nach
(2.18) oder (2.19) als ARIMA-Modell abgebildet werden:

(2.422) W, - py = 2B W= BTN
. . t
() | ww=E(W,) = Parameter, der
den determini-
stischen Trend
in N, bestimmt
bzw.
(B
(2.42b) N, = Hw (B)

B T TR Ne®)

Aus (2.40-2.42) &Rt sich dann das vollstandige Transfermodell mit Verande-
rungen auf X und Y und eventuell nichtstationszrem N, (s.a. Jenkins, 1979,
S. 103) bilden:
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Q(B) x Hyw B(B)
(2.43) (=B, = 5y (=B + gy + ey
bzw.
_Rydy+dN v QB) . odxrdN 8(B)
(2.43b) (1-B)d Ny, S5 (17BN X+

Die Filterkoeffizienten v; konnen, wie in Fig. 2.18 gezeigt wird, sehr stark mit
den ,,Ged&chtnisindices* r,s,b variieren.

bed

llh,. m i, Wi,

II’] T ﬂT T "" '. =

3 o [ |Ilrnl ") llll |llw“ l'll. 11 l'” “ 1s

o I:l.. [ | . l'Ill'l
L e T Ty ™

s o |AlAll lu 1 Ll o Jt l[llh_

mer ey Tty

-2

Fig. 2.18: Impuls Response-Parameter vy fur r = 0,1-5; s = 0, 1, 2, 3 und b = 2 fir den
Parametersatz &,=.7, 8;=.6, 8;=—.4, 8s=—.2, ;=.7, w,=—.5, w;=—.6
des Transfermodells (2.38)

Im fehlerfreien theoretischen Modell (2.38) kann man bei Kenntnis der Filter-
koeffizienten die Strukturparameter & und w nach bestimmten Regeln zuriick-
rechnen (Box & Jenkins, 1976, Kap. 10.2.2). Bei der praktischen Datenanalyse
sind aber neben den Parametern auch noch die Gedéchtnisindices rund s sowie
der Verzogerungsindex b unbekannt. Diese mussen festgelegt werden, bevor
Parameter geschéatzt werden konnen. Dieses Problem &hnelt der Frage, wieviel
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Variable in eine multiple Regression aufzunehmen sind. Erleichtert wird die
Beantwortung, wenn unkorrelierte Pradiktoren vorliegen. Bei der Zeitreihen-
analyse geht man &hnlich vor.

Man transformiert alle Variablen des Transfermodells

Q(B)

_RYd —
(2.44) (1-B)¥Y, 5

(1-B)*X, + N,

so dafR die Autokorrelationen der unabhangigen Variablen (1—B)d"Xt ver-
schwinden. Man partialisiert also alle systematischen Anteile, die nur durch
die ,,Geschichte* in X erklarbar und somit redundant sind, heraus. Dieser
Vorgang wird ,,VorweiRen* genannt. Der vorgeweif3te Input o, enthalt nur
noch ,,neue* nicht vorhersagbare Information.

Damit die Gleichung (2.44) weiterhin gilt, miissen die Zeitreihen (1—B)¥Y,
und N, derselben Transformation unterworfen werden. Als Ergebnis erhalten
wir den in seinen Variablen transformierten Filter:

(2.45) B. = v(B)a, + &,

Die neuen Variablenbeziehungen sind graphisch in Figur 2.19 dargestellt. Ein
Vergleich mit Figur 2.17 zeigt den neuen - nicht mehr autokorrelierten -
Input a,:

Fig. 2.19: VorgeweiRtes Transfermodell B, = v(B)a, + € mit nicht autokorreliertem
Input o,

Fur die ldentifikation benétigt man die Kreuzkorrelationsfunktion CCF (k) =
oxy(k) und die Kreuzkovarianzfunktion yxy(k).

Bei einem bivariaten stationaren Prozel3 konnen wir eine Reihe von Kovarian-
zen betrachten (Figur 2.20)
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— | 1 1 1 |‘ " 1pXX(k)1 \1

L X

Y als fithrender Indikator fiir X: pxy(—k) = pyx(k) pxy(k): X als fiihrender Indikator fiir Y
X

L 1 1 L { t 1 1 1 ! LY

- pyy(k) .
t

L i 1 1 { & 1 1 1 1 1 Zeit

Fig. 2.20: Autokorrelationen und Kreuzkorrelationen eines bivariaten stochastischen
Prozesses

Die Kreuzkovarianzen werden fiir stationire Zeitreihen X,, Y, definiert nach:

(2.46a) Yay(k) = E[(Xi—t) (Yerr—Hy)] k=0,1,2,...
= E[(Xtvk_ux) (Yt_uy)]

und

(246b) va(k) = E[(Yt—“‘y) (Xt+k_-ux)] k=05132, oo

= E[(Ye—tty) (Xi— )]

Die Korrelationsfunktion ergibt sich durch Division von (2.46) durch die
Streuungen:

(2.47) Oxv(k) = Vyy(k)/(0x0y) k=0,+1,%2,...

Fur die ldentifikation des Transfermodells (2.38) ist wichtig, dal die Kreuz-
korrelationen zwischen den vorgeweifliten Prozessen fir bestimmte Lags k
gleich Null sind.

Man kann die Kreuzkorrelationen schatzen mit:

1 T-k _ .
7 L X = X) (Yo = Y) k = 0,1,2...
=1
(2.48) covy(k) =
1 T+k _ _
LN -V X -X)  k=0,-1-2
=1
(2.49) 1y (k) = covy(k)/(Veov(0) Veov,,(0)  k + 0,+1,%2

Ein Beispiel fir eine Anwendung der Kreuzkorrelation im Bereich der klini-
schen Psychologie findet sich bei Revenstorf & Keeser (1978) (s.a Figur 2.21)
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in einer Studie zu Steuerungsmoglichkeiten des Zigarettenkonsums. Von In-

teresse ist hier die Frage, ob die Motivation ein fuhrender Indikator fir Ziga-
rettenkonsum in einer Therapie ist.

Intervention | Selbstkontrolle ) /

__J. o ,.\.),'\.\. ~ /\.A. ./\

ol 1 7 i i 28 3B L2 Toge

Fig. 2.21a: Zigarettenkonsum (Z) und Therapiemotivation (M) eines Rauchers an 42
aufeinander folgenden Tagen

Die beiden neuen durch VorweifRen gewonnenen Zeitreihen o, und (3, kénnen
jetzt zur ldentifikation von r, s und b herangezogen werden, da die Filterkoef-

fizienten v, jetzt einfache mit Standardabweichungen verzerrte Kreuzkorrela-
tionen sind

c
(2.50) Vi = Qup(k) —2
0(1
Eine ahnliche Beziehung ist aus der Regression bekannt.

Rauchen / Motivation

M—=A R——M

-1.0

}
83
Fig. 2.21b: Kreuzkorrelationsfunktion von Zigarettenkonsum (Z) und Therapiemoti-

vation (die vom Betrag grofte Korrelation ist die synchrone Korrelation
mit Lag k=0)

1
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Dort ist das Regressionsgewicht ebenfalls eine mit den Malistabstreuungen
verzerrte Korrelation. Eine Schatzung fur (2.50) ergibt sich nach

S
(2.51) N = rop(k) S—B k=1,2,3,...
o3

Héatte man die v, mit den Originalzeitreihen schatzen wollen, wére die Analo-
gie zur Regression verloren gegangen, weil in die Schatzungen noch die Auto-
korrelation r,,(k) der unabhéngigen Variablen eingegangen wére (s. a. McClea-
ry & Hay, 1980, S. 248). Die Autokorrelationen der Zeitreihen treiben die
Kreuzkorrelationen von X und Y hoch und suggerieren einen engen Zusam-
menhang.

Fir die Kreuzkorrelationen zweier Variablen, von der die eine nur weil3es
Rauschen enthalt (z.B. o), hat Bartlett (1955) eine Approximation fir das
95%ige Konfidenzintervall

2.0 2.0

(2.52) rap(k) — VT < Qop(k) < regk) + =

angegeben.

Sind die v, jetzt bekannt, kénnen die ,,Gedachtnis“indices r und s und der
Verzogerungsindex b vorlaufig bestimmt werden. Hinweise hierflr finden sich
bei Box & Jenkins (1976°, S. 347).

Schétzung und Modelltests

Schétzung und Modelltests verlaufen wieder nach einem iterativen Schema

(Schétzung evtl. mit dem Computerprogramm von Pack, 1978):
1. Jede nichtstationdre Zeitreihe bis zur Stationaritat differenziert

—> 2. Das ARIMA-Modell fir die unabhéngige Variable X (2.44) wird invertiert
(2.45) und der invertierte Operator wird auf alle Variablen des Transfer-N,-
Modells angewendet (Vorweil3en) (2.45)

—> 3. Die Kreuzkorrelationsfunktion der vorgeweiliten Zeitreihen a., f; dient zur
Identifikation des Transfermodells (s. Box & Jenkins, 1976°, S. 347). Die
Residuen dieses Modells dienen zur Identifikation des N-Modells.

4. Schatzung aller Parameter des Transfermodells und des ARIMA-Modells des
N,-Prozesses (alle Parameter mussen signifikant und in den erlaubten Grenzen
der Stabilitét, Invertierbarkeit, Stationaritat liegen)

5. Residuen des gesamten Modells missen weifem Rauschen entsprechen und
durfen nicht mit dem Regressor X, korrelieren (gilt fur alle lags k): d.h. alle
Kreuzkorrelationen zwischen den Residuen und X missen nichtsignifikant
sein.

6. Modellinterpretation
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Ein empirisches Beispiel

In der Literatur sind bisher noch nicht viele Anwendungen der Transfermo-
delltechnik veréffentlicht worden. Ausnahmen sind Helmer & Johansson
(1977) und Vigderhous (1978). Die Ergebnisse der letzten Arbeit sollen kurz
referiert werden.

Ausgehend von inhaltlichen Uberlegungen von Durkheims Theorie zum
Selbstmord (1897) wollte Vigderhous den EinfluB der Arbeitslosenquote auf
die Suizidneigung (hier: Suizidrate) in den USA untersuchen. Die Zeitreihe
findet sich in Figur (2.22)
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Fig. 2.22: Suizidraten pro 100000 Weifle ménnlichen Geschlechts zwischen 1920-1969

Das saisonale ARIMA(2,0,0)(0,0,1),,-Modell fur die Zeitreihe X, der unab-
héngigen Variablen , Arbeitslosenquote* war:



Messung, Analyse und Prognose von Veranderungen 279

(1—0,,B'%) o(B) . = 6.54

. - = : = t t A _.
(253 Xem W= 0B ¥ a® X ™ 6, =038
@ = 1.16
&, = 0.29

Auffallend ist die moving-average-Komponente, die auf einen Zehnjahres-
rhythmus in der Arbeitslosenquote hindeutet. Mit Hilfe von (2.53) 14Rt sich X,
— U, zZU weillem Rauschen transformieren

B
(2.54) % (X, — ) = o = a,
Dieselbe Transformation @(B)/6(B) wird auf die abhangige Zeitreihe Y, der
Suicidraten und auf N, angewendet. Man erhadlt dann die vorgeweiliten Zeitrei-
hen B, und g, aus (2.45).

Die Schatzung der Impuls-Response-Parameter (2.51) des Filters (2.39 bzw.
2.45)

Vo = .36, v, = —.007, ¥, = .042, ¥; = —.112 mit Index b=0

deuten auf die Synchronitdt beider Zeitreihen hin. Entweder kovariieren beide
ohne Zeitverzug (Lag = 0) (hangen also von einer gemeinsamen Drittvariablen
ab), oder die Arbeitslosenquote Ubt einen sofortigen Einflul? auf die Suizidrate
aus.

Das Transfermodell (2.43) wurde als

1

A

geschéatzt (Vigderhous, 1978, S. 44). Alle parameter sind auf 5% signifikant.

2.9 Multivariate Zeitreihenanalyse

Die univariate Zeitreihenanalyse ist fur Psychologen meist nur im Rahmen des
Transfermodells (2.37) zur Abbildung der N.-Komponente wichtig. Ahnlich
liegen die Verhédltnisse zwischen multivariater Zeitreihenanalyse und dem
multivariaten Transfermodell. Das multivariate Transfermodell kann dabei als
dynamische Erweiterung der multivariaten Regression angesehen werden, wo-
bei die nicht durch unabhdngige Variable kontrollierbaren Anteile der abhéan-
gigen Zeitreihen einem multivariaten stochastischen ProzeR3 folgen.

Nehmen wir z.B. die Interaktion einer Dyade. Die Zeitreihe Y, reprasentiert
z.B. die Haufigkeit einer Verhaltenskategorie A zum Zeitpunkt t bei Person 1
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und Y, die Haufigkeit einer Verhaltenskategorie B bei Person 2. Damit die
geschétzte Beziehungsstruktur zwischen den beiden Zeitreihen von ihren je-
weiligen Autokorrelationen nicht verfalscht wird, missen die redundanten
Teile der Zeitreihen auspartialisiert (d.h. ,,vorgeweif3t“) werden. Folgen z.B.
Y, und Y, den univariaten ARIMA-Modellen (2.18, 2.19):

(2.55a) (1 = B)Yy, = 05 + ay,
(2.55b) (1 = B)Y, = 6 + (1 — 01B)a,,

Analog zu der univariaten Zeitreihenanalyse wird jetzt die Beziehungsstruktur
der beiden vorgeweiRten Zeitreihen oy, und o, mittels der Kreuzkorrelations-
funktion CCF(k) und der partiellen Kreuzkorrelationsfunktion PCCF(k) un-
tersucht. Moving-average-Prozesse werden durch die CCF(k) und Kreuzre-
gressive Komponenten durch die PCCF(k) identifiziert. Nehmen wir fir un-
ser Beispiel an, daR die PCCF(k) fur alle k nichtsignifikant ist. Die CCF(k) soll
den Verlauf von Figur 2.23 haben. Nur die zwei Kreuzkorrelationen r,q, (+ 1)
und 44, (- 1) fallen aus dem 95%igen Konfidenzintervall (2.52) und sind
somit signifikant von Null verschieden.

Faa, (K)

(RS RANARS Ranan R

———— Lagk

-1.0%-

Fig. 2.23: Kreuzkorrelationsfunktion zwischen den zwei vorgeweif3ten Zeitreihen o,
und oy

Ein signifikantes rqq, (+1) und regq, (-1) bedeutet bei gleichzeitigem nicht-
signifikanten PCCF(k), daf3 fur die o, ein bivariater Moving-Average-Prozel
angesetzt werden muf3:

(2.56a) Oy = Age = 022,
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(2.56b) Oy = —0za;,1 + 2z
Setzt man (2.56) in (2.55) ein, erhdlt man
(2.57a) (1 — B)Yy = 05 + a;, — 012Bay,

(2.57b) (1 = B)Yy = 6 + (1-611B)(—=0xBa;, + a,)
= 920 + (_821B + 811621B2) Ay + (1_911B)32t

oder allgemein in Operatorschreibweise
(258&) CP“(B)(I_B)YH = 910 + 911(B)ah + elz(B)azt
(2.58b) ©22(B)(1=B)Y2 = 050 + 6,;1(B)ar. + 0,5(B)ay,

&Rt sich (2.58) als Matrixgleichung schreiben:

@(B) @1o(B) | [1-B)2Yu] _[010]  [6u(B) 0.:(B)] [an
(2.59) [%1@3) cpli(B)] ' [(1—B> Y] = [ezi] + [em(B) eé(B)] [a;]
mit: d,=d,=1
und den Operatoren: @;(B)=¢»(B)=1
P12(B)=¢,(B)=0
611(B)=1, 912(B)= _912
6,(B)=(—6,B + 8,,06,,B%
0,2(B)=(1 — 6,4B)

(2.59) lart sich noch kompakter formulieren als:
(2.60) D(B) (1 — B)Y, = 6y + O(B)a,
Dabei ist (2.60) die multivariate Erweiterung zu (2.18b). Definiert man analog

zu (2.19) den ProzeR in Abweichungen (W,—uy) (mit W = (1 —B)" Y, . . .,
(1—B)¥"Y,,.)) kann man (2.60) auch as

(2.61a) D(B)(W, — uw) = OB)a, multivariates ARIMA(P,d,Q)-
Modell
(2.61b) (W, — uw) = @7'(B)OB)a, mit: u, = &7 '(B)O,

schreiben (Jenkins, 1979, S. 111). Die a4, besitzen dabei die Kovarianzen oy # 0
fur Lag k=0 und o; = 0 fur Lag k#0. Das ARIMA(P,d,Q)-Modell IaBt sich
ebenfalls wie das univariate um saisonale Komponenten erweitern.

Die Stationaritdtsbedingung verandert sich von der univariaten (2.30) zur mul-
tivariaten (2.62) und die Invertierbarkeitsbedingung von (2.32) zu (2.63). Die
Wourzeln der Determinantengleichungen
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(2.62) | @(B) | =0 multivariate Stationaritatsbedingung
(2.63) I 6(B) [ =0 multivariate Invertierbarkeitsbedingung
mussen auBerhalb des Einheitskreises in der komplexen Zahlenebene liegen.

Das Output-Modell eines multivariaten nichtsaisonalen ARIMA(P,d,Q)-Mo-
dells findet sich in Fig. 2.24

Summations-
ilter
-1 Wn —-d,
ac—= | ¢u(B) ... P (B) } 01(B) ...0m(B) | Pl * b [ (1-B) — Y,
. : : : . W, : _
A= | Pt B) -+ . P (B) 81 (B) «..0um(B) | B+t [—= (1-B)™ [ Yy,

Fig. 2.24: Output-Modell eines multivariaten ARIMA-Modells

Auf andere Modellformen, die z.T. auch unkorrelierte a, zu einem Lag k=0
zulassen, verweisen z.B. Granger & Newbold (1976, 1977), Box & Tiao
(1977) sowie Jenkins (1979).

2.10 Multiple und multivariate Transfermodelle
2.10.1 Multiple Transfermodelle

Nach der Konzeption des multiplen Transfermodells beeinflussen mehrere
unabhéngige Zeitreihen X, (=Inputs) eine abhéngige Zeitreihe Y.:

(2.64) Y. = ;(X) + HXo) + ...+ Ni =Y, + Yy +...+ N,

Das Modell (2.64) kann als dynamische Erweiterung der multiplen Regression
angesehen werden. Da jedoch die Kreuzkorrelationen autokorrelierter Zeitrei-
hen sehr hoch und die Residuen ebenfalls autokorreliert sind, dirfen die Para-
meter des multiplen Transfermodells nicht nach der in der multiplen Regres-
sion Ublichen Methode der kleinsten Quadrate geschéatzt werden.

Wir erweitern den Ansatz des einfachen Transfermodells (2.40) entsprechend
(2.64) auf mehrere Inputs X;. j=1,. . . ,n):

Q,(B) Q,(B)

- Q,(B)
(265) Yt - 61(B) X]t + 62(B)

th ++T(B)~

X + N,
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Entsprechend (2.41) durfen die Rohwerte Y,, X, aus inhaltlichen Grinden
unterschiedlich oft differenziert werden, so daR in (2.65) dann Differenzen
statt Rohwerte auftauchen:

(2.66) (1 — B)¥¥Y, = Z—%(%)— (1 — B)*™X, + N,
)

j=1
AnschlieBend ist noch das eventuell nichtstationdre, saisonale ARIMA-Modell
der N.-Komponente zu identifizieren und die Parameter zu schatzen. Man
erhdlt dann die multiple Erweiterung von (2.43). Die o-Parameter werden
wieder wie in (2.38) als direkte Effekte von X, auf Y, interpretiert: , ... given
that the effect of X, on Y, may aready be contained in the past history of Y, is
there any additional information contained in X,?* (Jenkins, 1979, S. 19).

Die Modellidentifikation des multiplen Modells erfolgt in mehreren Schritten.
So wird jede X-Zeitreihe zu o, vorgeweifit. Derselben Transformation wird
dann die eine abhangige Zeitreihe Y, m-fach unterworfen. Man erhalt dann die
Zeitreihen f3;.. Aus den Kreuzkorrelationsfunktionen (k) werden die Teil-
Qi(B)
0;(B)
falls vorlaufiges ARIMA-Modell fir N, gefunden und (b) Modelltests durch-
gefihrt werden. Als erste Approximation des ARIMA(p,d,q)-Modells fur N,
wahlt man oft das ARIMA(p,d,q)-Modell fur Y,. Natirlich mu dieser Ver-
such revidiert werden, wenn die Modelltests dieses anschlieRend fordern. Der
Proze? der ldentifikation und Schédtzung ist abgeschlossen, wenn das Modell
nicht Uberparametrisiert ist, alle Parameter in den zul&ssigen Grenzen liegen
(gilt auch fur die Filterkoeffizienten v;(B): Stabilitdt des Transfermodells), a,
weiRes Rauschen reprasentiert und minimale Fehlervarianz o2 besitzt.

modelle vi(B) = vorlaufig identifiziert. Danach missen (a) ein eben-

2.10.2 Multivariate Transfermodelle

Im multivariaten Transfermodell (einer dynamischen Erweiterung der multi-
variaten Regression) beeinflussen mehrere unabhéngige Zeitreihen X;; (= In-
puts) mehrere abhangige Zeitreihen Y; (= Outputs).

Wir setzen jetzt fur jedes Y, (i=I, . . ., m) ein multiples Transfermodell (2.66)
an und erhalten somit m Transferfunktionen:

(2.67) (- B, = Y0l ik N,
= %(B)

=) v(B) (1- B)X; + N,

=1
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Saisonale Modelle lassen sich in ahnlicher Weise formulieren.

Die m Komponenten N; kénnen zum stochastischen Vektor N, zusammenge-
fallt werden. Er folgt einem eventuell nichtstationdren, saisonalen multivaria-
ten ARIMA-ProzeR. Nach mehreren Iterationen des Identifikations-Schétz-
und Prifverfahrens wird man dann das endgiiltige Modell aufgestellt haben.
Das Input-Output-Modell ist schematisch in Fig. 2.25 dargestellt.

Stationirer multivariater Filter

e —— | Pny ®) .. - Pim ®) _" 911 B .. ~.61m (B)

dwi—] | @1 (B) - P (B) | | O (B) .6 (B)

1 I
l F oty e s + W,
A 1 {
multivariater Trans- (1-By™® (1-B) ™
ferfunktionsfilter L ]
INn N
(1-B)™ Xy —{ Vi (B) ...V, (B) (1-By"y,
(1=-BY* X —o] Vo1 (B) ... Vma (B). (1-By*-y,,

Fig. 2.25: Input-Output-Modell des multivariaten Transfermodells

3. Zeitreihenexperimente

Neben den klassischen Experimenten mit randomisierter Zuweisung von Per-
sonen auf die experimentellen Versuchsbedingungen haben in letzter Zeit die
auf Campbell (1963) und Campbell & Stanley (1963, 1966) zuruckgehenden
Quasiexperimente an Boden gewonnen. In ihnen gibt es die Kontrolltechnik
der Randomisierung nicht. Man unterscheidet zwei Hauptgruppen von Qua-
siexperimenten: a) das nichtéquivalente Kontrollgruppendesign (s. Cook &
Campbell, 1979; Reichardt, 1979) und b) das Zeitreihenexperiment mit einer
ganz bestimmten Versuchseinheit. In einem Zeitreihenexperiment werden vor
und nach der Intervention langere Zeit Beobachtungen in festen Zeitabstédnden
erhoben. In N = 1 Studien, die auch ,,intensive designs‘ genannt werden,
besteht die Untersuchungseinheit meist aus einer nicht zuféllig ausgewéahlten
Person (s. McCain & McCleary, 1979). Fir N > |-Studien hat sich der Begriff
,,Querschnitt-Zeitreihenexperiment*  (,,Cross-sectional time series experi-
ment“) eingebilrgert (Simonton, 1977).
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3.1 N = 1-Experimente

Es gibt u.a zwei gewichtige Grinde fir das intensive Design. Zum einen kann
man daran interessiert sein, ob man das Verhalten einer ganz bestimmten
Person andern konnte (ob also eine Intervention erfolgreich war). Zum ande-
ren kann man an der Effektivitdt eines Treatments interessiert sein, zugleich
aber befurchten, da das Treatment nur fur einen kleinen Personenkreis an-
schlagt. In diesem Fall wirde eine klassische Untersuchung, bei der ja Effekte
Uber Personen aggregiert werden, u.U. keine signifikanten Ergebnisse brin-
gen. Es ist dann angebracht, das Treatment an jeder einzelnen Person der
Stichprobe zu prifen.

Speziell in der verhaltenstherapeutisch orientierten klinischen Psychologie
wurden eine Reihe von N=1 Designs betrachtet (Chassan, 1979%; Barlow &
Hersen, 1973; Hersen & Barlow, 1976; Kazdin, 1976; Fichter, 1978; Tyler &
Brown, 1968), die aber in den meisten Fallen auch bei N > |-Untersuchungen
hatten Anwendung finden kénnen. Meist begnigt man sich nicht damit, nach
einer gewissen Beobachtungszeit ein Treatment einzufihren, sondern man
gliedert den Versuchsplan in mehrere A und B Phasen (z. B. A;B;A,B,), wobei
A, in den sogenannten ,,base-line“-Designs eine préexperimentelle Beobach-
tungsphase darstellt. Diese wird dann von einer Treatment- oder B-Phase
abgel6st. Dann folgt wieder eine Beobachtungs- oder L&schungsphase A, etc.
Ein Beispiel fur ein A B,C;B,C, Experiment findet sich in Figur 3.1. Als
akzeptablen Kompromif3 zwischen Aufwand und Prazision wird von vielen
Autoren das A;B;A,B,-Design bezeichnet.

Nach einer Beobachtungsphase (Basislinie) A, erfolgt die Intervention B;.
Nach dem Absetzen der Intervention wird wieder eine Basislinie A, beobach-
tet, der dann wieder eine Intervention B, folgt. Untersuchungsziel ist es,
Wechsel in den Werten der abhangigen Variablen Y, nachzuweisen, die mit
dem Wechsel in der unabhéngigen Variablen (Intervention) korrespondieren.
Dabei wird in der klinischen Praxis oft aus ethischen Grinden das Experiment
nach der A,B;-Phase abgebrochen, weil der Verlauf der abh&ngigen Variablen
,erfolgversprechend” und ein designgesteuertes Absetzen und Wiederaufneh-
men des Treatments nicht Verantwortbar erscheint.

Es sind eine Reihe von Interventionseffekten denkbar (s. Figur 3.2), die auf
ihre statistische Signifikanz hin Uberprift werden kdnnen.

Dabei wirft die statistische Auswertung der Zeitreihenexperimente Probleme
auf, die in den sonst Ublichen Querschnittuntersuchungen mit Zufallsstichpro-
ben und randomisierter Zuteilung der Personen auf die experimentellen Bedin-
gungen nicht auftreten.

So ist die externe Validitaét eines N=1 Zeitreihenexperiments gleich dreifach
gefahrdet (Levin, Marascuilo & Hubert, 1978): (a) Da die zu untersuchende
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Fig. 3.1: Data from an experiment examining the effect of feedback on the eating
behavior of a patient with anorexia nervosa (Patient 4). (Fig. 3, p. 283, from:
Agras, W. S, Barlow, D. H., Chapin, H. N., Abdl, G. G., and Leitenberg,
H. Behavior modification of anorexia nervosa. Archives of Genera psychia
try, 1974, 30, 279-286. Reproduced by Permission.)

B A B A

|

Fig. 3.2 Verlaufsmuster fir die A;B;-Phasen eines AB-Designs

Person gezielt und nicht zuféllig aus einer Population ausgewé&hlt wurde, ist
die Populationsvaliditat (Bracht & Glass, 1968) nicht gegeben. Auch wird die
Person nicht in zuféllig ausgewéhlten Reiz/Situationskombinationen beobach-
tet, so da (b) die okologische Validitat (Bracht & Glass, 1968) beeintréchtigt
ist. Zum dritten sind die Beobachtungszeitpunkte oft ebenfalls nicht randomi-
siert ausgewahlt worden, so daR (c) eine Generalisation der Untersuchungser-
gebnisse auf andere Zeitpunkte unzuléssig ist (,,within-subject generalizability
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limitation“). Allerdings sieht Edgington (1980, S. 248) allein in der Strategie
der randomisierten Auswahl keine Losung des Problems: ,,Thus neither ran-
dom sampling of a population of subjects nor of a population of treatment
times would justify the determination of significance by parametric probability
tables for one-subject experimental data.“ (Edgington, 1980, S. 248)

Die interne Validitdt des N=1 Zeitreihenexperiments wirft ebenfalls Probleme
auf, die nur teilweise |6sbar sind. So liegt nur dann interne Validitdt vor, wenn
alle aufleren Einflisse so ausgeschaltet sind, dal die Ergebnisse nur durch
experimentelle Manipulation erklarbar sind. Eine unerléafliche Bedingung fir
ein intern valides Experiment ist dabei die randomisierte Zuteilung von Perso-
nen auf experimentelle Bedingungen (Campbell & Stanley, 1966). Sie ist fir
N=1 Studien unerfullbar. Es lassen sich aber die A und B Phasen in ihrer
Reihenfolge randomisiert vorgeben. So meint Edgington (1980): ,, . . . statisti-
cal tests whose significance is based on random assignment can be validly
applied to one-subject experimental data when there has been random assign-
ment of treatment times to treatments (Edgington, 1967; Revusky, 1967)“
(Edgington, 1980, S. 249).

Ein anderes Problem liegt in der u.U. vorliegenden seriellen Abhangigkeit der
Daten bzw. der Residuen (wenn die Auswertung nach dem allgemeinen linea-
ren Modell folgt (s.a. Moosbrugger, 1978). Sie kann durch Ermidung, Lern-
oder andere Carry-Over-Effekte entstehen. Tests, (z.B. t-Test, Varianzanaly-
se etc.), die von der Unabhangigkeit der Residuen ausgehen, sind in ihren
Signifikanzaussagen daher oft irrefihrend (Hibbs, 1974). Sind die Residuen
positiv autokorreliert, sind die berechneten t- oder F-Briiche ,,zu grof3*, d.h.:
Interventionen erscheinen als effektiv, wahrend ,,in Wirklichkeit nur ein sto-
chastischer Datentrend vorlag. Eine Reihe von Autoren (Shine & Bower,
1971; Gentile, Roden & Klein, 1972; Hartmann, 1974; Keselman & Leven-
thal, 1974) hat sich wegen unkorrekter Berlicksichtigung der Abhangigkeit der
Residuen z.T. heftiger Kritik ausgesetzt gesehen (Thoresen & Elashoff, 1974;
Levin, Marascuilo & Hubert, 1978; Gottman & Glass, 1978; Bortz, 1977).

3.1.1 Verteilungsfreie Prufmethoden: Randomisierungs- bzw.
Permutationstests

Einfache Auswertungsverfahren, die speziell fir Zeitreihenexperimente geeig-
net sind, bieten sich mit den Randomisierungs- oder Permutationstests an
(Edgington, 1967, 1969ab, 1971, 1973, 1975ab, 1980). Dabei geht die prinzi-
pielle Konstruktionsidee auf Fisher (1951°%) zuriick. Wahrend die PriifgroRen
2.T. vOllig &quivalent zu denen der klassischen statistischen Verfahren (t- oder
F-Bruch aber auch einfache Mittelwerts- oder Mediandifferenzen) sein koén-
nen, weichen Nullhypothesenformulierung und Inferenzmodell doch wesent-
lich vom klassischen Verfahren ab.
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Beschanken wir uns hier auch wieder auf das intensive Design. Die Nullhypo-
these: ,,Kein Unterschied zwischen A und B Phasen" wird gepruft im Ver-
gleich mit einer bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung, die sich durch alle
theoretisch moglichen Aufteilungen dieser gerade erhobenen Daten auf die
Treatments A und B ergibt. So kann z.B. ein Experiment nach der Folge
ABBAABA ablaufen. Sind wir an der Effektivitat der B-Phasen interessiert,
lant sich d-unterschied zwischen A und B z.B. durch die Mittelwertsdiffe-
renz Yz — Ya quantifizieren. Zur Signifikanzprufung stellen wir fest, ob eine
gleich grof3e oder groRere Mittelwertsdifferenz unter der Nullhypothese un-
wahrscheinlich (p = 0.05) ist. Das héngt davon ab, inwieweit andere Auftei-
lungen der Daten in A und B Phasen eine mindestens ebenso grof3e Mittel-
wertsdifferenz erbringen. Inferenz beschéftigt sich nicht mehr wie bei klassi-
schen Experimenten mit der Generalisation Uber Personen und Situationen
sondern mit der Generalisation Uber andere A vs. B Zuweisungen (Baseline vs.
Treatmentzuweisungen). Die Nullhypothese wird beibehalten, wenn einfache
Umbenennungen der experimentellen Phasen gleiche oder gréRere Unterschie-
de (hier: Mittelwertsdifferenzen) haufig auftreten lassen.

Lehmann (1975) bezeichnete dieses Inferenzmodell ,,Randomisierungs-
modell“, das sich logisch vom ublichen ,,Stichproben/Populationsmodell* ab-
hebt. Es werden keine Populationsannahmen gemacht, da die beobachteten
Daten die Rolle der Population tUbernehmen.

Wir wollen die Logik eines randomisierten Mittelwertsvergleichs an einem
numerischen Beispiel von Kazdin (1976) demonstrieren. Statt Mittelwerte
kdénnen auch andere MafRe der zentralen Tendenz (wie Mediane, Proportionen
etc.) Verwendung finden. Es werden folgende Daten beobachtet:

1. 2 3 4 5 6. 7. 8 Ta

A, B, A, A; B, A, B; B, Baseline A / Treatment B
20 50 15 10 60 25 65 70 abhangige Var. Y,

Y, = 175 Yy = 61.25 Mittelwerte

Y — YA = 43.75 Differenz

Zur Prufung der einseitigen Fragestellung nach Uberlegenheit von B mufR
untersucht werden, wie oft andere Aufteilungen der Daten in zwei Gruppen
groere Mittelwertsdifferenzen liefern. Es lassen sich (ny + np)!/(na!ng!) = 8!/
(4'41) = 70 Aufteilungen (Permutationen) der 8 Datenwerte in jeweils zwei 4er
Gruppen A’ und B’ finden. Die vier Aufteilungen mit den gréfiten Mittel-
wertsdifferenzen sind:
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1 2 3 4 5 6 7 8 Tag Ya Yg Differenz

1. Aufteilung A7 Bi A; Aj B; A; B) Bj 17.50 61.25  43.75
2. Aufteilung A7 Aj; A; AL B{ B} B) Bj 23.75 55.00 31.25
3. Aufteilung By Al A5 Aj B; A, Bj B, 25.00 53.75 28.75
4. Aufteilung Al Bi A; A; Ai B; B) Bj 26.25 5250 26.25

Da die Wahrscheinlichkeit, durch andere Aufteilungen der Daten gleiche oder
groRere Mittelwertsdifferenz als die beobachtete zu erhalten, kleiner als
p=0.05 ist (ndmlich 1/70=0.014) wird die Nullhypothese verworfen.

Die Reduktion der Daten zu Phasenmittelwerten (oder anderen Summations-
malRen) bringt, wie Levin et a. (1978) gezeigt haben, betrachtliche Vorteile bei
der Analyse autokorrelierter Daten. Die Mittelwerte weisen eine stark redu-
zierte Autokorrelation gegeniiber der Originalzeitreihe auf. Besitzt der stocha-
stische Proze der Rohdaten z.B. folgende Autokorrelationsfunktion (Y., Yy)
= Q“‘” = 0.0, ist die Autokorrelation erster Ordnung fur Mittelwerte, die aus
6 Einzeldaten pro Phase A oder B berechnet wurden, gleich .094, wenn die
Autokorrelation der Rohdaten gleich .40 war. Ist die Autokorrelation erster
Ordnung der Variablen gleich .70, ist die Autokorrelation der Mittelwerte, die
aus 9 aufeinander folgenden Einzelwerten berechnet wurden, nur noch .199.

Wir wollen an einem Beispiel die Auswertung des haufig verwendeten
A;B,A;B,-Designs mit Mittelwerten demonstrieren. Obwohl wir hier einen
Mittelwertsvergleich anstellen, sind wir nicht darauf beschrénkt. Andere Zen-
tralitdtsmaRe (Mediane, Proportionen etc.) fihren zur gleichen Auswertungs-
und Testprozedur. Im Experiment wurden folgende Daten beobachtet:

1 2 3. 4. Phase
2.0 7.0 3.0 80 Mittelwerte Y,

(7.5 — 2.5)=(Yp — Ya) = 5.0Differenz

Zur Uberprufung der einseitigen Fragestellung, ob Yg signifikant groRer ist als
Ya, muld untersucht werden, wie oft andere Aufteilungen der Daten in zwei
Gruppen mindestens ebenso groRRe Mittelwertsdifferenzen liefern. Es lassen
sich (na+ng)!/(nalng!)=41/(2!121)=6 Aufteilungen (Permutationen) finden:
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Aufteilung 1 2. 3 4 Phee Yia Yp Ye—Ya
1 Al A, B] B 45 55 1.0
2 Al B, A, B} 25 75 5.0
3 Al B, B, A} 5.0 5.0 0.0
4 ' Al A) B 5.0 5.0 0.0
5 Al By A 75 2.5 -5.0
6 ! B, A A 55 45 -1.0

Da die Wahrscheinlichkeit, durch eine andere Aufteilung eine mindestens
ebenso grolle Mittelwertsdifferenz wie die beobachtete zu finden, groRer als
.05 ist (namlich exakt 1/6), wird die Nullhypothese beibehalten. Da dieses
p=1/6=.16 nach den Ublichen Standards zu grof ist, kann das A;B;A,B,-
Design nicht Uber Mittelwertsvergleiche innerhalb des Randomisierungsinfe-
renzmodell ausgewertet werden! Figt man eine weitere Baselinephase an
(AB,A;B,A;-Design), lassen sich zwar 5!/(312!) = 10 Aufteilungen der 5 Mit-
telwerte finden. Das kleinste p ist aber im glnstigsten Fall bei einseitiger
Fragestellung ebenfalls mit p=1/10=.10 zu hoch.

Ordinale Gewichtsschemata bei Randomisierungstests

Um ein noch kleineres p zu erhalten, missen gerichtete Hypothesen geprift
werden. Eine gerichtete Alternativhypothese ist z.B.:

Ua, < Ha, < pg, < g, oder: pa, < pp, < {ug, Us,}

Aus dieser Hypothese leitet sich das ordinale Gewichtungsschema ab: die Y
werden entsprechend der prognostizierten Grofe mit ihren Réangen gewichtet:

ga, =1,8a,=2,83 =3, 88, =4

Mit diesen Gewichten werden die empirisch erhaltenen Malle (Mittelwerte,
Mediane, Proportionen) multipliziert und aufsummiert:

Ya, = 2.0, Y, = 3.0, Y5, = 7.0, Yg, = 8.0
4 JE—

Femp = 0.gY,=1X20+2X3.0+3X70+4X80=61.0
=1

Es bleibt zu prifen, wie gro3 die Auftretenswahrscheinlichkeit einer minde-
stens ebenso groRen Summe I" ist, wenn man die Zuordnung (Benennung) der
MaRe zu den Phasen A, —B, permutiert. Die Verteilung der gewichteten Sum-
men I'y findet sich in Tabelle 3.1.
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Tabelle 3.1: Verteilung gewichteter Summen I', unter der Nullhypothese in

einem ABAB-Design

Permutation 1. 2. 3. 4. Experimentelle Phase r
K 2.0 7.0 3.0 8.0 Mittelwerte

1 Al A} Bl B; 57
2 A A, B; B 52
3 A By A; B; 61
4 A, B} B} A} 51
5 A B A; B 60
6 Al B, B} A} 55
7 A, A} B B 52
8 A; Al By B 47
9 A, BT Al B 60
10 A B] B) Aj 45
11 A; By Al B 59
12 A) By By Aj 49
13 B Al Ay B; 51
14 B; Al By A; 41
15 B A, Al B 55
16 B A By A 40
17 B B A A 53
18 Bi By A} Aj 48
19 B, A Ay B 45
20 B, A7 B A 40
21 B A Af B 49
22 B A5 By Al 39
23 B B Al A 48
24 B B A} A] 43

Da die beobachtete Reihe von Mittelwerten in einer ordinal gewichteten Sum-
me I" von 61 resultiert und die Wahrscheinlichkeit, unter der Nullhypothese
eine mindest ebenso grofle Summe zu erhalten, gering ist, (s.a. rechte Spalte in
Tab. 3.1) wird Hy zugunsten von H,; verworfen: Die Phasen unterscheiden

sich signifikant.

Nichtordinale Gewichtungsschemata und Kontraste

Statt eines ordinalen Gewichtsschema ist auch ein Intervall-

oder Verhdltnis-

schema denkbar, je nachdem wie préazise die Vorhersagen Uber die empirischen



292 Claus Mdobus und Willi Nagl

MalRe formuliert werden. Differenzen (Verhéltnisse) zwischen den Gewichten
entsprechen den erwarteten oder prognostizierten Differenzen (Verhaltnissen)
in den Summationsmafen.

Andere Gewichtungsschemata werden als lineare Kontraste verwendet. Ein
Beispiel fur eine verbal formulierte Hypothese findet sich bei Elashoff & Tho-
rensen (1978, S. 308). Besteht das Experiment z.B. aus finf Phasen A,B-
C,A,C; und prognostiziert man (Alternativhypothese H,), daR einerseits die
Mal3e folgende Rangreihe aufweisen:

{wa,s wa,} < wps < {uc, Ue,}

und andererseits der Unterschied der A Phasen zur B Phase genauso grof} ist
wie der Unterschied der C-Phasen zur B-Phase, mul} folgende Gleichung
gelten

((na, — up)+(ua,—us)) = ((Uc,—us)+(Uc,—Us))
bzw.

Tpa, + Tua, —Tpe, —1pe, =0
Das Gewichtungschema lautet dann:

ga, = 1, g = 0, gc, = -1, ga, = 1, gc, — -1

Die Signifikanz wird dann nach dem ublichen Schema beurteilt: a) Berechnung
des Femp, der Verteilung der I’y unter der Nullhypothese Uber Permutationen,
b) Vergleich des empirisch gewonnenen I'.,, mit der Uber Permutationen abge-
leiteten Prufverteilung.

Approximierte Prifverteilung beim Randomisierungstest

Liegen mehr als vier Phasen vor, wird die Ableitung der exakten Verteilung
von I' aufwendig, da die Zahl der zu beachtenden Permutationen stark an-
steigt. Bei mindestens vier A-Phasen (A;A,A3A4) und vier B-Phasen (B,B,B;B,)

ist die durch ein Gewichtungsschema bestimmte Summe I'y = Z gtk?: anna-

hernd normalverteilt (Levin, Marascuilo & Hubert, 1978). Die Signifikanz von
Iemp 1868t sich an Hand des folgenden z-Wertes prifen:

- s (T = ED))
| ™ Var (D)

mit E(I) = %( Z gt> (Z?)

=1 t=1
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und Var (I) zqi—l [ i(g‘ - g)z] [ 2 (Y. - ?)2]

Als Beispiel soll ein Experiment von acht Phasen dienen (A AL A RBRR R,
Design). Es wurden die Mittelwerte

Yai=1, Yo,=3, Ya,=4, Yo,=.8, Y5 =2, Yp,=.5, Yp,=.6, Y5 =.7
beobachtet. Die vor dem Experiment aufgestellte Alternativhypothese H;
A <A,<A<A,<B,<B,<B;<B,
fahrt zum ordinalen Gewichtungsschema:

ga, =1, 8a,=2, ga,=3, ga,=4, g5,=5, g8,=6, g8,=7, g, =8

8§
und zur gewichteten Summe I' = thYt = 18.9. Der z-Wert ist

t=1

X 3. x 0.
z=|i18.9—36 836}/\/42 7042 = 1.702

Bei einseitiger Fragestellung auf dem 5% Niveau ist dieses Ergebnis nicht
signifikant.

3.1.2 Verteilungsgebundene Prifverfahren: Lineares Modell

Bei Verwendung linearer Auswertungsprozeduren (t-Test, Varianzanalyse
etc.) zur Prifung von Veranderungen bei Langsschnittdaten ist wegen der
moglichen seriellen Abhangigkeit der Daten Vorsicht geboten, weil die kriti-
schen t- oder F-Briiche ,,zu groR* sein konnen.

Beschranken wir uns hier wieder auf den Mittelwertsvergleich in einem Vor-
her-Nachher-Design (AB Design). Wéren die Daten unabhéngig voneinander
erhoben (z.B. zwei unabh&ngige Stichproben fir die A- und die B-Phase)
kénnte man den normalen t-Test mit Hilfe des allgemeinen linearen Modells
formulieren. Dabei haben wir von den verschiedenen Mdoglichkeiten zur Ge-
staltung der Designmatrix X eine Form gewahlt, die fur die Prifung eines
Niveauanstiegs besonders sinnvoll erscheint. Wir wéahlen fiir das volle Modell:
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Y ]  Ya = Wert der ab-
S . By hangigen Va-
Ya B, riablen fur die
: Person i in der
Yan, Gruppe A

(3.1.28) B e Yg; = Wert der ab-
:YB‘ hangigen Va-
Yg riadblen fur die
o Person j in der
YN, [__ Gruppe B

oder kurz

(3.1.2b) y=X,p.+ &

mit Fehlerquadratsumme
(3.1.3) F2 = 22,

Weisen die Gruppen hinsichtlich der Mittelwerte keine Unterschiede auf, darf
der Niveauanstiegsparameter f, nicht signifikant sein.

Statt (3, direkt auf Signifikanz zu prifen, konnen wir aus dem unter der Alter-
nativhypothese formulierten vollen Modell durch Einfiihrung der Nullhypo-
these ein reduziertes Modell mit entsprechender Fehlerquadratsumme Ff her-
leiten. Die Nullhypothese lautet $,=0 (bzw. ua=ug). Das reduzierte Modell
nimmt folgende Gestalt an

B:
A
(3.1.4a) = +| &
B
oder kurz
(3.1.4b) y=X B+ &

mit Fehlerquadratsumme
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(3.1.5) F2 = 2’2,

Die Nullhypothese |aRt sich Uber einen F-Bruch priufen, der in diesem
2-Gruppenfall zu den gleichen Schlissen fuhrt wie der Ubliche t-Test:

Favae = Tm—goya, ™" dh, = N-p,
(3.1.6) pv = Zahl der linear unabhangigen Pradiktoren im vollen Mo-
dell (hier: 2)

p: = Zahl der linear unabhéngigen Prédiktoren im reduzierten
Modell (hier: 1)
N = (N;+N,) = GroRe der Gesamtstichprobe

Die Angemessenheit dieses Vorgehens hangt von der Giltigkeit der drei An-
nahmen (3.1.7) ab (s. Searle, 1971; Timm, 1975; Wottawa, 1974):

(3.1.79) y=XpB+e (Glltigkeit des Linearmodells)

(3.1.7b) E(¢)=0

(3.1.7¢) E(ee’y = 02 I (Unabhéangigkeit der Residuen)
mit | = Einheitsmatrix

Insbesondere (3.1.7c) ist eine fir Langsschnittdaten kritische Annahme. Sie
wird bei Querschnittdaten nicht Uberprift, da man sich auf die Wirksamkeit
der Randomisierung verlait. Fir den Fall abhangiger Messungen ist sie jedoch
in der Regel verletzt.

Wollen wir den Niveauanstieg in der B-Phase nicht mehr wie in (3.1.2) und
(3.1.4) mit zwei unabhéangigen Stichproben sondern mit einer Stichprobe, die
zweimal getestet wurde, wirden sich in die Modelle (3.1.2) und (3.1.4) Paare
voneinander abhéngiger Residuen einschleichen. Hat namlich die Person i im
Durchgang A einen viel hoheren (niederen) Wert Y;4 als der Durchschnitt der
Gruppe (bzw. als der Gesamtdurchschnitt), sind die zu dieser Person gehéren-
den Residuen g4; und €g; einander ahnlich (d.h. sie korrelieren), weil wir
erwarten, daR der zur Person gehodrende 2. MeRwert Ypg; auch uber (bzw.
unter) dem Durchschnitt bleibt.

Die diagonale Kovarianzmatrix der Residuen (3.1.7¢) muf3 noch um minde-
stens einen Korrelationsparameter @ erweitert werden zu (3.1.8) (S. 296).

Ignoriert man die Abhangigkeit der Residuen, werden bei positiver Korreliert-
heit die F-Briiche und damit der a-Fehler zu grol3: die Nullhypothese wird zu
oft verworfen. Man kann auf drei Arten dieser Verfélschung entgehen: (a)
Korrektur der Freiheitsgrade beim F-Bruch (Box, 1954; Geisser & Greenhou-
se, 1958; McCall & Applebaum, 1973), (b) Aufspaltung der korrelierten Resi-
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duen in Personeneffekte und unkorrelierte neue Fehler durch Erweiterung der
Designmatrix X, und X, um Personenvektoren (McNeil, Kelly & McNeil,
1975; Pedhazur, 1977) und schliellich (c) multivariate Auswertung (Bock,
1975, 1979; Finn, 1968; Timm, 1975).

Ist man aber aus den verschiedensten Grinden nicht daran interessiert, die
Effektivitédt der Intervention B an mehreren Personen zu prifen, wendet man
sich wieder dem intensiven Design (bzw. dem N=1 Experiment) zu. Wird an
einer Person eine Reihe von MeRwerten (= Zeitreihe) beobachtet, kann die
Abhangigkeitsstruktur der Residuen wesentlich komplizierter aussehen als
z.B. in (3.1.8)*. So ist einer der allgemeinsten Falle der theoretischen Abhéan-
gigkeitsstruktur (bei homogener Fehlervarianz ogi = oﬁ):

1
2
LA
(329 E(ee)=0iQ=ol |i L
> B
“)T—l ......... - é}.p'z.pll T )

Beachtet man nicht, dal3 eventuell 0§  # oﬁ I ist, kénnen auch im Zeitreihen-
experiment die statistischen Schlisse erheblich verfélscht werden. Die aus den
Daten berechneten F- oder t-Werte sind ,,zu klein* oder ,,zu grof3* (Scheffe,
1959; Gastwirth & Rubin, 1971; Glass, Peckham & Sanders, 1972; Hibbs,
1974; Gottman & Glass, 1978; Revenstorf & Keeser, 1979).

* Ein autoregressiver ProzeR 1. Ordnung in den Residuen kann mit dem Durbin-
Watson-Test geprift werden (Makridakis & Wheelwright, 1978a,b)
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Als Ausweg bietet sich an, die Modelle (3.1.2) und (3.1.4) mit einer zunéchst
noch unbekannten Matrix A so zu transformieren, daR die neuen Residuen &*
wieder unabhangig sind (Hibbs, 1974):

(3.1.10q) Ay = AXB + Ae
(8110p) y* = X* B+ & transformiertes Linearmodell
(3.1.10c) Qt=AQA =1 transformierte Korrelationsmatrix der

Residuen
(3.1.10d) E(s*e*’) = E(Aee’A’) = A E(ee)A' = oﬁAQA’ = oﬁ I

Der Schéatzer
(3111) B — (X+/X+)—1X+Iy+

wird auch GLS-Schatzer (generalized least squares) genannt. Diese Regres-
sionsmethode geht auf Aitken (1935) zurick.

Problematisch an der GLS-Methode ist die Schatzung der Matrix 2. Erst
wenn man sie geschatzt hatte, lieRe sich die Transformationsmatrix nach
(3.1.10c) bestimmen. Da die Schédtzung der @; bei einer endlichen Zeitreihe mit
der Lange T immer ungenauer wird, je hoher die Ordnung der Autokorrela-
tion der Residuen ist, nimmt man fir die Residuen einfache ARIMA-Prozesse
an. Hierflr gibt Hibbs (1974) verschiedene Transformationsmatrizen A an.

Praktikabilitat erreichte die Interventionsanalyse erst nach einem Artikel von
Box & Tiao (1965), der von Glass, Willson & Gottman (1975) speziell fir die
praktische Einzelfalldiagnostik ausgearbeitet wurde. Da die stochastische
Struktur der Residuen nicht bekannt ist, untersuchen Box & Tiao sowie Gott-
man et al. zuerst die stochastische Struktur der Rohwerte. In einem iterativen
Proze3 werden dann ahnlich wie in (3.1.10a) eine Transformation des Daten-
vektors y und der Designmatrix X gesucht, so dal} die Residuen den Annah-
men des allgemeinen linearen Modells (3.1.7c) entsprechen. Wir wollen an drei
Beispielen diese Art der Interventionstestung darstellen.

Folgen die Rohdaten einem moving-average-Prozel3 1. Ordnung (2.13) (ARI-
MA(0,0,1)) und unterscheiden sich A- und B-Phase nur in ihrem Niveau, ist
das Zeitreihenmodell vor der Intervention:

(3.1.12) Yy = L—-06a_,+a-= f(L) 81, a1, at) e ~ N<0502)
eine Funktion eines Levelparameters L, des moving-average-Parameters 0,
und der gegenwértigen und vergangenen ,,Fehler” oder Schocks a, a,_;.

Der von Glass, Willson & Gottman verwendete Levelparameter L tragt zwei-
erlei Bedeutung. Bei der Formulierung der ARIMA(p,d,q)-Prozesse spielt er
die Rolle von u, = E(Y,) bzw. uyw = E(W,) (s.a. Kap. 3). Bei der Transforma-
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tion (3.1.10) nehmen die Autoren vereinfachend an, dal} ale a,=0 fir t < 1 ist,
so daB Y, =L fur t < 1 ist.

L wéare dann das Niveau der Zeitreihe zum Zeitpunkt t=0. Die Annahme
a, = 0 fur t < 1 wirkt sich natiirlich um so schwécher aus, je langer die
Zeitreihe ist.

Das Modell nach dem Interventionsbeginn:
(3.1.13) Y, =L+ — 0ja,, +a = {(1,3,6,a,a,)

unterscheidet sich von (3.1.12) nur durch den Parameter O, der den Niveau-
unterschied der Zeitreihen in der A- und B-Phase widerspiegelt. Unter der
Nullhypothese ist & gleich Null. Fir die Auswertung nach dem allgemeinen
linearen Modell (3.1.2), (3.1.4) und (3.1.6) stort die Abhangigkeit des MeR-
werts Y, vom vergangenen Fehler a._;. Wir missen daher neue transformierte
Werte Y7 = f(Y,) finden, in denen a,_; nicht mehr enthalten ist. Die neuen
Werte Y7 sollen sollen nur noch von L, 8,8;,a, abhéangen:

(3.1.14) Y! = f(Y) = £(L,9,04,3,)

Wir suchen also ahnlich zu (3.1.10) eine Transformationsmatrix A. Nimmt
man an, daB die a, fUir Zeiten vor der ersten Beobachtung Y; Null sind: a, = 0
fur t < 1, lautet diese Matrix (s. Revenstorf & Keeser, 1978).

1 0 0 0...0/1
8, 1 0 0...0]2
_1 e o 1 0...0 | .
3.1.15 A= 1 1
(G119 6 6 o 1
orteltel ... 1| T

Zur Hypothesentestung werden wieder zwei Regressionen gerechnet. Fiir das
volle Modell mit dem Ansatz:

Y]+ 1 0 L 2
Y;‘ (1 + 61) 0 ) a;
Phase A | Y7 (1+6,+ 69 0 .
Y (1+6,+...+077 0 a,
(3.1.163) = : +
:+1 (1 +61+ ...... +e?_1+8?) 1 2n+1
T2 1+0,+..... +07+07Hi(1+0) :
Phase B | . . .
Y+ L(l F 0,4 e Ol ) i1+6,+...+06 " ar
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oder kurz

(3.1.16b)  y* = (X7 |X§)<Ig> +ayol

mit Fehlerquadratsumme

(3.1.17) FY(L,8,01) = ayolavol

und fir das reduzierte Modell:

(3.1.18) Yy = (XYL + a4

mit Fehlerquadratsumme:

(3.1.19) a,'a, = F{(L,0,)

Die Nullhypothese & = 0 wird mit dem ublichen F-Bruch getestet:

(F: - F)/dfy _ (FI - F)/2-1) _ ,

(3.1.20) Faae = —mr—ayar, == mr=a 0

Glass, Willson & Gottman (1975, S. 125ff.) bringen als Beispiel fir ein Zeitrei-
henexperiment mit AB-Phasen eine Interventionsevaluation, bei dem die Zeit-
reihe des stérenden Schilerverhaltens einem ARIMA(0,0,1)-Prozel folgte
(s. Figur 3.1.3). Nach dem 21. Tag wurde versucht, das Schulerverhalten zu
andern (Hall et al., 1971). Die geschatzten Parameterwerte betrugen L=
19.24, & = -14.29, 0, = -.34 und der ty-3s = [F135]"> Wert belief sich auf
-16.39, was hoch signifikant war.

25~

20

15~ BASELINE PRAISE PLUS
A FAVORITE
ACTIVITY

! 1 ] 1 1 | I 1
0 S 10 15 20 25 30 35 40

DAYS

NUMBER OF TALK OQUTS
o
T

Fig. 3.1.3: Anzahl von Unterrichtsstérungen durch Schwatzen der Schiler vor und
nach Interventionsbeginn
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Folgen die Rohdaten einem autoregressiven Proze3 1. Ordnung (s. 2.8d, 2.9a)
ARIMA(1,0,0) ist das Zeitreihenmodell vor der Intervention:

(3.1.21a) Y- L=¢(Y-; — L) + a —-1l<gp <1
a, ~ N(0,0®) weiRes Rau-
schen
t=1,..., N;=n

oder

(3121b) Yt = cplYt-—1+L(1—q)l) + N

und das Modell nach dem Interventionsbeginn
(3.1.223) Y, —(L+8) = @(Y——(L+9)) + a
oder

(3.1.22b) Y. = @Y +(L+0)(1-¢,) + a,

Auch hier ist wieder eine neue Zeitreihe YT = f(Y,) gesucht, die nicht mehr von
den das allgemeine lineare Modell stérenden Y,., abhéngt. Die gesuchte Trans-
formationsmatrix ist (bei Annahme, dafd die a, = O fur t < 1 und Y, = L; s.
Revenstorff & Keeser, 1978, S. 20).

1 0 0...... 01
-, 1 O...... 0] 2
0 - 1...... 0

(3.1.23) A=

0 0 0..0-¢1|T

und das volle Modell fur den Test auf H,: 8 = 0

YT 1 0 . L a4y
Y3 (1-g) 0 d| |a
Y, (I—q) 0 a,
(3.1.24) = I
n+l (1 - CP1) 1 An4q
. a2 (I+q) (1) 3042
Yi (I—q) (1-q) ar
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Auch hierfur geben Glass, Willson & Gottman (1975) ein Beispiel (Figur
3.1.4). Die Daten stammen aus dem Projekt ,,Whistlestop“. Zwischen April
1969 und September 1973 wurde die Zahl der Uberfélle im Hyde-Park (Chica-
go) registriert. Die ,,Intervention" bestand darin, an die Birger Pfeifen auszu-
teilen, mit denen sie im Notfall die Polizei um Hilfe pfeifen konnten. Die
Zeitreihe laRt sich mit einem ARIMA(1,0,0)-Proze3 beschreiben. Die ge-
schatzten Parameter betrugen [. = 64.52, § = -5.41, ¢, = .50. Der t-Wert
belief sich auf ty = -.72 und war somit nicht signifikant, d.h.: das Austeilen
der Pfeifen hat die Zahl der Uberfalle nicht signifikant reduziert.

100~
90—
80—
70—
60 |—
50 —
40—

| | | 1 | |

Fig. 3.1.4: Zahl der Uberfélle pro Monat zwischen April 1969 und September 1973 im
Hyde-Park, Chicago, vor und wahrend Projekt ,,Whistlestop*

Zum Schluf3 soll an einem ARIMA(0,1,1)-Proze? der Rohdaten das dritte
Beispiel eines Hypothesentests bezuglich des Niveaus der Zeitreihe demon-
striert werden. Gottman & Glass (1978) untersuchten, ob der Wert auf einer
,lrritierbarkeitsskala® am Anfang der Menstruationsperiode einer Frau signifi-
kant von den Werten vor und nach dem Anfang der Menstruationsperiode
abweicht. Die Rohdaten sind in Figur (3.1.5) dargestellt. Wirden die Residuen
unabhéngig von einander sein, kénnte man mit einer Modifikation des allge-
meinen linearen Modells (3.1.2), (3.1.4) und (3.1.6) diese Hypothese testen.
Das volle Modell hatte dann die Form (3.1.25a) (S. 302)

oder kurz:

(3.1.25b) y = (X, | X2) (E;) + &

und das reduzierte Modell wirde sich formulieren lassen als:
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Y, 1o | | B
Y, 10 B,
1 0
3.1.25
( a) Y14 = 1 1 +
Y 1 1 &
Y, 1 0
Y, 1 0
(3.1.26) y=X) b =e

Die Hypothese wiirde dann Uber den F-Bruch

_ (B -Fyd _ FE-F/e-1)
(3.1.27) Fat,ar, = (2= 0.07dh, FI(T—2) = tif=32

getestet.

Jedoch erscheint die Zeitreihe nichtstationar. Das Niveau wandert erheblich
wahrend der ersten 13 Tage. Werden dagegen die Daten differenziert, d.h.
y.—Y¥.—1 gebildet, scheint nach dem Autokorrelationsmuster ein ARIMA-
(0,1,1)-ProzeR vorzuliegen. Nach dem ARIMA(0,1,1)-Prozel werden die Da-
ten y, nach folgendem Modell vor der ,Intervention“ (hier: Anfang der Men-
struation) erzeugt:

(3.1.283) (1_B)YE =YV Y1 T =612 + a -1<8 <1
a, ~ N(0,0%) weiRes
Rauschen
A = 0
v.=Y, - L
oder:
(3128b) Yt = L + (1_61)(31+32+...+at_1) + A Yo = L

und wéhrend der ,Intervention® (Menstruation) nach
(3129) Y[ =L+d8+ (1—91)(a1+a2+...+at_1) + e

Fur die Auswertung nach dem allgemeinen linearen Modell stért, dall Y, auch
von Y,_; und a,_; abhangt.
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Das volle Modell lautet dann (Glass, Willson & Gottman, 1978, S. 316):

YT 1 0 L ay
sz+ 61 0 6 'az
. 9% 0 a3
: 8> o0
(3.1.30a) = +
i G
is 6 6
oder kurz Yi, TR
Y3+4 6%3 0 A34
(3.1.30b) Yy =X XHE) +a
4 - F_‘
~
- 3 B
3
o
g
E
=T
1 -
[ T S G T NS U NS (0 N N N A SN SN A NN U AN N NN SN SN N N W Y D N N N W
Days

Fig. 3.1.5. Selbsteinschédtzung der ,, Irritierbarkeit” einer Frau vor, wahrend und nach
dem Menstruationsbeginn

Als Schéatzungen fir die Parameter geben Gottman Glass (1978) an: L=

1.04, § = 1.21, §, = .14. Der t-Wert ist ty, = F { 3p = 334 und somit

signifikant. Andere Designmatrizen mit bis zu 5 Spalten in der Designmatrix X
finden sich bei Meier (1981).
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3.1.3 Verteilungsgebundene Prifverfahren: Interventionsanalyse mit dem
Transfermodell von Box & Tiao (1975)

Wahrend der Ansatz von Box & Tiao (1965) und Glass et al. (1975) stark am
allgemeinen linearen Modell orientiert war, haben Box & Tiao (1975) die
Interventionskomponente konsequent in das Zeitreihenmodell integriert.

Das Modell kennt drei Variablensétze: (a) die Interventionsvariable I,, die zu
bestimmten a priori festgelegten Zeitpunkten die Werte 0 und 1 annimmt, je
nachdem ein Interventionseffekt ,,ein* oder ,,aus* geschaltet wird, (b) die
Effektvariable Y;, die eine Folge dieser Intervention ist und (c) die beobachtba-
re Zeitreihe Y,, die einerseits durch die Effektvariable Y* andererseits durch
anderweitige - nicht kontrollierte - EinflUsse gepragt wird:

v — {Interventionseffekte } + {nichtkontrollierte Effekte }
‘ Y. N,

Y* stellt gewissermallen das Niveau der Zeitreihe dar, das durch Handlungen
des Experimentators hergestellt werden kann. Dieses durch Interventionen
hergestellte Niveau, wird dann durch andere weitere Einfllsse, die nicht unter
Kontrolle stehen, Uberlagert. Diese unkontrollierten Einfllisse werden in N,
zusammengefat und lassen sich durch ein ARIMA(p,d,q) (P,D,Q),-Modell
repréasentieren.

Bei der Interventionsanalyse besteht die Aufgabe, Y, wieder in in Y;und N, zu
zerlegen und die Parameter des Prozesses Y, zu schatzen. Diese Parameter
kdnnen als Effektparameter interpretiert und auf Signifikanz geprift werden.
Héatte Hilgard (1933) in einem Experiment zur Zwillingsforschung (s. Figur
3.1.6) schon das Methodeninstrumentarium der Interventionsanalyse gekannt
und verwendet, hatte er die Zeitreihen Y,c, Y,r (durchgezeichnet) zerlegen
miissen in einen Interventionsanteil Y, und die nicht durch Intervention zu-
stande gekommene Komponente N,. In diesem Fall wéare der natirliche Reife-
prozelR jedes Kindes (punktierte Linie) als deterministischer Trend in dem
ARIMA(p,d,q) (P,D,Q),-Modell der N-Komponente zu interpretieren. Der
ProzeR fur NN, sollte mit den Preinterventionsdaten geschatzt werden (S. 305).

Betrachten wir zunadchst das Zeitreihenmodell des Interventionseffektes. In
einem ABAB-Design, das sich Uber 20 Tage erstreckt, wird die Interventions-
variable zweimal eingeschaltet (,,Stufenimpuls”):

t=123456 789 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
AAAAABBBBIBAAAAADB B B B B
L=0000O0OM®KMNMDMNMDnMKM®T O O O0OO0OTO0O 1 1 1 1 1
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4 —
Tests o
Period of intensive training e
3 Period of no training

Digits correct
N

1TwinC eveveeeass 3o
"';J‘.a-t;u'afmna‘ trend
ll_ooL
0 2 " L N . . . L N !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time in weeks

Fig. 3.1.6: Zeitreihenexperiment von Hilgard (1933) mit eineiigen Zwillingen und
nichtkontrollierbarem Trend N,

Vermutet man, daB die Intervention eine abrupte Verénderung von Y,
(Sprung) ohne Zeitverzogerung hervorrufen wiirde und da® Y, nur von einem
ganz bestimmten Zeitindex I,_, abhangt, verwenden wir die Transferfunktion
0. Ordnung (Figur 3.1.7a), wenn keine Zeitverzégerung des Interventionsef-
fektes vorliegt (S. 306f.).

(3.1.32) Y = wy I,
oder wenn sich die Intervention b Zeitpunkte spéter auswirkt (Figur 3.1.7b):
(3.1.33) Y: = wo Ly

Ist die N,-Komponente nichtstationar, verlauft das Niveau der Zeitreihe na-
turlich anders. So haben wir unter der Annahme, daR N, einem linearen deter-
ministischen Trend folgt, fur die Niveaus der Zeitreihe E(Y, | t) den Verlauf in
Figur 3.1.7c.

Tritt der Effekt auf Y; vermutlich nicht plétzlich ein, sondern steigt nur all-
mahlich an, benétigt man die Transferfunktion 1. Ordnung (Figur 3.7d,e).
Liegt keine Verzdgerung der Intervention vor, ist diese:

(3134a) Y: = 61Y:_1 +(DOIt oder (1—61B) Y; = (DOIt
oder
(3.1.34b) Y = Do 1,

(1-5.B)
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— 1 Stepinput I,
18 -
1 i+1 1+2 0
1
Wo
Q) Yr N ) Yr=wl,
i1+l i+
Wo
Y = wele-;
E(Y|t) bei nichtstationirem N,
5 Wg =
Y - - Y= I, 61 =1
Y 1+l 142 ‘ (1-B)
ANV
w, v _ W
w148, +81+8+8) Y=
(1-5,) (1-3,B)
Wo(1+0,+ &7
0<d <1
C) d k i ‘ l AN~
1i+1 142 ©
i
Wg _ [
= I 6 =0
f 4 L } _ t 1
) 1oitl i+2 (1-3,B)
w { Wo— Wy
° = _
g) L ¢ = (- oB)L

1 1+1 1+2

Ly
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I 1 Pulsinput
.0 AL =(1-B)],

i

IS
h) Y¥

it 2 =0 Y{ = weAL = an(1-B)L,
D) Yri ' e Y = woAlL; = wp(1-B)I,_
11 1

= og(1=B)BL,
Wo
E(Y#|t) bei N, mit
VECY e — i+2 deterministischem
Ve % linearen Trend

bei 61 = 1
W yr=—" 4l
R} g — 05
i i+1 142
= (1 B) (1-B)L, = wyl,
- yi=—Y AJ 0<d <1
' (1—613)
— % (1-B)
1 - (
) P it1 042 - BB)
bei 61 =0:
Wo
M) im—— ) ) L Yi="_®0 Ay
ioi+1i+2 (1-9,B)
= wo(1-B)I
Wo
B
n) [ L . . L ) L s J Yt'é = ((DO—(D‘B)AI(
1 o1+1 142 = (we—w,B)(1-B)I,

Fig. 3.1.7a-n: Verlaufe der abh&ngigen Zeitreihe, die nur durch die Interventionen
,Stepinput“ und ,,Pulsinput* erzwungen werden. Diese deterministi-
schen Verlaufe werden von nichtkontrollierbaren stochastischen Pro-
zessen Uberlagert.
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bzw. mit Verzdégerung des Interventionseffektes:

Wo

J RN (s. Fig. 3.1.7¢)

Bei §, = 0 reduziert sich die Transferfunktion 1. Ordnung auf die der nullten
Ordnung (Sprung von Y; um 1 (s. Figur 3.1.7f und a). Ist dagegen &, = 1,
haben wir

(3.1.360) (1 = B)Y, = ol,
oder
(3.1.36D) Y. = Yoo + ool

und damit einen nicht gedampften Anstieg (Figur 3.1.7d). Die Stabilitatsgren-
zen des Transfermodells sind daher -1 < 8; < +1. Da das Transfermodell
(3.1.34) eine Differenzengleichung 1. Ordnung ist, berechnet sich Y, fur die
Interventionsperiode (alle I, = 1) als Losung der Differenzengleichung (3.1.34)
zu:

n n
Yin = Z 3% we = wy Zélk 1 = Interventionsbeginn
k=0 k=0 L=1furt=i

mit asymptotischem Niveau (s.a. Figur 3.1.7¢)

©

Yoc = (DOZ@k -

Wo
1_61

firr | 8,] <1

Hat man dagegen die Hypothese, dal Yj nach dem Beginn der Intervention
plétzlich anschnellt, um dann mehr oder minder schnell abzufallen, kann man
die Transferfunktion 1. Ordnung beibehalten. Jedoch ist jetzt die Interven-
tionsvariable I, zu differenzieren. Das bedeutet inhaltlich: Y; reagiert jetzt nur
noch auf Veranderungen der Interventionsvariablen I.. Die Differenzierung
liefert (1 —B)I,, der nicht mehr ein ,,Stufen-“ sondern ein ,,Pulsimpuls® ist:

AAAAABBBIBB
0o 000011111 I, ,Stufenimpuls®
0000010000 1-BL=1I-1I. ,Pulsimpuls®

(1 — B)I, nimmt nur zu Beginn einer Intervention den Wert 1 an. Es lassen sich
jetzt eine Reihe von hypothetischen Effektverldaufen Y, darstellen (s. Figur
3.1.7h-n).
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Ist im Modell
(3.1.37a) (1 — 8;B)Y; = we(1—B)I,
oder
Wy
= — — B)L
(3.1.37b) Y, T = 5.8 (1 ),

8, = 1, kirzen sich die Operatoren (1 - B) weg und es ist Y; = wol,. Man
erhdlt dann wieder die Transferfunktion 0. Ordnung (= abrupter Sprung)
(Figur 3.1.7k).

Das allgemeine Transfermodell
(3138 Yi— 8, Y i =8, Y o= .. = 8.Y = wolip ~ 0]y T — @

lakt sich mit Hilfe der Backshiftoperatoren verkirzt schreiben als

(3.1.38b) (1-8B—...—8B)Y, = (wy — 0B —...— 0B,
oder

(3.1.38¢) 3(B)Y; = o(B)_y

oder

(3.1.38d) Y; - i”%) | % .

Dabei spiegeln die Indices r, s das ,,Gedéchtnis* der Interventionskomponente
wider.

Das Transferfunktionsmodell ist stabil (d.h. explodiert nicht), wenn die Betra-
ge der reellen oder komplexen Wurzeln B; des Polynoms

(3.1.39) (1-8B—...—8B)=0

groRer als 1 sind. Die Stabilitatsgrenzen entsprechen numerisch den Grenzen
der Stationaritat von autoregressiven Prozessen. Fir die Transferfunktion 2.
Ordnung

(3.1.40) (1 -8B — 8,B)Y, = wol,
missen die Parameter in folgenden Grenzen liegen:

3+ 06, <+1
62_ 61 < +1
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Nur dann sind die Wurzeln B; des Polynoms (1 — ;B — &,B?) = 0 vom Betrag
lBi |> 1, wobei sich die Wurzeln berechnen nach

B = 8, V82 +48,
i 29,

Halt man die Interventionsvariable 1, nach dem Zeitpunkt t=i konstant auf
dem Wert 1 (Stepimpuls), ist fur die Interventionskomponente Y, folgendes
Niveau zu erwarten:

(g —w; —...— w;) _ w(B)-1

(3.1.42) Y. = 1-08 —..—8) oB) 1

Liegen k Interventionsvariable gleichzeitig vor, kann man das Modell fur die
erzwungene Zeitreihe (3.1.38) im Sinne einer multifaktoriellen Varianzanalyse
bzw. des multiplen Transfermodells (2.65) zum multiplen Interventionsmodell
umformulieren:

sk om
(3.1.42) Y= )Y = Z( 5;((13)) ) L
=1

=1
So kann man sich in einem Wahrnehmungsexperiment, das den Effekt eines
Tranquilizers auf die Wahrnehmungsgeschwindigkeit messen soll, den experi-
mentellen Effekt Y, aus zwei Komponenten zusammengesetzt denken:

(3.1.43) Y =Yy + Yo = (1) + g(la)
Tranquilizergabe 1
(Stepinput) . N
. 11[ L L 1 ! 1 0
Veranderung der experi- r 1
mentellen  Situation L ) ) .
(Pulsnput) T, = (1 —B)I,, x — 0
) Y
1. Effekt: Verédnderung
der Wahrnehmungsge- }
schwindigkeit durch I;, . ) . , . , .
2. Effekt: Veréanderung Wi

der Wahrnehmungsge-
schwindigkeit durch
Sensibilisierung des Pb

auf die Veranderung der Y7
experimentellen Situation

3. Resultante Y} : : : . ! ' : !

Fig. 3.1.8: Zusammensetzung des deterministischen Tells der Zeitreihe Y,
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Als Ergebnis der experimentellen Faktoren erwarten wir einen langsamen Ab-
fall der Wahrnehmungsgeschwindigkeit. Zu dem determinierten Verlauf Y,
addiert sich dann die Zeitreihe N, zur beobachteten Zeitreihe Y ,:

100
[
8 +
g
.
Q
Y N,

w01

F + + ' + + + + —+
0 15 0 us 60 3 %0 108 120

DAYS

Fig. 3.1.9: Wahrnehmungsgeschwindigkeit vor und wéhrend der Medikamentengabe
(Interventionsbeginn i=61)

Mit Hilfe der preexperimentellen Daten 3Rt sich der N,-Prozefl schatzen
(McCleary & Hay, 1980):

- (1 - 77B) bzw .- Nt - Nl—l = a; — .77at_.1

Nt (1 - B) & . Nt = Nt—l + a, — .77at_1

so dal das vollstéandige Interventionsmodell folgende Form annimmt

W30

Y. = Y:lét + Y;t + N, = oyl +(1——6213) L, + N,
mit Schatzungen:
. 18.05 (1 —.77%B) 0 t<1
Y. = -288Y,+—---—"-1-B)I, +— """~ =
¢ (1—.51B)( ) (1 — B) ' ¢ {1 1=t

*signifikant N,
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In Feldstudien hat man natirlich die exogene Variable I, nicht unter direkter
Kontrolle. So kann man nur Vermutungen anstellen, ob z.B. eine Katastrophe
oder Olpreiserhohung eine plétzliche oder eine allmahliche Anderung in Y,
erzwingt. Beobachten kann man nur Y,. I, bleibt im Gegensatz zum Experi-
ment unbekannt. Fir solche Ex-Post-Datenanalyse, die dem Vorgehen eines
Historikers beim Aktenstudium nicht undhnlich ist, empfiehlt es sich folgende
Modellfolge zu schétzen und deren Parameterzahl sukzessive zu reduzieren

(Tabelle 3.1.2):

Tabelle 3.1.2: Abfolge zur Prifung von einfachen Interventionsmodellen:

Schitzung des ARIMA (p, d, q) (P, D, Q),-Modells von N, mit den Priinter-
ventionsdaten
Schitzung von Y, = q U)g B (1-B) I,_, + N,; dabei werden die N,-Parameter
— Uy

festgehalten

ja: o, =1 nein:

permanenter flichtiger

Effekt (s. Fig. 3.1.7k) Effekt

Schitzung von ja: 8, ~0 néin:

) Impu allmihlich

Y, =—% 1, +N, antwort verschwindender

(1-5,B) Effekt

(s. Fig. 3.1.7m (s. Fig. 3.1.7))
ja: 6, =0 /nein:
plotzlich allmahlich

. N ./
eintretender eintretender
Effekt Effekt
(s. Fig. 3.1.71) (s- Fig. 3.1.7¢)
Schitzung von Es bleibt beim Schitzung von Es bleibt beim
Modell ' Modell
Y‘ = Y( =
’ Y. = 1-B
Yo=odo #+ N [P 1 4 N[ w(1-B)L_, + N, [20=B) N
(s. Fig. 3.1.7a,b) | (1-8,B) (1-6,B)
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Ein Beispiel fiur eine Feldstudie mit einer hypothetisch angenommenen dop-
pelten Interventionsvariablen bezieht sich auf eine Untersuchung von Hibbs
(1977) zum Einflul von Regierungswechsel (1. Interventionsvariable) und ver-
anderter Sozialgesetzgebung (2. Interventionsvariable) auf die Zeitreihe Y, der
Arbeitslosigkeit in England.

Die Zeitreihe der prozentualen Arbeitslosigkeit findet sich in Figur 3.1.12. Die
nichtstationare N,-Komponente wurde mit einem ARIMA(1,0,0)(0,1,1),-Pro-
zel3 gefittet (s.a. 2.25a).

90+at

(3.1.44) N, = T= B0 = oB)

Das vollstandige Transfermodell sah folgendermaflen aus:

W10 W20
Y. = Prozentsatz der Arbeitslosen pro Quartal

(3.1.45) Y. = G + C + N,

-1: Labourregierung
+1: konserv. Regierung

0 : Zet vor 1966

1: Zeit nach 1965 mit
veranderter Sozial-
gesetzgebung

G, = Interventionsvariable I;, mit den Werten

C, = Interventionsvariable I,, mit den Werten

Hibbs nahm folgenden Verlauf fir Yz, = g(I2) an (Figur 3.1.10 und 3.1.7€)

1.00
0.88 - _ o —
/'/'i
Yé:t = g(IZI) 0.75 A
=g(C)
0.63
0.50

0 2 4 6 8 10

Fig. 3.1.10: Erwartete Niveauveranderung der Zeitreihe Y5, die nur durch die verdn-
derte Sozialgesetzgebung ab 1965 bestimmt wére

und folgenden Verlauf fur Y. (Figur 3.1.11 und 3.1.7e).
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Yl( = f(Ilt)
={G)

Fig. 3.1.1
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0.60 7
|
|
Labour government :
0.30 + !
|
|
|
|
0.00 - |
l
|
t
~0.30 )

| Conservative government
|
|
I
|

—060 T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

. Erwartete Niveauveranderung der Zeitreihe Yj,, die nur durch den Regie-

rungswechsel  bestimmt wére

Ein Vergleich mit Figur 3.1.12 zeigt die gute Datenanpassung des Modells

Percent of Unemployment

Fig.

4.5
Actual eesses
Predicted
3.4 4
2.3+
Conservative
government
RN
Labour Unemployment
Labour . Conservative government compensation
government | government '
0.0 T T T T T T 4 T
1948 1951 1954 1957 1960 1963 1966 1969 1972 1975
3.1.12: Tatséchliche und mit Transfermodell vorhergesagte Arbeitsosenquote in

England zwischen 1948 und 1973

Mit den Parametern des Transfermodells lassen sich Effekte isolieren, die im
., Zick-Zack" der Zeitreihe nicht zu erkennen sind.

Wirde z.B. 1; konstant auf -1 gesetzt (Labour immer an der Regierung),
miikte das Niveau der Zeitreihe Y; um w/(1—9;) sinken. Beim Wechsel der
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Regierungsmacht auf die Konservativen wére ein Anstieg um den gleichen
Betrag zu erwarten, wenn alle anderen Variablen sich nicht &ndern wirden
(Figur 3.1.11). Der isolierte EinfluR der Gesetzgebung auf die Arbeitslosen-
quote wiirde sich auf lange Sicht mit einem Anstieg um ,,/(1—98,) auf das
Niveau Y, der Zeitreihe auswirken (s.a. Figur 3.1.10).

Allgemein lassen sich Transfer- und N,-Modelle folgendermaRen kombinie-
ren: gilt fur den Interventionseffekt z.B. das Transfermodell

(3.1.46) Y: = (0, — oB)I,

und fir das Modell N,, das keine Interventionseffekte enthélt, ein ARIMA
(0’1’1)(0a1)1)12:

(3.1.47a) (1 — B)(1 — BN, = (1 — 6,B)(1 — 6,,B)a,
bzw.

_ (1 - BlB)(l - 612]312)
(3.1.47b) N, = (1 — B)(I — Blz) a,

ergibt die Kombination von (3.1.46) und (3.1.47) das vollstandige Interven-
tionsmodel|
(- elB)(l — 612312)

(1- B)(1 - BZ) ™

(3.1.48) Y, = (wy ~ oB)I; +

Auf Querverbindungen zwischen den Modellen in Kapitel 3.1.2 und 3.1.3
weisen Mobus, Goricke & Kroéh (1982) hin.

3.2 N > 1 Quasiexperimentelle Zeitrethendesigns
(univariater Fall fur eine Gruppe)

32IN>T,M=1, G =1

Stehen fur jeden Melzeitpunkt mehrere Personen zur Verfiigung, liegt eine
Zeitreihe von Querschnitten vor. Das quasiexperimentelle Zeitreihendesign
mit N > 1 188t sich damit einordnen in die ,,Profilanalyse” oder die ,,Wachs-
tumskurvenanalyse* einer Gruppe (s. a. Kap. 5). Auswertungsvorschlage hier-
zu legten (Algina & Swaminathan, 1977, 1979a, 1979b; Grizzle & Allen, 1969;
Khatri, 1966; Marmor & Marmor, 1978; Morrison, 1967; Potthoff & Roy,
1964; Rao, 1959, 1965, 1966, 1967; Simonton, 1977; Swaminathan & Algina,
1977; Timm, 1975) vor.

Wird die Folge der Mittelwerte auf Interventionseffekte Uberprift, sind u.a.
zwei Nullhypothesen denkbar, die das Fehlen eines solchen Effektes postu-
lieren :
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H,,: ,,ale Mittelwerte liegen auf einer waagrechten Linie"*
H,,: ,,alle Mittelwerte liegen auf einer geraden Linie"

Die Uberprifung kann im Rahmen des allgemeinen linearen Modells (5.42)

erfolgen:

(3.2.1) NYT = nXBr + nEt

wobei:

N =Zahl der Personen

G =Zahl der Gruppen (in 5.42 und bei Timm mit | be-
zeichnet)

T = Zahl der Zetpunkte (in 542 und bel Timm mit q ge-
schrieben)

Y = Rohdatenmatrix der abhdngigen Variablen

X= Designmatrix fur das Design ,,zwischen den Gruppen®.
Da wir hier nur eine Gruppe betrachten, ist X ein Spal-
tenvektor mit Komponenten gleich ‘1'.

B = Parametermatrix mit Regressionskoeffizienten. Da wir
hier nur eine Gruppe betrachten, ist B gleich einem Zei-
lenvektor ;ur mit Populationsmittelwerten.

E = Fehlermatrix

Jede Zeile von Y verteilt sich unabhéngig normal mit Erwartungswertvektor g’
und Kovarianzmatrix 2, so dal

E(nY1) = nXgBr = nXw'rund cov(nY1) = nIn @ 127

wobei das Kroneckerprodukt z.B. bei Timm (1975,
S. 30) erklart ist.

Die Nullhypothesen Hg;, Hy, lassen sich als Matrixgleichung formulieren:

(3.2.2) 1CiBrAy = [u
wobei: C = Hypothesenmatrix fir Vergleiche ,,zwischen den Grup-

pen* bzw. den Zeilen der Parametermatrix B (hier ist
1Cr = 1)

A = Hypothesenmatrix fur die Vergleiche ,,innerhalb der

Gruppen“ bzw. den Spalten der Parametermatrix oder
»2vischen den Zeitpunkten®

I' = rechte Seiten der Hypothesengleichung. Meistens wird

I' = 0 gesetzt.

Die Nullhypothese Hy, ,,ale Mittelwerte liegen auf einer waagrechten Linie"

lakt sich als Sammlung von H=(T-1) Einzelhypothesen

Wi =t =0
(3.2.39) My —u; =0

Ur-y —ur =0
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1 0 0
-1 1
o -1
oder nach (3.2.2) als Matrixgleichung
, 0 0 -1
WAy = 0n
(3.2.3b) bzw. W M2 ... U 0 0...... 0
1BrAy = 10y

formulieren. Ahnlich verhélt es sich mit der Nullhypothese Hg, ,,ale Mittel-
werte liegen auf einer geraden Linie“. Dieses bedeutet, dal} die Differenzen
benachbarter Mittelwerte einander gleich sind. Auch hier kénnen die
H=(T-2) Einzelhypothesen

W — M2 =t — WU W — 2U2 + p3 =0
(3.2.49) Mo — Us = W3 — W4 oder M, — 243 + py =0
UT-2 = Wr-1 = Wr—1 — Wt Uroz — 20— + ur =0

nach (3.2.2) als Matrixgleichung geschrieben werden:

1 0 0
_ 1 :

1 =2
0 1 1
l,uTAH = lOH 1

(3.2.4b) bzw.
0 0...... 0
\BrAn = 04 Uy W wr

Zur Prifung der Nullhypothesen kann man mehrere Kriterien verwenden. Die
gebrauchlichsten sind Wilks Lambda und Hotelling's T? (s. Timm, S. 230).
Verwendet man Wilks A, muR die Nullhypothese verworfen werden, wenn

| Quan |
(3.2.5) A =——< Usdf, =t dfy = 1. dfs = N — 1
| Qrestr |
wobei | Quon | = Determinante der Kreuzproduktmatrix (= generali-

sierte Fehlervarianz) der Fehler des vollen - nicht
eingeschrankten - Modells

| Qrer | = generalisierte Fehlervarianz des eingeschrankten
Modéls (Modell unter Hg)

(Quuot = A'Y'[I = X(X'X)7'X'|YA = E'E

Qe = Quon + A'B’X'XBA mit B = (X'X)'X'Y = iy
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Die gleichen Hypothesen lassen sich auch mit Hotelling's T2 prifen. Die
Nullhypothesen werden verworfen, wenn (Timm, S. 231)

(3.2.6) T? = Nyt An(At StA)u At 51 > Toar, - mds, = N — 1
wobei: y1 = F1:¥2- - >yr) = Vektor mit Stichprobenmittel-
werten
N
B 1 } o, . .
Sp = WZ (i—y) (—y)" = Kovarianzmatrix
1=1

der Zeitpunkte

Wird die Nullhypothese (3.2.4) beibehalten, ist ein Interventionseffekt un-
wahrscheinlich. Es kann aber ein deterministischer linearer Trend vorliegen.
Mul3 dagegen die Nullhypothese verworfen werden, kann das an einem nicht-
linearen Trend oder an einem signifikanten Effekt liegen.

Nehmen wir z.B. folgendes Beispiel (Algina & Swaminathan, 1977). Das
guasiexperimentelle Zeitreihendesign umfafdt zwei A- und B-Phasen. Kova-

rianzmatrix S und Mittelwertsvektor y sind in Tabelle 3.2.1 aufgefihrt.

Tabelle 3.2.1: Kovarianzmatrix und Mittelwertsvektor in einem Zeitreihen-
design

A, A, A, A, As B, B, B, B, B,
A, 1.210
A, 425 1.254
A, 849 694 1.690
A, 599 511  .873 1.822
A, 624 252 643 514 960
B, 492 284 522 362 .236 2.560
B, 592 275 588 403 335 .696 1.440
B, .268 174 314 303 164 746  .698 1.690
B, .466 263 496 .368 218 508 .737 .780 1.960
B, 264 194 240 .089 092 499 735 492 .505 1.440

y’ = [102 106 109 115 119 132 142 149 159 16.8]

Die Nullhypothese ,,ale Mittelwerte liegen auf einer geraden Linie* (3.2.4)
fuhrt zu einem Hotelling's T? (3.2.6)

T? = 74.25 > Tyo141,-s, df,—30 = 33.9

Daher wird die Nullhypothese verworfen. AnschlieRend stellt sich die Aufga-
be, genauere Hypothesen Uber den Mittelwertsverlauf aufzustellen und zu
testen. Entsprechend einem Vorschlag von Potthoff & Roy (1964) wird das
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allgemeine Modell (3.2.1) durch die Nachmultiplikation mit der Designmatrix
,,innerhalb der Personen“ bzw. ,,zwischen den Zeitpunkten“ verandert zu
(sa. 5.41)

(3.2.7) Y1 = X BrPr + nEr (P wird in (5.41) und bei Timm mit Q
bezeichnet)
mit cov (Y) = (In®21 (R gibt die Zahl von Trendkompo-
nenten: konstlin.quadr . . . an)

N
" (3i—7) (3i—7)'. Es ist dabei zu beach-

i=1

Eine Schatzung fur 2 ist S = ~N-1
ten, dall B in (3.2.7) bei R < T und P # | nicht mehr wie in (3.2.1) die
Populationsmittelwerte enthélt, sondern grundlegendere Basisparameter, die
die Unterschiede zwischen den Populationsmittelwerten beschreiben. Die Ma-
trix P kann dabei verschiedene Formen je nach spezifiziertem Zeitreihendesign
annehmen. So kann P eine Vandermode-Matrix (s. Timm, S. 500), eine Matrix
mit Koeffizienten orthogonaler Polynome (s. Winer, 1971, S. 878) oder eine
Matrix mit normierten orthogonalen Polynomen sein.

Wir wahlen hierzu ein kleines Beispiel mit N=5 und T=3

2 4 7 1
2 6 10 1
NYr=1]3 7 10 | nX;= |1 1Br = [b; b, b;]
7 9 11 1
6 9 12 1
owr= [ 4 7 10 ]
Ist P, eine Vandermonde-Matrix
Zeitpunkte —
1 1 1 konstanter
rRPiT = 1 2 3 linearer Trend
1 4 9 quadratischer

ist der erwartete Mittelwertsvektor fur die drei Zeitpunkte

1N~ 1\~ 0
{E(Y)r=BirPir = by (i) + by, <§> + by; <;>
Ist dagegen P, eine Matrix mit Koeffizienten orthogonaler Polynome,

Zeitpunkte —
1 1 1| konstanter
rPor = —1 0 1| linearer Trend
1—-2 1] quadratischer
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so ist der erwartete Mittelwertsvektor fir die drei Zeitpunkte
+1\ 7 -1\7 1\
{E(Y)r =1BorPor = by (i{) + ba, (ff) + b <_f>

Ist P; eine Matrix mit normierten Koeffizienten orthogonaler Polynome, so dafR

Zeitpunkte —
577350 577350 .577350 | konstanter
Pt - —.707107 .000000 .707107 | linearer Trend
408248 —.816497 408248 | quadratischer

ist der erwartete Mittelwertsvektor fir die drei Zeitpunkte

{E(T)t =1BsrPsr = by G§> + bs, (;é)/ + bss <_E§)’

Ist der Trend vollstandig spezifiziert, ist der Grad des Polynoms (T-1). Dann
ist R=T und die Matrix P quadratisch. In diesem Fall und wenn P invertierbar
ist, gestaltet sich die Schatzung der Regressionskoeffizienten besonders ein-
fach. Die Schatzungen lassen sich nach der Methode der kleinsten Quadrate
berechnen:

(3.2.82) far Py: By = (X'X)7'X'YP,”' = 5'P,"'=[1.00 3.00 0.00]
(3.2.8b) fur P,: By = (X'X)"'X'YP,™' = 5'P,7'=[7.00 3.00 0.00]
(3.2.8¢) fir Py By = (X'X)"'X'YP; = 3'Py’ =[12.12 4.24 0.00]

Hypothesen tber B werden dann wieder wie unter (3.2.2) geprift mit
(3.2.9) 1C1BrAy = 1[Iy

Die dazugehdrigen generalisierten Fehlervarianzen bestimmen sich nach
(3.2.109) | Quon | = | APVY[I-X(X'X)'X']YP'A |

(3.2.10b) | Quesee | = | Quan + (CBAY[C(X'X)"'C'7(CBA) |

Die Nullhypothese: ,,es liegt kein linearer oder quadratischer ‘Trend vor*,
fahrt zu folgender Hypothesengleichung (3.2.11) (S. 321).

Oft mulR aber R < T angenommen werden: die Zahl der Effekte, die die
Variation der Mittelwertsreihe beschreibt, ist kleiner als die Zahl der Zeit-
punkte. Hierdurch flieen schon in die Formulierung der Designmatrix P
Hypothesen ein, die auf ihre Berechtigung hin Uberprift werden mdissen.
Dieser nur im Falle R < T vorzuschaltende Hypothesentest ist als ,,test of the
fit of the model“ (Grizzle & Allen, 1969) bekannt geworden. Fir diese und die
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(32113) 1C1 83 Az = 1rz
o =
g . 3
S £ 3 0 0 | konst.
(3.2.11b) = T 11t o]ln.
b, b, bs 0 1}{quadr.=| 0 0

b, = Regressionskoeffizient fur Konstante
b, = Regressionskoeffizient fiir linearen Trend
b, = Regressionskoeffizient fur quadratischen Trend

321

weiteren Betrachtungen empfiehlt es sich, das Linearmodell (3.2.7) zu verein-

fachen. Multipliziert man beide Seiten von (3.2.7) mit ﬁ X' von links

1 , 1 , 1 ,
ﬁ (X\Yr) = ~N (X% X BxPr) + T\T (1XNET)
erhalt man
1
(3.2.123q) 1:)711“ = 1BRPT + 1(_,’!1' da: W X'X =1
bzw. transponiert:
ein Linearmodell in den Mittelwerten:
A, | 10.2 b, ]
A, 10.6 b,
A, 10.9
A, 11.5 bg
A 11.9
| 13.2
B, 14.2
B; 14.9
B, 15.9
B, t16.8_ ] ]

Je nach der Form der Zeitdesignmatrix P’ lassen sich jetzt verschiedene Mittel-

wertsverlaufe modellieren:
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a) das Modell einer permanenten Niveauveranderung:

A-Phase

B-Phase

1

]

b,
b,

10.2 1 0
. 1 0
1 0
13.2 . 1
. . 1
1 1
1 1

b) das Modell einer voribergehenden Niveauveranderung:

A-Phase

B-Phase

1

b,
b,

10.2 1 0
. 1 0
1 0
13.2 1 1
. 1 0
1 0

c) das Modell einer abklingenden Niveauverénderung

A-Phase

B-Phase

10.2 1 0
10.6 1 0
10.9 1 0
11.5 1 0
11.9 1 0
13.2 1 1
14.2 1 5
14.9 1 .25
15.9 1 .125
16.8 1 .0625

|

b,
b,
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d) das Modell mit héherem gemeinsamen Trend (lin., quadr., kub.)

10.2 1 -9 6 —42 b,

10.6 1 -7 2 14| | b
A-Phase 10.9 1 -5 -1 35 b,

11.5 1 -3 -3 31 b,

11.9 1 -1 -4 12

= +| e

13.2 1 1 —4 -12

14.2 1 3 -3 =31
B-Phase 14.9 1 5 -1 =35

15.9 1 7 2 —14

16.8 1 9 6 42

€) das Moddl mit Trends und Niveaudnderung (gemeins. lin. Trend)

10.2 1 -9 0 b,
10.6 1 -7 0 b,
A-Phase 10.9 1 -5 0 b,
11.5 1 -3 0
11.9 1 -1 0
= +|e
13.2 1 11
14.2 1 3 5
B-Phase 14.9 1 5 .25
15.9 1 7 .125
16.8 1 9 .0625

f) das Modell mit Strukturbruch (verédnderte Regressionen im Sinne einer neuen
Konstanten und Steigung)

10.2
10.6
A-Phase 10.9
11.5
11.9

=2
-1
0
1
2

—_ e e e
leNolNelNoNe)

N = O =N O OO OO

13.2
14.2
B-Phase 14.9
15.9
16.8

— e b

el olNelNelNe]
O O O OO




324 Claus Mdbus und Willi Nagl

g) das Modell mit verédnderten Trends, so daR R = 6 ist: bei Verwendung der
Vandermode-Matrix (links) und orthogonaler Polynome (rechts)

_ _ _ _
1 1 1 00 0 1-2 2 0 0 0
1 2 4 0 0 0 1-1-1 0 0 0
1 3 9 00 0 A-Phase | 1 0-2 0 0 ©
A-Phase | 4 4 10 o 0 0 1 1-1 0 0 0
1 525 0 0 0 1 2 2 0 0 0
=p =p
00 0 1t 1 1 0 0 0 1-2 2
00 0 1 2 4 0 0 0 1-1-1
000 1 3 9 B-Phase | 0 0 0 1 0 -2
B-Phase | o o o 1 4 16 00 0 1 1-1
00 0 1 525 00 0 1 2 2
1 r 1...r 1 r 1 r

Besitzen die A- und B-Phasen unterschiedliche Lange (z.B.: T,=5 und
Tz=6), dann kann das Modell mit veranderten nichtlinearen Trends folgender-
maRRen formuliert werden (h) (S. 325).

Sind die Trends fur A- und B-Phasen voll spezifiziert, so daR R = T, + Tg
wird P quadratisch von der Ordnung Ta + Tp (s. Modell i auf S. 325).

In diesem Fall ist aber der Vektor e = 0, weil sich die T, Mittelwerte der A-
und die Tg Mittelwerte der B-Phase perfekt durch Polynome vom Grade
ra=Ta—1 und rg=Tg—1 abbilden lassen.

Der Mittelwertsvektor e in a)-h) laft sich als Mittelwertsvektor zusatzlicher
im Design P ,,vergessener Variabler auffassen. Trifft das Linearmodell a)-h)
zu, darf der Mittelwertsvektor é der ,,fehlenden“ Variablen nicht signifikant
von Null abweichen, da

TE()?)1=TPilBl und TE(E)lzTol
ist, wenn das Modell gilt.

Daher mul3 geprift werden, ob der Mittelwertsvektor ¢ oder der linear trans-
formierte Vektor H'eé signifikant von Null abweicht. Hierzu suchen wir eine
nicht verschwindende Matrix H', so daR

r-rHTPR= 0
ist. Dann transformieren wir (3.2.12b) zu

(3.2.13) 1-rRHP1 = 1—rHPRB + 1_rH7TE,
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h) das Modell mit verénderten nichtlinearen Trends (R = 8 < T, + Tj) bei unter-
schiedlich langen A- und B-Phasen

bel Verwendung

der Vandermode-Matrix und bel orthogonalen Polynomen
1111 1 -2 2-t
12 4 8 1-1-1 2
APhae | 1 3 9 27 1 0-2 0
1 4 16 64 1 1-1-2
1525125 1 2 2 1 Piy o0
P =
1111 1-5 5-5 0|D;
12 4 8 1-3-1 7
13 9 27 1-1-4 4
B-Phase 1 4 16 64 1144
1525125 1 3-1-7
1 6 36 216 1 5 5 5

i) das Modell mit verénderten nichtlinearen Trends (R = 11 = T4 + Tp) bei
unterschiedlich langen A- und B-Phasen

%

Ist das Modell korrekt, ist unter Hg
(3.2.14) E(H'y) = E(H'e) =0

H' kann als Zeilenbasis von [Pr(PP’)r 'Pr—1lt] bestimmt werden (Grizzle &
Allen, 1969, S. 366). So ist z.B. as eine Mdglichkeit

(3.2.15) -rH'r = 1_rTT[PR(PrP")r " 'Pr — 1lq]

mit beliebiger Matrix T denkbar. Weitere Vorschlage finden sich bei Grizzle &
Allen (1969), Swaminathan & Algina (1977), Timm (1975, S. 496). Besonders
einfach 1akt sich H finden, wenn P’ eine Matrix mit orthogonalen Polynom-
koeffizienten ist. Die Zeilen von H’ bestehen dann aus ,,Uberfllssigen”
(T - R) Polynomkoeffizienten, wie man an den schraffierten Teilen der Ma-
trix P’ in i) sieht, wenn man fur A- und B-Phase verschiedene Polynome von
gemeinsamem Grade (und damit R = 8) annimmt.
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Bildet man aus diesen Spalten die Zeilen der Matrix H', ist das Produkt H'Py,
= 0:

1 -2 2 —1
| —1-1 2
1 0-2 0 O
1 1 -1-2
12 2 1
(3.2.16) 1 -5 5 -5
1-3-1 7
0 | -1 -4 4
1 1 —4 —4
13 -1 -7
1 5 5 5
1 —4 6 —4 1 0 0 0
1 -3 2 2-31
0 1 5-10 10 =5 1 0 0

Die Adaquatheit des Modells (d.h., ob E(¢) = 0 ist), laRt sich dann mit
Hotelling's T2 prifen. Die Nullhypothese wird verworfen, wenn

(3.2.17) T? = NyyrHr_g(HStH)TLvH Y1 > Fogiai,

wobei: S = Kovarianzmatrix der Zeitpunkte
dfy =T -R
df, =N - (T - R)

Ist der Trend nicht vollstandig spezifiziert (R<T), verandert sich der Maxi-
mum-Likelihoodschétzer von (3.2.8) zu (3.2.18) (s.a. Khatri, 1966; Joreskog,
1979, S. 314; vgl. a. (5.45))

(3.2.18) Br = (XX XY 1S FPR(PrST P )R = St PR(PS ' P )R

Hypothesen werden wieder wie nach (3.2.9) formuliert. Fir den Test auf
einen Interventionseffekt lautet die Hypothesengleichung (3.2.9) fur die Mo-
delle a)-c)

(1] [b bo| U = [0]

fiir Modell €) 0
0

[1] [bl b, b3]|i: [0]
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fir Modell f): Hy kein Strukturbruch b; = by und b, = by

1 ©
0 1
-1 0
[1] bl bz b3 b4 0 -1 = 00
fur Modell g): He kein Strukturbruch
1 0 ©
o 1 o0
0 0 1
-1 0 ©
0-1 0
[1] b] bz b} b4 b5 b(, 0 0 —1 = 0 00

Die Prufung der Hypothesen kann wieder Uber Wilks' Lambda erfolgen, wo-
bei die Berechnung der generalisierten Fehlervarianzen wegen der Nichtinver-
tierbarkeit der nichtquadratischen Matrix P nach (5.47) erfolgt (dort ist fur K’
die Matrix P einzusetzen).

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn

A = | Quan | <

U ,df,=F,d5,= G.df,=N-G—(T—R)
Qrestr |

ist. Wir werden im Kap. 7.2 zeigen, wie man (3.2.18) und einfache Hypothe-
sen (,,Sind Parameter Null oder einander gleich?*) mit LISREL prifen kann.

3.2.2 G > 1 Quasiexperimentelle Zeitreihendesigns bei mehreren Gruppen

Hierzu erhélt die Designmatrix X und die Matrix B eine Erweiterung auf G-
Spalten bzw. G-Zeilen, wie es in (3.2.1) schon angedeutet ist. In (3.2.8) wird
der Mittelwertsvektor ;Jt durch eine Mittelwertsmatrix YT ersetzt. Siehe
auch Naheres im Kapitel 5 Uber Varianzanalyse.

3.2.3 M > 1 Quasiexperimentelle Zeitreihendesigns mit mehreren abh&angigen
Variablen

Bei M > 1 abhangigen Variablen wird die Matrix P in (3.2.7) erweitert zu
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1...T 1...T
1
1 . P 0 0
R
0 0
1
M 0 P
R
) M
die Matrix Y in (3.2.7) zu:
1...T 1...T
1
: Yo | et Yu
N

und die Matrix (bzw. Vektor) Bin (3.2.7) zu
1...R 1...R

B, | .. By

Die Testkriterien veréndern sich dazu analog. Néheres siehe auch im Kapitel 5
Uber Varianzanalyse und Timm (1975, S. 507f.).

4. Veranderungsmessung mit Hilfe von Differenzenwerten

Werden zu zwei Zeitpunkten t; (Pretest) und t, (Posttest) Messungen Y, und
Y, erhoben, kann man den Differenzwert D = Y, - Y, als ein MaR fur
Veranderung ansehen. Dieses Pretest-Posttestkonzept spielt z.B. in der Lern-
fahigkeitsdiagnostik bei Lerntests (Guthke 1976, 1977, 1980; Clauss, Guthke
& Lehwald, 1978; Melchinger, 1978; Mdobus, 1981) und in der Hirnschadendia-
ghostik (Mébus & Wallasch, 1977; Becker & Schmidtke, 1977) eine Rolle. Die
methodischen Uberlegungen sollen an einem inhaltlich zwar trivialen, dafir
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aber einfachen Beispiel (,,Gewichtsverdnderung“ durch eine Erholungskur)
diskutiert werden.

Vorerst soll der Differenzwert D = Y, - Y, (Dabei sei Y, der Endwert (z.B.:
Gewicht nach Erholungskur) und Y, der Anfangswert (z.B.: Gewicht vor
Kur)) betrachtet werden. Die Konzeption fir diesen Veranderungsindex ist
sehr einfach. Die Anfangs- und Endwerte mussen nur Intervallskalen aufwei-
sen, damit die Differenzbildung sinnvoll ist. Allseits bekannt sind diese Diffe-
renzen als Basis zur Berechnung des Mittelwerttests bei verbundenen Stich-
proben. Dabei wird die Hypothese uberpruft, ob global (fur die Gesamtgrup-
pe) eine Veranderung stattgefunden hat. Neben dieser skizzierten Verwen-
dung des Differenzscores zur Analyse von Globalveranderung kann der Diffe-
renzwert auch zur Analyse bzw. Prognose individueller Veranderung heran-
gezogen werden. Unter welchen Bedingungen erlaubt der Differenzwert dann
optimale Schliisse?

Die Konstruktion eines Index kann aus mehreren Griinden erfolgen. So kann
man die Variablenzahl reduzieren wollen oder neue Aussagen beabsichtigen,
die mit den Ausgangsvariablen nur schwer mdoglich wéren. Diese zweite Ab-
sicht ist aber nur dann realisierbar, wenn eine relativ starke Unabhéngigkeit
zwischen den Ausgangsvariablen und dem Index existiert. Wie grof3 diese
Unabhéngigkeit ist, soll mit Hilfe der Korrelation zwischen Anfangswert und
Differenzwert untersucht werden. Analoge Ergebnisse kann man fur die Kor-
relation zwischen Differenzwert und Endwert erreichen.

4.1 Korrelation zwischen Anfangswert und Differenzwert

Falls die Varianz der Anfangswerte: V(Y,;) groRer oder gleich der Varianz der
Endwerte V(Y,) ist, ist die Korrelation zwischen Anfangswert Y, und Diffe-
renzwert D negativ:

o(Y;,D) = 0 bei V(Y;) = V(Y>)
Denn die Korrelation zwischen Y; und D = Y, - Y, ist
Cov (Y,,D)
V'V (Y)V (D)

V(D) = V(Y, — Yy = VY)) + V(YY) — 2 Cov (Y, Y3)
Cov (Y1, D) = Cov (Y19 Yz_Yl) = Cov (Yly Yz) — Cov (Y], Y1>
= Cov (Y, Y5) — V (Y))

o(Y,D) = o(Y,Y, - Yy) =

- Cov (Y, Y;) — V(Y))
V V(YY) V V(Y) + V(Y,) — 2 Cov (Y,,Y))

o(Y;, D)
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Im Nenner erhalt man die Normierung der Cov (Y,D). Zur Abschéatzung,
wann der Korrelationskoeffizient negativ ist, muR der Zahler betrachtet
werden.

Allgemein gilt: V V(Y,) - V(Y,) 2 Cov (Y,Y2)

Laut Voraussetzung ist: V(Y;) = V(Y,)

V({Y,) V V(Y V(Y) Z V V(Y1) V(Y2) = Cov (YY)
0 = — V(Yy) + Cov (Y,,Y,) = Cov (Y;,D)
o(Y,,D) < 0 falls V(Y,) = V(Y,)

oder V(Y,) > V(Y,)

Vol

Falls die Varianz V(Y) < V(Y,) ist, kann der Korrelationskoeffizient durchaus
positiv sein; daher ist die Tendenz zu einer negativen Korrelation (in der
Literatur bekannt unter dem Stichwort: ,,Regression zum Mittelwert“") zwi-
schen Anfangswert und Differenzwert entscheidend bestimmt durch die Va-
rianzen der Werte zu beiden Zeitpunkten. Coleman (1968) charakterisiert die-
se Tendenz als ,,negativen Feedback“, der ein System stabil erh@lt. Bei positi-
ver Korrelation miite bei Fortschreiten des Prozesses wegen der permanent
zunehmenden Varianz ein explosiver ProzeR vorliegen: Je groRer die individu-
elle positive Abweichung vom Anfangsmittelwert ist, desto groRer ist die indi-
viduelle Zunahme. Entsprechendes gilt spiegelbildlich fur individuelle negative
Abweichungen,

Als Konsequenz fur eine Langsschnittstudie ergibt sich, da MaRnahmen ver-
hindert werden sollten, die zu einer ,kinstlichen* Varianzstabilisierung fih-
ren konnten. So sollte man Mefinstrumente, die nur einen beschrénkten Aus-
schnitt eines Bereichs messen (Ceiling effect) oder eine Standardisierung der
Variablen fur die Zeitpunkte (Normierung von Instrumenten) vermeiden. Zu-
mindest missen bei der Interpretation eines ,,negativen Feedbacks" solche
varianzstabilisierenden Malinahmen mit beriicksichtigt werden, Im Allgemei-
nen kann man von der Abhangigkeit vom Anfangs- und Veranderungswert
ausgehen:

4.2 Schéatzung individueller Veradnderungswerte

Ist man an der Prognose individueller Veranderungswerte bzw. der Prognose
des jeweiligen Endwertes interessiert, muf3 man untersuchen, in welchem Aus-
mal die Anfangswerte mit berlicksichtigt werden sollen.

Fir eine solche Prognose konnte man folgende drei Verfahren vorschlagen:
1. a) Berechnung eines globalen Erwartungswertes: E(Y,-Y;) = E(D)

b) Endwert (geschatzt): ¥., = ywi + E(D); v = Personenindex

* Z.B.: Bereiter, 1963.
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2. a) Berechnung eines bedingten Erwartungswertes: Regression 1. Art:
E(Y, | Y, = y,,) fur ale verschiedenen y,;
b) Endwert (geschétzt): ¥,, = E(Y; | Y = yu)
3. @) Unter der zusétzlichen Annahme, dal der bedingte Erwartungswert von
Y, eine lineare Funktion der Anfangswerte ist:
E(Y; | Y; = y,1) = a + by,,, kann die Steigung b und der Abschnitt auf
der y,-Achse berechnet werden
(Regression 2. Art; s.a. Fisz, 1973)
b) Endwert (geschétzt): ¥., = a + by,

Beispiel: Erholungskur

Y,
40 50 60 70

Gewicht 80| 0 0 25| 75| .25
nach 701 0O 25| 50| .25 .25
Kur: Y, 60 | .25 50| 254 0 .25

’ 501 .75 .25 0 0 .25

.25 .25 .25 .25

pro Spalte in der Tabelle: bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw. bedingte relative
Haufigkeiten

E(D) = E(Y, — Y,) = E(Y,) — E(Y,) = 65 — 55 = 10
E(Y,140) = 60 = .25 + 50 = .75 = 52.5
E(Y,150) = 60 E(Y,160) = 70 E(Y,70) = 77.5
a = E(Y,) — bE(Y)) = 65 — .85 = 55 = 18.25
cov(Y,Y,) 106.25
W) WY, = V125 V125

Prognosen fiir y,-Werte bei den 3 Verfahren

be Y, | Y, (vef. 1) | Y, (Verf. 2 Y, (Verf. 3)
40 | 40+ 10 = 50 52.5 18.25 + .85 = 40 = 52.25
50 | 50+ 10 = 60 60 18.25 + .85+ 50 = 60.75
60 | 60+ 10= 70 70 18.25 + .85 = 60 = 69.25
70 | 70+ 10 = 80 775 18.25 + .85+ 70 = 77.75

In diesem Beispiel sind die Varianzen zu beiden Zeitpunkten gleich. Der Anfangs-
mittelwert ist 55. Methoden 2 und 3 zeigen eine starkere Regression zum Mittel-
wert als Methode 1, d.h. die Schatzungen fir den 2. Zeitpunkt liegen bei
Methode 2 und 3 nédher beim Mittelwert as bei Methode 1.
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Y;

E(Y,|Y))”

/ Y,

Fig. 4.1: Bivariate Normavert. mit Hauptachse

und Regression E(Y, | Y,)

Als individuelle Abweichungen ergeben sich fir die 3 Methoden:

1: Abw. = y2 — ¥ = ¥v2 — ¥v1 — E(D) (= Residuen bei Regression
Konst. ohne Anfangswert)
2: Abw. = yuo — ¥.2 = ¥v2 — E(Y; , ¥v1) (= Residuen bei Regression
1. Art mit Anfangswert)
3: Abw. = yy2 — §v2 = ¥s2 — (a+by,) (= Residuen in Regression
=y —byy—a 2. Art mit Anfangswert)
Konst.

Unter der Bezeichnung ,,Uberkorrektur - Unterkorrektur - Dilemma“ hat
Bereiter (1963) das Problem behandelt, wie bei den Differenzwerten die An-
fangswerte bertcksichtigt und nach den Anfangswerten korrigierte Verande-
rungswerte erzeugt werden sollen.

In Methode 1 wird durch Subtraktion nach den Anfangswerten korrigiert.
Diese Korrektur beriicksichtigt aber Uberhaupt nicht die Art der bivariaten
Verteilung zwischen Anfangswert und Endwert. An Verteilungsinformation
wird der Mittelwert beriicksichtigt, der allerdings nur Informationen Uber die
Randverteilungen enthélt.

Bei den Methoden 2 und 3 wird die Art der bivariaten Verteilung beriicksich-
tigt. Die Abweichungen sind dabei optimal (im Sinne der Fehlerminimierung)
korrigiert.

Bei individuellen Prognosen sollte man entsprechend Cronbach & Furby
(1970) nach Mdoglichkeit alle Informationen beriicksichtigen, die man zur Ver-
figung hat. Darunter fallt auch der Anfangswert. Zur Berlicksichtigung der
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Information Uber MeRfehler wurden spezielle Formeln entwickelt. Eine Uber-
sicht findet sich bei Petermann (1978).

Bei globalen Fragestellungen (,,Gibt es in einer gegebenen Population eine
Wirkung der Kur?“) ist eine Korrektur nach den Anfangswerten nicht erfor-
derlich. Eine solche Fragestellung sei ,,unbedingt* genannt. Fragestellungen,
bei denen die unterschiedlichen Anfangswerte mitbertcksichtigt (etwa: ,,Wel-
che Wirkung ist fur eine bestimmte Person zu erwarten?”) und irgendwie
konstant gehalten werden sollen, heilen ,bedingte Fragestellungen (s. Bock,
1975).

4.3 Der Differenz- bzw. Endwert in der Regressionsanalyse

Wir wollen jetzt den EinfluR von Drittvariablen auf die Veranderung D unter-
suchen.

Differenz- bzw. Endwert als abh&ngige Variable:

FUr die Form der Beziehung zwischen Differenzwert und einer Drittvariablen
wird ein lineares Modell gewahlt, wobei der Anfangswert auf der Seite der
unabhéangigen Variablen auftaucht (,,bedingte* Fragestellung).

(4.2) unabhéngige Variable (incl. Scheinvariable mit Werten 1
Anfangswert fur Regressionskonstante)
——r— ——t—
D, Y, — Yy Yu b, Xz oo Xim b, €
D, Y — Y Y X2 oo Xom bs 7]
= = + . ’ vea + .e
D Yn:e = Y Yni XNz oo XN by, EN
d = yz - ,')’1 = y1 b1 + X b + £

Durch Umformung der Gleichung (4.1) kann man erreichen, dal? nur noch der
Endwert auf der linken Seite steht:

(42) y2 = y1b1—y1 + Xb + &= yl(bl_l) + Xb + ¢

Man sieht, dal? die Regressionskoeffizienten der Drittvariablen unveréndert
bleiben. Eine einfache Umformung erfahrt nur der Regressionskoeffizient des
Anfangswerts. Dies trifft auch fur die Schatzungen zu. Da auch die Varianzen
der Schatzer in beiden Fallen gleich sind, ist es fur die Praxis irrelevant, ob man
den Endwert oder den Differenzenwert als abhéngige Variable wahlt.
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Diese Uberlegungen sind auch auf Gleichungssysteme (s. Roskam, 1979) und
auf Regressionen mit fehlerbehafteten Variablen (Werts & Linn, 1970) uber-
tragbar. Jedoch gilt diese Invarianz nur fir den Fall der bedingten Fragestel-
lung. Anderweitig konnen sich alle Schatzungen fir die Koeffizienten b,
(1=2,. .. ,m) andern.

Bei unbedingter Fragestellung gilt:

(4.3) bp = by — by wobei:
bp Regressionskoeffizienten
bei Differenz as abhéngige Variable
b, bei Anfangswert als abhéngige Variable
br bei Endwert als abhangige Variable

Die unabhangigen Variablen missen identisch sein.

Der Differenzwert als unabhangige Variable

Es sei Z eine abhangige Variable (z.B. subjektive Befindlichkeit nach einer
Kur) und die unabhéngigen Variablen bestiinden aus dem Anfangswert Y,
dem Differenzwert D und anderen Drittvariablen X; (i=2,. . . ,m).

Die multiple Regression sei in Matrixform gegeben:
(4.4) z=1yby+db;+ Xb+ &= ybyt+ (y:—y) by + Xb + ¢

Durch Umformung von (4.4) kann man erreichen, daf3 nicht mehr die Diffe-
renz (y,—y;) sondern nur noch der Anfang- und Endwert in der Gleichung
vorkommen:

(4.5) z = ylbo_ylbl + yzbl + Xb + = yl(bO_bl) + yZbl + Xb + ¢

Man sieht wiederum, dal} die Regressionskoeffizienten der Drittvariablen X
invariant gegentber der Wahl von Differenz oder Endwert auf der Pradiktor-
seite sind. Dasselbe gilt fur die Schatzer b und deren Varianzen.

Partielle Korrelation zwischen Differenzwert und Drittvariabler bei bedingter
Fragestellung

Im Spezialfall einer einzigen Drittvariablen X gilt:

(4.6) Opx.y, = Oy,Xxy, wobei: @px.y, = partielle Korrelation
zw. Differenzwert und
Drittvariabler unter
Konstanthaltung des
Anfangswertes Y,
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Dieses Ergebnis ist nicht weiter Uberraschend, da die Regressionskoeffizienten
in den entsprechenden Gleichungen (4.2) und (4.4) invariant gegeniber der
Wahl von Differenz- oder Endwert sind. Diese Invarianz Ubertragt sich dabei
auf die partiellen Korrelationskoeffizienten (s. Yule & Kendall, 1964).

Vergleich von bedingter und unbedingter Fragestellung

Der Vergleich ist bekannt geworden unter dem Begriff des ,,Lord schen Para-
doxon“. Dabei wird einer unbedingten Analyse von Differenzwerten eine
Kovarianzanalyse der Endwerte (mit den Anfangswerten als Kovariabler) ge-
genibergestellt.

Lord bezieht sich in seinem Beispiel auf die Gewichtsveranderung von Jungen
und Madchen im Zeitraum von September bis Juni (Bock, 1975, S. 490f.):

Lord's paradox:

Suppose a large university obtains measurements, at the beginning and end of the
school year, of the weight of each student who takes his meals in the university dining
halls. When the resulting data are classified by sex of student, their scatter plot takes the
form shown schematicaly in Figur 4.2. The 45 line represents equdity of weights in
September and June. The dlipses of concentration represent the presumably bivariate
normal distribution of weight on the two occasions.

Suppose two statisticians analyse these data for differences in weight gain of men versus
women. The first statistician anayses smple gain scores and concludes that “as far as
these data are concerned, there is no evidence of any interesting effect of the school diet
(or of anything else) on student weight; in particular, there is no evidence of any
differential effect on the two sexes, since neither group shows any systematic change.”

The second statistician, on the other hand, decides to do an anaysis of covariance.

Y,

June

= .- b)

0 September
~ Y,

Fig. 4.2: Verteilung der Zunahme bei @) unbedingter, b) bedingter Anayse
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After some neccessary preliminaries, he determines that the slope of the regression line
of final weight on initial weight is essentially the same for the two sexes. This is
fortunate since it makes possible a fruitful comparison of the intercepts of the regres-
sion lines.. . He finds that the difference between the intercepts is datitically highly
significant. The second dtatistician concludes . . . that the [men] showed significantly
more gain in weight than the [women] when proper alowance is made for differences in
initial weight between the two sexes.

In beiden Arten der Analyse werden als unabhangige Variable eine Konstante
und das Geschlecht eingefiihrt. Bei der Kovarianzanalyse wird zusétzlich der
Anfangswert als unabhangige Variable berlcksichtigt. Als abhéngige Variable
werden bei der Analyse der Differenzenwerte die Differenzen, bei der Kova-
rianzanalyse die Endwerte verwendet. Die Fragestellung lautet: ,,Sind noch
Geschlechtsunterschiede festzustellen?”

Der Lord’ sche Differenzenansatz kann auch in die Form des allgemeinen li-
nearen Modells gebracht werden.

D1 10 bM €
3 { . by
DI _ 1 0 €
(4.7) Diyy lo1 * €141
DN 01 EN
Die Fragestellung kann durch die Hypothese:
bM_bW
Hy:by =bw(=by — by =0) oder auch: —5 = 0

reprasentiert werden. Man kann die Regressionsgleichung fir diese Fragestel-
lung reparameterisieren, da nur der Effektunterschied beziiglich des Ge-
schlechts interessiert:

Dabei bedeutet dann
Dl 1 1 ag €,
3 { see PR Ay oes ac :M
D, 11 1 K 2
(48) DI+1 1 —1 €141 _ bM - bw
Q u = 2
D 1 -1 €
N N (s. Bock, 1975)
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Der interessierende Effektunterschied ist dann durch den Parameter ay repré-
sentiert.

1 . .
Durch den Test der Hypothese H, : & =? (by — bw) = 0 kann die unbeding-

te Fragestellung beantwortet werden.

Der angefiihrte Kovarianzansatz beriicksichtigt den Anfangswert als Unab-
hangige:

Y12 1 1 Cg Yll Cq €
YIZ 1 1 Y[l €]
= + +
(4-9) Yii1,2 1 ~1 Yoo €14y
YNZ 1 -1 YN] N

Die Untersuchung der Fragestellung kann dabei wieder durch die Hypothese
H, : ¢y = 0 gepruft werden.

Wie schon oben erwahnt, verandern sich weder die Parameterwerte cg, Cy
noch deren Varianzen, wenn man als abhéngige Variable den Endwert Y,
durch die Differenz D ersetzt (nur bei ¢, ergdben sich Unterschiede). Aus
diesem Grund liegt der Unterschied in den beiden Analyseformen nicht in der
Verwendung von Differenz- oder Endwert als abhéngiger Variablen, sondern
nur in Aufnahme oder Nichtaufnahme des Anfangswertes als zusatzlicher
Kovariaten begrindet. Entscheidend ist also die Wahl einer bedingten oder
unbedingten Fragestellung.

Regressionskoeff izienten bei bedingter und unbedingter Fragestellung

Die Unterschiede zwischen den Regressionskoeffizienten bei bedingter und
unbedingter Fragestellung ergeben sich aus der Betrachtung, eine weitere un-
abhangige Variable in einer Regressionsanalyse wegzulassen bzw. hinzuzu-
nehmen.

Das Regressionsmodell fir die bedingte Fragestellung ist:

1 2..m
! b, b, Vektor mit
; ics N O T Pl - Regressions.
(4.10) S T Y B ' bl ¢ b | koeffizienten
N
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und das Regressionsmodell fiir die unbedingte Fragestellung (ohne Anfangs-
werte Y,)

1 Vektor mit

. c ¢ | = Regressions-
(4.11) = X +| € koeffizienten

N

Dann gilt die einfache Umrechnungsformel:

(4.12) b=¢-3b,  bzw. &= b+ b

Dabei ist § der geschatzte Regressionsvektor der Hilfsgleichung:
(4.13) y= Xs+ &

Man sieht, daR nur dann ¢ = b sein kann, wenn einerseits der Regressionskoef-
fizient b; im Rahmen der bedingten Analyse (4.10) Null ist, oder andererseits s
in (4.13) dem Nullvektor entspricht. Erweiterungen auf mehrere unterdrickte
Variable sind ebenfalls mdglich (Nagl, 1983). Die gleichen Uberlegungen gel-
ten auch fur die Erwartungswerte (s.a. ,,Spezifikationsanalyse* von Theil,
1971).

4.4 Kovarianz- bzw. Regressionsmodell bel zeitbezogenen Daten

Mit Hilfe der Regressionsanalyse’ kann man allgemein die direkten Effekte
der ,,unabhédngigen“ Variable auf die abh&ngige isolieren: jeder Regressionsko-
effizient stellt den Effekt der unabh&ngigen auf die abhéngige Variable unter
Konstanthaltung der Ubrigen Regressoren dar. Die ,,unabhangigen* Variablen
selber durfen korreliert sein (Fig. 4.3) (S. 339).

Voraussetzung fir eine richtige Konstanthaltung ist aber, dafl keine Fehlspezi-
fikation des Modells oder Verletzungen der Modellannahmen vorliegen.

Hierbei sind unter anderem** folgende Fehlermdglichkeiten zu beachten:
- Es kdnnte sein, dal} bei einer Kovarianzanalyse fur verschiedene Gruppen,
die z.B. durch die qualitativen Auspragungen der Faktoren gebildet wur-

* Da das Kovarianzmodell bei fixen Faktoren als Spezialfall des Regressionsmodells
formulierbar ist (z.B. Searle, 1971), gelten die folgenden Bemerkungen uber die Re-
gressionsanalyse auch fur die Kovarianzanalyse.
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Y,
bo
X| '\bl
g0
X,
bm
X

Fig. 4.3: Graph fur multiple Regression

den, unterschiedliche Steigungen zutreffen (hierfiir gibt es den Test fir die
Homogenitat der Regressionen s. Bock, 1975). In diesem Fall miBte eine
Intra-Class-Regression durchgefiihrt werden (s. Searle, 1971, S. 355), bei
der die Steigungen fir die Gruppen unterschiedlich sein kénnten.

- Wichtige Regressoren (auch Potenzen von oder Interaktionen zwischen
Regressoren) konnten im Modell falschlicherweise nicht bertcksichtigt
worden sein.

- Der dritte mogliche Fehler ist wohl der gravierendste. Es kdnnte sein, dal
die StorgroBe = mit einem Regressor (= unabhédngige Variable) kovariiert.
In diesem Fall ist eine wesentliche Grundvoraussetzung fir das Schétzen
der Regressionskoeffizienten verletzt (s. Goldberger, 1964).

Erziehungsstil}  Erziehungsstil wird
falschlich aus der
- Y, Analyse ausgelassen

-
Y, € Y,: Angst mit 10 J.

Y,: Angst mit 15 J.

X, : Selbstsicherheits-
training : 1
Kontrollgruppe : 0

X,

Fig. 4.4. ,wahres“ Kausalmodell (in die statistische Analyse werden falschlich nur die
Variablen X,,Y; und Y, aufgenommen)

** Weitere Fehlspezifikationen liegen vor, wenn etwa die Annahme der Homogenitat
der Varianzen der verschiedenen € nicht gegeben ist (siehe dazu: Goldberger, 1964),
oder die Effekte mit den Regressoren korrelieren (siehe dazu: Werts & Linn, 1971).
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Da ¢ nur ein Storglied ist, das selbst wiederum eine Menge von Einflissen
reprasentiert (s. Theil, 1971), ist es moglich, daR (a) eine Komponente von &
eine ,,unabhidngige“ Variable (z.B. Yy,X;) beeinflult (s. Figur 4.4), (b) eine
Komponente von € von einer externen GroRe (z.B. Erziehungsstil) beeinfluf3t
wird, die auch auf eine unabhingige Variable (z.B. X,Y;) ,wirkt“; (c) eine
unabhangige Variable (z.B. X;,Y;) eine Komponente von ¢ beeinfluf3t; (d)
Melfehler in den ,,unabhangigen* Variablen (z.B. Y{,X;) zu einer Komponen-
te von € werden (s.a. u.).

Alle vier Mdglichkeiten (a)-(d) fuhren zur Kovariation zwischen € und den

unabhéngigen Variablen und flhren zu inkonsistenten Schatzungen. Mdgliche

Abhilfen waéren:

1. Randomisierung:
Es wird per Zufall entschieden, wer im Selbstsicherheitstraining aufgenom-
men wird. Dadurch wird es sehr wahrscheinlich, dal3 die Variable ,, Training/
Nichttraining” mit keiner anderen Variablen zum Zeitpunkt der Randomi-
sierung korreliert. Gleiches gilt auch fur die Korrelation mit Komponenten
von €. Daridber hinaus braucht man im allgemeinen auch keine Kovariate
(hier: Angst mit 10 Jahren) mehr, nach der bereinigt werden soll. Mit groR3er
Wahrscheinlichkeit korreliert die Trainingsvariable auch nicht mehr mit der
Kovariaten. Eine ausfuhrliche Behandlung dieses Gedankens findet sich bei
Miller (1971). Sie zeigt allerdings auch, wie neue Schétzprobleme durch die
Randomisierung auftauchen kénnen.
Aber auch aus ethischen und therapeutischen Grinden kann das aus statisti-
schen Uberlegungen wohl wiinschenswerte Randomisieren problematisch
sein.

2. Einfuhrung weiterer unabhangiger Variabler in die Regression:
Hierdurch kann man unter Umstédnden ebenfalls erreichen, dall die Kova-
rianz verschwindet.

3. Berucksichtigung von MeRfehlern:
Im Rahmen der Regressionsanalyse sollte bertcksichtigt werden, dal nicht
alle Variablen exakt gemessen werden kdnnen. Die gemessenen manifesten
Variablen (Y;) setzen sich dann zusammen aus einem wahren Wert (n;) und
einem MeRfehler (g;). Man ist oft interessiert an der Beziehung zwischen den
»wahren* Werten (s. Figur 4.5).

Durch Einsetzung von
M=Y =&, m,=Y2—¢6 i n Ne=0a+pn;+¢
erhélt man:

Y,=o+BY,+(e,—Pe)+C
—_—
Storglied bei Ublicher Regressionsanalyse
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Graphisch:
algebraisch:
)Y =m+¢ MeR-
(4.14) b)Y,=m+e konzeption
) m=a+pn+g Relation der

latenten Variablen

Dabei wird angenommen,
dall g, & jeweils

nicht mit m,, 1, korre-
lieren und cov (g;, &) =0
(Klassische Annahme) ist.

Zudem wird angenommen, dal3 auch
das Storglied () nicht mit 0y,
€, und g, korreliert.

Fig. 4.5: Pfadmodell fur 2 Zeitpunkte

Man kann zeigen, daR dieses Storglied mit Y; (= unabhéngige Variable bzw.
Pretest) korreliert. Daher sind (wie oben dargelegt) die Ublichen Regressions-
verfahren nach der Methode der kleinsten Quadrate nicht anwendbar (s.a.
Goldstein, 1979). Allerdings sind ML-Schatzungen mdoglich, wie Kendall &
Stuart 1l (1973) gezeigt haben. Sie beschrédnken sich aber im Gegensatz zu uns
auf den Fall 0{ = 0. Die Schéatzgleichungen lauten:

(4.15) a) Emy)=p2Y, (= Mittelwert)
b) E(z)=a+puta+py, o3, = Varianz (n,)
c) On+0% & S5 21 = Varianz von Y, in
d) >0l +ot+o, 2 S, der Stichprobe

KovarianzvonY,und

Y,inderStichprobe

e) poa 2 c/o\v(Yl,Yz) =Syiy> Analog fiir 67, und 82,
Svivi f

Insgesamt sind funf Gleichungen in sieben Unbekannten w, a, B, 031, 0%, 0%,
oé gegeben. Daraus sieht man, dall man ohne Beschrdnkungen keine eindeutige
Losung fur die 7 Unbekannten erhalten kann. Daher sind fir die Lésung
Zusatzannahmen erforderlich. Die beiden ersten Gleichungen reichen gerade
aus, M und o zu berechnen, falls § gegeben ist. Wir beschranken uns daher auf
die Berechnung von B:

Situation A: Fehlervarianzen bekannt, Correction of Attenuation.
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Angenommen, es seien o, und o2, bekannt. Das bedeutet, da® man die Relia-
bilitdét der Mefinstrumente kennt. Man kann auf Grund der Gleichungen:

2 _ 2 2 2
07]1 - Oyl - Ol und B'Onl - OYIYZ

den Schatzer [3 fur B erhalten:

B _ Sy1y» Diesen Schatzer konnte man auch mit
I —_— S Hilfe der ,,Correction of Attenuation*
erhalten (siehe Isaak (1970)).

Aus der Gleichung o% = oiz — 0% — [320,2]1 kann man, ohne zu einem Wider-

spruch zu gelangen, 6% berechnen.
Situation B: Strukturelle Relation

Es wird angenommen, dal} oé = 0 ist. Damit enthdlt die Relation in den
wahren |, latenten* Variablen kein Storglied T. Die mdglicherweise notwendige
Konstante wird von a absorbiert. Kendall & Stuart wéhlen den Begriff ,,Struk-
turelle Relation®. Die Beziehung zwischen den Variablen soll exakt sein. Un-
genauigkeiten kommen nur durch MeRfehler zustande.

Fur Schatzungen fur 3 sind etliche Spezialfalle zu unterscheiden, da ja immer
noch 6 Unbekannte bei 5 Gleichungen vorhanden sind. Je nach Annahme,
resultiert ein anderer Schatzer (s.a. Kendall & Stuart, 1973% lsaak, 1970).
Wird etwa angenommen, daB o2 (MeRfehlervarianz zum 1. Zeitpunkt) be-
kannt ist, dann gilt wie oben

A Sy1y2 2
= — falls 0%, < §2
'3 Sfrl — 0,51 el vl

Ist dagegen o2, bekannt, resultiert als Lésung:

(3___ 52“052

S falls 0, < S3,

Falls aber Annahmen Uber das Verhaltnis der MeRfehlervarianzen o2, = Ac%
gemacht werden (wenn bei einem L&ngsschnitt angenommen werden darf, dal3
mit demselben MeRinstrument gemessen wurde: 6% = 62 und A= 1) resultiert
eine sehr komplexe Formel fur . Kénnen dagegen ¢ und o2 als bekannt
vorausgesetzt werden, ist das Gleichungssystem Uberbestimmt und es emp-
fiehlt sich ein iteratives Verfahren (siehe Kendall & Stuart, 1973). Die resultie-
renden Schétzer sind ML-Schétzer und damit konsistent.

In der Praxis lassen sich die Annahmen oft nicht gewinnen bzw. begriinden,
die zur Schatzung von 3 und a notwendig sind. Ein Ausweg bietet sich bei
EinflUhrung von Paralleltests (bzw. kongenerischen Tests) (Werts, Jéreskog &
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Linn (1972) und Werts & Linn (1972)) oder bei Messungen zu mehr als 2
Zeitpunkten (z.B.: Wiley (1970),J6reskog (1979)). Werden die Schéatzer dann
noch mit dem Computerprogramm LISREL iterativ bestimmt, erhdlt man
datenadiquate  und &.

4.5 Reliabilitat - Stabilitat

Bereiter (1963) hat angenommen, dal die Korrelation zwischen Anfangswert
(Y;) und Endwert (Y,) ein MaR fir die Reliabilitat sei. Schreibt man die Korre-
lation mit Hilfe der oben bereitgestellten Formeln:

Sy1y2 .
Fiy1y2) = T (durch Einsetzen der
v 551 " Sy2 Formeln (4.15))

(4.16) A Bow
V (ol +02) (BP0l +0i+0h)

scheint es zweifelhaft, daR (4.16) die Formel fur die Reliabilitat ist. Falls
allerdings:

0% = o4 (eine Annahme, die wohl sinnvoll ist: die Fehler-

varianzen des MeRinstrumentes bleiben fir die
Zeitpunkte gleich)

und

p=1 (Regressionskoeffizient = 1)

und

oé =0 (keine StorgroRen wirken auf den wahren Wert bei

2. Messung ein)
als Annahmen gelten, kann man die Korrelation als Reliabilitdt deuten:

Dann wird aus (4.16)

ol _ O _ Varianz der ,wahren“ Werte
V (02,+0%) (02+0%) (03 +0%) Varianz der gemessenen Werte

(siehe Wiley (1970)). Besonders die Annahmen $=1 und 0§=O sind problema-
tisch. Denn diese Parameter ermdglichen Aussagen Uber die Stabilitdt der
wahren Variable Uber die Zeit hinweg. Unter welchen Annahmen eine solche
Trennung von Reliabilitdt und Stabilitdt (auch bei Verletzungen von Kklassi-
schen MelRannahmen) moglich ist, haben Wheaton et al. (1977) zusammenfas-
send dargestellt.



344 Claus Mobus und Willi Nagl
5. Wachstumskurven- und Varianzanalyse

Zur Analyse des Trends Uber mehrere Zeitpunkte hinweg kann die Varianz-
analyse verwendet werden (siehe Winer (1971)). Dabei kann man verschiedene
Arten der Beschreibung von Trends unterscheiden (siehe Bock (1975)). Der
Faktor ,,Zeit* selbst wird bei TrenduUberlegungen meist als fixer Faktor konzi-
piert (siehe Gaito I. & Wiley D. E. (1963), Bock (1975)).

Im Klassischen Modell werden restriktive Annahmen fir die Fehlerstruktur
gemacht (siehe Kap. 5.1.1), so dal bei Verletzungen dieser Fehlerstruktur nur
noch konservative approximative Tests mdglich sind (Greenhouse & Geisser,
1959). Daher hat Bock 1963 (siehe auch Bock (1975)) Modelle vorgeschlagen,
die auf multivariaten Konzepten beruhen und die er selbst als ungewichtete
(exakte) multivariate Varianzanalyse bezeichnet (Bock, 1979). Diese Analyse
hat allerdings den Nachteil, dal? bei unvollstdndiger Spezifikation (siehe bei
(5.19)) des Trends keine effizienten Schéatzer resultieren. Die Wachstumskur-
venanalyse (Khatri (1966), Potthoff & Roy (1964)) liefert auch bei nicht voll-
standiger Spezifikation des Trends effiziente Schétzer. Bock (1979) bezeichnet
sie auch als ,,gewichtete multivariate Varianzanalyse”.

Wir werden diese Analyseformen darstellen, wobei einerseits die Fehlerannah-
men des klassischen Modells kritisch untersucht und dann durch allgemeinere
Annahmen ersetzt werden.

5.1 Der Eingruppenfall

5.1.1 Der ,,wiederholte Messungen“-Ansatz (T z 2, G =1, N > 1)

Im Rahmen von Uberlegungen zur Analyse von Experimenten ist es {blich,
die Messungen zu den verschiedenen Zeitpunkten bei verschiedenen Personen
als Realisierung folgenden linearen Modells anzusehen:

(5.1) Yo=p+m+1+e,

Die MeRwerte Y,, werden als lineare Funktion folgender Effekte konzipiert:
1. Generelles Niveau (oft auch als Konstante, bzw. generelles Mittel be-

zeichnet).
2. Effekte der Zeitpunkte
T, (t=1,...,T): konstant Uber Personen

3. Personenniveau (7, : v= 1, .. N) : konstant Uber die Zeitpunkte.
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4, Storglied (g, : t=1,2; v=1,...,N) fur jede Person und jeden Zeitpunkt.
Dieser Parameter kann auch als Interaktion zwischen Zeit und Personen
interpretiert werden (siehe: Winer, 1971).

Dieses Modell ist ein Spezialfall des in der Varianzanalyse standardmafig ver-
wendeten Modellansatzes.

Zur Diskussion der Parameter 1aBt sich folgendes anmerken:

Zu 4.) Die StorgroRRe &,, wird von vornherein Ublicherweise als ZufallsgroRle
konzipiert, die einen Erwartungswert von 0 und eine Varianz von o2
fur alle €, hat:

(5.2) £ ~ (0, 07).

Ebenfalls wird angenommen, daR die &,,-Grofle unkorreliert mit jeder
anderen €, ist.

Zu 3.) Der Personeneffekt wird im Rahmen des ,,gemischten Modells“ als
ZufallsgroRe konzipiert. Dabei interessiert nicht der einzelne Effekt,
sondern die Varianz dieser ZufallsgréRe. Es wird angenommen, dal}
die Varianz fur alle N Effekte gleich ist:

(5.3) Var(m,) = 02 (v=1,...,N)

Weiter wird angenommen, dal} die Kovarianz zwischen verschiedenen Effek-
ten 0 ist:
Cov(m,,mt,) = 0 (v#vivv'=1,...N)

und auch:

(5.4) Cov(m,,e,) = 0

Der Erwartungswert von jedem 7t,:
(5.5) E(m,) = 0

Zu 2.) Bei einer Analyse von Trends sind die Effekte der Zeitpunkte von
zentralem Interesse, manchmal werden allerdings eher andere Arten
der Darstellungen gesucht, als jedem Zeitpunkt selbst einen Effekt
bestimmter GréRe zuzuordnen (siehe auch Reparametrisierungen,
Kap. 5.1.2). Bei Trendanalysen nimmt man meist den Zeitfaktor als fix
an.

Fur die moglichen Y,-Meflwerte bei gegebener Anzahl von Personen (=N)
und Zeitpunkten (=T) ergibt sich explizit die Vektor- bzw. Matrixform (aus-
gerollte Form):
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Zeit- Personen- Storeffekte
effekte effekte (= Fehler)

Y T 1 €
1. Person 1 A,
Yir T Tr &1

Y T EN1
N. Person 1 1 TN
Ynr, T Tr ENT

Fur die v-Person:
Y. T &1
YVZ = 18 + Ty + © Ty + €2

Yor . Tr (2%,

(5.6)

........... T, ‘ €2

00.1]].. 00.1]] ..
Tr N———— &
T+1 T+1
y = H T+ H (’:)

Es ist auch oft tblich die Darstellung (5.6) als die ,,ausgerollte Form folgender
Matrixschreibweise zu bezeichnen (s. Timm, 1975; McDonald & Swamina-
than, 1973) :

T T T
e e S— R —

Yo .. Y7 1 MtT, .+ Tr T, 11..1 € ... ET

Yo ... Yor 1 n, €1 ... o

(5.72) N Q| s |- 4] 4| e

Yo ... Yo 1 T, £ - BT

Ynioo Yt 1 N Eni ... ENT

T+1
—_——
1 Wy Tyy oeos TT 11 1 T, € €7 11 1
1 10:0 T, € €1 10:0
57b) . R T - 01 o0
' Tt
00 1| | ST g
1 =H TN ENT .- ENT =H
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Beide Formen haben gewisse Vorteile. Wahrend die Wachstumskurvenanalyse
und die Tests im allgemeinen multivariaten Modell meist in Ubersichtlicher
Matrixform (5.7) formuliert werden (Timm, 1975; Joreskog, 1979; Morrison,
1976), wird die ausgerollte Form bei der univariaten Varianzanalyse und bei
,,Pooling Cross Sections with Times Series Analysis“ verwendet. Zudem ist die
ausgerollte Form flexibler, etwa bei Bertcksichtigung von ,missing data“ fur
verschiedene Zeitpunkte bei verschiedenen Personen. Wir werden in der fol-
genden Darstellung meistens die ,,ausgerollte Form* verwenden. Als allgemei-
ne Operation fur das Ausrollen (also aus einer Matrix einen Vektor zu machen)
wurde eingefthrt (z.B. McDonald & Swaminathan, 1973):

Y. Yy IRYAC mit der Regel:
D T ]| vee(ABC)= A ®C' vec(B)
Yir

G

Unter den Annahmen (5.1) bis (5.5) erhalt man fur die Varianzen von Y,:
Var(Y,,) = Var(m, + &,) = 03 + o

(5.8)

und fur die Kovarianzen von Y, und Y, :
Cov(Yy, Yyo) = G2 fur t # t/

Die Matrixform als Varianz-Kovarianzmatrix fur die v-Person ist:

Yo o o O o 0 0 oi+a a ol
(5.92) cov [ Ye: ): oot o040 o 0 |= o od+al ol T
Yor o, 0% of 0 0 o o fo o2+ o
T T T
1 p p wobei
(5.9b) =lp 1 p | (GB+a) _. o _ Intraclass*
p= ol +o? Korrelation
pop

In dieser Form der Varianz-Kovarianz-Matrix werden die speziellen Eigen-
schaften sichtbar:

1. Homoskedastizitat Uber die Zeitpunkte hinweg

2. Die spezielle Symmetrie (compound symmetry), die einerseits durch die Unkorre-
liertheit der Storglieder zwischen verschiedenen Zeitpunkten, andererseits durch die
konstante Korrelation benachbarter oder weit auseinander liegender Messungen be-
dingt ist. Dabei entsteht die Korrelation vermittels des Personenfaktors.
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Diese beiden Annahmen sind simultan testbar Uber den von Wilks (1932)
vorgeschlagenen Likelihoodratiotest, fiir den Box (1949) approximative y*-
und F-Verteilungen vorgeschlagen hat (Morrison, 1976, S. 250). Huynh &
Feldt (1970) haben nachgewiesen, dal fir bestimmte Tests im Rahmen dieses
Modells etwas weniger restriktive Annahmen bezlglich der Kovarianzen nétig
sind. Greenhouse & Geisser (1959) haben approximative Grenzen gefunden
far , konservative" Tests, die bei nicht allzu groRer Modellverletzung fir das
Testen der Mittelwerthypothesen verwendet werden koénnen (siehe auch Mor-
rison, S. 214ff.). Diese Uberlegungen zeigen, daR Tests im Rahmen des
,Mixed“-Modells auch bei Modellverletzungen gerade noch tragbar sind.

Kritik an den Annahmen:

Die durch g, reprasentierten Storglieder stellen selbst Einfliisse dar, die einer
Vielfalt von Prozessen unterworfen sein koénnen. Gerade bei Beobachtungen
Uber die Zeit ist es naheliegend, Prozesse zu vermuten, die aufgrund ihrer
zeitlichen Kontinuitédt Kovarianzen zwischen den Storgliedern erzeugen. For-
malisiert werden solche Prozesse meist durch autoregressive bzw. Moving-
Average-Prozesse (siehe Box & Jenkins (1970)). Beide Arten der Prozesse in
den Storgliedern produzieren eine Kovarianzstruktur in den g, (t = 1, . . . |T),
in der nebeneinander liegende Zeitpunkte hoher korrelieren als weiter ausein-
ander liegende. Das wirde bei T=4 zu folgender Form von Kovarianzstruktur
zwischen g, fuhren:

€y 1 propoops
&y pe 1 pi P2 P .
5.10 cov = -0. wobet 1zp, =p,=
( ) £us ) pop 1 pr wobel P1=P2=Ps
= P; P2 pr 1

Auch die Annahme der Homoskedastizitét ist bei manchen Anwendungen zu
restriktiv, da die Variabilitat eines Prozesses im Laufe der Zeit zu- bzw. ab-
nehmen kann. Das kdnnte selbst ein interessanter Aspekt eines Prozesses sein
und sollte daher nicht von vornherein falschlicherweise durch zu restriktive
Annahmen ausgeschlossen werden.

Eine generelle Alternative** zu den Restriktionen bezlglich E ist, die Kova-
rianzmatrix vOllig ohne Restriktionen zu belassen

* Siehe Winer (1971) und Nerlove (1971ab)

** Neben dieser Alternative gibt es auch die Mdoglichkeit, spezielle Annahmen fir ¢
(z.B. ARIMA) und damit fur die Kovarianzen von £ zu wéhlen (siehe z.B. Joreskog
(1979)).



(5.11)

Fir die Covarianzmatrix von Y,, ergibt

(5.12)

wobel mit e die Summe der Elemente: e,, = &, + &, abgekirzt werden soll.
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Diese erweiterte Annahme trifft man in den sogenannten ,,multivariaten Mo-
dellen an, in denen die T Messungen der einen inhaltlichen Variablen als T
Variable aufgefalt werden (siehe Kap. 3.2 und Bock 1963, 1975, 1979). Vor-
aussetzung ist allerdings, dal? das N so grofR} ist, da3 die Tests der multivariaten
Hypothesen noch durchgefiihrt werden kdnnen.

5.1.2 Zur ldentifikation und Interpretation der Effektparameter

Man nimmt an, dal3 die Verteilung der abhangigen Variablen durch die Erwar-
tungswerte: E(y,) und durch die Kovarianzen Cov(y,) beschrieben werden
kdnnen. Andererseits wird unterstellt, dal die Y-Werte durch das Modell
bestimmt sind. Die Frage der ldentifikation bezieht sich darauf, inwiefern aus
den Erwartungswerten und den Kovarianzen von y die Modellparameter p,
T, . . . ,Tr und X, eindeutig berechnet werden kénnen. Dabei bezieht sich die
Identifikation auf die Population und deren Parameter, nicht aber auf die
Stichprobenschétzungen.

Da gilt, daB die Kovarianzmatrix der Y-Werte gleich %, ist (siehe 5.12), kon-
nen diese Modellparameter eindeutig berechnet werden. Man kann jedoch im
allgemeinen multivariaten Ansatz die Parameter o2 und die Matrix der Kova-
rianzen 2, nicht eindeutig bestimmen. Dies ware fir den restringierten Fall

(Compound Symmetry) mdoglich. Dort gibt es die Gleichungen:

(5.13)

Var(Y,) = 0% + o und Cov (Y,.,Y,) = 02

so daB o2 und o2 eindeutig berechenbar sind.

Aus den Erwartungswerten kann man versuchen, die Ubrigen Modellparame-

ter: W, Ty, Ty, ..

, Tr aus den Gleichungen (5.14) herzuleiten:
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Y, u; 1...0 u u+T
(5.14) E >=: =l T =
Yot Wr 0...1 -+ Tr
Tr
u = H T

Die restlichen Summanden fallen weg, da zu den Modellannahmen (5.2, 5.5)
gehort, daR die Erwartungswerte der m's und €'s Null sind. Man sieht, daR
man T + 1 Modellparameter aus den T Erwartungswerten nicht eindeutig
berechnen kann.

Restriktionen und schétzbare Funktionen:

Um die Eindeutigkeit herzustellen, kdnnte man einfach zusétzlich die Restrik-
T

tionen einflhren, dal3 u oder Z 1, oder T; gleich Null ist. Dadurch kénnte man
=1

jeweils alle Modellparameter eindeutig aus den Erwartungswerten berechnen.

Allerdings muRten fir solche Annahmen Begrindungen geliefert werden.

Ein anderer Weg lage nicht im Interesse an Einzelparametern, sondern an
speziellen, eindeutig bestimmbaren Linearkombinationen der Parameter
(,,schétzbare Funktionen“, s.a. Scheffé, 1959).

Im folgenden sollen einige speziell im Rahmen von Zeitsequenzen interessie-
rende Typen solcher Funktionen betrachtet werden. Diese Funktionen in den
,,aten Parametern* u, T, werden dann jeweils als neue Parameter bezeichnet.
Im allgemeinen sollen diese der Einfachheit halber als Funktionen in den Er-
wartungswerten W, geschrieben werden. Das hat dartber hinaus den Vorteil,
da3 es sich dann auf jeden Fall um schétzbare Funktionen handeln muR. Diese
Typen werden anhand von Beispielen eingefihrt.

Typ 1. Abweichungskontraste

Beispiel: Es werde nach der 1. Messung des Gewichts eine Behandlung durch-
gefuhrt. Insgesamt werden 3 Messungen vorgenommen (T = 3).

Dabei kénnte man sich fur die Unterschiede zwischen der 1. und der t. Mes-
sung interessieren. Zuséatzlich soll ein Parameter fir das generelle Niveau ein-
gefuhrt werden. Dann erhdlt man fur die neuen Parameter folgende Funktio-
nen in den ,,alten* Parametern bzw. in den Erwartungswerten:
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Uy +Ua+ s T+ +T;
Yo = _1—_.._= W 4+ —
3 3
Y1 = WU = T~ T
Y2 = WUz = T 7T
oder in Matrixform:
Yo 1/3 1/3 1/3 Wy n
(5.15) vi|=| 1 -1 0 uy | = T
Y2 1 0 -1 U3 Ty
T3
Wy 2% 25
neue Erwar- alte
Parameter tungswerte Parameter

Diese Linearkombinationen in den Modellparametern sind im Rahmen dieses
Modells eindeutig, da sie auch zugleich als Linearkombinationen in den

1. Momenten dargestellt sind.

Typ 2: Helmertkontraste

Bei gleicher Fragestellung kdnnte eine andere Differenzbildung folgende sein:

1
Neben dem generellen Niveau: yq = T(Ml + WUp... + Wr) interessiert der

Unterschied zwischen der ersten und dem Mittel der restlichen Messungen,
der Unterschied zwischen der zweiten und dem Mittel der restlichen Messun-
gen usw. (siehe Bock, 1975, Finn, 1974). Fir das obige Beispiel ist bei T=3

Yo = A (it tus) =p + % (T+1+1)
Yi= = (Metuy) = T = Y2 (TotT)
Y2 = W=z =

in Matrixschreibweise:

Yo /3 13 173

(5.16) yi{=|1 —-1/2 =172
'Yz O 1 —1

Uy

U3

T
T,

T3
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Typ 3: Polynomkontraste

Beispiel: Im Rahmen einer Entwicklungsstudie koénnte der zeitliche Verlauf
der intellektuellen Entwicklung Untersuchungsgegenstand sein: Ist neben der
generellen Hohe ein linearer, quadratischer, kubischer usw. Verlauf zu be-
ricksichtigen?

(5.17) e =7vot® + yit+...+ Ypt; Yo gibt den Beitrag der Konstanten an,
Y: gibt den Beitrag der Geraden an,
u.s.w., die in n, nachweisbar sind

Fur 3 Zeitpunkte (Zeit = 1,2,3):
M =p+T=yvt+ty+V

Wo=U+ T, =Y+ V2 + v4
U3 =U+ T3=7Y + V13 + V9

I

in Matrixform:

W 1100 1A 111 Yo K ist eine
w|=;11 010 T =1 2 4 Y1 Vandermodematrix
CR A 10011 139 | v!| (s Timm, 1975

T

Diese Spezifikation ist vollstandig, da bei 3 Zeitpunkten ein quadratischer
Trend nachweisbar ist. Fir T Zeitpunkte kann man immer ein Polynom T-I.
Ordnung anpassen. Aus inhaltlichen Grinden kdnnte dagegen bekannt sein,
dal zwar fur T Zeitpunkte Messungen vorliegen, aber ein Polynom T-j. Ord-
nung (j>1) zur Beschreibung des Trends ausreicht (bei 3 Zeitpunkten soll
neben der Konstanten der lineare Trend geniligen). Eine solche Spezifikation
heilt unvollstandig.

Z.B.
4 11 Yo
(5.19) e {=| 1 2 i
Uz 1t 3

Typ 4. Fourier-Kontraste

Bei Trends, die als periodische Schwankungen darstellbar sind, sind Polynome
keine optimale Form der Darstellung. Dann ist es naheliegend, auf Sinus-
(bzw. Cosinus) Funktionen zurickzugreifen.
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Beispiel: Nach Darbietung eines Reizes werden EEG-Strome gemessen Y.
Dabei koénnte man etwa folgenden Verlauf feststellen, der durch Sinusfunktio-
nen gut beschreibbar wére:

Y R Es wird versucht, den
: Trend in Sinusschwingun-
A ‘ t, gen mit unterschiedli-
0 1 2 3 4 I cher Frequenz und Phasen-
. : verschiebung zu zerle-
gen:

(5.20) u, = vo + Cysin (ayt+g) + Cysin (at+@;)

Hier sind zwar nur 2 unterschiedliche Sinusschwingungen enthalten, jedoch ist
dieser Ansatz generell fir mehrere Frequenzen (z. B.: Anderson, 1971; Fuller,
1976) erweiterbar.

04, O, 2 verschiedene Frequenzen
@1, ¢,: die dazugehdrigen Phasenverschiebungen der Sinusfunktion (Bei t=0
hat die Sinusfunktion den Wert des Phasenwinkels ;).

Die GroRen o und @ werden in Grad oder Bogenmal® angegeben.

C;, C,: die Koeffizienten der Amplituden messen die Starke des Variierens
der Sinusfunktionen der entsprechenden Frequenz.

Da versucht werden soll, W, in lineare Funktionen zu zerlegen, kann man mit
der obigen Darstellung noch nicht zufrieden sein, da Koeffizienten o; und ¢
vorkommen, von denen der Sinus zu berechnen ist; ein weiterer Schritt zu
einer Linearisierung kann durch folgende Umformung gemacht werden:

(5.21) C; sin (o t+) = C; sin (o4t) - cos @;+C; - cos (o4t) - sin ¢,
= v, sin (o,t) + y; cos (o,t)

(5.22) mit y, = C; cos ¢, und y; = C; sin ¢,

Entsprechend kann man auch den 3. Summanden von (5.20) zerlegen, so daf
man

(5.23) U, = Yo + v; cos (ayt) + vy, sin (oyt) + y; cos (dat) + v, sin (0,t)
erhélt.

Waéren o; und o, bekannt, kénnte man dieses Gleichungssystem zur Berech-
nung der v; mit sin {(o;t), cos (oyt) als Bekannten verwenden. Aus den Koeffi-
zienten y; konnte man dann mit Hilfe der Gleichungen (5.22) die Amplituden
C, und die Phasen ¢, errechnen.



354 Claus Mobus und Willi Nagl

Eine Moglichkeit der Bestimmung der o, l&ge in deren systematischen Varia-
tion (siene Bloomfield, 1976). Andererseits zeigt die Fourieranalyse (siehe
Fuller und Bloomfield), daf bei endlich vielen Mel3zeitpunkten sogar jede
Funktion durch eine Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen (&hnlich 5.23)
dargestellt werden kann, falls genauso viele Koeffizienten vy; berucksichtigt
werden wie Zeitpunkte vorliegen. Dabei kann man fir die Frequenzen o;
folgende einfache Form verwenden:

23w ..
(5.244) o = Tn i im Bogenmafl); i =1, . ... L
(5.24b) 360 i (in Grad wobei L grofite ganze Zahl ist,
' = —7 1 (nGrad) 4o einer (gleich) T/2 ist.

Sind in obigem Beispiel 5 Messungen bekannt, ist L = 2 (da 2 die gréite ganze
Zahl, die kleiner als 5/2 ist). Die beiden a, sind gemal3 (5.24b):

360° 360°

o = 5 '1=720;a2= 5 2 = 144°

In (5.23) eingesetzt erhdlt man daher fir p,:
(5.25) W = Yot+7v; cos (72:t)+7, sin (72:t)+7y; cos (144-t)+y, sin (144-1)

Die Sinus- und Cosinuswerte sind unmittelbar als feste GroRen berechenbar.
Die Matrixgleichung ist fur T = 5

s 1 0 1 0 Yo
w 131 95 —81 .59 ||y
(5.26) w[=l1 —81 59 31 —95 ||y,
s 1 —81 —59 31 95 ||,
s 1 31 —.95 —81 —.59 || v,

Kon Cos Sin  Cos Sin
stante (72- 1) (72 0)(144 - 1)(144 - 1)

(hthere Frequenz = schnellere Schwingungen)

Man beachte, da3 die Summe der Produkte der Elemente aus je zwei verschie-
denen Spalten Null ergibt.

Denn es gilt allgemein:

T-1
(5.273) Z cos (at)sin (oyt) = 0 gemischt: Sinus und
t=0 Kosinusprodukte
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T-1 Kosinusprodukte mit
(5.27b) Z cos (a;t) cos (a;t) = 0 (j#i)unterschiedlicher

t=0 Frequenz

T-1 Sinusprodukte mit
(5.27¢) Z sin (oyt) sin (oyt) = 0 (j#1) unterschiedlicher

t=0 Frequenz

T-1 T-1 T
(5.27d) Z sin? (o;t) = ). cos? (ojt) = > firi1+# 01+ T/2

=0 =0

Fur ein konkretes Zahlenbeispiel sei C; = 1 und C, = .5, fur yo = .20, ¢; =
28°, @, = -94°.

Die v; (i=1. . . 4) ergeben sich aus Formel (5.22): vy, = .47, y, = .883
vY; = —.50, v, = —.035

Man erhalt

fur diew's: o |ow | ow | ows | ow
17 | 1.56| .22 | -.88]—.07

Der Ubersicht halber wurden die einzelnen Komponenten und die Gesamt-
funktion geplottet (mit Zwischenpunkten):

1. =sin(72-t+ 28) .5 =sin (144 1 — 94) .20 + sin (72t + 28)
+ .5sin (144t — 94)
1.5 T
T : T
et : [T
i . ! H
[ L . ® . ® 1
YT G H N S S SO AR »
l . : Y . » : e o
! . V. . . H .
; * . : i
i 1 H
—-1.5¢
228238238338 233 328238282828 8238388838728
O O — = NN " e <+ N0 OO — = N N " n < N OO — — & N en < N
t t t

Einsetzung der Reparametrisierungstypen

Durch die 4 Typen von Kontrasten wurden jeweils neue Parameter ¥ einge-
fuhrt. Das Modell (5.6) werde nun in den neuen Parameter angesetzt. Dabei ist
es nur notwendig, fur die v-te Person in die alte Parametrisierung:

(5.28a) y, = Ht + e, bzw.

(5.28b) Yy = u + e, die neuen Parameter ¥ einzusetzen.
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Fir die Typen 1 und 2 ist y as Linearkombination von x« bzw. Ht geschrieben:
(5.29) y = Ru = RHt

Da aber u ersetzt werden soll, mu3 # vorweg noch als Funktion von y darge-
stellt werden:

Es sei R eine Matrix, deren Inverse existiert. Dann erhdlt man:
(5.30) R™'y=u=Hr

Somit lautet das reparametrisierte Modell fir die vte Person

(5.31) y, = Ry + e

In Beispid 1 ist:

Ru=\|1/3 13 1/3 W u=R"y=1 173 173 Yo
1 -1 0 | e 1 =23 1/3 Y1
1 | Wy 1 1/73 =2/3 Y2

In Beispiel 2 ist:

Ru=|1/3 173 1/3 W u=R"-y=|1 2/3 0 Yo
1 =1/2 =172 | | w 1 —-1/3 172 Y
0 1 -1 U3 1 —1/3 —-1/2 Y

Die Matrix R™! stellt eine Basismatrix der neuen Parametrisierung dar. Sie wird
meist mit K abgekirzt (siehe Bock, 1975, 1979). Daher kann man Gleichung
(5.31) auch so schreiben:

(532 ¥ = Ky te,

Bei den Typen 3 und 4 wurde u von vornherein als Funktion von neuen
Variablen aufgefaldt, deren Stérke durch den Parametervektor y untersucht
werden soll, so daR3 die Inverse von R nicht zu berechnen ist; die Einsetzung
kann ohne Umrechnung unmittelbar vorgenommen werden.

© o

Bel Beispiel 3ist: K =] 1 1 1 bei vollstandiger
1 2 4 Spezifikation des Trends
13 9

Bei Beispiel 4 ist K durch die Matrix der cos (a;t) bzw. sin (o;t) gegeben.
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Auch bei diesem Beispiel wére es leicht moglich, eine unvollstdndige Spezifika-
tion vorzunehmen, falls man aus inhaltlichen Grinden héhere Frequenzen
weglassen koénnte.

Orthogonale Reparametrisierung:

Aus der Regressionsanalyse ist bekannt, dal} die Interpretation der Parameter
einfach ist, wenn die unabhangigen Variablen nicht miteinander korrelieren.
Zu- oder Wegnahme eines Prédiktors verursacht keine Veranderung der Re-
gressionskoeffizienten.

Diesen Vorteil versucht man auch bei der orthogonalen Reparametrisierung zu
nutzen. Sie liegt dann vor, wenn gilt:

K’K = Diagonalmatrix

Diese Eigenschaft trifft fur die Helmertkontraste, wegen (5.27) fur die Fou-
rierkontraste und fir die orthogonalen Polynome (siehe auch Anderson
(1971), Bock (1975)) zu.

Beispiel: bei T = 3 lautet die K-Matrix bei orthogonalen Polynomen:
1 -1 1 . . .
_ weitere Beispile kann man z.B. in Bock (1975)
K= 11 0 -2 . )
1 1 1 tabelliert finden

5.2 Berlcksichtigung von gruppenspezifischen Faktoren

Soll im Modell beriicksichtigt werden, daf3 fur unterschiedliche Gruppen von
Personen spezifische Gruppenhaupt- bzw. Veranderungseffekte zu erwarten
sind (Interaktion zwischen Zeit und Gruppen, wobei jede der Gruppen Nj,
..., Ng Personen enthdlt), ist folgendes Modell Ublich:::

Y =u+ o+ + 17+ (), + &y

Gegenuber dem Modell (5.1) sind hier Parameter fur die Gruppenhaupteffekte
(o, i =1,... G)und fur die Interaktion zwischen Gruppen und Zeitpunkte

* Siehe Winer (1971), Bock (1975), Finn (1969). Finn trennt in eine Interaktion zwi-
schen Zeit x Personeneffekt und ein Storglied. Da dieser Interaktionseffekt nur schétz-
bar ist, wenn jede Person zu jedem Zeitpunkt mehrmals gemessen wird, lassen wir ihn
weg.
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(ot); enthalten. Fur s, gelte: v variiert zwischen 1 bis N. Das (i) soll angeben,
zu welcher Gruppe die v-te Person gehort. Zudem seien die Personeneffekte
wiederum ZufallsgrofRen mit den Annahmen (5.3 - 5.5). Fir g, gelten die
gleichen Uberlegungen wie in Kapitel 5.1.1.

Mit diesen Annahmen erhdlt man als Erwartungswerte der Y.;:
(5.33) EXy) = we = + o5 + 1 + (a1);

Die Anzahl der Modellparameter (u, o, 7, (ax),) ist: 1 + G + T + G+T.
Diese lassen sich nicht eindeutig aus den G+T Erwartungswerten u; herleiten.
Es liegt ein Identifikationsproblem vor.

Es soll daher versucht werden, eine Reparametrisierung zu finden, die hdéch-
stens G x T schétzbare lineare Funktionen als neue Parameter enthalt. Wir
wollen einen Weg wahlen, der von den w; ausgeht, die als bekannt vorausge-
setzt werden durfen. Ferner arbeiten wir mit Kontrasttypen, die schon fir den
Fall ohne Gruppenfaktor vorgestellt wurden (gruppenspezifische Parametri-
sierung). In einem weiteren Schritt sollen dann diese neuen Parameter fir
Gruppenvergleiche noch weiter zerlegt werden (gruppentubergreifende Para-
metrisierung). Diese Uberlegungen lassen sich wiederum an einem Beispiel gut
veranschaulichen.

Beispiel: Es seien 2 Gruppen (G = 2), die zu 3 Zeitpunkten (T = 3) gemessen
wurden, gegeben. Das Modell kann geschrieben werden als:

Yvit = Wi + nv(i) + &y

Die Erwartungswerte fir die 1. Gruppe sollen dargestellt werden als orthogo-
nale Polynome:

T 1 -1 1 b, wobel by das generelle Niveau
(534) | u|=wa|=1 0 =2 by, b,; den zusitzlichen
Y13 1 1 1 by; linearen Trend
_ X ., by den zusitzlichen
! guadratischen Trend
fur die 1. Gruppe as neue
Parameter représentieren
Fir die 2. Gruppe ist:
(5.35) e 1 -1 1 by, Die Paramet.er by1, baz, bas
W= tn (=] 1 0 =2 by stellen fiir die 2. Gruppe
H23 1T 1 1 by die neuen Parameter dar.




Messung, Analyse und Prognose von Veranderungen 359

Die Matrixform fur beide Gruppen ist:

U by
M W12 K O b,
W13 by b
(536) ............ = JE P — (2]2®K) (bl )
b2 by T2
H2 W22 O K by | J,
W23 by
10 -
wobei das Kroneckerprodukt: & | bedeutet: 01 2
an'B ...alm'B>
. A B e e n
(537) ® (anlB anm'B

Diese Art der gruppenspezifischen Reparametrisierung verwenden Joreskog
(1979) und Morrison (1976). Sie ist wegen ihrer Ubersichtlichkeit leicht zu
interpretieren.

In einem weiteren Schritt konnte man versuchen, die gruppenspezifischen
Trendparameter in solche umzuformen, die einerseits einen generellen
gruppenunspezifischen Trend, andererseits gruppenspezifische Trendunter-
schiede reprasentieren. Manche dieser so gewonnenen Parameter kdnnen dann
wiederum als Haupteffekte - andere als Interaktionsparameter - interpre-
tiert werden.

Fortsetzung der Beispiels:

Gesucht sind Parameter, die die folgenden Eigenschaften haben:*

Durchschnitt des Niveaus b by + b
linearen Trends b# b by, + by,
quadratischen Trends| b | _ — 1| bt bai_

Gruppenunterschiede im Niveau b3 by, = by
linearen Trend b b b1, — by
quadratischen Trend | b3 by ~ by

* Es ergibt sich folgende Interpretation von #* in der Terminologie von Haupt- und
Interaktionsparametern (siehe Bock (1975))

Durchschnitt im Niveau Haupteffekte

Durchschnitt im linearen Trend (Zeit)

Durchschnitt im quadrat. Trend

Unterschied im Niveau } Haupteffekte

(Gruppe)
Unterschied im lin. Trend Interaktion
Unterschied im quadrat. Trend (Zeit x Gruppe)
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172 0 0 172 0 0 b,
0 172 0 o] 172 0 b, 1/21 1/21 b, by
0 0 1/2 0 0 1/2 by;
|l 12 0 o -2 0o o by | -
0 1/2 0 0 -1/2 0 b, 1/21 —-1/217 b, by
0 0 172 ¢ 0 0 -1/2 bys
Die obige Gleichung bleibt sicher glitig bei Einflihrung der identischen Matrix:
10
=l o1
b O
0] 1
A Durch Agsrechnen
i K o) I I 121 1721 b,
P o) K I -1 121 =121 b,
Durch Ausrechnen Y " wegen Definition von b*
[ o)
K -K bi 1 -1 by
D

Die Gruppenmittel lassen sich durch eine solche Umformung somit in den neuen
Parametern & und b5 darstellen:

(5.38) w |=| K K K

by k|
by | by

Fir jedes w; ist damit eine Linearkombination in den neuen Parametern gege-
ben; daher kann man in der Modellgleichung fiir ; und g, nach (5.38) b; und
b} einsetzen.

Es seien im Beispiel 3 Méanner und 2 Frauen zu 3 Zeitpunkten untersucht
worden. Die Modellgleichungen sind in Matrixform (s. S. 361).

Die Matrix G hat pro Person eine Zeile. Die Spalte gibt an, aus welcher
Gruppe die Person stammt. Sie vervielfacht die entsprechenden Zeilen von Kp
in dem AusmaR der GruppengroRen, wobei Kp die Kontrastbasismatrix fir
die Gruppenvergleiche ist.

Im Rahmen dieses Beispiels wurde eine Form des Modells eingefiihrt, die ganz
allgemein fur verschiedenartige Designs verwendet werden kann. Dieser neue
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Y Ty + € Ty + €y
LP| Y M Ty + €12 K K by Ty + € €y
Yis Ty + €13 Ty + €
Yo Ty + En Ty + En
3 2.P| Y, n T + €n K K by Ty + €2 e;
1. Gruppe Yo T + €n Ta0) + €2
Durch
Ysn Ty + € | Ein- Tyt En
3P Ysp | =] p [+ oyt e = K K +| My + €3
Ysis Ty, + €5 | setzen Ty + €y
von
Yan Ty T €4 (38) Tz + €4
e 4.P1 Y i Ty + B K -K Mgy + Eq
2. Gruppe Y Ty + Eqy T + €43
Y2 T2y + €5 Moy + €5y
5P Y 123 Ty + s K -K M5y + €52 ()
Yoo ] T+ Ess T2 + Es3
1
Zeit- [
punkte 11 I e, Das Schreiben mit Hilfe
11 by e des Kroneckerprodukts
=11 1|®K +| e macht das wiederholte
1 -1 e, Schreiben der Kontrast-
1 -1 e matrizen tiberflissig.
R
X
Lo {1 by e, Durch das Einfithren der
1 0 1 -1 by e, Matrix G (Gruppenbe-
= 1 0 XK +| ey setzungsmatrix) kann man
0 e, die Matrix K, die bei der
0 1 J es Parametrisierung eingefiihrt
L~—~— ~—— wurde, wieder verwenden.
G Ky
[
X

Ansatz zerlegt komplexe Designs in einfache (einfaktorielle) und setzt sie mit
Hilfe von Kroneckerprodukten zum geforderten eventuell multifaktoriellen
Design zusammen. Beispiele wurden von Zelen & Federer (1966) und von
Bock (1975) fur viele Designs gezeigt.

Aufgrund dieser Uberlegungen kann man daher auch fiir den allgemeinen Fall
das varianzanalytische Modell fir wiederholte Messungen (wie im Beispiel) in
ausgerollter Form darstellen (5.39).

Fir X kénnte man auch G - Kp einsetzen, wobei Kp dann die Designmatrix fir
einen Faktor (wie im Beispiel) oder aber eine Designmatrix fir ein mehrfakto-
rielles Design wére (s. Bock, 1975).

G gadbe dann wieder durch Einsetzen in den entsprechenden Zeilen und Spal-
ten fur jede Person an, zu welcher Gruppe sie gehort. Andererseits kénnte
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1 .
e yl bl p e,
T
1
vee yz bZ p e,
T
(5.39) o=l @k | |y b

1
e yv bl p e,
T
1
oo | YN en
T

y = X&K b + e

man auch fir K jede von den im vorigen Abschnitt besprochenen Typen
einsetzen. Sie konnte sich darliber hinaus bei zusatzlichem Design in den
wiederholten Messungen (z.B. Swaminathan & Algina, 1977) oder bei Mehr-
fachantworten (s.u.) selbst wieder aus einfachen Typen zusammensetzen.

Der Erwartungswert von y kann geschrieben werden als:

(5.408) Ep) = (X®K) b

Die Kovarianz von y, (fur die v-te Person) wurde schon in (5.12) behandelt.
Die Kovarianz fir y (alle Personen) ist

yl €, Ze O
(5.40b) cov >=cov ): T T S e NP

yN eN O Ze

* Im vollstdndigen Modell ist p=T und im unvollsténdigen p < T
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Das obige ,,ausgerollte® Gleichungssystem (5.39) lant sich ,,eingerollt* in Ma-
trixschreibweise formulieren:*

1 Y]I~--Y1T 1 1 b“... blp 1 K’ 1 € ... 6T
ol x {1 bub +
: nee e [Py T
N YN1 YNT N 1 P N N1 ENT
1...T 1...1 1...T
NYT = NX B, Qr + NET

Der Erwartungswert ist:

E(Y) = NXIBpQT

In dieser Weise wird meist das Wachstumskurvenmodell formuliert (siehe z.B.
Timm (1975), Grizzle & Allen (1969), Morrison (1976).**

Wegen der Einheitlichkeit der Terminologie formulieren wir das Modell auch
as

NYq = NX[Bqu + NEq

Man sieht dabei, da diese Form auch eine Verallgemeinerung des multivaria-
ten Modells in der an Querschnittdaten orientierten Varianz- bzw. Regres-
sionsanalyse darstellt, denn der Ansatz der multivariaten Analyse lautet (siehe
Timm, 1975) :

(5.42) NYr = NX1Br + NET
(5.42) ist identisch mit (5.41), wenn Q die Einheitsmatrix: It ist.

Da das Wachstumskurvenmodell nur eine spezielle Schreibweise der Varianz-
analyse mit abhangigen Messungen darstellt, ist auch klar, dal das Wachs-
tumskurvenmodell keine Neuentwicklung ist, wie Timm schreibt. Es erlaubt
aber, in Weiterentwicklung des ,,gemischten Modells*, die restriktiven Bedin-
gungen fir die Storglieder fallen zu lassen.

* Nach Formel (5.8): vec(ABC) = A®C'vec(B)

** Bei allen genannten Autoren werden mehr oder weniger stark unterschiedliche
Notationen verwendet. Um nicht noch eine weitere einzufuhren, schliefen wir uns in
der Notation Timm an. Daher mu3 K’ als Q geschrieben werden und T als g. Die
Anzahl der Gruppen G wird mit | bezeichnet.
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5.3 Schétzung des Modells

Fir die Ableitung der Schéatzer des Modells ist die ausgerollte Form vorteilhaf-
ter. Die Storglieder sind nicht unabhéngig identisch verteilt. Daher kann keine
OLS-Schatzung (Ordinary Least Squares), sondern es muf3 GLS (Generalized
Least Squares) verwendet werden, damit effiziente Schétzer entstehen (siehe
Theil, 1970).

Dann ist:*
(5.43) b = [(X®K) (I83)(XRK)]"'[(X®K) (I®X)"] y

Nach mehreren algebraischen Umformungen mit Hilfe der Regeln fir Kron-
ecker-Produkte erh@lt man:

(5.44) b=[{X'X)'X"} @ (K= 'K)'K'Z:}] y

Dieses Ergebnis kann man wieder ,,einrollen* (s.a. McDonald & Swamina-
than, 1973) :

A =B = (X'X) X'V K(K'STK) !
by ... by oder mit Q=K'
= (Xlx)—leYze—lQ/(Qze—lQ/)—-l

Bei dieser allgemeinen Schatzung fur B ist es notwendig, daR X, bekannt ist.
Das kann im allgemeinen nicht vorausgesetzt werden. X, kann aber im Rah-
men einer ML-Schéatzung (Maximum Likelihood) zusétzlich geschétzt wer-
den. Fir einige wichtige Spezialfdlle muR die Kenntnis von X, nicht vorausge-
setzt werden. Es resultieren daher einfachere Schatzverfahren fur folgende
Speziafalle:

1. Bei der multivariaten - an Querschnittdaten orientierten Varianz- oder
Regressionsanalyse ist K = | (s.0.)
Durch Einsetzen in (5.45) erhdlt man:
B=XX)y'X Yz, 'U(I'=;\n)7 =
=(X'X)"' X' YZ 2, Da(A™h)'= A
=(X'X)"'X'Y
Da sich X, wegkirzt, ist die Kenntnis von %, fir die Schétzung nicht erfor-
derlich.

* Wahrend far das Modell:

y = Zb + e; mit Cov () = 0’V

der OLS-Schatzer b = (Z'Z)"'Z'y ist,

hat der GLS-Schatzer die Form: & = (Z'V'Z)"'Z'V'ly
hier: Z = (X®K); Cov (e) = IQX, =V
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2. Es sei K eine quadratische Matrix, deren Inverse existiert. Das ist der Fall
bei vollstandiger Spezifikation der Trendparameter.
Falls die Inverse von K existiert, gilt:
(K'Z'K)"'=K'2.K'! wegen (AB) '= B7lA™!
Durch Einsetzen in (5.45) erhalt man:
B = (X'X)"'X'YZ'K(KT'Z.K'")
—

I
——

1
— (X’X)_IX’ YKI—I

Falls zusatzlich gilt, da® K orthonormal ist; gilt damit auch K'"! = K
= (X'X)"'X'YK

Diese Losung ist genau das Produkt der Ublichen MANOVA-Schatzung

(unter Spezialfall 1.). mit der Kontrastmatrix fir die Zeitpunkte: K.

Fir diesen Spezialfall gelten auch die Schéatzungen von Bock (1963), Finn

(1969) und Bock (1975).

3. Falls die Compound-Symmetry-Annahme fur die &-Matrix zutrifft, kann
man zeigen (siehe Morrison (1976), Theil (1971) und Bock (1979)), daR bei
unvollstandiger Spezifikation des Trends gilt:

B = (X’X)"'X’ YK(K'K)™"; (auch hier ist die Schitzung von X,
nicht notwendig)
Falls K'K = 1 (orthonormale Kontraste) erhdlt man wieder wie unter 2.:
B= (X'X)"'X'YK

Falls aber eine unvollstandige Spezifikation des Trends vorliegt (K ist nicht
quadratisch) und keine ganz spezielle Annahme (wie bei Punkt 3.) Uber X,
gemacht werden kann, gelten die einfachen Ergebnisse fur den Schétzer von B
nicht mehr. Dann sind auch die Schatzungen, die Bock (1963, 1975) und Finn
(1969, S. 408) vorschlagen, nicht effizient.

Gerade dieser Fall ist aber interessant, da man auch Schéatzungen erhalten
sollte, die nicht (bei gegebenem T) auch noch die unwichtigen Polynome
héchstmoglicher Ordnung, mitfitten. Ein Grund hierfur konnte die durch
einen Adaquatheitstest gewonnene Erkenntnis sein, da3 Polynome hdherer
Ordnung nur insignifikante Beitrage leisten. Finn (1969, S. 408) berichtet
einen solchen Fall. Leider schétzt er dann die Parameter falschlicherweise nach
Spezialfall 2.

Khatri (1966) hat einen ML-Schétzer fir diesen generellen Fall gefunden.

B = [(X’X)"'X'YD'K(K'D'K)™]
wobei D = 1Y (In—nXi(XnXD) T X4)Y5
dabei ist D der Schatzer von (N—k)X;
mit k = Rang (X)
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5.4 Hypothesentests

Die Moglichkeit, Hypothesen zu testen, entspricht in diesem allgemeinen zeit-
bezogenen Modell dem Vorgehen beim multivariaten Querschnittmodell (sie-
he Timm, 1975):

(5.46) Hyp : (CiB AL = ¢l Nullhypothese
H, :CBA+*T Alternativhypothese

wobei:
gCI: Hypothesenmatrix fir Vergleiche zwischen den ,,Grup-
pen‘ bzw. den Zeilen der Parametermatrix B
Techn. Anm.: es wird angenommen, da g =< | und Rang

Q) =g
pAu: Hypothesenmatrix fir Vergleiche ,,zwischen den Zeit-
effekten”, ,,innerhalb der Gruppen“, bzw. zwischen den

Spalten der Parametermatrix B.
Techn. Anm.: Rang (A) = U =<op

I,: wird meist 0 gesetzt, es konnten aber auch andere kon-
stante Werte sein.

In allen 3 Matrizen kdonnen Werte frei gewahlt werden und damit beliebige
Hypothesen getestet werden. Die Anzahl der Zeilen von C und Anzahl Spal-
ten von A kann im Rahmen der technischen Bedingungen ebenfalls frei ge-
wahlt werden. Damit ist die Testung einzelner oder simultaner Mehrfach-
hypothesen mdoglich. Die Anzahl der simultan getesteten Hypothesen bel&uft
sich auf g = u.

Fir den Aufbau der Teststatistiken werden zwei Matrizen mit Fehlerquadrat-
summen und Fehlerkreuzprodukten berechnet:

(5.474) a) Hypothesenmatrix :Qu = UA’PEI’ Cy( CI’R[C’);C]BPAU
(5.47b) b) Fehlermatrix* 1 Qp = ALK DT'K)T LA,
(Errormatrix)

wobei auBer R alle Matrizen bereits eingefihrt sind; fur R erhdlt man folgen-
den, etwas komplizierten Ausdruck (siehe Morrison (1976)):

(548 R = (X'X)"\(X'X + X'Y[D"'=D"'K(K'D~'K)"' K'D~']Y'X)(X'X)"!

Der komplizierte Ausdruck laRt sich fir R stark vereinfachen, falls K eine
qguadratische Matrix ist, fur die die Inverse existiert: (bei vollstdndiger Spezifi-
kation des Trends ist p=T)

* Qg wird manchmal auch als Fehlermatrix des vollen Modells bezeichnet (= Q.on)
Qresr = Q + Qu (= Fehlermatrix des durch die Nullhypothese restringierten Modells)
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Denn: (D™'=D'K(K'D7'K)"'K'D™") =
(D'-D'KK'DK''K" DY) =0
N —~ e —

1 7
I

(5.49) Daher: R = (X' X)™'

Diesem Spezialfall wurde in der Literatur besondere Aufmerksamkeit gewid-
met (Bock (1963), Bock (1975), Bock (1979)).

Mit Hilfe von Q4 und Qg konnen verschiedene Testkriterien aus den Wurzeln
der Determinantengleichung | Qu — AQg | = 0 (Eigenwerte) hergeleitet wer-
den (siehe Morrison):

- Roys - groftes Wurzelkriterium

- Lawley - Hotelling’s-Spurstatistik

- Wilks Lambda

Das gebrauchlichste Prifkriterium ist wohl Wilks Lambda. Es kann als Ver-
haltnis zweier Determinanten errechnet werden:

_ | Q|
AT Tar+ Qo

Die Verteilung von A ist bekannt als U-Verteilung (siene Timm (1975)) mit
3 Parametern, die tabelliert vorliegt:
A ~ U(u,g, N=I-(q—p))*

Als Approximation kann auch die xZ—Verteilung genommen werden (nach
Bartlett (1947); F-Verteilungs-Approximationen siehe Box (1949), Morrison
(1976)).
—[N—-I—(q—p)—Y(u—g+1)]In(A) ist approximativ %’ ver-
teilt mit gu Freiheits-
graden.

Fortsetzung des Beispiels:

Angenommen, es sollte die Null-Hypothese H, Uberprift werden: Es gibt
keine Unterschiede im quadratischen und linearen Trend zwischen den Grup-
pen (keine Uberschneidungen der Trendlinien = keine Interaktion).

Bei der gruppenspezifischen Parametrisierung bedeuten die Koeffizienten der
Matrix B:

* g ist im vorliegenden Fall gleich T; bei vollstandiger Spezifikation ist g-p=0. q ist
bei Multiresponses gleich M X T
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1. Gruppe I
2. Gruppe
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P
/—"A_—\
b1| blZ bl}
bZI b22 b23

l quadrat.
linear
Niveau

und

Die Hypothese lautet fir diese

Parametrisierung:

bi; = by - by, —byp=0

b13 = by

In der algemeinen Hypothesenform (5.46) lautet:

by —by=0

00
Hy: | 1, —1 b b by 1 0|= (b2~ ba, by —by) =(0,0)
b21 b22 b23
01
HO: 1C2 B 3A2 = (0’ O)
Bei der gruppeniibergreifenden Parametriserung bedeuten die Koeffizienten
der Matrix B (siehe oben Seite 359):
Gruppendurchschnitt b# by bj Die Hypqthae lautet fur diese
Gruppenunterschied b3 b% bh Parametrisierung:
b3 =0 und by =0
quadrat.
linear
Niveau
In der allgemeinen Hypothesenform (5.46) ist:
S 3= sk O o
Hy:| 0, 1 bl._‘ bl._z blf 1 0| =(bh,bs) =(0,0)
b3 b3 b%h
01
H,: 1o B 34, =(0,0)

Bei beiden Parametrisierungen resultieren die gleichen Testergebnisse.
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5.3 Mehrfachantwort (echt multivariate) -Anayse*
T=22,M=2;,N=Tx*=M

Obwohl schon bisher von multivariater Analyse die Rede war (die T-Messun-
gen auf einer Variablen pro Person konnen als T-Variablen angesehen wer-
den), wurde jeweils nur eine einzige, Uber die Zeitpunkte hin inhaltlich gleiche
Variable betrachtet (z.B.: Entwicklung bezlglich der Schulangst).

Man kdnnte auch versuchen, simultan mehrere Variablen (z.B.: Schulangst
und Lernerfolg) in ihrer Entwicklung Uber die Zeitpunkte hinweg zu betrach-
ten. Diese Erweiterung ist leicht ins Wachstumskurvenmodell zu integrieren.

Beispiel: Die Variablen ,,Schulangst® und ,,Lernerfolg“ werden bei Schilern
und Schilerinnen zu drei Zeitpunkten beobachtet.

Die Modelle fur die Analysen der einzelnen Variablen waren dann:

Schul : 1 B
chulangst 5 1 Q
| EG X)) |=| X =X-(B- Qi)
? .
N
Lernerfolg: 1
ernerfolg 5 B, Q,
D E X)) |=) X =X (B, Qy)
? .
N

und zusammengefalit:

1..T 1..T 1...1 1...1 1..T1...T

EY %) EY|X |=| X = x 0 Q

* Diese Analyseart heift bei Bock (1975, S. 502): Analysis of Multiple Repeated Meas-
urement Variables, bei Timm (S. 507): das Multivariate Response Growth Curves
Design.
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Dabei darf durchaus angenommen werden (unter Umstanden nach entspre-
chenden Tests), dald fur die beiden Variablen unterschiedliche Trendkompo-
nenten zutreffen. So kann z.B. fur die ,,Schulangst“ nur ein linearer, fir den
,,Lernerfolg” sowohl ein linearer wie auch ein quadratischer Trend zutreffen.

Damit hat man als generelles Modell:

(5.50) NY o =nXiB Quor + NEmoT
B 7
wobei 1B, = [B, | Ba .. | Bul; Q O O
= o) 0
bop e 2P Q:
O O Qu
und E = [E, | E,| ...| Ex] M-T

Das Modell (5.50) weist gegeniiber (5.41) eine starkere Strukturierung der
Matrizen auf. So sind die Matrizen B, Q und Y, E aus Teilmatrizen zusam-
mengesetzt. Die Zeilen von Y sind voneinander unabhéngig (Zufallsauswahl
der Personen).

Dall auch die Testmdglichkeiten im gleichen Rahmen wie vorher existieren,
ergibt sich schon daraus, da multivariate Tests schon bei M = 1 vorgesehen
wurden.

6. Pooling von ,,Querschnitt® - mit ,,Zeitreiben “-Analyse

Im Jahre 1966 vertffentlichten Balestra, P. & Nerlove, M. einen Artikel, der
die Formulierung: ,,Pooling“ von Querschnitt- und Zeitreihendaten enthielt.
Unter diesem Stichwort sind dann in der Folge eine Reihe von Veroffentli-
chungen entstanden, die sich mit der Konzeption eines solchen Modells und
den damit zusammenhangenden Schatzproblemen beschéaftigten (z.B. Ame-
miya, T., 1967; Mundlak, 1978; Hall, 1978; Wallace & Hussain, 1969).

6.1 Modelltberlegungen

Ein einfaches Modell in der Zeitreihenanalyse ist das autoregressive 1. Ord-
nung :

(6.1) Y.=bY_ +¢

far die T-Zeitpunkte:
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Yzsz1+82
Y3=bY2+83

YTZbYT_1+ET

Die g, (Storglieder) représentieren wieder Effekte von Variablen, die nicht
explizit im Modell enthalten sind. Es wird angenommen, daR die €'s unkorre-
liert sind mit Erwartungswert 0 und Varianz o? fiir alle & (Nerlove, 1971,
S. 360).

Fig. 6.1 AR(1)-Prozelfimodell

Bei Zeitreihendaten wird fur einen Zeitpunkt jeweils nur eine Messung in den
Variablen verlangt. Falls aber bei mehreren Personen solche Zeitreihendaten
erhoben werden kénnen, sollte pro Person noch ein spezieller Effekt vorgese-
hen werden, der die Unterschiede zwischen den Personen berlicksichtigt: so
da3 folgendes Modell notwendig wird (bei Annahme einer linearen Wirkung
des Personeneffekts: m,):

——
(6.2) Yy = aYy + 7, + &y

Als weiteren Schritt, die Variaten in Y, adaquat zu beschreiben, schlégt Nerlo-
ve (1971) vor, noch zuséatzlich einen allgemeinen Zeiteffekt zu bericksich-
tigen:

(6.3) Y, =aY,, 1+ & + 1. + &,

Ein &hnliches Modell ist uns aber bereits aus der Modellgleichung (5.1) be-
kannt. Allerdings wurde dort Y, ; nicht als unabhangige Variable beriicksich-
tigt. Bei der bedingten Analyse bei 2 Zeitpunkten wurde der Anfangswert als
unabhéngige Variable mit verwendet. Es war aber kein 7, fir die Personen-
effekte vorgesehen. Es handelt sich hier also um ein Modell, das im Sinne einer
Varianzanalyse ebenfalls Kovariaten (zusétzliche quantitative Variable) ent-
halt.

* In der Formulierung von Nerlove M. (1971, S. 360) wird fur: s, = W und fur €, = v,
gewahlt.

Die m, représentieren die Effekte von nicht explizit mit in die Analyse aufgenommenen
Variablen, die konstant Uber die Zeit hinweg wirken.
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Das Modell wird meist aber noch allgemeiner angesetzt (siehe z.B.: Mundlak
(1978))

Xivtbi + ew wobei: ey =TT, + T, + €y

in Matrixform: | y |=| X +| e

=

(6.4) Yy =

W

Dabei konnen die X-Werte einfach wieder verzdgerte Y-Werte (z.B.: Y,
s «..y Y, ) oder zusdtzliche unabhangige Variable (kontemporér oder verzo-
gert) sein.

Uber die Spezifikation von 7, und T, ist eine Kontroverse entstanden, die
jedem ,Varianzanalytiker* vertraut ist: Sind die Koeffizienten @, und T, jewells
fixe GroRRen (fixer Faktor) oder zufdllige Variablen (Zufallsfaktor)?

Im Rahmen des gemischten Modells und der Wachstumskurvenanalyse wurde
T, als fixer Effekt angesehen (mit Reparametrisierungen) und =, als zufélliger.

Werden beide als fix angesehen, liegt die Ubliche Spezifikation fir das gewohn-
liche Regressionsmodell (OLS) vor. Es gibt hier jedoch eine Ausnahme.

Falls zeitverzogerte Variable (Y,-;) auf der Seite der unabhangigen Variablen
auftauchen, kann man nicht mehr davon ausgehen, dal} die unabh&ngigen
Variablen feste GrofRen im Sinne des klassischen Modells, sondern zufallsbe-
haftete Variable sind. Die klassischen Schatzmethoden liefern allerdings wei-
terhin konsistente und effiziente Schatzungen, falls angenommen werden darf,
daR die zufallsbehafteten unabhangigen Variablen (hier Y,) mit den Storglie-
dern (&) nicht korrelieren.

Im Rahmen des ,,Pooling” wird meist angenommen, da die Effekte s, und T,
Zufallsvariable mit den Ublichen Annahmen sind (siehe auch oben (S. 344f.)).
Es sei die Summe Uber die Komponenten mit e,, abgeklrzt:

a)e,=m, + 7T + &, 1. wobei Kovarianzen zwi-
schen den Komponenten
Null sind
(6.5) by  Cov(xm,,t) = Cov(m,.&,) = 2. Kovarianzen zwischen je
= Cov(t,g,) = 0 zwei verschiedenen Varia-
blen einer Komponente
sind Null
<) Var(t) = o? 3. Homoskedastizitat

Var(s,) = 0%
Var(,) = 0
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Als Varianz-Kovarianzmatrix fir den Vektor e ergibt sich damit (mit e, als
Teilvektor fir die v-te Person):

€ A B
€2
(6.6) 2. =cov( )= =
T{ ex B | B A

= (N I117) 0% + (ININ ® 117) 6F + (nIn &) 1l7) 02

mit TAT = ITI'i' 0,2[ + TIT 03 + TIToﬁ =
o2 ...0% a2...0 o;...0
= ...... +  ...... +1 ...
0:...0% 0..0 0..ak
Br= It =| d¢t...0
0..0

Falls die Ubrigen unabhangigen Variablen als Konstanten aufgefaldt werden
koénnen, stimmt die Kovarianzmatrix aller y-Werte mit der der e-Werte*
Uberein.

Beispiel:

Als abhangige Variable werde Schulangst untersucht. Es kann angenommen
werden, da die Angst zum gegenwartigen Zeitpunkt (Y,) durch das Ausmaf}
der Angst im vorherigen Zeitpunkt (Y,—;) beeinflut wird. Andererseits sei das
Ausmald der Angst auch vom perzipierten Strafausmaf (X,) abhangig. Es wer-
den dabei mehrere Personen zu vier Zeitpunkten untersucht.

7T, seien die zeitlich konstanten Effekte einer Fille nicht erfaldter Variablen, die
personenspezifisch**: auf das Angstniveau Auswirkungen haben.

T, sind die zeitlich wirkenden Effekte nicht explizit erhobener Variablen.

€,, reprasentieren die personenspezifisch Uber die Zeit variabel wirkenden Ef-
fekte.

Das Modell lautet:

*5 Dieses Modell haben auch Fuller & Battese (1974) betrachtet und effiziente und
konsistente Schétzer dafur entwickelt.
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thzal Yv, [—l+a2 th+nv+rt+€v1

XVI X\/Z XVJ Xv4
.‘L a, ‘Laz ‘L a; \L a,
le = > Yv2 2 —> Yv3 2 > YV4

O
Fig. 6.2: Prozelmodell fur die v-te Person

Als Kritik an einem solchen Modell kann man leicht vorbringen, dal zeitlich
weitere Abhangigkeiten zu berlicksichtigen waren (siehe oben zur Kritik der
Compound-Symmetry):

a) in den X- bzw. Y-Variablen (diese Abhangigkeiten sind leicht ohne grund-
sétzliche Anderungen der Form des Modells (6.4) zu beriicksichtigen): So
kdénnte man auch unterschiedliche Koeffizienten zwischen Zeitpunkten for-
dern.

b) in den t's oder €'s: (1) Bei den t’s konnte man solche Abhangigkeiten im
Sinne des ARIMA-Modells postulieren. (2) Bei den &'s wéren solche Ab-
hangigkeiten wieder moglich. Sie wirden nicht global sondern spezifisch fir
jede Person sein. Da Silva (1975) hat ein moving-average-Modell*** dieser
Art und die dazugehotrigen Schétzmethoden entwickelt. Dabei setzt er aller-
dings voraus, dal die gemessenen unabhéangigen Variablen nichtstochastisch
sind (es dirften in diesem Modell keine zeitverzogerten abhéngigen Varia-
blen auf der Prediktorseite auftreten).

Eine interessante Mischung von Abhangigkeiten hat Parks (1967) in sein Mo-

dell aufgenommen. Es sieht einen autoregressiven Prozel 1. Ordnung fir die
Summe der drei Komponenten

evt = Qvev,t—l +8vt mit e\/[ = nv + Tt + 8\/{
vor. Dabei ist sogar zugelassen, da die &, kovariieren.

** Die Personeneffekte sind von vornherein als zeitinvariant konzipiert worden. Da-
her ist es nicht sinnvoll, bei den wt's Zeitabhéngigkeiten anzunehmen. Zeitabhéngigkeit
tritt allerdings dann ein, wenn e, = m, + &, + T, als autoregressiver Prozel} angesetzt
wird (Parks, 1967; Joreskog, 1979).

¥ gy, = Ogu, + oqu,—; + . + apu.—y wobei die u, unabhangige Zufallsvariable mit
gleicher Varianz sind.
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6.2 Schéatzprobleme

Als Schétzer fur die Gleichung (6.4) mit der Kovarianzstruktur (6.6) kann der
GL S-Schéatzer

bos = (X'Z7'X) XSy

verwendet werden. Da aber &, meist unbekannt ist, muB X. ebenfalls geschatzt
werden. Das naheliegendste ist daher, den ML-Schatzer zu nehmen, zumal er
im Rahmen von leicht zugéanglichen Programmen (z.B. LISREL) implemen-
tiert ist. Bei kleinen Stichproben (N = 50) ist allerdings gréfte Vorsicht gebo-
ten, wie Simulationen gezeigt haben (Nerlove (1971) und Hannan M. T. &
Young A. A. (1977)), wenn stochastische unabhangige Variable vorliegen
(z.B. ein zeitverzogertes Y als unabhangige Variable). Fir kleinere Stichpro-
ben sind andere GLS-Schétzverfahren (siehe Nerlove (1971) Fuller & Battese
(1974) und Henderson (1971)) vorteilhafter. Die einfachste Strategie b zu
schétzen, ist allerdings anzunehmen, dal} die Komponenten m,, T, fixe Effekte
sind, da dann gewdhnliche OLS-Schatzer verwendet werden kdnnen mit m,
und T, als Parameter von ,,Dummies‘. Dies wird auch die ,,Within-Cova-
rianz“-Technik genannt und wurde auf ihre Anwendbarkeit als Ann&herung
fur die GLS-Techniken untersucht (Wallace & Hussain (1969)). Leider erhalt
man nur asymptotische (bei T N — o) Annaherungen, falls zudem keine
zeitverzdgerten Y als zusatzliche unabhéngige Variable auftauchen.

Mundlak (1978) hatin einem. Versuch, eine Synthese zwischen den beiden
Alternativen ,.fixe oder zuféllige Effekte" zu finden, nachweisen kénnen, daf
der GLS-Ansatz die eventuell bestehende Abhéngigkeit der Effekte von der
unabhéngigen Variablen X vernachléssige. Falls dieser EinfluR berticksichtigt
werden muf3, ist der Ubliche GLS-Schéatzer verzerrt, wahrend Uber die
,,Within-Covarianz“-Technik der adaquate Schéatzer gefunden wird.

7. Srukturgleichungsmodelle
T=2M=2 N>{M T}

Strukturgleichungsmodelle stellen eine Synthese aus Regression, Pfadanalyse,
O0konometrischen Modellen und Faktorenanalyse dar. Mit ihrer Hilfe wird
versucht, multivariate EinfluRstrukturen zwischen latenten Variablen oder
manifesten Indikatoren abzubilden (Joreskog, 1973, 1979). Im Gegensatz z.B.
zu varianzanalytischen Methoden werden explizit Hypothesen Uber das Ge-
flecht von Variablenbeziehungen aufgestellt und getestet. Dabei werden von
den meisten Autoren ganz im Sinne der Pfad- oder Faktorenanalyse meist nur
Korrelations- oder Kovarianzmuster der Variablen untersucht (Jéreskog,
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1979; Joreskog & Sorbom, 1976, 1977; Roskam, 1976, 1979). Erst in letzter
Zeit wurden auch vereinzelt Arbeiten publiziert, die Mittelwertsstrukturen
und Veranderungen auf latenten Variablen untersuchten (Sérbom, 1976,
1979).

Gemal unserer eingangs erwahnten theoretischen Orientierung befassen wir
uns nur am Rande mit rein korrelativen Studien, da hier sowohl Varianz- als
Mittelwertsveranderungen unberlcksichtigt bleiben und somit keine testbaren
zeitbezogenen Hypothesen Uber Verldufe gemacht werden konnen. Auch ko-
varianzorientierte Modelle wollen wir nur kurz streifen. Wir verweisen hierzu
auf die Literatur. Statt dessen wollen wir uns ausfuhrlicher mit der Analyse
von strukturierten Mittelwerten auf manifesten und latenten Variablen in
Mehrgruppendesigns befassen. Alle Analysen werden im Rahmen des LIS-
REL-Modells und seiner entsprechenden Terminologie behandelt (s. a. Jores-
kog, 1979; Soérbom, 1979).

7.1 Kovarianz- und Kkorrelationsorientierte Analysen von
Zeitreihen von Querschnitten: Stabilitdt von Konstrukten

Da in den weiteren Erorterungen immer wieder das LISREL-Modell voraus-
gesetzt wird, soll es hier kurz behandelt werden. In ein LISREL (linear struc-
tural relations model) gehen Zufallsvektoren von latenten abhéngigen #’ = (1,
N2 ..., Mm) Und latenten unabhangigen Variablen & = (&, &, ..., &,) ein.
Zwischen den latenten Variablen besteht die multivariate Regressionsbezie-
hung

(1) 1 M 1 13 G
' vl | D e

+ Strukturmodell der
latenten Variablen

m n;n m Cm

1...m 1...n

mit: nBn = Regressionsmatrix mit Gewichten fur die latenten endo-
genen Variablen n
mln = Regressionsmatrix mit Gewichten fur die latenten exogenen
Variablen &
me1 = Vektor mit Gleichungsfehlern

Die Vektoren der latenten # und £ kdnnen nicht direkt beobachtet werden.
Gemessen werden statt dessen ihre Indikatoren y’ = (Y;, ..., Y,) und x' =
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(O, ST Xq). Die Beziehungen zwischen den Indikatoren und den latenten
Variablen werden auch hier wieder durch multivariate Regressionen gekenn-
zeichnet, die Faktorstrukturen der Faktorenanalyse &hneln:

Y, h & X, & ol
Y, . €, . . .
. . : = 4 |- +
(7.2) =1 4y S . E,
. MNem : X, O,
Y, €p

mit: A, = Regressionsmatrix der y auf die n
A, = Regressionsmatrix der x auf die &
g, 0 = MeRfehlervektoren

In dem einfachen LISREL-Modell werden eine Reihe von Annahmen einge-
bracht, die nachher z.T. fallengelassen werden kdnnen. So wird angenommen,
dal E(7) = E(§) = E(C) = E(6) = E(e) = 0 und E(-¢") = E(£-0") = E(§-{") = 0
und B nichtsinguléar ist. Die Kovarianzmatrix der Indikatoren ist dann

T 5, Z. | | A,(BTOIB + BTWB )AL + OB TR,

5y e ADI'B'' A, A, BN+ O

mit folgenden Kovarianzmatrizen der latenten Variablen:

e | o | ¢ v B
€ e, 0 0 0 0
P 0 0, 0 0 0
(7.4) ¢ 0 0 ¥ 0 0
" 0% 0 0 B; lgf ZB,:I B 're
& 0 0% 0% o'’ @
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Die dick umrandeten Matrizen enthalten Parameter, die direkt zu schéatzen
sind. Dabei gibt es neben unbekannten freien Parametern solche, die einander
gleich sein sollen (constrained Parameters) oder andere, die auf einen bestimm-
ten Wert fixiert sind (mit * markiert). Die P-Matrizen in (7.4) sind nach
Voraussetzung Null. Nicht markierte Kastchen in (7.4) enthalten ebenfalls
verschwindende Kovarianzen. Die Parameter in den umrandeten Matrizen
werden mit Maximum-Likelihood-Methoden geschétzt. Weitere Einzelheiten
(auch Uber das Identifikationsproblem und Uber die Likelihoodquotiententests
zum Hypothesentesten etc.) finden sich bei Joreskog (1973) und Long (1976).

Wir wollen die Methode an einem Test-Retest-Design mit 2 Variablen zu
jedem Mefzeitpunkt demonstrieren. Die beiden Variablen sollen Indikatoren
fir ein Konstrukt sein. Ist man daran interessiert, ob das Konstrukt im Kkorre-
lativen Sinn tber die Zeit hinweg konstant geblieben ist, muR man @(§,n)
schitzen und gegen die Hypothese o(&,m) = 1.0 testen. Zu t, werden 2 Indika-
toren X, und X, der latenten Variablen & gemessen. Zum zweiten Zeitpunkt t;
werden die beiden Indikatoren Y; und Y, beobachtet. Das zugrunde liegende
Pfadmodell ist in Figur 7.1 und (7.5) sowie (7.6) dargestellt.

[ 4

. Meflmodell fur X i R Meftmodell fir Y
B — | —
X, Y, 3 ‘

L3 I

I [Strukrurmodel

]77,47

Fig. 7.1: Pfadmodell ,,Zwei-Wellen-Zwei-Variablen zur Uberprifung der korrelati-
ven Stabilitdt des Konstrukts &

Y, A OF 1 £ ol .
Yo | _| % 07 E] | & 0 —| & o

(7.59) X, | ] 0% Ay o B O, OF 0%;
X, 0% Ay 5, 0% O, 0 O}
(7.5h) y=A4,1+¢ alle Y,X as Abweichungswerte

Wir gehen gleich von korrelierten Fehlervariablen E(81,€) # 0 und E(d,,8,) #
0 aus. Wir vermuten also, daR die Korrelation zwischen den Variablen X; und
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Y, sowie X, und Y, hoher ist als es nur auf Grund ihrer Abhangigkeit von &, 1
und deren Korrelation o(&,m) zu vermuten wére. In dem LISREL-Modell (7.5b)
fallt uns auf, daR durch Umbenennung M;<=m, M,<<E, Ys<=X|, y,<=X,, £3<0,,
£4<=0, das Mefymodell (7.2) x = A,&E+0d nicht mehr auftaucht (,,no X Option“).
Dieses zunéchst verwirrende Vorgehen ist aber notwendig, wie ein Blick auf
(7.4) zeigt, da im ,,normalen* LISREL-Modell (7.1-7.4) Kovarianzen zwi-
schen 8,e nicht vorgesehen sind. Im Strukturmodell (7.6)

1+ 0* n|_| G B
o RS s
(7.6b) B-n=2¢ * fixierter Wert

werden dann durch die Gleichsetzung B = Z die urspriinglichen ,,Gleichungs-
fehler* T umdefiniert zu T;=>m und T,=E. Das ist sinnvoll, weil die Kovarianz-
matrix ¥ der Gleichungsfehler (hier jetzt: der latenten Variablen &,n) direkt as
Parameter schétzbar ist (vgl. 7.4). Damit statt der Kov(En) die Korr(E,n)
geschétzt wird, legen wir y;;=1492 = 1.0 fest.

Es stehen den 10 Kovarianzen der Indikatoren 11 unbekannte Parameter
(Mohahsha02 02,08, 08,,05,6,,05,, und @(E,M)) gegentber. Das Modell ist nicht
identifiziert. Eine Vereinfachung wirde es bedeuten, wenn man von parallelen
Pratests X; und X, ausgehen koénnte. In diesem Falle konnte man A;=A, setzen.
Das Modell wére dann gerade identifiziert: alle Parameter sind eindeutig aus
Kovarianzen und Varianzen schéatzbar. Wir wollen dieses Modell als ,,volles
Modell“ bezeichnen.

Da das MeRmodell x = A,£+0 fehlt, vereinfacht sich die Kovarianzmatrix
(7.3) zu (7.7)

(7.7) 2= A, (BT'WB' YA, + O,
und da B = Z gesetzt wurde zu (7.8) auf S. 380.

Die Korrelation zwischen den latenten Variablen ist dann:

)= [Kov(Xz,Yl)-Kov(Xl,Yz)]% 2[ Miha0-hohg@ ]/
(7.9) o(S.m) = Kov(X,,X;) Kov(Y,,Y,) bk

Sie kann durch die Stichprobenkovarianzen der Kovarianzmatrix S geschétzt
werden.

Um die Hypothese o(§,m) = 1.0 zu testen, wird das ,,volle Modell* durch die
Restriktion ¢, = 1.0 in das ,,reduzierte Modell* Uberfiihrt. Das reduzierte
Modell ist dann Uberidentifiziert, da es nur noch 9 Parameter besitzt.



380

Claus Mébus und Willi Nagl

2
03,2

(7.8a) =AY, + 06,
Var(Y)) .
Kov(Y,, Y)) Var(Y,)
7.8b =
(7.8b) 2 Kov(X,,Y,) Kov(X;,Y,;) Var(X)) .
Kov(Xs, Y1) Kov(Xs, Ys) Kov(X,, X)) Var(Xy)
o pEm) || M Ay o 0
pE,m) 1% o+ 0* | VR W
Matrixmultiplikation Mo0F || A Mp I o,
nach dem Falkschema = s
(in Zurmiihl, 1964) Ay 071 hap Mhs A N 0 o,
0% A P I Mhap o Mhp A Ope, 07 O .
0% Ay p I MAp o hhap P A A 0% Oy, OF
M+ o
Arhs A+ ol
Mhp + Gse, - Ahp A+ o,
Ahgp Ahap + On, - M A+ oﬁl

Maximum-Likelihoodschatzungen des Parametervektors @ erhalt man bei
multivariater Normalverteilung der Indikatoren, wenn man die Anpassungs-
funktion

F{3(®)} = In|20)|+ Spur { $=°%O) } — In|S| — p

(mit p = Zahl der Indikatoren) minimiert. Ist die aus den Modellparametern @
rickgerechnete Kovarianzmatrix X(©) gleich der Stichprobenkovarianzmatrix
S, ist F = 0. Sollen zusatzlich zu den Kovarianzen z.B. im Rahmen der
multivariaten Wachstumskurvenanalyse auch noch der Mittelwertsvektor
U,(O) an den Stichprobenmittelwertsvektor z angepalt werden, muR

F{2(0), 1,(0) } = In|Z(©)| + Spur { SZ7Y(©) } + (Z — 1,(©))'="Y(®) (z —
1,(0)) = In|S| = p

minimiert werden. Die Variable (N-1)-F verteilt sich nach der Chi-Quadrat-
verteilung.

Hypothesentests erfolgen nach der Likelihoodquotientenmethode. Es kdnnen
nur ineinander ,,geschachtelte Modelle getestet werden. Das reduzierte Mo-
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dell (hier mit p,q = 9 Parametern) wird zugunsten des nicht eingeschréankten,
vollen Modells (hier mit p,,; = 10 Parametern) verworfen, wenn

Koed = X2l = NFreg = N-Foon > %i-adiyy (hier: X3sa=1 = 3.84)
wobei: F,yin diesem Fall gleich Null ist
dfgg = df,eq — dfyon (hier: 1 -0 =1
df..q = Anzahl der unabhdngigen Parameter p.oy —
Anzahl der unabhéangigen Parameter p..q (hier
10 - 9 = 1)
df..i = Anzahl der Parameter p.on - Anzahl der Para-
meter, die man bendtigt, um S bzw. z perfekt
anzupassen (hier: 0)

Die Stabilitatsschatzung der Konstrukte (7.9) ist trotz ihrer methodischen
Eleganz nur von geringem Wert. L&Rt sich die Nullhypothese o(E,m) = 1.0
nicht zurickweisen, konnen dennoch Mittelwerts- und Varianzveranderungen
eingetreten sein. Andererseits bedeutet die Verwerfung der Nullhypothese
nicht, dal die Konstrukte verschieden sind. Es kann sein, daR einige Personen
auRBeren EinflUssen unterlagen, die ihre Position auf den Indikatoren relativ zu
den anderen Personen verédndert haben. So wére es bei einer Stichprobe von N
Personen denkbar, da3 eine Teilstichprobe zwischen Pr& und Posttest (Ge-
wichtsmessungen auf 2 Waagen, die als Indikatoren dienen) eine individuell
angepalitte Gewichtsreduktion mitmacht. Eine andere Stichprobe nimmt an
einer Kreuzfahrt auf einem Luxusdampfer (durchschnittliche Gewichtszunah-
me ca. 2 kg pro Woche) teil. Der Rest achtet penibel auf sein Gewicht. Die
Korrelation des Konstrukts & (= wahres Gewicht, gemessen auf 2 Waagen X,
X, zum Zeitpunkt t,) mit dem Konstrukt 1 (= wahres Gewicht gemessen auf 2
anderen Waagen Y, Y, zum Zeitpunkt t;) durfte nahe Null liegen. Der SchluB,
€ und mn waren daher inhaltlich verschieden oder die MeRinstrumente un-
brauchbar, ist falsch, da man die substantiellen exogenen Einfllsse nicht expli-
zit mitbertcksichtigt. Solche exogenen Einflisse sind dabei die Intensitat der
Kur, des Trainings etc.

Modelle, die die endogene Entwicklung und exogene Einflisse berlcksichti-
gen, sind alle den systemtheoretischen Modellen zuzurechnen. Diese werden
wir in Kapitel 7.3 als zeitdiskrete und in Kapitel 9. als zeitkontinuierliche
behandeln.

7.2 Wachstumskurvenanalyse as Strukturgleichungsmodell

Wie wir in Kapitel 5. und 3.2 gesehen haben, gestalten sich Schatzung und
Hypothesenprifung im multivariaten Wachstumskurvenmodell (3.2.7) bzw.
(5.41) und im echt multivariaten Modell (Kap. 3.2.3) bzw. (5.50) as besonders
schwierig, wenn im Modell



382 Claus Mobus und Willi Nagl

E(Y) = X B P oder E(Y) = X B Q

der Trend nicht vollstandig spezifiziert und damit die Zeitreihendesignmatrix
P nicht invertierbar ist. Die PrifgroRen setzen relativ umfangreiche Berech-
nungen voraus (5.47, 5.48). Es ist moglich, die Parametermatrix B mit LIS-
REL zu schatzen und mit dem gleichen Ansatz bestimmte einfache Hypothe-
sen beziglich der Gleichheit und des Verschwindens von Parametern in B zu
priufen. In seinem Artikel von 1979 hielt Joreskog noch das ACOV SM-Pro-
gramm fir solche Analysen notwendig. LISREL wurde in dem Artikel nur fir
pfadanalytische Fragestellungen benutzt. Allerdings sind im Rahmen des LIS-
REL-Programms keine Hypothesenprifungen moglich, die einen bestimmten
Unterschied von Parametern zum Ziele haben.

So laBt sich das einfache multivariate 2-Gruppenmodell (G=2) mit T=4 Zeit-
punkten und unvollstandiger Trendspezifikation (konst., lin., quadratischer

Trend: R = 3) unter Zuhilfe orthogonaler Polynome einerseits als Linearmo-
dell fur Y

£,
O&J‘z:
2 % | -3 -1 1 3
Zap s, Py 9 1 1 9
ULt by by bay BP
Gruppe 1 y 1 O XB XBP E
= +
Gruppe 2 O 1 =E)

und andererseits als lineares strukturelles Gleichungssystem formulieren. Das

LISREL-Modell fir die Gruppe g = 1,2,. . . ,G ist dann:
UL 6oty
- 5 - = —

t 1 €, [ 1 :| £
Struktur- t, 1 e, €g2
modell 3 1 €y €3

vy oo b S . +| &

1 byo by || g-te Zeile
Byp=rE+ T 1 b, b, |pder Matrix B
1 b, by, ||im Linearmodell

- - - TEv=XxBP -



Messung, Analyse und Prognose von Veréanderungen 383

und das Mefmodell fur Gruppe g = 1,2,. . . ,G fir Y:
Y, 1 1 -39 €, T
egz
Y. 1 1 -1 1 €,
y=A,-n+0 = e, |t
Y, 1 1 1 1 b,,
by,
Y., 1 1 39 b,,
L L - — L J
'go?,‘f? 94?9;

und fir X;: X = =1

Durch Verlangerung der Vektoren ¥,m,I, & und Erweiterung der Matrizen Ay,
B entlang der Hauptdiagonalen erhdlt man die LISREL-Spezifikation fir die
echt multivariate Wachstumskurvenanalyse fir Yy, Y3, . .. Yo

Sind die Fehler eg, - . .e;r autokorreliert, mu3 die Submatrix in der linken
oberen Ecke von B so spezifiziert werden, da 7-¢ = & ist mit unabhéngigen &.
Fir einen autoregressiven ProzeR 1. Ordnung e = Pe,—; + & nimmt die
Matrix

[ ]
19 1
| —B: 1
T t3 _[_))3 1
B= = -f 1
1
I 1
1

Es lassen sich dann die in LISREL mdglichen Hypothesen (Prifung der
Gleichheit und des Verschwindens von Parametern innerhalb und zwischen
den Gruppen) prifen.

Will man z.B. einen Schereneffekt der Mittelwertsverlaufe (Interaktion zwi-
schen Gruppen und Zeit) prufen, stellt man folgende Nullhypothese auf:

H,: keine Interaktion by, = b,y (Gleichheit des lin. Trends)
by, = by, (Gleichheit des quadr. Trends)
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Der Haupteffekt der Zeit wird geprift mit folgender Nullhypothese:

H,: kein Zeiteffekt by; = by, = 0 (Verschwinden d. lin. Trends)
by, = by, = 0 (Verschwinden d. quadr.
Trends)

Fur den Haupteffekt der Gruppen bendétigt man die Nullhypothese:

H,: kein Gruppeneffekt by = by, (identische Mittelwerts-
by, = by, Verlaufe)
b12 = b22

7.3 Erwartungswertorientierte Analysen von Zeitreihen von
Querschnitten: Zeitbezogene Hypothesen fir diskrete
Zeitpunkte

Bei der Evaluation von Interventionsprogrammen in Kontrollgruppendesigns
treten oft nichtsignifikante Ergebnisse auf. Es gibt nun verschiedene inhaltli-
che Erklérungen fir solche Ergebnisse, die mit dem ProzeRcharakter der Un-
tersuchung zusammenhangen. So kann z.B. ein Dosierungsproblem (Mabus,
1981) vorliegen: die Intervention war effektiv aber zeitlich zu kurz angesetzt,
um statistisch signifikant zu sein. Es kann auch sein, dal} die gesamte Untersu-
chung wegen des u. U. langsamen Ablaufs der psychischen Lernvorginge zeit-
lich zu komprimiert war. Die gesamte Untersuchung miRte eventuell verlan-
gert werden, um signifikante Effekte zu sichern. So kann sich die Frage stellen:
,,Von welchem Zeitpunkt an erwarte ich einen signifikanten Unterschied in
den Mittelwertsvektoren zwischen Kontroll- und Experimentalgruppe. Diese
Frage kann mit klassischen statistischen Verfahren (Varianz-, Faktorenanalyse
etc.) nicht geleistet werden, weil sie als statische Modelle die zeitliche ProzeR3-
struktur der empirischen Phadnomene nur ungentigend modellieren. Selbst die
fur die Analyse zeitbezogener Daten gerne herangezogene Varianzanalysen-
variante ,,Wachstumskurvenanalyse* (Khatri, 1966; Timm, 1975) besteht im
Prinzip nur aus einer Polynomanpassung der Mittelwertsverldufe. Eine inhalt-
liche Begrindung fiir die Beschreibung von Entwicklungsverldufen mit Poly-
nomen wird in der Regel nicht gegeben.

Statt dessen wollen wir Lé&ngsschnittdaten in diskreter Zeit mit Differenzen-
gleichungssystemen und in kontinuierlicher Zeit mit Differentialgleichungs-
systemen (Kap. 9) analysieren. Beide Modelltypen sind im Gegensatz zu va-
rianzanalytischen Methoden in dem Sinne dynamisch, dal} alle Variablen bzw.
Variablendnderungen explizit Funktionen der Zeit sind. Mit den dynamischen
Modellen 18Rt sich die Transferstruktur der Variablen untereinander und der
EinfluR exogener Variabler abschatzen. AnschlieBend sind mit den so gewon-
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nenen Parametern Prognosen und Simulationen der erwarteten Entwicklungs-
verlaufe moglich (u.a. Markus & Zajonc, 1977). Im Gegensatz zu den kova-
rianzorientierten ,,expost“-Analysen ist dabei die Formulierung zeitbezogener
Hypothesen mdoglich: ,,Wir erwarten unter bestimmten Rahmenbedingungen
zu einem vorher festgelegten Zeitpunkt einen Mittelwertsvektor u(t) mit den
Werten py(t). . . uy,(t).“ Diese Hypothese 1aB3t sich dann multivariat (z.B. mit
Hotelling’s TZ) testen. Dabei ist zu erwarten, dal wir ,,gegen uns arbeiten“: je
groRer die Prognosedistanz, desto groRer die Wahrscheinlichkeit der Modell-
falsifikation. Mul3 die Prognose falsifiziert werden, gibt es dafir u.a. finf
Erklarungen: (a) vom Forscher nicht bemerkte Anderung des in der Empirie
,,geltenden” Gesetzes, (b) Formulierung eines von Anfang an falschen Modells
fir das Prozef3phanomen, (c) Nichtbeachtung relevanter Variabler, (d) man-
gelnde Kontrolle der exogenen Randbedingungen oder deren falsche Vorher-
sage, (e) falsche Messung des Anfangszustandes (Pretest). Die Testung eines
Modells entlang der Zeitachse verlauft offensichtlich wesentlich strenger als
Modellkontrollen oder Anpassungstests in einem nicht zeitlich aufgespannten
Rahmen. Zur Frage der Prognosedistanz sei auf Drosler (1976) verwiesen.

Nehmen wir z.B. an, dal3 die Daten eines Test-Retest-Designs Realisationen
eines multivariaten autoregressiven Prozesses 1. Ordnung ,,in diskreter* Zeit
sind. Kompliziertere Modelle (s. Chow, 1975) kdnnen wegen der Beschran-
kung auf 2 MeRzeitpunkte nicht formuliert werden. Die ProzeRgleichung
lautet:

(7.11a) E{XW)|Xt-1)}=AXt-1)+b
oder fur die Mittelwerte
(7.11b) u®y = A u(t—1) + b

Die Parametermatrix A spiegelt die EinflUsse der Pretests auf die Posttests
wider. Sie stellt also die zeitdiskrete Transferstruktur dar. Dagegen reprasen-
tiert der Parametervektor b die Starken &aufRerer EinflUsse, die zu einer Schein-
variablen mit dem Wert 1 fur alle Variablen und Zeitpunkte zusammengefalit
wurden, auf die Posttestvariablen X(t) wieder (s.a. Steyer, 1980). A und b
kdénnen mit LISREL als multivariate Regression der Posttests auf die Pretests
geschéatzt werden:

(7.12a)
15 o* Xi(1) =, X,(t-1) =§ d
B : =l A b}l +|
o 1% X (t) = e Xo(t—1) = &, €,
L
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(7.12b) Bn=TE+C Ay=1 A, =1 O,=0 65;=0

Zur Simulation der erwarteten Entwicklungsverlaufe werden die Lésungen des
Differenzengleichungssystems

t—1
o |, fendogene auf exogenen
(7.138) E{X()]X(0)} = A'X(0) + {;)A }b_ Entwicklung p+qEinfluf rick-
seit t=0 fithrbare
Entwicklung

oder fur die Mittelwerte

(7.130) u(t) = A*u (0) + { é Ai}b = RA* R u(0) + { EMiRl}b

berechnet, wobei A* Transitionsmatrix des Anfangszustandes

u(t) = Mittelwertsvektor zum Zeitpunkt t

u(0) = Mittelwertsvektor zum Zeitpunkt 0 (= Anfangs-
zustand)

{Z Al) = Transitionsmatrix des konstanten Inputs &1

Al = j-faches Produkt von A (z.B.: A’=AA)

R = Matrix mit rechten Eigenvektoren von A

A = Diagonalmatrix mit Eigenwerten von A (A mufR

diagonalisierbar sein)

Das Verhalten eines dynamischen Systems (7.11; 7.13) ist am leichtesten in der
Basis der Eigenvektoren (s. 7.13b, rechts) beschreibbar. Hier ist das System
entkoppelt, d.h. die Variablen beeinflussen sich wechselseitig nicht mehr.
Wachstum, Schrumpfung oder Oszillation der neuen entkoppelten Variablen
werden durch die Eigenwerte beschreibbar. Ist ein Eigenwert vom Betrage
groRer als 1, ist das System instabil: die Variablen wachsen ohne Grenze. Sind
alle Eigenwerte von A vom Betrage kleiner als 1, ist das System asymptotisch
stabil: es strebt einer Ruhelage zu, wenn sich die auferen Einfllsse nicht
andern. Sind die Eigenwerte konjugiert komplex, treten Oszillationen in den
erwarteten Mittelwertsverlaufen auf.

Es liegt hier ein Vergleich mit der Hauptkomponentenanalyse nahe. Dort sind
in der Basis der Eigenvektoren nicht dynamische sondern statische Verhdltnis-
se entkoppelt. Die neuen Variablen (= Hauptkomponenten) korrelieren nicht
mehr. Die Eigenwerte reflektieren nicht die dynamische sondern die statische
Wichtigkeit der neuen entkoppelten Variablen im Sinne von Varianzaufklérun-
gen. Jedoch treten in der Hauptkomponentenanalyse keine konjugiert kom-
plexen oder negativen Eigenwerte auf, da dort statt einer nichtsymmetrischen
Regressionsmatrix eine symmetrische positiv semidefinite(gramsche) Korrela-
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tionsmatrix faktorisiert wird. Statische Verhaltnisse zwischen Variablen wer-
den als symmetrische Korrelationsbeziehungen, dynamische Verhéltnisse als
nichtsymmetrische Regressionsbeziehungen aufgefalit.

Man kann die Zusammenfassung aller exogener Einfllsse in eine Scheinvaria-
ble fallen lassen und statt dessen n exogene Einfliisse betrachten. Dann erwei-
tert sich (7.11) zu (7.14) und (7.13) zu (7.15):

(7.14) u®) = Au(t—1) + Bu(t—1) wBa = Matrix mit Gewichten
der exogenen
Variablen
t=1
(7.15) ) = Aw(0) + Y ABu(t—1-i)

1=0

Damit ist (7.14) der zeitdiskrete Spezialfall von (9.6) und (7.15) von (9.3)).
Wenn man gewillt ist, nur Prognosen fir regelmaRig wiederkehrende Zeit-
punkte zu treffen und zu akzeptieren, dal zwischen diesen Zeitpunkten Un-
kenntnis Uber die Zustdnde des multivariaten Systems herrscht, kann man sich
mit den einfacheren zeitdiskreten Modellen begniigen. Sollen jedoch die Pro-
zelRparameter im Sinne von psychologischen Theorien ,,kausal” interpretiert
werden, ist die Wahl eines zeitdiskreten oder zeitkontinuierlichen Modells fir
die Interpretationen entscheidend.

Ist der Parameter a; im zeitkontinuierlichen Modell gleich Null, ist der ent-
sprechende Parameter im zeitdiskreten Modell (7.15) sehr wahrscheinlich un-
gleich Null! Behauptet man also im zeitkontinuierlichen Modell, da3 die Va-
riable i den Zuwachs oder Veranderung von Variable j nicht steuert, muf3 man
im zeitdiskreten Modell das Gegenteil behaupten: i beeinflufdt j!

Als Beispiel fur die Anwendung eines zeitdiskreten Modells soll die Auswer-
tung der Daten aus einer Untersuchung von Hamouzova & Wirthner (1976)
dienen, die ein Kontrollgruppendesign zum Intelligenzcoaching des IST
durchfihrten. Die Parameterschétzungen, die mit LISREL durchgefihrt wur-
den, finden sich fur das System (7.11) in Tabelle 7.1.

Wahrend in der Gruppe A (intensives Training) jeweils der zum Posttest paral-
lele Préatest der beste Einzelpradiktor ist, ,zerfasert sich die Matrix A der
Kontrollgruppe (s. Tabelle 7.1 rechts). Es scheint durch das Lernen von Denk-
strategien eine Stabilisierung der Tests im Kkorrelativen Sinne eingetreten zu
sein (Tabelle 7.1, links). Zur Simulation der erwarteten Entwicklungsverléufe
(Trajektorien) wird die Losung des Differenzengleichungssystems (7.13) be-
rechnet und geplottet (Fig. 7.1). O bwohl es bei zeitdiskreten Modellen unzu-
lassig ist, haben wir der besseren Lesbarkeit halber die Entwicklungskurven
durchgezogen. Es zeigen sich deutliche Unterschiede zwischen den beiden
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Tabelle 7.1: Systemmatrizen A und Inputvektoren b fur die Intensivtrainings-

Post-
tests

SE
WA
AN
GE
ME
RA
ZR
FA
wU

gruppe A und die Kontrollgruppe K (Die Parameter wurden im
Rahmen einer multivariaten Regression der 9 |-S-T Posttests auf
die 9 parallelen |-S-T Pretests geschétzt. Der jeweils grofte Koef-
fizient einer Zeile wurde eingerahmt. Es erscheinen nur Koeffi-
zienten vom Betrage groer als .10)

Trainingsgruppe A
Pretests
SE WA AN GE ME RA ZR FA wU b

5.08
.14 11 10 4.99
. -.26 .28 —.29 1.98
.60 33 42 .68 .56 =36 —.15 -31 283
—.12 22 —.14 1.34
32 —.69
.28 .26 .16 -.29
-.30 14 .24 . . 4.96
23 -1 ) [.60] 2.59
Kontrollgruppe K
Pretests

SE WA AN GE ME RA ZR FA wU b

d6 12 12 5.06

13 .27 30 [=.39] s5.74
A Sa7L -1 =31 19 13 15 Z.26 —3.10

36 \.12 17 -1 -.19 487
-24 34 14

15 —.13 .23 -.37
26 —.10 16 59
-.16 .12 27 231

17 -36 .22 —.29 34 .30 2.69

Gruppen, die nach der Simulation mit Formel (7.13) frihestens nach 2 Mona-
ten bzw. 24 Stunden verteiltem Training (8 X 3 Stunden) zu erwarten waren.
Auf Grund der Simulation kann man vermuten, dal3 das Coaching effektiv
(wenn auch verbesserungswirdig) aber zeitlich zu kurz angelegt war, um einen
signifikanten Schereneffekt zwischen den Gruppen auf einigen Untertests
deutlich werden zu lassen. Diese Vermutungen lief3en sich auch an einer
Langsschnittuntersuchung kreuzvalidieren (Mo6bus, 1981).
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7.4 Erwartungswertorientierte Analysen von Zeitreihen von
Querschnitten: Schereneffekte bei Mittelwertsverldufen auf
latenten Variablen

Bisher wurden nur die Mittelwertsverlaufe auf manifesten Variablen unter-
sucht. Dieses gilt auch fur uni- wie auch multivariate Varianzanalysen. Ist man
jedoch nicht an den Indikatormittelwerten sondern an Konstruktmittelwerten
interessiert, fihren die bisher behandelten Ansdtze nicht zum Ziel. Diese Fra-
gestellung lant sich jedoch mit einem speziell erweitertem LISREL-Modell
behandeln.

Dazu wird das urspriinglich von Joreskog (1973) formulierte LISREL-Modell
(7.1) und (7.2) nach einem Vorschlag von Sérbom (1979) erweitert zu

(7.164) Strukturmodell By =a +IE+{=[a:T ][ ;] + [C]
(7.16b) 1. MeBmodell — y =v, + A + e= [v,:14,] [ ’17} + [€]
(7.16c) 2. MeRmodell x=v, + AL+ 06=[v,:1,] {é] + [0]

wobei @, v, und v, Vektoren mit Regressionskonstanten sind.

Es wird nicht mehr angenommen, daR E(§) = 0 und E(y) = 0 sind. Die
Erwartungswerte der latenten Konstrukte der 1. Welle (Pretests) sind

(7.17a) E@) =

und die der 2. Welle (Konstrukte der Posttests)

(7.17b) E() = B '[a: I [ E(lg)] + BTE©)] = B [a i I [ i]
und die der manifesten Variablen:

(7.17¢) E(x) = v, + Ay 5 = [} A] [ H

sowie

(7.17d)

EG) = v, 4,] [1«:’(1;7)'] +E@E) =[viA]| 1 [1] = v, + AB (o +Ix
B'[ail]| %
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In einer einzigen Population sind die Parameter v,,v,a,x nicht identifiziert.
Analysiert man jedoch simultan mehrere Gruppen, wie es z.B. bei einem
Kontrollgruppendesign der Fall sein kann, gibt es einfache Restriktionen, die
es ermoglichen, die Mittelwertsparameter zu identifizieren (s. Sérbom, 1979).
In der LISREL-Terminologie nimmt das Modell (7.16) die Struktur (7.18)
oder noch allgemeiner (7.19) an. Dabei andert sich die Parametermatrix X' in
(7.3) zur Momentenmatrix (um Null) der Indikatoren y und x sowie der
Scheinvariablen 1:

(7.184a) Strukturmodell
oo 0% 1 1 i 1 0
o B T 7 |=]«a +| &
or 0% I 3 x &§-E@®
(7.18b) MeRmodell
. | = x| _tv A, 0F 1 4 €
y v, 0% A, i d
3
oder noch allgemeiner:
(7.19a) Strukturmodell
re o0 -v, —-A, 0% y €
0 I —w, 0 —A, x d
or 0+ 1+ 0* 0% 1 =11 Bp=¢
0" 0% —a B -r n g
0% 0% —x  0* I* 3 E—E©)
(7.19b) MeRmodell
s 0% 0% O%F o% y 0
= =|0* I* 0* 0* 0% x |+] 0 |y=4m
o* 0* 1% 0% 0% 1 0
n
3

Die zu analysierende Matrix ist nicht mehr wie im urspriinglichen LISREL-
Modell die Kovarianzmatrix S der Indikatoren sondern die Momentenmatrix
der Indikatoren (z und der Scheinvariablen 1) um Null:
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1 1
S+zz' 2 FZZZ' EZZ 1
(7.20) M= b=t L
: 1 1 X
z' 1 — 1-z/ 0 — 1-1
N ; i N 2
wobei S = Kovarianzmatrix der z

S + zz' = Momentenmatrix der z um Null
z = Mittelwertsvektor der z = Produkt-Moment der z
mit der Scheinvariablen 1

Wir wollen jetzt die Fragestellung: ,Wie veréndern sich Gruppenunterschiede
zwischen Konstruktmittelwerten zu diskreten Zeitpunkten?* mit LISREL be-
handeln. Dazu nehmen wir das Beispiel von Joreskog und Sorbom (1976). Es
soll untersucht werden, ob sich zwischen den beiden Gruppen ein Scheren-
effekt herausbildet. Jeweils 2 Untertests des Sequential Test of Educational
Progress (STEP) dienen als Indikatoren fir die latenten Variablen &
(1. Welle) und n (2. Welle). Die Kovarianzmatrizen und Mittelwerte finden
sich in Tabelle 7.2. Nach (7.20) lassen sich die Momentmatrizen um Null
berechnen, die dann dem LISREL-Modell (7.18) fir die Maximum-Likeli-
hoodschétzungen als Daten dienen (Tabelle 7.3). Fir jede der beiden Gruppen
wird ein Modell (7.18) aufgestellt, dabei werden folgende Restriktionen einge-
fuhrt: (1) die Parameter des Melmodells sind fir beide Gruppen gleich, (2) die
Parameter » der Bezugsgruppe (,,Jungen mit akademischem Curriculum®)
werden Null gesetzt: damit sind die Mittelwerte der latenten Variablen §; und
M, der Bezugsgruppe in den Nullpunkt verschoben. Die Einschrankung (1)
bedeutet nicht die Gleichsetzung der Kovarianzmatrizen sondern erméglicht
es erst, indikatorspezifische Mittelwertsunterschiede im Konstruktraum abzu-
bilden. Die Parameterschatzungen finden sich in Tabelle 7.4.

Es lassen sich zwei gruppenspezifische Regressionen im Raum der latenten
Variablen schatzen (s.a. Figur 7.2)

(7.21a) far Jungen mit ,,akademischem“ Curriculum:
m = .963 El + t.»l
(7.21b) fir Jungen mit ,,nichtakademischem® Curriculum:

M, = -6.121 + .811 &, + §,
Die Mittelwerte auf den latenten Variablen sind

(7.22a) f_Ur Jungen mit ,,akademischem” Curriculum:
El = O.O::A ﬁ1 = O.O:'L
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(7.22b) f_Ur Jungen mit ,,nichtakademischem” Curriculum:
& = —13.75 7, = —17.27

Es zeigt sich, da3 die Mittelwertsdifferenz auf den latenten Variablen grofRer
wird. Signifikanztests lassen sich durchfiihren, wenn man durch entsprechen-
de Restriktionen, das volle Modell reduziert und die beiden Likelihoods mit
einem Likelihoodquotiententest vergleicht. Will man z.B. die Hypothese te-
sten, dal} kein Schereneffekt vorliegt, kann man die Restriktion testen, dal die
Steigungen der beiden Regressionen gleich sein sollen.

Das Modell ist im Grunde ein statisches Modell, weil man im Gegensatz zum
vorher behandelten Differenzengleichungssystem, keine expliziten Extrapola-
tions- und Prognosevorschriften zur Hand hat. Hier wird ganz deutlich, dal
das Modell aus der regressions- und faktorenanalytischen Denkschule der Sta-
tistik stammt. Andererseits ist es moglich, die dynamischen zeitdiskreten oder
zeitkontinuierlichen Systeme auf latente Variablen auszudehnen. Hierzu mis-
sen die Outputmatrizen H in (9.1b) und (9.2b) und die Inputmatrizen B
bestimmte Strukturen annehmen. So darf H nicht gleich | sein, sondern muf3
ahnlich wie die Lambda-Matrizen in den LISREL-MeRmodellen spezifiziert
sein. Sinnvolle Modelle missen auch hier bestimmten Kriterien genligen. So

2. Welle £ I pd Boﬁs ~ (Gruppe 1)
de7) I _academic
(gra 7) E I /7]2= —6.121 +.811E,
; | Boys
: non-academic
3 (Gruppe 2)
0 thr——-
.
B~ & e
/ HE |w o, &1 Welle (grade 5)

Fig. 7.2: Raum der latenten Variablen fir die 1. und 2. Welle: Regressionen der latenten
Variablen der 2. Welle auf die 1. Welle fur die beiden Curriculumsgruppen
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sind Fragen der Beobachtbarkeit und Kontrollierbarkeit zu untersuchen (s.a

Athans et al., 1974).

Tabelle 7.2: Stichprobenkovarianzmatrizen fir zwei Curricula

Boys academic (N = 373)

STEP reading, grade 5 X, 281.349

STEP writing, grade 5 X, 184.219 182.821

STEP reading, grade 7 Y, 216.739 171.699 283.289

STEP writing, grade 7 Y, 198.376 153.201 208.837 246.069

Boys non-academic (N = 249)

STEP reading, grade 5 X; 174.485

STEP writing, grade 5 X, 134.468 161.869

STEP reading, grade 7 Y, 129.840 118.836 228.449

STEP writing, grade 7 Y, 102.194 97.767 136.058 180.460
Mittelwerte

Boys academic

Boys non-academic

STEP reading, grade 5 X;
STEP writing, grade 5 X,
STEP reading, grade 7 Y,
STEP writing, grade 7 Y,

262.236
258.788
275.630
269.075

248.675
246.896
258.546
253.349

Tabelle 7.3 :

Zu analysierende Momentenmatrizen M

Gruppe 1: ,,akademisches* Curriculum Gruppe 2: ,,nichtakad.” Curriculum

X] Xz Y] Yz Konst. X| X2 Y1 YZ Konst.
X,| 69029 . 62025 .
X,| 68041 67159 . 61537 61120 .
Y| 72478 71496 76237 . 64443 63966 67101 .
Y,| 70755 69795 74372 72660 63097 62637 65638 64340
1 262 258 275 269 i1 248 246 258 253 1
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Tabelle 7.4: Parameterschatzungen mit LISREL

Gruppe 1: ,,akademisches” Curriculum

1* 0% o* 1 1* 1 0
Strukturmodell] 0% I* 0% El=1x +| & E()
o+ -I' B n a ¢

mit/ = 1%, —'= —.963, B = 1*, % = 0%, a = 0%

x v, =262 1% 0* 1 &
v,, = 258 A, = .839 0%
Mef3modell z |= = v, = 275 0O 1 E |+
Y v,, = 269 0% A, =.895] | m €
v, A, 0F ! o)
z =| * X E |+
v, 0" A €
Yy y n
Gruppe 2: ,,nichtakademisches” Curriculum
1* 0* 0% 1 1* 1 0
Strukturmodell§ 0% 1+ 0* E [=| —13,75 +| E— E(E)
0* —.811 1% n —6,121 ¢

8. Markoff-Modelle fir qualitative Variable bei diskreter Zeit

Wahrend bei den quantitativen Variablen die Variablenwerte zu verschiedenen
Zeitpunkten (oder daraus abgeleitete andere MalRRe wie Differenzen oder Ver-
héltnisse) als Operationalisierung von Veranderungen gelten, betrachtet man
bei qualitativen Variablen analog dazu Veranderungen in den Wahrscheinlich-
keiten, sich in bestimmten Zustédnden zu befinden (s. Coleman, 1968). Die
dabei verwendeten Modelle sind meistens die zeitdiskreten Markoff-Ketten,
die in die Klasse der Differenzengleichungssysteme einzuordnen sind. Anwen-
dungen finden sich bei der Beschreibung von Konditionierungs-, Konzept-
lern-, Informationsspeicherungs-, Denk- und Interaktionsprozessen (Atkin-
son & Estes, 1963; Estes & Suppes, 1974; Deppe, 1977; Fararo, 1973; Greeno,
1974; Harder, 1973; Laming, 1973; Levine & Burke, 1972; Massy et al., 1970;
Miller & Chomsky, 1963; Rapoport, 1963; Restle & Greeno, 1970; Revenstorf
et al., 1977, Tack, 1976).
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Bevor wir Markoff-Ketten 1. und 2. Ordnung behandeln, wollen wir einige
Grundbegriffe einfihren: (a) bedingte Wahrscheinlichkeiten, (b) Markoffan-
nahme, (c) Stationaritét.

(a) Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die Variable Y habe K Auspragungen (bzw. Zustande). Es werden mehrere
Zeitpunkte betrachtet. Die Verteilung der Variablen zum Zeitpunkt t sei abge-
klrzt durch einen Vektor dargestellt:

(8.1) P'(©) = (ps(1), - . ,Px(1))
wobei p;(t) die Wahrscheinlichkeit ist, da die Variable Y zum
Zeitpunkt t den Wert i annimmt (p;(t) = W({{Y, = i})

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten kdnnen folgendermafRen abgekirzt ge-
schrieben werden:

(8.2) pi(tirty) = W({Yy = j} | {Ya = i}) = Wahrscheinlichkeit, daB
die Variable Y zum Zeitpunkt t, den Wert j annimmt unter der
Bedingung, da Y zum Zeitpunkt t; den Wert i besall.

Die verschiedenen bedingten Wahrscheinlichkeiten kann man (Gbersichtlich in
einer Matrix zusammenfassen:

P1(tnt2) - - - pix(tests)
(83) P(t1,t2) L
pxi(tistz) ... Prx(titz)

Die Summe pro Zeile ist jeweils 1, denn es ist
K
L WY, = (Y, =ih) =1
i=1

Nach dem Satz fir die totale Wahrscheinlichkeit (s. z.B. Storm, 1969) kann
man aufgrund der Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt t; und
der bedingten Wahrscheinlichkeiten pi]‘(t1,t2) die Wahrscheinlichkeiten fir den
Zeitpunkt t, berechnen:

K K
®4) P()=W({Y,=j})= L WY, =j} (Y =ihW({Y,=iD)= L pi(tnt)pt)

Fat man (8.4) fur jedes j zusammen, ergibt sich folgende Matrixmultiplika-
tion:
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(8.5) P(u, t)
p'() |=| p'(v) |-

In den bedingten Wahrscheinlichkeiten sind alle Informationen enthalten, die
die Veranderung zwischen zwei Zeitpunkten charakterisieren.

Manchmal werden auch zwei Prozesse miteinander kombiniert, so dafR nur
noch eine einzige Ubergangsmatrix P(t;,t;) vorliegt (Greeno, 1974). So kann
die Variable Y beim einfachen Alles-oder-nichts-Lernen zwei Auspragungen
besitzen: S = Information gespeichert, U = Information nicht im Gedachtnis
gespeichert. Die Ubergangsmatrix des Lernprozesses konnte folgendermaiien
aussehen:

S(t)  U)

Information ge-

speichert S(t,)
Py, ) =

Information nicht

im Gedachtnis ge- a (1—-a)

speichert U(ty)

1 0

S und U sind dabei latente, nicht direkt beobachtbare Zusténde. a reprasentiert
einen unbekannten Parameter, der durch Daten geschétzt werden mufi.

Aus den Antworten einer Person ist aber nicht ein direkter Schluf? auf die
latenten Zusténde S, U der Person mdglich. Sie kann trotz nicht gespeicherter
Information richtige Reaktionen (z. B. Raten in einem multiple choice Frage-
bogen) zeigen. Dieser zweite Prozel3 (Performanzmodell) besitzt ebenfalls eine
Ubergangsmatrix

richtige falsche
Reaktion C(t;) Reaktion E(t,)
Information ge- ’ 0
speichert S(t;)
Py, ) = . L
Information nicht 1-p)
gespeichert U(ty) P (I-p

C und E sind jetzt direkt beobachtbare manifeste Zustdnde. Beide Prozesse
lassen sich kombinieren mit neuen Zustanden SC, UC und UE. Dabei kann
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nur das Auftreten von UE direkt Uber die nicht korrekten Antworten einer VP
beobachtet werden. Die Ubergangsmatrix des kombinierten Lern-Perfor-
manzmodells ist

SC(t2) UC(t,) UE(t,)
Speicherung und  keine Speicherung keine Speicherung
korrekte Reaktion und korrekte Reak- und Fehler (nicht

tion korrekte Reaktion)
SC(vy) 1 0 0
P(ty, tp) = UC(t ) a (1—-a)p (1—ay(1-rp)
UE(t) a (1-a)p (I—2a)(1~p)

Die Modelle mit latenten Zustanden werfen eine Reihe von Problemen auf, die
unter 8.8.2 noch gesondert besprochen werden.

Auf dhnliche Weise wie in (8.5) wird die Zustandsverteilung des 2. Zeitpunkts
in die des 3. Zeitpunkts transformiert:

(8.6) P'(ts) = p'(ty) - Pltats)

Durch Substitution von (8.5) fur p’(t,) in (8.6) erhdlt man dann

(8.7 P'(t) = p'(t)  P(ty,t)P(t2,83)

Allgemein bekommt man durch wiederholtes Einsetzen fir mehrere Zeitpunk-
et <t <ty...<ty)

(8.9) P'(tw) = p'(t1)  P(t1y1) - P(t83) * * Pt 1ste) = p' (1)) - [ [ P(tiy)

i=2
Andererseits konnte man auch die Wahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt t,, aus
den Wahrscheinlichkeiten p’(t;) und den bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(ty,t,,) erhalten:

(8.9) P'(tm) = p'(t1) - Pltsstm)

Auf den ersten Blick wirde man vermuten, daf3 P(t;,t,) gleich dem Produkt
H P(t;_4,t;) sein muBte. Dieses gilt nicht allgemein. Das soll an folgendem
i=2

Beispiel gezeigt werden.

Beispiel:

Die untersuchte Variable Y habe zwei Ausprégungen: 1 = gesund geschrieben,
2 = krank geschrieben. Aufgrund jahrelanger Erfahrung wisse man, daf3 nach
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einer im Dezember durchgefiihrten Therapie fir die drei Zeitpunkte Januar

(1;), Februar (t,) und Marz (t;) folgende Wahrscheinlichkeiten gelten, gesund
bzw. krank geschrieben worden zu sein:

JANUAR  FEBRUAR MARZ Wahrscheinlichkeit der
80 —() Sequenz:
® 1oL 32
20 Ll 08
30 —() 121 03
122 07
70 —2)
211 07
70 —Q0 212 03
30 —Q2) 221 08
222 32

20 —(1)

.80

=i WY = 5} (¥, =i~ Yy = i)

W({Y, =i} | {Ys =1i})

Aus diesen Wahrscheinlichkeiten kann man dann die Wahrscheinlichkeiten fir
die einzelnen Sequenzen berechnen:

WY =i A Y, =1 A Ys=1}) = W{Y; =15} | Yi=1i A Y, =1})
- WY, = i} [ {Ya = ii})
- WY, = i1})

Die Wahrscheinlichkeit fir den 1. Ast des Wahrscheinlichkeitsbaumes (Se-
quenz: 1 1 1) ist:

WHY, =1AY,=1AY,; =1}) = .80%.80+.50 = .32

Die Matrizen fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten kann man aus den Wer-
ten fur die Sequenzen berechnen. Man erhédlt als Matrix der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten fir den Ubergang von Januar auf Februar:

© @
@ 80 .20

P w) =3 20 80

und fir den Ubergang von Februar auf Marz:
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®© @

78 .22 ‘:.80 #.80+ .20%.70 .20=.30 + .80 = .20}

Plvw) =D 22 78 |T| 80%.20+.20%.30  .20%.70+ .80+ .80

Nach Formel (8.7) ist dann damit die Verteilung p’(t;) (Wahrscheinlichkeiten
im Marz, gesund bzw. krank geschrieben zu sein):

P(t) - Py, ) - Pty t3) =

80 .20 || .78 .22 668 | .332
=(5,.5)- =(.5,.5) =(.5,.5)=p’ (1)
20 80| .22 .78 332 .668

oder direkt nach Formel (8.9):

P Pt =(5,.50| | 70 20 | 1= (5,5 =p'(t)

Die beiden Matrizen (im Beispiel doppelt angestrichen) stimmen nicht Uber-
ein. Das Produkt von Matrizen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten ist nicht
selbst die entsprechende Matrix der bedingten Wahrscheinlichkeiten. Das trifft
nur dann zu, wenn die sogenannte ,,Markoffannahme" (siehe unten) erfillt ist.

b) Markoffannahme und einige Bezeichnungen

Bei bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt im allgemeinen (z.B. bei 3 Zeitpunk-
ten) (8.10) nicht. Falls die Gleichheit gefordert wird, spricht man bei diesem
Beispiel von ,,Markoffannahme 1. Ordnung“. Diese Annahme vereinfacht die
theoretische Analyse der Prozesse und deren Schétzbarkeit erheblich.

(8.10) WY =i} [{Yeor=ia Yo =i D=W({ Y. =i} [ {Y. 1 =ic 1))
im obigen Beispiel ist fir i, =1, 1,4y =1, 1,., = 1:

WY, =1} | {Y,=1,Y,=1}) = .80 #
W({Y; =1} [ (Y, =1}) = 78
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Man mifte bei mehreren Zeitpunkten die ganze Vergangenheit des Prozesses
mitbertcksichtigen; dadurch ergébe sich bei lang dauernden Prozessen eine
immense Fille von bedingten Wahrscheinlichkeiten. Dartber hinaus waéren
auch Prognosen unmdglich, da fir jede Vergangenheit (spezielle Sequenz von
Auspragungen) vollig neue unbekannte bedingte Wahrscheinlichkeiten fir die
Prognosen bendétigt wirden.

Die Markoffeigenschaft eines Prozesses erlaubt es, nicht die gesamte Vergan-
genheit berlicksichtigen zu missen. Falls dann die Gleichung (8.10) gilt, wére
damit die Markoweigenschaft 1. Ordnung gegeben, da die Wahrscheinlichkeit,
welchen Zustand der Prozel3 zum Zeitpunkt t annimmt, nur vom unmittelbar
vorher stattfindenden Ereignis abhangt.

Ein ProzeR k-ter Ordnung wird durch folgende Forderung charakterisiert:
(811) W({Y[ = lt} | {Yl = il’ YZ = i2x fety Yt—k’ M) Yt-1 = it—]}) =
W({Yt = 1[} | {Yt—k = it-—k’ DRI Yt—l = it—l})

Dabei sei Y, der Wert zu Beginn des Prozesses. Die Wahrscheinlichkeit, wel-
chen Zustand i, der ProzeR zum t-ten Zeitpunkt annimmt, hangt nur vom
Verlauf des Prozesses wahrend der letzten k Zeitpunkte ab. Frihere Zustédnde
spielen keine Rolle mehr. Prozesse, die fur diskrete Zeitpunkte betrachtet
werden, heiBen mit dieser Annahme Markoffetten k-ter Ordnung.

c) Falls zuséatzlich die bedingten Wahrscheinlichkeiten fir alle Zeitpunkte t
gleich sind, spricht man von einer homogenen (auch stationdren) Markoff-
kette.

Ein Spezialfall ist der unabhéngige ProzeRR (Markoffkette O-ter Ordnung), bei
dem gilt (independent trial process):

W({Ytzlt} | {leihYZ:iZ) .. -)Yt—lzit—1}>=w({Yt=it})

Dabei hangt das Ergebnis zum Zeitpunkt t Uberhaupt nicht von der Vergan-
genheit ab.

8.1 Markoffketten 1. Ordnung mit einer Variablen

Man kann wieder wie bei Gleichung (8.8) die Verteilung fur einen bestimmten
Zeitpunkt t mit Hilfe der Ubergangswahrscheinlichkeiten und der Anfangs-
verteilung berechnen.

(8.12) p'(v) = p'(1) [[P(s—1.s)

=2
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Andererseits gilt aber auch:

(8.13) p'(®)=p'(1) P (L,1)

Infolge der Markoweigenschaft stimmt aber nun P(1,t) mit dem Produkt:

H P(s—1,s) Uberein*. Zudem kann man jetzt fur theoretische Analysen die
s=2

Anfangsverteilung frei wahlen und so Konsequenzen unterschiedlicher An-
fangsverteilungen simulieren.

Falls der Prozel3 (Zeit-)homogen ist, wird die Gleichung (8.12) noch einfa-
cher. Denn dann gilt: P(s—1,s) = P(t—1,t) = P und damit

(8.14) Pty = p'(1)y P...P=p' ()P D
——
2...t

Diese Formel weist Ahnlichkeit zur Berechnung der ,,Losung® (= Trajektorie,
Erwartungswertverlaufe) von Differenzengleichungssystemen ohne exogenen
Input auf (siehe 7.13)

Fortsetzung des Beispiels mit 2 Modifikationen:

Falls der ,,Wahrscheinlichkeitsbaum* monatlicher jeweils eintdgiger therapeu-
tischer Behandlung wie in der nachfolgenden Figur ausséhe, lage Markoff-
eigenschaft 1. Ordnung vor.

Januar Februar Maéarz
.80
.20
.50 30
E PG
.70

A=
.50 30
40 _© .70
0 T A

WY, = i), WY, = i} | {Y, = 1) W{Ys =53} [ {Yi =1, Yo =1i,})

@@@é@@!@@

* Damit kann man Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen weiter auseinanderlie-
genden Zeitpunkten durch Multiplikation der Matrizen der Ubergénge von benachbar-
ten Zeitpunkten gewinnen.
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Die Zustandswahrscheinlichkeiten fir den Méarz sind je nach Gesundheitszu-
stand im Februar verschieden. Jedoch wirkt sich der jeweilige Gesundheitszu-
stand im Januar nicht mehr auf die Wahrscheinlichkeiten im Mé&rz aus. Man
kann diesen Sachverhalt auch noch anders formulieren. Man kann z.B. folgen-
de Wahrscheinlichkeit berechnen:

W({Y; = is} [{Y, = i2})
z.B.: W{Y, =1} [ {Y,=1}) = .80

Als Ubergangsmatrizen hat man:

5]

Da diese (und auch die anderen Mdglich-
keiten) jeweils gleich

W{Y; =1} |[{Y, =1, Y, =1}) = .80
und W({Y; =1} [{Y, =2, Y, =1}) = .80
sind, ist die Markoffeigenschaft erster
Ordnung gegeben (bei nur 3 Zeitpunkten
lassen sich hohere Ordnungen nicht mehr
Uberprifen)

&)

.80
P(Z, 3) =1

.20 .80 | .20

.30

.70 .20 | .80

P(1,2)= t

Der ProzeR? ist nicht homogen, da P(2,3) # P( 1,2) mit Anfangsverteilung p’ (1)

= (.5,5) ist.

Der Prozef3 soll nun noch weiter durch die Annahme modifiziert werden, dafd
auch P(1,2) gleich P(2,3) ist; zudem sei angenommen, daf? der ProzeR mit der
gleichen Ubergangsmatrix in derselben Weise fortdauert:

ON©

@] .80

.20

P(!, =1 =

@\ 30

.70

Wirde folgende Anfangsverteilung gelten:

p(0) = (1,0)

wirden alle Personen im Januar gesund geschrieben sein.

Ist fur die darauffolgenden Monate entsprechend der angegebenen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten mit Krankheitsfallen zu rechnen, kann man den Anteil
der verbliebenen ,,Gesunden“ fir jeden Monat herleiten:
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Abnahme der Wahr-
scheinlichkeit,
»gesund* , krank® ,,gesund‘ zu sein

(8.15) 1 o ||.80 .20|=| .80 .20 20 Februar

30 .70

80 .20 || .80 .20 |=| .70 30 10 Marz
30 .70

70 30| .80 .20|=| .65 35 05 April
30 .70

{65 35|] .80 20]=[ 625 375 | 025 Mai

b—— 3 70| W/

Diese Ergebnisse hétten aber auch nach (8.14) Uber die Potenzen von P berechnet
werden konnen:

. 625 375
P = .70 .30 P .65 .35 P = 6

45 55 .525 475 " |.5625 .4375

Die Verteilung fur Mai ist:p’ (4) =p' (0)- P* =| .625 .375

Bei naherer Betrachtung der Potenzen von P féllt auf, dal3 pro Spalte die
Differenzen zwischen den Ubergangswahrscheinlichkeiten bei zunehmenden
Exponenten immer kleiner werden. Daher liegt es nahe, zu fragen, ob bei
zunehmendem Potenzieren eine Ubergangsmatrix mit gleichen Zeilen resul-
tiert.

Im Beispiel ist:

6062 .3938 | 5977 4023
P =l "So06 4094 oder  P'=| "6 3984

Schon bei einer Potenz von 8 erhdlt man eine Matrix, deren Zeilen fast gleich
.60 .40 | sind.

Allgemein gilt fir Ubergangsmatrizen, die bei irgendeiner Potenz nur noch
positive Elemente haben, (so daR der Ubergang von jedem zu jedem anderen
Zustand mdoglich ist):

. 7 wobei i’ ein Zeilenvektor ist
(8.16) im | pe i =

t—

K
, mith;=lundO<n;<1

i=1
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Die Kenntnis des gegenwértigen Zustands des Prozesses bietet keine zusétzli-
che Information fir die Prognose eines in weiter Zukunft liegenden Zustandes
(Fur jemand, der jetzt gesund geschrieben ist, gilt die gleiche Wahrscheinlich-
keit, in ferner Zukunft gesund geschrieben zu sein wie flr einen jetzt gerade
krank geschriebenen).

Ferner stellt der Vektor sz’ die Verteilung dar, die ein konstant wirkender
Prozel3 nicht mehr andert (stationare Verteilung, bzw. Gleichgewichtszu-
stand).

Man kann zeigen (Ferschl, 1970), daR
(8.17) a = aP
ist.

Fur das Beispiel ist: ' = (.60 .40)

.60 .40 .80 .20 |=| .60 .40
30 .70

Aus der Relation (8.17) laBt sich die stationdre Verteilung auch rechnerisch
(unter Berlicksichtigung, daR Zs; = 1 ist) sehr einfach bestimmen. Es gibt noch
eine dritte Interpretation fir ;. Lauft ein solcher Prozel3 ab, verweilt eine
Person einen bestimmten Anteil der Zeitpunkte in einem der Zustande. & gibt
dann (bei t — ) den Anteil der Zeitpunkte an, zu denen sich die Person im
Zustand i aufgehalten hat.

Eine weitere Interpretation des Prozesses mit Hilfe von 7t bezieht sich auf die
,,Erstruckkehrzeit*. Darunter verstent man die Zeit s, die zwischen dem Ver-
lassen des Zustandes i zum Zeitpunkt t und der Riuckkehr nach i zum Zeit-
punkt t+s verstreicht.

Die mittlere Riuckkehrzeit fir den Zustand i ist:

1
“‘1 - ﬂi
Fir das Beispiel ist:

d.h.: falls jemand krank geschrieben
ug = —= = 1.66 wird, dauert es im Schnitt 1.66
Monate bis er wieder gesund wird.

Ug = %: 2.50
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Wir haben mit diesen Interpretationen von 7z einige wichtige Aspekte heraus-
gegriffen. Cox, D. R. & Miller, H. D. (1968), Kemeny & Snell (1965), Ferschi
(1970) geben weitere Details und Beweise.

In der Literatur sind verschiedene Arten von Markoffketten (bzw. Zustéanden)
bekannt geworden.

a) Regulére oder ergodische Markoffketten

Kemeny & Snell (1965) bezeichnen solche Markoffketten als reguléar, bei de-
nen Ubergénge von allen zu allen Zustédnden bei irgendeiner Potenz von P
mdoglich sind.

Die Aussage (8.16) gilt nur fir reguldre Ketten. In unserem Beispiel ist schon
fur die erste Potenz der Matrix P (also fur P selbst) jeder Ubergang mdoglich.
Deshalb ist diese Markoffkette regulér.

b) Absorbierende Ketten

Falls mindestens ein Zustand existiert, der zwar erreicht, aber nicht mehr
verlassen werden kann, heifdt die Kette absorbierend und der Zustand selbst
ebenso.

Gerade bei bestimmten theoriegeleiteten Modellen treten solche absorbierende
Zustande immer wieder auf. Etwa in der Lerntheorie (siehe Bower & Trabasso
(1964), Simon & Newell (1974) oder Greeno (1974) oder aber bei Modellen
zum moralischen Urteil nach Kohlberg (Murray et al. (1970)).

Beispiel (moraisches Urteil)

Nach Kohlberg gibt es 6 Stufen der moralischen Entwicklung. Hat jemand
eine bestimmte Stufe erreicht, kann er nicht mehr auf eine niedrigere Stufe
zurickfallen. Damit ist die oberste Stufe ein absorbierender Zustand. Die
Ubergangsmatrix von einem Zeitpunkt zum né&chsten kdnnte dann folgende
Form haben (s. S. 407 o.).

Man kann die Erreichbarkeit von bestimmten Stufen auch in der Form von
gewichteten Graphen darstellen. Dabei treten die Wahrscheinlichkeiten als
Gewichte auf (s. Ferschl, 1970; und mit speziellem Bezug zu entwicklungspsy-
chologischen Stufentheorien s. Singer & Spilerman, 1979a).
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t+1

12 3 4 5 6
Stufel | pin pi2 Pi3 0 0 0 Dabei wurde noch zuséatzlich ange-
Stufe2| 0 pa pn pu 0 0 nommen, dal} in einer Zeitperiode
Stufe3 | 0 0 P13z P Pis 0 nicht mehr als 2 hohere Stufen erreicht

t Stufe4| 0 0 0 pu Pss Pae werden kénnen.

Stufe5| 0 0 0 0  pss ps
Stufe6| 0 0 0 0 0 !

Fur das Kohlberg-Beispiel ist der Graph:

Es kdnnen bei diesen Ketten bezilglich der Zeit bis zur Absorption eine Fille
von Fragestellungen behandelt werden:

a) Wie sieht die Verteilung dieser Zeit bei bestimmten Startzustanden aus?

b) Wie grof3 ist die durchschnittliche Zeit bis zur Absorption?

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit in einem bestimmten Zustand absor-
biert zu werden, wenn mehrere Absorptionszustande méglich sind?

Zur Beantwortung solcher klassischer Fragen gibt es eine Reihe von ausgear-
beiteten Theorien (sieche Cox & Miller (1968), Ferschl (1970)).

Neben diesen beiden Arten von Ketten gibt es noch weitere Spezialfalle (s. a.
Ferschl (1970)).

8.2 Markoffketten 2. Ordnung (1 Variable)

Bei Markoffketten 1. Ordnung ,,beeinflul3t“ nur der unmittelbar letzte Zu-
stand vor dem Ubergang den Ubergang zum né&chsten Zustand. Das gilt unab-
hangig von der Verweilzeit in einem bestimmten Zustand. Falls ,,mehr Vergan-
genheit* berlcksichtigt werden soll, muR man zu Ketten héherer Ordnung
Ubergehen. Dabei kann die gewohnte Matrixdarstellung beibehalten werden.
Es mul3 nur die Zahl der Zustdnde erweitert werden. Das soll an der Erweite-
rung einer Kette 1. Ordnung zu einer Kette 2. Ordnung erlautert werden
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(siehe Anderson (1979)). Markoffketten hoherer Ordnung treten speziell bei
sozialen Interaktionsprozessen auf (Revenstorf & Vogel, 1979).

Es seien urspriinglich K Zustande gegeben; so kann man K? neue Zustdnde wie
folgt definieren:

t-2 1...1 2...2 . .. K... K Quellen der
t-1 1.K 1.k . . . 1.. K Obergénge
neue Zustdnde | ... K K+1...2K ... .. K?

Das gleiche gilt fir die Ziele der Ubergénge. Damit geht die Zeitsequenz von je
2 Zeitpunkten in die Definition der neuen Zustédnde mit ein.

Fortsetzung des Beispiels:

Gegeben waren jeweils 2 Zustande (,,gesund”, ,,krank“). Auf Grund von Tests
(siehe spéater) bzw. theoretischen Uberlegungen kénnte man zum SchlufR kom-
men, daR fir Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht nur der letzte, sondern die
beiden letzten Zustande beriicksichtigt werden miussen:

In Tabellenform (Matrixform):

t-2 t-1 1 2

1 1 90 .10

1 2 40 .60
Bei einer Kette 1. Ordnung miften die beiden

2 1 .70 .30 Teiltabellen Ubereinstimmen.
2 2 20 .80 Falls sie nicht Ubereinstimmen, ist das ein Indiz
far einen Prozel 2. Ordnung.

Diese Matrixform ist nicht quadratisch wie das etwa bei der Ubergangsmatrix
P der Fall war. Das kann man aber leicht durch eine andere Anordnungsart
erreichen:

t—1 ] 1 1 2 2
t| 1 2 1 2
t—2t—1
1 1 90 .10 0 O Pt piz 0 O
1 2 0 0 40 60|_| O O pupw _p
2 1 70 30 0 O | | Pmmpm 0O O -
2 2 0 0 .20 .80 0 0 pap
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Dabei sind wieder alle Zeilensummen gleich 1. Verschiedene Ubergangswahr-
scheinlichkeiten miissen Null gesetzt werden, da nur jene Ubergdnge moglich
sind, bei denen die Zustdnde zum Zeitpunkt t-I Ubereinstimmen.

Die Verteilungen fur bestimmte ,,Zeitpunkte® haben dann ebenfalls K? Zustan-
de. Die Wahrscheinlichkeiten fir Zeitpunkt t geben an, zum Zeitpunkt t-1 im
Zustand i und zum Zeitpunkt t in j zu sein:

p'(©) = (Pu(®) - - - Pii(V) - - -» Prx(t)
Die Ubergangsmatrix P ist eine K? x K? Matrix, deren Elemente zur Halfte
Nullen sind.

Durch diese Umformulierung kénnen die Ketten 2. Ordnung formal gleich
behandelt werden wie die Ketten 1. Ordnung. Auch fur solche Matrizen kann
man den Vektor 7z berechnen. Er représentiert die Wahrscheinlichkeiten, dafl3
jemand bei hinreichend lange dauerndem Proze3 zum Zeitpunkt t-1 in i und
zum Zeitpunkt t in j ist.

Weitere Beispiele finden sich bei Anderson (1954, S. 56).

8.3 Markoffketten mit mehreren Variablen

Auch die Erweiterung auf mehrere Variable bringt keine grundsatzlichen
Schwierigkeiten. Es wird wiederum der Zustandsraum erweitert.

Beispiel ,,Sehen - Kaufen* nach Anderson (1954)

Die beiden Variablen besitzen folgende Auspragungen

. ) . ja 1
A: Sehen einer Warenanzeige nein : )
B: Kauf einer W ja 1
. Kauf einer Ware nein 9
Fir jeden Zeitpunkt gibt es eine Verteilung: p'(t) = (P11 p1® pu®® p2™).

wobei pi,(t) bedeutet: Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt t eine Anzeige fir
die Ware gesehen zu haben (A= 1) und die Ware nicht gekauft zu haben (B=2).

p12(t) = W({A=1,B=2})

Zudem gibt es die Ubergangsmatrix:
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11 12 21 22 wobei
P>, 21 = Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt
T puin Pz Pz Pinz2 | ¢ dine Anzeige gesehen, aber nicht die Ware
P=t Pt Piziz Pzt Piz22 | gekauft zu haben und danach zum Zeit-
211 pain Paat Poat Poizz | punkt t + 1 eine Anzeige nicht gesehen, aber
22| P21 P22 P2z P22 | die Ware gekauft zu haben.

t+ 1

Zu den oben besprochenen Analysen kdnnte man noch eine weitere anfiigen,
in der untersucht wird, ob die Veranderungen des Seh- und Kaufverhaltens
unabhéangig sind. Bei Unabhéangigkeit der Veranderung mifte gelten:

pink = ph - Pl
Im Beispiel ist:
pf?1 die Ubergangswahrscheinlichkeiten fir Sehen (A) und
die entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit fur
ph Kauf (B)

Fir solche Fragestellungen hat Anderson (1954) ebenfalls einen Test entwik-
kelt.

8.4 Schitzung der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Es sind 3 Félle zu unterscheiden:

a) Stehen sehr lange Beobachtungsreihen (T — o) bei einer Person (N = 1) zur
Verfiigung (Mikrodaten), kénnen die Schatzer von Bartlett (1951) Verwen-
dung finden (siehe auch Anderson & Goodman (1957)).

b) Stehen Daten von vielen Personen zur Verfiigung, bei denen jeweils die
vollen Sequenzen bekannt sind, liegen ebenfalls Mikrodaten vor.

c) Erhebt man von mehreren Personen nicht unmittelbar die Sequenzen, son-
dern nur die H&ufigkeiten pro Zeitpunkt, liegen Makrodaten vor.

Fir die Mikrodaten-Situation haben Anderson & Goodman (1957) Maximum-
likelihood-Schatzer entwickelt. Lee, Judge & Zehner (1977) referieren diese
und stellen zudem Bayes- und Makrodatenschétzer vor.

Der Einfachheit halber werden wir uns hier mit einigen ML-Schéatzern fir
Mikrodaten begniigen. Hat man folgende Beobachtungen y,, gemacht,
(t=12,..,Tund v=1,...,N) kénnen die Werte y,, selbst jeweils die Num-
mer eines Zustandes i (i = 1,. . . ,K) annehmen.



Messung, Analyse und Prognose von Veranderungen 411

Aus diesen Sequenzen kann man folgende H&ufigkeiten berechnen:

n; () Anzahl der Personen, die zum
Zeitpunkt (t-1) in i und zum
Zeitpunkt t in j sind.

8.4.1 bei Zeitinhomogenitéat

Es wird nicht vorausgesetzt, daR alle Ubergangswahrscheinlichkeiten fur die
verschiedenen Zeitpunkte gleich sind. Dann erhalt man folgende ML-
Schatzer:

Bi(t) = “{S) i=1,..,Ke=1,...,T

n n;(t) s —
A f— = 07 jg=1,..K;t=2,...,T
pi(t 1Y ny(t—1) ")

Dabei ist n{t—1) = Znij(t) (Zeilensumme)
j=1

K
= Y ny(t—1) (Spaltensumme)
=1

8.4.2 bei Zeithomogenitéat

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden als konstant iiber die Zeitpunkte
hinweg vorausgesetzt.

Dann gilt:

n T

ﬁ, = Tl wobei: n; = Znij(t)

t=2

n K

A 1) —

pij = n; = Zniy
n; .

Die Schétzer sind approximativ normal verteilt, so da man leicht Konfidenz-
intervalle angeben kann. Streuung und Covarianzen der Schatzer finden sich
auch bei Anderson (1979).
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8.5 Tests

Testmoglichkeiten sollten zumindest fir einige wichtige Fragestellungen ange-
geben werden:

a) Spezielle Wahrscheinlichkeiten:
Sind die Wahrscheinlichkeiten gleich speziellen Werten? (etwa in homoge-
nen Ketten)

Ho:py= p?ﬁ wobei p?i ein festgelegter Wert sein kann

b) Zeithomogenitat: Sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten konstant fiir die
verschiedenen Zeitpunkte?

Hp : p; (t—1,t) = p; (s—1,8) s,t =2,...,T
sFt

¢) Ordnungshypothese: Ist eine Markoffkette eine 1. oder 2. Ordnung?
Hy : pj (t—2,t—1,t) = py (t—1,¢) fiir alle passenden t

Diese Fragestellung laRt sich erweitern auf beliebige Ordnungen. Ein wichti-
ger Spezialfall dabei ist, ob es sich um einen Prozef} O-ter Ordnung handelt
(Unabhangigkeit)

d) Gruppenhomogenitat: Gelten fur verschiedene Gruppen (z.B. Manner,
Frauen) gleiche Ubergangswahrscheinlichkeiten?

H, : pi = p{¥ m : fir ,,méannlich*
w : fdr ,,weiblich*

Fur diese und weitere Hypothesen haben Anderson & Goodman (1957) so-
wohl gewdhnliche Anpassungstests (Pearson) als auch die Likelihood-verhalt-
nistests entwickelt. Wir haben die Teststatistiken fur die 4 Arten der Fragestel-
lungen in der Tabelle auf S. 413 zusammengestellt.

8.6 Spezielle Probleme und Ldsungen bei der Anwendung von
Markoffketten

Im Rahmen von wiederholten Messungen an verschiedenen Personen wird
vorausgesetzt, daR firr jede Person die gleichen Ubergangswahrscheinlichkei-
ten gelten. (Eine Annahme, die auch bei einem gewdhnlichen Regressionsmo-
dell vorliegt, da jeweils unterstellt wird, da die Regressionskoeffizienten fir
alle Personen die gleichen sind.)
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1*-Verteilte Freiheits-
Teststatistik grade
Spezielle Ho: p; = p? Ao K-1
Wahrschein- i=1,...,K | x = n ZM
lichkeiten -1 i
H,: pi=p} i K(K-1)
i=1, ceey K X;
i=1,...,K i=1
Zeithomo- H: pij(t—1,t) = T K K 5 | K(K-1)
- pu(t 1,t)— Pu)
genitét =p;; Y>Yn (t—l)———— (T-2)
fiir t=2i=1i=1 Pij
=1, ... K
t=2,..., T
Ordnung der Ho: pii= pll K K K(K-1)2
Kette (im Bei- Lil=1,...,K ZZZ (Bu—pi*
spiel: Kette i=1i=11=1 by
st 1. Ord.)
Vorauss. : Zeit-
homogenitat
Gruppen- H,: p=p” ¢ K K ) \2 9-1)
homogenitat ij=1,..,K | Y)Y ¥n h)(p”—anp”)— K(K-1)
(unter Vor- h,h’=1, cen g | hetizii=l Pij

aussetzung von

Zeithomogen.)

g: Anzahl
Gruppen

wobei p(h) fur die Gruppen ein-
zeln, py fur alle Gruppen ge-
meinsam geschatzt wird.

n® Anzahl im i ten Zustand in h-
ter Gruppe

Die Abkurzungen fir die Schétzer p; usw. stimmen mit den oben eingefihrten tberein.

Bei der Analyse mit Markoffkettenmodellen konnte immer wieder die Beob-
achtung gemacht werden, daR (8.17) nicht gilt:

(8.17)

P(1,t) =

t

[

=2

PGi—1,i) = P

bei Homogenitat
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(siehe z.B. Singer & Spilerman*, 1976; Coleman, 1964). Dabei waren die
Diagonalelemente der Matrix "% fast immer kleiner als die Elemente der
Matrix: P(1,t):

(8.18) D < pu(1,t); pi~D e PV

Diese Beobachtung kennen wir aber schon vom obigen Beispiel. Die Gleich-
heit (8.17) mufl3 ohnehin nur gelten, falls die Markoffeigenschaft gegeben ist.
Das hieRRe dann allerdings, da3 in Anwendungen selten Markoffeigenschaft zu
erwarten ware, und dal damit empirische Analysen mit Hilfe von Markoff-
modellen wegen nicht erflllbarer Bedingungen aufgegeben werden muften.

Dieses Phanomen, so fanden Blumen, Kogan & McCarthy (1955), kann aber
auch andere Grinde haben. Es kann sein, dal3 fir zwei Gruppen von Personen
jeweils eine Markoffkette (etwa 1. Ordnung) mit nicht identischen Ubergangs-
Wahrscheinlichkeiten zutrifft. Analysiert man félschlicherweise beide Gruppen
zusammen, betrachtet man eine Mischung von Prozessen, fir die dann sowohl
die etwa vorher vorhandene Homogenitat als auch die Markoffeigenschaft
nicht mehr gilt. Coleman (1964) wiederum konnte nachweisen, dal} dieses
Phanomen auch durch MefRfehler zustande kommen kann. Das heifdt: es gilt
zwar flr die untersuchte Variable voll die Markoffeigenschaft; da aber die
Variable nicht fehlerfrei gemessen werden kann, gilt sie nicht mehr fir die
meffehlerbehaftete Variable.

Ein weiterer Grund fir die Abweichung von den Markoffannahmen kann auch
darin gesehen werden, daf3 sich die Bedeutung bzw. die Attraktivitédt der Zu-
stande und damit der Ubergangswahrscheinlichkeiten im Laufe der Zeit &n-
dern: bei verschiedenen Berufsgruppen in Mobilitats-, bei Orten im Rahmen
von Wanderungsstudien (Ginsberg, 1971), oder bei sozialpsychologischen Ex-
perimenten (Conlisk (1976)).

Fur Markoffmodelle gilt, da die Wahrscheinlichkeit, in einer Klasse langer als
eine bestimmte Zeit t zu bleiben, negativ-exponentiell verteilt ist. Das bedeu-
tet, da® die Wahrscheinlichkeit, sehr lange in einem bestimmten Zustand zu
bleiben, mit zunehmender Zeit gegen O geht. Dies widerspricht aber vielen in
den Sozialwissenschaften betrachteten Prozessen (McGinnis (1968)). Oft trifft
zu: ,,Je langer jemand in einem Zustand war, desto eher bleibt er.* McGinnis
bezeichnete dieses Phanomen als das: ,,Gesetz der kumulativen Tréagheit”
(Inertia).

Ein weiteres Problem bei der Anwendung von Markoffketten ist die Diskret-
heit des Zeitparameters, da ja Ubergénge jederzeit stattfinden kénnen (Singer
& Spilerman (1976)).

* Singer & Spilerman beziehen sich im Gegensatz zu (8.17) nicht auf die Wahrschein-
lichkeiten sondern auf deren Schétzer.
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Im Folgenden sollen einige Ansdtze besprochen werden, die als Ldsungen fir
die obigen Probleme angesehen werden kénnen.

8.7 Einfuhrung unabhadngiger Variablen
8.7.1 Subgruppenmodelle

Die Gesamtheit wird in mehrere Subgruppen aufgeteilt, fir die dann eventuell
die Markoffeigenschaften gelten konnten.

8.7.2 Ubergangswahrscheinlichkeiten als Funktionen von unabhéngigen
Variablen

Die Aufteilung in mehrere Subgruppen ist in der Praxis nur beschréankt még-
lich. Je mehr Gruppen es gibt, desto weniger Haufigkeiten stehen fir das
Schétzen der Wahrscheinlichkeiten zur Verfligung. Deshalb realisierte Spiler-
man (1972) dann einen Vorschlag von Anderson (1954).

(819) Pii = W + bijl X] +...+ biijm

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden als lineare Funktion eines Global-
parameters w; und von Einflissen der Eigenschaften der verschiedenen Perso-
nen angesehen. Dieses Modell &Rt nicht nur zu, die Populationsheterogenitét
sondern auch das Problem des Attraktivitdtswandels der Zustande zu bertck-
sichtigen. Das geschieht, indem in manchen der unabhangigen Variablen die
Eigenschaften der Zustadnde operationalisiert werden*, (siehe Horan (1976)
und Ginsberg (1972)), wobei Ginsberg (1972) allerdings kein lineares Modell
sondern ein logistisches** verwendet hat.

ln L = W + bi'eXe
1 — Pij ) Z )

e=1

Darliber hinaus ist auch die Verwendung von log-linearen oder Probitmodel-
len maoglich.

* Fdls in den unabhéngigen Variablen nur die Eigenschaften von Zielzustanden (j)
operationalisiert werden, die nicht unterschiedliche Effekte fir verschiedene Urspriinge
(i) sind, kann angenommen werden, dal3 fur ale i die Effekte gleich sind. Dann kann
statt by. einfach b;. gesetzt werden.

** Ronning (1980) hat fur Makrodaten ebenfals ein logistisches Modell mit den ent-
sprechenden Schétzproblemen vorgestellt.
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8.7.3 Interaktive Markoffketten

Speziell fur Problemstellungen, bei denen das Verhalten, einen Zustand zu
wechseln, vom Verhalten anderer Personen abhangt, wurde das ,,interaktive"
Modell entwickelt (Conlisk (1976)). Conlisk zeigt die Brauchbarkeit des Mo-
dells an mehreren Beispielen mit sozialpsychologischen Problemstellungen.
Dabei wird angenommen, da3 die Wahrscheinlichkeit p; zerlegt werden kann
nach :

pi = (a; + by = p)/S; S; ist eine NormierungsgroRe

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist einmal bestimmt durch einen konstant
bleibenden Ubergangsanteil a; und durch einen Anteil, der von der Randwahr-
scheinlichkeit p; abhangt. Ist bij negativ, wird die Ubergangswahrscheinlich-
keit kleiner, wenn die Randwahrscheinlichkeit hoch besetzt ist (,,Exklusivi-
tatswanderung”); ist b;,- positiv, steigt die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs
jeweils in einen stark besetzten Zustand (,,Nachahmungswanderung“).

Im wesentlichen ist dieses Modell ein Spezialfall von 8.7.2 wobei hier die
Attraktivitat bzw. Nichtattraktivitét der Zustande durch die Randwahrschein-
lichkeiten operationalisiert wird.

8.8 Einfuhrung latenter Klassen
8.8.1 Mover-Sayer-Modell

Wahrend bei 8.7.1 aufgrund der Kenntnis von Variablenwerten a priori-Grup-
pen gebildet werden konnen, fur die dann u.U. die Markoffeigenschaft gilt,
liegt hier eine anders geartete Situation vor. Es sollen Gruppen a posteriori
erschlossen werden. Blumen, Kogan & McCarthy (1955) untersuchten Mobi-
litdtsvorgange. Sie schlugen fir eine adaquatere Beschreibung der Prozesse
vor, die Personen in zwei Gruppen zu teilen. Eine Gruppe (,,stayer*) bleibt
tendenziell immer im gleichen Zustand. lhr Anteil an der Gesamtheit flr
Zustand i sei S;. Sie besitzt eine besonders einfache Ubergangsmatrix: die
Einheitsmatrix 1. Die andere Personengruppe (,,mover*) bewegt sich nach
gleichen Ubergangswahrscheinlichkeiten von Zeitpunkt zu Zeitpunkt. Ihr An-
teil an der Gesamtheit betrégt pro Zustand i den Wert (1 - S;).

Es lakt sich nicht beobachten, ob eine Person ein Mover oder ein Stayer ist.
Diese Eigenschaft mul indirekt erschlossen werden. Es handelt sich hier um
ein Modell mit 2 latenten Klassen, fur das Goodman (1961) spezielle Schétz-
methoden entwickelt hat. Erweiterungen auf mehrere latente Klassen wurden
von Spilerman (1972) durchgefinhrt.
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8.8.2 Generelles Modell latenter Zustande

Wahrend im Mover-Stayer-Modell die Zustdnde beobachtbar bleiben, aber
2 latente Gruppen gefunden werden miussen, innerhalb derer dann jeweils ein
Markoffproze3 abléuft, werden in diesem Modell die Zusténde neu etabliert.
Die latenten Zustande sind Uber die ,,Responsewahrscheinlichkeiten (RW)*
mit den manifesten (gemessenen) Zustanden verknipft. Die RW geben an, mit
welcher Wahrscheinlichkeit jemand auf einem manifesten Zustand zu finden
ist, falls er sich in einem bestimmten latenten Zustand befindet. Uber diese
RW kann man dann versuchen, zu interpretieren, welche Bedeutung den la-
tenten Klassen zukommt. Ahnliche Interpretationsvorgéange finden sich z.B.
bei der Faktorenanalyse (mit manifesten Items). Deren Ladungen werden als
latente Variablen (Faktoren) interpretiert. Von primarem Interesse sind aber
die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den latenten Klassen.

Eine Fulle solcher Modelle werden in Wiggins (1973) und in Lazarsfeld &
Henry (1968) vorgestellt. Die Vielzahl der Modelle ist auf verschiedene An-
nahmen beziiglich der Randwahrscheinlichkeiten, der latenten Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten und der Zahl der betrachteten Zeitpunkte zurtickzufih-
ren. FlUr jeden Modelltyp werden ebenfalls die Identifikationsmdglichkeiten
untersucht, um Response- und Ubergangswahrscheinlichkeiten berechnen zu
kénnen. Sind die Parameter identifiziert, kénnen sie mit Methoden von Good-
man (1974) geschatzt werden.

Das Modell latenter Zustdnde kann auch als ,,Fehlermodell” interpretiert wer-
den, in dem die latenten Zusténde als wahre und die manifesten als die entspre-
chenden fehlerbehafteten Zustdnde betrachtet werden. Die Responsewahr-
scheinlichkeiten geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit jemand in den rich-
tigen oder falschen Zustand klassifiziert wird (vergleiche auch mit dem Alles-
oder-nichts-Modell weiter oben). Solche Modelle sind néher bei Murray et al.
(1971) dargestellt.

8.9 Weitere Modelle: zeitkontinuierliche Markoffprozesse

Falls der Zeitparameter kontinuierlich ist, spricht man von Markoffprozessen
(z.B. Cox & Miller, 1968). Man kann die Beschreibung des Prozesses dann
nicht mehr wie im diskreten Fall mit einer Differenzengleichung (vgl. 8.5)
sondern nur noch mit einer Differentialgleichung vornehmen:

' _ PHQ  0<t< +

(8.19) e

Die Elemente von Q werden als Ubergangsraten bzw. Intensitédten bezeichnet.
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Sie sind keine Wahrscheinlichkeiten. Zwar erhdlt man als Losung fir die Diffe-
renzengleichung (8.5)

P =p'0) P'=p(OPOY  (t=012..)

Diese Gleichung gibt die Zustandswahrscheinlichkeiten zum diskreten Zeit-
punkt t in Abhangigkeit vom Anfangszustand t=0 an. Da im diskreten Modell
die Zeit ,,L6cher* hat, sollte man das kontinuierliche Modell bevorzugen. Die
entsprechende Losung der Differentialgleichung (8.19) ist

(8.20) p'(1) = p'(0)e

S 2 &
wobei gilt: eU=171+1tQ + 7Qz +_3!_ Q +...

K
qij>0(i#j)undqi;=——2qi;
i=1

Sie gibt die Zustandswahrscheinlichkeiten fir jeden beliebigen Zeitpunkt t in
Abhéangigkeit vom Anfangszustand t = 0 an. ldentifikation und Schéatzung der
Intensitdten sind z.Z. noch nicht voll geldst. Fiir entsprechende Uberlegungen
bei nichtprobabilistischen Modellen verweisen wir auf Kapitel 9.

Zeitkontinuierliche Markoffprozesse finden sich meist z.Z. nur in theoreti-
schen Analysen (Barholomew, 1973; Laming, 1973; Schweitzer, 1978). Bei
Coleman (1964, 1968, 1980) werden die Ubergangsintensititen q; - wie die
Ubergangswahrscheinlichkeiten in (8.19) - in additive Effekte zerlegt:

(820) qij = uii + bijl X1+ R b;ijm

Dabei koénnen die x-Variablen als die externen Einfliisse auf die Ubergangsra-
ten und die Koeffizienten biik als die Starke dieser EinflUsse interpretiert
werden.

Coleman sieht darin die Mdéglichkeit einer kausalen Interpretation (Coleman
(1966)). Einen &ahnlichen Weg haben Tuma et al. (1979) eingeschlagen. An-
dress (1980) bringt Beispiele fur praktische Anwendungen.

Semimarkoffprozesse ermdglichen es, die Zeitpunkte des Wechsels der Zustan-
des und Ubergéange in andere Zustidnde zu entkoppeln. Dadurch ist es auch
moglich, Konzeptionen wie das ,,Gesetz der Kumulativen Tréagheit" (siehe
oben) mit zu berlcksichtigen (siene z.B.: Ginsberg (1971)). Anwendungen in
Entscheidungsprozessen bringt Howard (1971).
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9. Multivariate ,,Zeitreiben“- und Panelanalyse mit
zeitkontinuierlichen Modellen

9.1 ,Zeitreihenanalyse” (N=1, T >> M, M > 1)

Bei der Analyse von Zeitreihen kann man auf verschiedene Modellvorstellun-
gen zurickgreifen, die entweder eher datenorientiert (wie z.B. die Arima-
Modelle) oder eher theorieorientiert (wie z.B. die zeitdiskreten oder zeitkonti-
nuierlichen Systemmodelle) sind (s.a. Lewandowski, 1980). Bei der Analyse
multivariater Zeitreihen mit rein datenorientierten Modellen (Akaike, 1974,
1976; Hannan, 1970, 1976; Priestley, 1978) sind die Identifikationsschwierig-
keiten noch erheblich groRer als bei den einfachen Arima-Modellen. Sie durf-
ten noch weiter zunehmen, wenn man zusatzliche Erweiterungen in die
Raumdimension vornimmt. Solche Modelle kdnnten besonders fir 6kologi-
sche Fragestellungen, die Veranderungen von Phé&nomenen Uber Zeit und
Raum zum Untersuchungsziel haben, von Interesse sein (Pfeifer & Deutsch,
1980).

Wir wollen uns hier mit relativ stark theorieorientierten zeitkontinuierlichen
Systemen befassen. Das Interesse an solchen Modellen griindet sich auf vier
Uberlegungen:

a) die Zeit hat keine ,,Locher”

b) Prognosen sollen fir beliebig wéhlbare Zeitpunkte mdglich sein

c) Suche nach Parameterinvarianz ist bei Kreuzvalidierungen oberstes Ziel

d) kausal-inhaltliche Interpretationen sollen auf der ProzeRebene des Phéano-
mens erfolgen

Zu a,b) wére folgendes zu sagen. Alle zeitdiskreten Modelle sind an einem
bestimmten Zeittakt der Messung und Prognose gebunden. Liegen z.B. fir
den multivariaten autoregressiven Prozefd (7.11) die MeRzeitpunkte t und t-1
ein Jahr auseinander, sind Prognosen mit (7.13) nur fir ganz Vielfache dieser
Zeitdistanz moglich. Man kann dann Prognosen nur im Jahresrhythmus erstel-
len. Fir alle anderen Zeitpunkte lassen zeitdiskrete Modelle keine Aussagen
Zu.

Die Suche nach Parameterinvarianz sollte ein fundamentaler Vorgang bei
Kreuzvalidierungen sein. Leider wird er beim Umgang mit zeitdiskreten Mo-
dellen nicht berlcksichtigt, wenn zwei Forscher fir ihre Langsschnittuntersu-
chung verschiedene MeRintervalle benutzen. Sind die MeRintervalle t-(t-1)
bei zwei Untersuchungen verschieden lang, sind die Parameter der zeitdiskre-
ten Modelle (z.B. die Regressionsgewichte in 7.11) auch dann verschieden,
wenn alle Beobachtungen aus einem einzigen zeitkontinuierlichen Modell
(z. B. 9.3) stammen! Das bedeutet, da3 man L&ngsschnittuntersuchungen nur
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kreuzvalidieren kann, wenn man entweder die Parameter der zeitkontinuierli-
chen Modelle vergleicht oder in beiden Untersuchungen gleich lange Zeitinter-
valle zwischen den Messungen vorliegen hat.

Die Uberlegung d) bezieht sich auf den wichtigen Aspekt der inhaltlichen
Theoriebildung. Man kann an Hand (9.6) und (9.7) zeigen, da Kausalaussa-
gen im Sinne ,Variable i beeinflu3t Variable j* von der Wahl zwischen zeitdis-
kreter vs. zeitkontinuierlicher Modellbildung abhéngen.

Beeinflult im zeitkontinuierlichen Modell (9.2, 9.3) die Variable i die Veran-
derung der Variablen j nicht, ist der Parameter a;; in (9.6) gleich Null. Im
entsprechenden zeitdiskreten Modell (9.7) wird aber der entsprechende Re-
gressionsparameter f]‘i wegen der Reihenentwicklung (9.8) im allgemeinen un-
gleich Null sein. Das fuhrt zur Konsequenz, dal3 man im zeitdiskreten Modell
Variableneinflisse vermutet, die im zeitkontinuierlichen Modell nicht vorhan-
den sind!

Man muf} sich daher bei der Formulierung dynamischer Theorien entscheiden,
auf welcher Zeitebene Formulierung und Hypothesenprifung erfolgen sollen.
Man darf zeitkontinuierliche Theorien nicht mit zeitdiskreten Methoden
prfen.

Bei zeitkontinuierlichen Modellen hegt man die intuitiv einleuchtende Vorstel-
lung von nicht sprunghaften sondern stetigen Variablendnderungen. Sind die
im Modell enthaltenen Variablen stetige, nach der Zeit differenzierbare Funk-
tionen, kann man Richtung und Stéarke der Variablenédnderungen durch deren
Ableitungen nach der Zeit angeben (s. z.B. Voedodsky, 1969; McClelland,
1979; Goldstein, 1979).

Jeder, der sich im Rahmen der psychologischen Testtheorie mit Itemcharakte-
ristikkurven befafdt hat, wird als diskretes Modell die Guttman-Skala und als
kontinuierliches Modell das Rasch-Modell kennengelernt haben. Neben der
Ublichen Interpretation als Itemcharakteristikkurven kann man sie aber auch
als Entwicklungskurven einer einzigen Person verwenden. Sie beschreiben in
beiden Fallen die Losungswahrscheinlichkeit einer Aufgabe in Abhangigkeit
von der Fahigkeit & Wachst die Fahigkeit einer Person, legt die Itemcharakte-
ristik die erwartete Losungswahrscheinlichkeit fest. Dabei ist die Form der
Kurve fir ale Personen gleich, wenn das Modell gilt. So ist die Itemcharakteri-
stikkurve im Birnbaum-Modell (s. Fischer, 1974, S. 204)

ct&=0i)
pE) = EERC T 0; = Schwierigkeit des Items j

Losung einer Differentialgleichung
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dp(§) _
Tdg

mit nichtkonstantem Koeffizienten: [a(1—p(E))]

p(E) = [a(1 —pE))] - P(®)

Die Veradnderung der Ldsungswahrscheinlichkeit (bzw. Veranderungsrate) ist
eine Funktion der Ldsungs- und Versagerwahrscheinlichkeit und einer Kon-
stanten alpha. Ist alpha (= Trennscharfeparameter) gleich 1, liegt der Spezial-
fall des Birnbaum-Modells nédmlich das Rasch-Modell vor. Zusammenfassend
lankt sich sagen, dal die Itemcharakteristikkurven in der Testtheorie ,Ldsun-
gen“ einfacher Differentialgleichungen sind, die das Wachstum von L&sungs-
wahrscheinlichkeiten beschreiben, wenn die Fahigkeit wéchst.

1
l Logistische Kurve
Exponentielle
£ Annih
P(E) Exponentielles/ nnaherung §
Wachstum
0 N . A . N 13

Fig. 9.1: Die logistische Kurve ist die Losung der Differentialgleichung pE) =
(1 —p(E)) p(E). Sie ist durch drel Parameter bestimmt: den Grenzwert 1, den
Mittelwert (Schwierigkeit des Items o) und die Ratenkonstante o, die das
exponentielle Wachstum der Anfangsphase und die exponentielle Annghe-
rung an den Grenzwert 1 in der Endphase beschreibt. Dazwischen liegt eine
Phase fast linearen Wachstums, die etwa bei o—2/a beginnt und bei o+2/a
endet. Hier schneidet die Tangente im Mittelpunkt o die Grenzen O und 1
(sa Ebenhoh, 1975, S. 44).

Systeme von Differentialgleichungen sind in der Psychologie spatestens seit
der Formalisierung der Gruppentheorie von Homans durch Simon (1952,
1957) bekannt geworden. Ausfihrliche Diskussionen des theoretischen Mo-
dells von Simon finden sich bei Rapoport (1963, 1980), Ziegler (1972), Andres-
ki (1977) und Deppe (1977). Nach Deppe &Rt sich die Simonsche Formalisie-
rung darstellen als Differentialgleichungssystem (d.h. als gekoppeltes zeitkon-
tinuierliches multivariates System) in zwei Variablen:

1. Gleichung:dz# = S(t) = f,(A,S)
2. Gleichung:—%dt(i = A(t) = £,(A,S,E)
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. of, af, A,
: —_— >
mit: > 0, 5 < o und 35 0
of, of, of, 2%,
33 > 0, 3E > 0, A 0 und 3AL >0
wobei: | = Ausmal der Interaktion innerhalb einer Gruppe

A = Ausmal der Aktivitat

S = Ausmall der Sympathie

E Ausmal’ der extern geforderten Aktivitat
(exogene Variable)

Verbal formuliert bedeutet die 1. Gleichung: die Veranderungsrate der Sym-
pathie zum Zeitpunkt t wird geddmpft durch hohe Sympathiewerte und gefér-
dert durch hohe Aktivitat. Die 2. Gleichung |aRt sich beschreiben als: Die
Veranderungsrate der Aktivitat zum Zeitpunkt t wird gedampft durch hohe
Aktivitatswerte und gefordert durch hohe Sympathie- sowie extern geforder-
ter Aktivitat. Die Ldsung des Differentialgleichungssystems wiirde bei be-
kannten Werten der Variablen zum Zeitpunkt t=0 Prognosen flr jeden belie-
bigen Zeitpunkt t erlauben, wenn das Modell gilt.

Ahnliche deterministische zeitkontinuierliche Systeme behandelten Rashevsky
(1939), Richardson (1948), Blalock (1969), Przeworski & Soares (1977), Wot-
tawa (1979), Rapoport (1980) und im Rahmen der Leistungsmotivationsfor-
schung Loose (1964), Loose & Koran (1975), Loose & Unruh (1977) sowie
Kuhl & Blankenship (1979).

Im Gegensatz zu den oben erwahnten Autoren wollen wir uns nicht nur auf
theoretische Analysen beschranken, sondern auch die ldentifikation und die
Schéatzung von Systemen (zumindestens ansatzweise) behandeln. Daher be-
schranken wir uns auf lineare Systeme, deren Koeffizienten nicht von der Zeit
abhéangen. Die Dynamik eines solchen mehrvariablen Systems kann dann
durch eine Anzahl interdependenter Differentialgleichungen und einer Aus-
gangsgleichung beschrieben werden. Die Gleichungen fir den Zeitpfad (Tra-
jektorie) im Variablenraum (Zustandsraum oder ,,state space") lauten, wenn
die Parameter zeitabhangig sind:

(9.19) x(t) = A(tx(t) + B(t) u(t) Zustandsgleichung
(9.1b) y(t) = H{t)x(t) Ausgangsgleichung

mit: x(t) = Vektor mit Ableitungen dxi(t)/de (i=1,... ,M)
A(t),B(t),H(t) = zeitabhéangige Parametermatrizen, die unbekannt sind
x(t) = Vektor mit Werten der Zustandsvariablen (kénnen auch
latente Variablen sein)
u(t) = Vektor mit Werten &auRerer EinfluRBvariabler
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y(t) = Vektor mit meRbaren Ausgangsindikatoren des Systems
zum Zeitpunkt t

Sind, wie wir schon oben angedeutet haben, die Parameter aus Vereinfa-
chungsgrinden zeitunabhéngig, vereinfacht sich (9.1) zu:

(9.29) x(t)y = Ax(t) + Bu(t)
(9.2b) y(t) = Hx(t)

Im folgenden wollen wir uns auf das System (9.2) beschranken. Sind alle
Variablen x direkt beobachtbar, kann die Matrix H = | gesetzt werden. In
diesem Fall liegen keine latenten Variablen vor.

H ist daher mit der Ay—Matrix im MelBmodell von LISREL vergleichbar. Das
Prozelmodell (9.2a) weist aber zum Strukturmodell einen fundamentalen Un-
terschied auf. In (9.2a) werden die Veranderungen von endogenen Variablen
beschrieben, wahrend in dem ,,normalen“ - von Joreskog bekannten - LIS-
REL-Modell die Melwerte zum Zeitpunkt t beschrieben werden. Eine dyna-
misierte Form eines LISREL-Modells wird weiter unten bei den diskreten
Approximationen vorgestellt.

Wird H = | gesetzt, ist die ,,LOsung” des linearen Systems (s.a. Chan, Chan &
Chan, 1972; Athans, Dertouzos, Spann & Mason, 1974)
(9.3) x(t) = e (o) + ft; e UBu(t)dt

_ { endogene } + {exogener}

Entwicklung Einfluf}
mit der Transitionsmatrix
A A = ARK

(94) €A<t)=]+At+—2! +T +...= Z—I('_

K=0

Die verbale Interpretation der ,,Losung” (9.3) ist einfach. Die Werte des Varia-
blenvektors zum Zeitpunkt t hangen von den Werten zum Zeitpunkt ty (d.h.
von der Vorgeschichte), von der endogenen Entwicklung (d.h. der inneren
Entwicklung ohne &uRere Einflisse) und dem EinfluR &uflerer Variabler ab.

Endogene Entwicklung und &auflerer Einflul? Uberlagern sich bei geeigneter
Formulierung des Modells additiv. Die ,,L6sung” erlaubt es, bei bekannten
Parametermatrizen A, B, H und Anfangszustand x(t;) und bekanntem Input
u(t) (fur alle T < t) den Zustandsvektor x(t) zu berechnen. Die Beschrénkung
auf das deterministische System (9.1.-9.3) wird weiter unten fallen gelassen.

Werden nur zu diskreten Zeitpunkten t=0, T, 2T, . . . Beobachtungen erhoben
und nimmt man an, daR der Input z(t) stiickweise konstant ist:
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(9.5) u(t): u(kT) = u(kT+7) 0=1<T

So ist es moglich, x(t) zu den diskreten Zeitpunkten t=0, T, 2T . . . mittels der
diskreten Zustandsgleichung zu bestimmen, wenn wir einmal von MeRfehlern
und ProzeRfehlern etc. absehen. Die diskrete Zustandsgleichung lautet:

(9.6) x[(k+1)T] = eATx(kT) + fz e'dtBu(kT)
oder als Differenzengleichung
9.7) x[(k+1)T] = F(T)x(kT) + G(T) u (kT)

mit: F(T) = /T und G(T) = [, e*'dtB = (efT-1)A"'B =
A~ AT-D)B

zu bestimmen. Die Differenzengleichung (9.7) entspricht genau dem multiva-
riaten autoregressiven Prozel3 1. Ordnung (= multivariate Regression) (7.11)
fur die Erwartungswerte

mit F(T) = A u(t—1) = x(kT)
G(T) = b und  u(kT) = 1

(9.7) zeigt ferner, wie das zeitkontinuierliche die Grundlage des zeitdiskreten
Modells bildet.

Die Reihenentwicklung von F(T) kann statt nach (9.4) auch rekursiv erfolgen
(Cadzow & Martens, 1970):

(9.8) F(T)=¢"T z[ I+AT[1+AZ—T[1 +g[l+...%[l +A—LT]]]”

Fir die Matrix G(T) laRt sich ein ahnlich rekursiver Ausdruck angeben:

(9.9) G(T)=(""-NDA"'B=T [ I +%[ I +’—43E [ I+... + —LA—il[ I +%] . H]E

An Hand der Reihenentwicklung (9.8) wird auch die eingangs entwickelte
Uberlegung von der Divergenz zeitkontinuierlicher und zeitdiskreter Kausal-
interpretationen deutlich. Aus a;=0 in (9.8) folgt nicht, daf auch f;=0 ist.

Man kann das inhomogene System (9.2a) in ein homogenes (9.10) umformulie-
ren, wenn u(t) konstant bleibt. Die Bestimmung von (9.9) erubrigt sich dann:

(9.10a)
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(9.10b) x(t) = Aex.(t)
mit der gegeniber (9.3) vereinfachten Ldsung (9.11)

(9.11) xo(t) = e (to)
Nach (9.11) kann man dann (9.7) zur Ldsung eines homogenen Systems ver-

wandeln in :
Lol [ 1 o ] [

= eAtT . =

x[kT] G(T) KT) x{kT]

Wir wollen jetzt ein inhaltliches Beispiel fur ein Differentialgleichungssystem
(9.2a, 9.3, 9.7) geben. Es findet sich in einer L&ngsschnittuntersuchung von
Doreian & Hummon (1976) zur Analyse der Popularitdtszyklen von Regie-
rung, Opposition und Liberalen in England. Als Daten dienten monatliche
Umfragen zur Popularitat der drei politischen Gruppen und monatlich erho-
bene Indikatoren wichtiger 6konomischer Variabler (s. Figur 9.2). Das mathe-

o Opposition
=
o
-+
2
g o Government
s =y
=
=
3 =
<3
-9
]
.2 o
= 9d
) [
£ &
=3
Q]
=
=2
Liberal
o
=
o

T T T T T T T T
0.00 20.00 40.00 60.00 80.00 100.00 120.00 140.00 160.00

Fig. 9.2: aus Doreian & Hummon (1976): M onétliche Popularitétsentwicklung in Eng-
land fir Regierung, Opposition und Liberale
Zackenlinie = empirische Zeitreihen
glatte Kurve = Modellprognosen
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matische Modell (Tabelle 9.1) reprasentiert die inhaltliche Hypothese, daf
Popularitatsinderungen der drei gesellschaftlichen Gruppen sich wechselseitig
beeinflussen und von der 6konomischen Entwicklung als aufRerem Einflul
abhangen. Das dem System (9.2a) entsprechende inhaltliche Modell findet sich
in Tabelle (9.1).

Die Parameter der Systemmatrix A bestimmen die Entwicklung des Systems
vollkommen, wenn keine aufReren Einfllsse vorliegen. Ist z.B. a;; negativ,
wirde damit die Popularitdt der Opposition den Zuwachs der Regierungs-
popularitdt hemmen. Ist ein Element a; auf der Hauptdiagonale von A negativ,
dampft die Variable i sich selbst: hohe Werte von Variable i steuern einen
Abfall der Zuwachsrate von i. So sind z.B. Sattigungs-, Regressions- bzw.
Decken(,,ceiling”)effekte konsistent beschreibbar.

Kennt man die Parametermatrizen A und B, den Anfangszustand des Varia-
blenvektors x(t;) und den Verlauf der auBeren Einfllisse, kann man die Werte
der Zustandsvariablen mit der ,,Losung“ des Differentialgleichungssystems
(9.3) bzw. (9.6, 9.7) prognostizieren. Ideal wéare es natlrlich, wenn die &uRRe-
ren Einflisse unter vollstdndiger Kontrolle wéren und wenn die Beschreibung
des Systems durch x vollstandig wéren. Dieser ,,ideale® Zustand ist in der
Psychologie grundsétzlich nicht erreichbar. Zum einen haben wir es mit offe-
nen Systemen zu tun, die nicht vollstandig beschreibbar sind. Zum anderen
haben wir das ,,inverse” Problem zu lésen: Ausgehend von der Giiltigkeit des
Modells (9.2) und multivariaten Beobachtungen zu diskreten Zeitpunkten sind
die Parameter von A und B zu schatzen. Danach erst sind Prognosen mit (9.3)
oder (9.7) Uber die zukinftige Entwicklung von x(t) méglich. Natlrlich han-
gen diese Prognosen von den Vermutungen oder der Kontrolle Uber die Rah-
menbedingungen (d.h. ber «(t)) ab.

Das dynamische Verhalten eines Differentialgleichungssystems lait sich an
den Eigenwerten der Matrix A ablesen. Sind die Eigenwerte von A verschie-
den, ist A kanonisch zerlegbar (Athans et al., 1974):

(9.13) A=PAP!

mit: 4 = Diagonalmatrix mit reellen oder konjugiert komple-
xen Eigenwerten

Matrix, deren Spalten aus den Eigenvektoren von A
bestehen (reell oder konjugiert komplex)

P

Systeme lassen sich nach ihrem Verhalten in drei Klassen aufteilen (s. Tabelle
9.2; Figur 9.3). So gibt es asymptotisch stabile, stabile und instabile Systeme.
Beispiele hierfur finden sich in Figur 9.2. Welcher Fall vorliegt, kann an den
Eigenwerten von A abgelesen werden, ohne fir alle t —> o (9.3) ausrechnen zu
missen. Eine Ubersicht iiber die Kriterien findet sich in Tabelle 9.3.
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Tabelle 9.2: Stabilitatsdefinitionen fir

asymptotische  Stabilitét 1x(t)|—>0 bei t—> (s. Fig. 9.3a) varianzminimierend

Stabilitat | x(t) | < ® bei > (s. Fig. 9.3b) varianzminimierend
Instabilitat | x(t) l — © bel t—> (s. Fig. 9.3c) varianzmaximierend
X

Co—
N

Fig. 9.3a Asymptotische Stabilitédt eines Differentidgleichungssystems. dargestellt as
Trajektorie (Zeitpfad) im zweidimensionalen Zustandsraum, der durch die
Variablen X; und X, aufgespannt wird

x(0) ] *
© o )
O X C// X

(a) Q)
Fig. 9.3b: Stebile Systeme und ihre Trgjektorien

GRR I
L

Fig. 9.3c: Beispie der Trgektorie eines instabilen Systems
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Tabelle 9.3: Stabilitat und Instabilitat von x(t) = Ax(t) in Abhangigkeit der
Eigenwerte A; der Matrix A

asymptotische ale Eigenwerte von A (einfache oder mehrfache) besitzen
Stabilitat negative Realteile Re(;) < 0

(Figur 9.3a)

Stabilitat (9.3b) ale Eigenwerte besitzen nichtpositive Realteile Re(h;) = 0

sind die Realteile Re(hy) = 0, miissen die Eigenwerte ver-
schieden sein A; # Xy fur ale j # k

Instabilitat (9.3c) ein oder mehrere Eigenwerte besitzen positive Realteile
Re(p) > 0
bzw.
fur einige j und k gilt: Re(d;) = Re(Ay) = 0 und Im();) =
Im()\,). Letzteres bedeutet die Existenz mehrfacher Ei-
genwerte mit verschwindendem Realteil

An dieser Stelle erscheint ein Vergleich mit der Hauptkomponentenanalyse
nitzlich. Wahrend bei ihr eine symmetrische Korrelationsmatrix R kanonisch
nach (9.14) zerlegt wird,

(9.14) R=PAP =P AP!

um neue unkorrelierte Variable zu erhalten, zerlegt man hier die nichtsymme-
trische Systemmatrix A nach (9.13), um neue entkoppelte Variable zu bestim-
men. Wahrend die Eigenwerte in der Hauptkomponentenanalyse die stati-
schen Verhdltnisse im Sinne von Varianzaufkldrungen widerspiegeln, steuern
die Eigenwerte des Differentialgleichungssystems die Wachstumsraten im neu-
en entkoppelten Variablensystem. Das kann man daran erkennen, wenn man
die Transitionsmatrix e*®~® der , Losung® (9.3) mit Hilfe von (9.13) anders
darstellt:

(9.15) e = PP
und

A soll verschiedene Eigenwerte besitzen. Sind die Eigenwerte von A nicht
verschieden, kann eine Diagonalisierung nur anndhernd Uber die Jordansche
Normalform (Zurmuhl, 1968) erfolgen.
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9.1.1 Sochastische Systeme

Fur empirische Fragestellungen in der Psychologie sind die Systeme (9.1) und
(9.2) zu idealistisch. Wir muissen von gestérten Variablenbeziehungen und
Mef¥fehlern ausgehen. Ist das stochastische Modell spezifiziert, schlie3en sich
Identifikation und Schatzung des Modells an. Die Schéatzung der Parameter
wird entweder mittels einer multivariaten Zeitreihe oder mit multivariaten
Paneldaten vorgenommen.

Der Einfachheit halber sollen hier nur Systeme 1. Ordnung (d.h. es treten nur
einfache Ableitungen im Modell auf) betrachtet werden. Systeme hodherer
Ordnung konnen durch geeignete Transformationen auf Systeme 1. Ordnung
zuruckgefiihrt werden (s.a. Chan, Chan & Chan, 1972). Ein lineares zeitun-
abhangiges stochastisches System nimmt dann folgende Form an:

(9.16a) x(t) = A(O)x(t) + B(S)u(t) + o(t)
(9.16b) y(t) = H(O)x(t) + &t)
wobei: x(t) = Vektor mit Zufallsvariablen, die zu diskreten Zeit-

punkten beobachtet werden kdnnen

A(S) = Parametermatrix, deren Elemente Funktionen eines
Vektors 0 mit Basisparametern sind (im folgenden
wird A(d) mit A abgekirzt)

B(d) = Vektor oder Matrix mit Gewichten fir die exogenen
Variablen

H(d) = Gewichtsmatrix (Regressionsmatrix) der u.U. latenten
Zustandsvariablen x(t) fur die meRbaren Indikatoren
y(t) (entspricht der 1 ,-Matrix in LISREL)

u(t) = Vektor mit exogenen Variablen, die zu diskreten Zeit-
punkten beobachtet werden kénnen (muf3 kontrollier-
bar sein und darf daher keine Zufallsvariable sein)

o(t) = Vektor mit Stérungen (Fehlern) in den Ableitungen
x(t) (= ProzeRfehler)

e(t) = Vektor mit Meffehlern

Der Vektor o(t) weicht wesentlich von den normalen bekannten MeRfehlern
ab, weil er eine Stérung in der Ableitung ist. Er ist daher sehr erratisch. Eine
ausfuhrliche Diskussion findet sich z.B. bei Phillips & Wickens (1978,
S. 454-458) und Schuss (1980).

Die erratische Charakteristik des Fehlers kann man an einem einfachen Bei-
spiel nur anndhernd verdeutlichen. Hat man sich vorgenommen, eine 500 km
lange Strecke in 5 Stunden mit dem Pkw zu durchfahren, 1aBt sich diese
(kognitive) Modellvorgabe nicht einhalten. Ma wird die Modellgeschwindig-
keit dx/dt Uberschritten (Q(t) > 0), mal wird sie unterschritten (o(t) < 0),
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obwohl am Ende der 5 Stunden das Integral dieses Fehlers sehr klein oder
sogar Null sein kann (z.B. nur 1 km bis zum Ziel nach exakt 5 Stunden Fahrt).
Weil der Prozef3fehler in stochastischen Differentialgleichungsmodellen
grundsétzlich anders ist, als man es aus der ,,normalen“ Statistik gewohnt ist,
machen viele Autoren vereinfachende Annahmen. Oft wird ein deterministi-
sches ProzelBmodell (9.16a) ohne ProzelRfehler mit MelRfehler s(t) ange-
nommen.

Fur die weiteren Betrachtungen sollen die Parameter reell sein. Zusétzlich soll
A verschiedene Eigenwerte mit negativem Realteil besitzen.

Tabelle 9.4: Trivariate Zeitreihe, die dem Modell (9.19) entspricht (aus Phil-

lips, 1972)
t Cqt) Y) K(t)
0 20.001465 20.001294 40.002760} Fur die im folgenden
1 20.724659  21.873653 40.319084 Vpl Abschnitt behandelten
2 19.500591 20.517932 41.772445} Panelmodelle haben wir
3 17.740573 16.459774 40.902389 Vp5 diese Zeitreihe uminter-
4 16.797718  12.794065 36.626464} pretiert: Statt der Zeit-
5 16.304851 14.501026 32.963211 Vp8 reihe einer Person (ge-
6 13.996612  13.712356 32.426635} messen an 26 Zeitpunk-
7 15.690959 11.987287 32.672866 | VP11 ten) liegen die Daten
8 13.092237 9.756517 28.897232} von 13 Personen (ge-
9 14.220060 12.906684 27.340717 Vp2 messen zu 2 Zeitpunk-
10 15.704090  16.940200 30.263877} ten) vor.
11 17.718055  17.428257 30.470222 Vpé
12 19.487106  23.287891 34.520500 }
13 21.442127  25.636001 37.044532 Vp9
14 24951919 30.484500 45.467407
15 26961414 32732826 48.174156 | VP12
16  27.625804  34.344078 56.707367
17 29.802745  33.231643 62.022628 Vp3
18  30.370506  29.752571 65.508667
19 27.389129 21.525676 60.045471 Vp7
20 24.136940 18.777145 52.820404
21 21597133  17.251140 47.556259 | VP10
22 20.041355 14.616481 42.308754
23 18.967193  16.165267 35.948036 [ VP13
24 18.595157  19.830234 32.583084 }
25  20.269153  23.141529 37.360000 Vp4
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Beobachtungen mit gleichen zeitlichen Abstadnden, die durch (9.16) erzeugt
werden, geniigen dem autoregressiven Schema (9.17), wenn #(t) stickweise
konstant ist.

(9.17) x(t) = e'x(t—1) + A7/ (e*—=D)Bu(t—1) + &(t)
(9.18a) mit: &(t) = [, etV o(r)dr

und

(9.18b) E[mé)] =2 #1

Die vorstehenden Gedankengénge sollen an einem Beispiel von Phillips (1972)
dargestellt werden. Es liegt eine multivariate Zeitreihe (s. Tabelle 9.4) vor, die
Zu 26 Zeitpunkten ,,beobachtet® wurde. Phillips generierte die Zeitreihe nach
folgendem stochastischem Differentialgleichungssystem:

1 0 0] [e —o ofl=P) Of |e(®| |a|[F]|ei(t)
(9.19) o 1=rl-[y@l=| » -k 0o |y |+ |o] + [e:t)
0o 0 1] [k@® 0w —v] lk@®] [0 0s(t)

mit dem Parametervektor 6’ = (a, A, v, v, B) = (0.6, 4.0, 0.4, 2.0, 0.25), der
Matrix €2 # I und dem konstanten &duReren EinfluB F = 5 fir alle Zeitpunkte
t=0,...,25.

Da sich (9.19) nicht in der Form von (9.2a) befindet, muR die zweite Glei-
chung von (9.19) durch Einsetzen von k(t) umgeformt werden zu (9.20). Erst
(9.20) erlaubt Stabilitatsbetrachtungen.

(v) —a  a(1-B) 0 c(t) al [F]] eu(®
(9.20) y() | = AoA(yv—=1) —hy| | v |+ 0] + | eut)
k(t) 0 v -y k(t) 0 03(t)

Setzt man die Parameterwerte ein, erhilt man:

&(t) —.6 .45 0 c(t) 31151 | ou(®
(9.21) vy | =] 4. =8 —1.6|-| y©) | +]0]| + | 0xt)
k(t) 0 .8 —.4 k(t) 0 0s(t)

mit den Eigenwerten: A, = -1.56579
A, = -0.1171 - 0.37358i
Ay = -0.1171 + 0.37358i

an den Eigenwerten (vgl. Tabelle 9.3) und den ,,Daten* (vgl. Tabelle 9.4)
erkennt man die asymptotische Stabilitét des Systems.
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9.1.2 Diskrete Approximation des stochastischen zeitkontinuierlichen Modells

Die Identifikation der Parameter von (9.19) wirft schwierige Probleme auf
(vgl. Phillips, 1973).

Zudem setzen Schétzverfahren, die das kontinuierliche Modell direkt schatzen
wollen, gute Startwerte voraus, da es sich um ein nichtlineares Schéatzproblem
(nichtlinear in den Parametern) handelt. Es erhebt sich die Frage, ob es nicht
relativ einfache Methoden gibt, mit denen man wenigstens eine diskrete Ap-
proximation des kontinuierlichen Modells (9.19) schatzen kann.

Dazu wird jede Einzelgleichung in (9.16) Uber ein Einheitszeitintervall (Ab-
stand zwischen zwei Messungen) (t-1,t) integriert. Fir die linken Seiten er-
halten wir

Jioy (Ddt = x(O—x(t—1) = Ax(r)

Die rechten Seiten enthalten Terme L‘-l x(t)dr, die nach der Trapezregel durch
den Mittelwert x(t) = [x(®)+x(t—1)] approximiert werden kénnen. So
2

wird das Modell (9.19) durch (9.22) diskret approximiert:

1 0 0 |Ac(t) —oa o{l-B) O] |&) o |[F] | m()
(9.22) o 1Al |lay@l=| A=A o|- [FO|+[0] + )
0 0 1] [Ak(Y) 0 vw o —v] k() 0 N5(t)

mit n(t) = [&; e(v)dr

(9.22) kann dann mit dem bekannten LISREL-Programm von Jbreskog &
Soérbom, das urspringlich fir die Schatzung von Strukturgleichungssystemen
entwickelt wurde, geschéatzt werden. Allerdings sind die Schatzungen, wegen
der Linearisierung nicht unverzerrt. Zur Schéatzung mit LISREL &andern wir
das von Joreskog (1973) vorgeschlagene Modell':- in einigen Punkten zu folgen-
dem Gleichungstripel ab:

(9.239) die Struktur- (bzw. hier) Prozef3gleichung
Bn(t) = T&r) + €

(9.23b) das Mefmodell 1: x(t) = An(t)
(9.23c) das MeRmodell 2: x(t—1) = A&(t) = I&(x)

* Die hier verwendete Symbolik halt sich an Joreskog; daher ist 1 in (9.22) von M in
(9.23) verschieden.
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mit A, = Gewichtsmatrix der latenten endogenen Varia-
blen # fur die manifesten endogenen Variablen
x(t)
n = Vektor mit ,,latenten” abhangigen Variablen
13 = x(t— 1) = Vektor mit manifesten exogenen Va-
riablen
¢ = Vektor mit Gleichungsfehlern (entsprechend

dem # in (9.22))

Die Gleichungen (9.23) sind ausfuhrlich in Tabelle 9.5 dargestellt. Die ersten 3
Gleichungen in Tabelle 9.5 bilden das Modell (9.22) ab. Die zweite Gleichung
erlaubt es, durch die Einfihrung einer neuen Variablen n; = &(t)+AK—y(t)
den Parameter A, der in (9.22) urspringlich in drei Spalten auftrat, nur einmal
zu verwenden. Gleichung 4 in Tabelle 9.5 definiert die Variable m; aus 1;,M4,ns.
Die Gleichungen 5-7 definieren die Variablen m4,ns,Ne (= Mittelwerte) mit
Hilfe der m,MzMs (= Differenzen) und der vorherbestimmten &,E,,&;. Die
NisM25Ms (= Differenzen) werden ihrerseits dann in den Gleichungen 8-10
definiert.

Bevor das Modell (Tabelle 9.5) geschatzt werden kann, muf3 der Identifika-
tionsstatus der Parameter gesichert sein. Parameter sind dann identifiziert,
wenn sie eindeutig schatzbar sind. Eine detaillierte Behandlung dieses Pro-
blems findet sich bei Phillips & Wickens (1978, S. 451 ff.).

Das Computerprogramm LISREL versucht die aus den Daten (Tabelle 9.4)
berechnete empirische Momentenmatrix um Null S (Tabelle 9.6) durch die
Matrix 2, die eine Funktion der gesuchten Parameter ist, zu approximieren.
Dabei wird die Funktion F (s. Kap. 7.1) minimiert. Eine Gegenlberstellung

Tabelle 9.6 Momentenmatrix S um Null fir die Rohdatenmatrix X aus
Tabelle 9.4

C(v) Y(t) K(t) C(t—-1) Y(—-1) K(t-1) F
C(t) 445.152
Y(t) 448.203 464.606
K(t) 896.869 894.515 1820.809
C(t—1)443.137 441.044 897.991 444.721
Y(t—1)448.397 456.520 904.930 445.443 459.187
K(t—1)890.901 874.339 1815.169 8§98.583 891.937 1828.987
F 102.626 101.931 206.544 102.572 101.303 207.073 25.000
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der mit Hilfe von LISREL geschétzten Parameter und der von Phillips vorge-
gebenen Werte findet sich in Tabelle 9.7. Die durch die diskrete Approxima-
tion gewonnenen Schéatzungen stimmen fir diesen Datensatz gut mit den Para-
metern tberein. Nur A weicht starker von A ab.

Tabelle 9.7: LISREL-Schatzungen fir die diskrete Approximation eines zeit-
kontinuierlichen Modells

Parameter LISREL- Startwerte Schatzungen rickgerechnete
Parameter fiur LISREL mit LISREL Schéatzungen fir
Modell (9.20)
a= .60 Pu= a = 600 Bu= 635 o= .635
B = 25 Bis=—a(l-P)= 450 Pis= —.48¢ P= 235
A = 4.00 By=—i = —4.000 f,,= —-3.201 A = 3.201
v = 2.00 Bys=—vyv = —.800 f[y= —.819 4= 2012
Y= 40 PBy= vy = 400 Px= 407 9= 407
yu= o = 600 Pu= 635
Py = 1.000 ;= 1.321| Momentenmatrix ¥
Py = .0 @u=  .000| der
Yss = 1.000 = 31.200; Gleichungs-
Y3 = .0 3= .000 fehler C
Y3, = 1000 ;5= —11.02
P33 = 1.000 Py= 4.178

Das Anpassungschiquadrat betrégt 4.3896 (df=9) mit einem p=.88, was eine
sehr gute Modellanpassung bedeutet. Startwerte mit nur einer Dezimalstelle
weisen auf einen konstant gehaltenen Parameter hin. Die rickgerechneten
Schétzungen in der rechten Spalte werden durch algebraische Manipulationen
aus den LISREL-Schatzungen zuriickgerechnet.

9.1.3 Identifikation und Schatzung des zeitkontinuierlichen Systems

Die Parameterschatzung eines zeitkontinuierlichen Modells mit Messungen,
die zu diskreten Zeitpunkten erhoben wurden, ist nicht ohne Probleme, wie
sich in einer Reihe von Verdffentlichungen gezeigt hat (Coleman, 1968; Land,
1970, 1971; Hummon et al., 1975; Arminger, 1976; Doreian & Hummon,
1976, 1977, 1979). Zum Teil sind die angegebenen ,Ldsungen* der Differenti-
algleichungssysteme nicht korrekt, zum Teil wird dem Fehlermodell zuwenig
Aufmerksamkeit geschenkt. Allen Arbeiten aber ist die Nichtbeachtung des
Identifikationsproblems gemeinsam: Unter welchen Bedingungen sind die Pa-
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rameter aus den Daten eindeutig schétzbar? Zwar sind die Matrizen des zeit-
diskreten Systems F(T) und G(T) in (9.7) eindeutig und leicht als Regressions-
parameter mit LISREL schétzbar. Uns interessieren hier aber die Matrizen des
kontinuierlichen Systems A, B und H. Wie wir weiter unten sehen werden,
sind A, B und H nur unter sehr strengen theoretischen Vorannahmen Uber die
»kKausalen® Beziehungen der Variablen eindeutig aus Fund G erschliebar. Die
Strenge der Vorannahmen geht weit Uber die Anforderungen beziglich der
Identifizierbarkeit bei normalen Pfad- oder Strukturmodellen hinaus.

Ein Hauptproblem bei der Schéatzung liegt in der Mehrdeutigkeit der Matrix-
gleichung

(9.25) F(T) = &7

begriindet. Es genlgt nicht, wie von den oben genannten Autoren vorgeschla-
gen, den Logarithmus der Matrix F zu bilden (Der Logarithmus einer Matrix
ist z.B. erklart bei Grbbner (1966, S. 208)). Der Logarithmus ist nicht defi-
niert, wenn ein Eigenwert von F im Realteil negativ ist und nicht eindeutig,
wenn Eigenwerte konjugiert komplex auftreten, was auf schwingende Zeitrei-
hen hindeutet. Das gleiche Problem tritt auf, wenn man die Intensitaten in
zeitkontinuierlichen Markoffprozessen schéatzen will (Singer & Spilerman,
1976). Singer & Spilerman (1976) zeigen an einem Beispiel, wie die Transi-
tionsmatrix F(T) des diskreten Systems vollkommen kompatibel mit zwei Sy-
stemmatrizen A, und A, ist. Jedoch beschreiben A, und A, zwei vollkommen
verschiedene zeitkontinuierliche Veranderungsprozesse:

(9.26) F(T) = AT = 47T

234 252 264 250
252 237 245 266

mit F(T) = | e 255 230 247
248 271 248 233
und A = A, =
~3350 0.134 0067 3.149 | [ —3.329 3.312 0.005 0.012
3.732-3.306 0.144 0.030 0.033—-3.337 3.209 0.095
0.035 3.233-3.395 0.127 0.016 0.023 —3.334 3.295
0.137 0.033 3.149—3.319 3.294 0.050 0.027—3.371

Es lassen sich also alternative interne ,,Kausal“prozesse bei unverandertem
Input-Outputverhalten des Modells formulieren.’

Nach A, liegt folgende ,,Kausal“kette vor:

X, = Xl’ X, — Xzy Xz/—’ Xs, X;— X4
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und nach A, verléuft die Beeinflussung:

X4_>X3) X; _>X2x X2_>X1, X, = X4

»,Many state-variable representations can result in the same input-output sys-
tem function® (Athans et al., 1974, S. 430ff.).

Wir wollen nun zeigen, wie Parameter in zeitkontinuierlichen linearen Syste-
men mit konstanten Koeffizienten identifiziert werden kodnnen. Dabei wird
sich herausstellen, dall das System (9.20) identifiziert bzw. Uberidentifiziert
und dalR das Modell in Tabelle (9.1) nicht identifiziert ist. Letzteres trifft auch
auf einige Modelle von Coleman (1968), Land (1970, 1971), Hummon et al.
(1975) und Arminger (1976) zu, soweit sie als lineare Differentialgleichungssy-
steme (9.1) oder (9.16) formuliert sind.

Zur Sicherstellung der ldentifikation der Parameter missen den Matrizen Re-
striktionen auferlegt werden, so dafl ausgehend vom Input-Output-Verhalten
nur noch eine einzige Modelldarstellung mdglich ist.

Das Input-Output-Verhalten eines Systems ohne Berlcksichtigung der inter-
nen Repréasentation 148t sich durch die Input-Output-Gleichung (s.a. Athans,
1974) beschreiben:

Y(s) = G(s) U(s)
mit:  Y(s) = Laplacetransformierte von Y(t)
U(s) = Laplacetransformierte von U(t)
G(s) = H(sI — A)"'B = Transfermatrix des transformierten
Systems (9.1)
s = skalare komplexe Variable

Jedes Element der Transfermatrix steht fur eine Input-Output-Verknipfung.
Zum Begriff der Laplace-Transformation sei auf Howard (1971, Vol. IlI,
S. 700ff.), Lohr (1979), McGill (1963) und Restle & Greeno (1970, S. 287f.)
verwiesen.

Das Problem der Identifizierbarkeit der Systemparameter reduziert sich dann
auf die Frage, ob sich die Parameter in A, B und H eindeutig aus den Elemen-
ten der Transfermatrix G(s) erschlieffen lassen (Bellman & Astrom, 1970; Hart
& Mulholland, 1979). Dazu muf} die Matrix G(s) symbolisch (d.h. nichtnu-
merisch) hergeleitet werden. Jedes Element der Transfermatrix G(s) ist dann
ein Bruch von Polynomen in s. Die Polynomkoeffizienten stellen dann Funk-
tionen der Systemparameter in A, B und H dar. Diese sind dann identifiziert,
wenn bei Kenntnis der Polynomkoeffizienten ein Ruckschlu prinzipiell mdg-
lich wére. In diesem Fall wiirde ein nichtlineares Gleichungssystem mit den im
Prinzip aus Messungen bekannten Polynomkoeffizienten p auf der einen und
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den Parametern in A, B und H auf der anderen Seite l6sbar oder Uberbestimmt
sein:

o = f(A,H,B)

Wir wollen dieses an zwei Beispielen demonstrieren. Betrachten wir zunéchst
das 2-Variaben-Modell:

(9.27a) i(t) = Ax(t) + bu() [ %,(t) ] _ [a“ alz] [Xl(t) ] + [bl] [u(o)]

%5(t) A aAp X,(t) b,
(9.27b) y(t) = Ix(t) [ y1(t) ] _ [1 o] [ x(t) ]
ya(t) 0 1 x5(t)

Die Inverse (s/ — A)™' laBt sich am einfachsten mit einem Algorithmus von
Leverrier (s.a. Frame, 1964; Cadzow & Martens, 1970) bestimmen. Die
Transfermatrix G(s) ist dann ein Vektor mit zwei Elementen, da wir nur eine
unabhéngige Variable u(t) und zwei abhéngige Variable (Ausgange) y,(t) und
y,(t) haben. Es gibt daher zwei Eingang-Ausgangsbeziehungen. Fur G(s) fin-
den wir:

bl(s —ay) + ba;,

1
+ bz(s-a“)

'—"‘—"l SI—A | byay,
sby — (blazz“bzalz)

s*—s(aj +ay) — (—apap+anay)

(9.28) G(s) = (s[-A)"'b =

sb, — (bZall_blaZI)
2 — (—
s —s(aj tay) — (—ajantaay)

Es bleibt zu prifen, ob die Koeffizienten von s einen eindeutigen SchlufR auf
die Modellparameter zulassen. Die Polynomkoeffizienten c¢; lassen sich aus
dem Input-Outputverhalten bestimmen und stellen Funktionen der Modellpa-
rameter dar:

c = b, Cy = + apaz — apay
¢; = — bjay + by, cs = b,
Cy = — &y — ap Ce = — bya;, + baz

Wir haben jetzt ein nichtlineares Gleichungssystem von sechs Gleichungen in
sechs Unbekannten (by,b;,a11,212,221,322), dessen Lésbarkeit zu prifen ist.

Betrachten wir nun als zweites Beispiel den Identifikationstatus von (9.20).
Phillips (1972) wies in seiner Veroffentlichung ihn nicht nach. Das wollen wir
jetzt nachholen. Die Transfermatrix nimmt folgende Gestalt an:
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(9.29) G(s) = (sI—-A)"'B = _I_SfiT| adj(s/—A)B
[ sf{a}+s{—ar(yv—1)+ay}+aky ]
s'—s*{—a+Myv—1)—v} —s{ah(yv—B)—v(a+A)} +ahyB
- s{ah} + ary
s —s2{.. L —sd.. . HayB
aryv
s —s?{.. N ..}t ahyp
mit: H=1]
a —-a o(l-B) O
B= 1|0 A= A Ayv—1) —hy
0 0 Yyv ooy

Es ist dann zu prifen, ob die Koeffizienten der Polynome in s eindeutig in die
Modellparameter o,A,y,v,p rickfuhrbar sind, d.h. das nichtlineare Glei-
chungssystem (9.30) eindeutig l6sbar oder Uberbestimmt ist:

G =a Co = OAYV

¢, = —oAyv—1) + ay ¢; = —(—a + Myv—1) — vy)
(9.30) cs = ahy cg = —(ah(yv—PB) — v(a+}))

Cs = OA Co = oAYP

Cs = GAY

Die Parameter sind identifiziert, weil:
a= ¢ A= ¢/ ¥ = cs/cy vV = ce/cs B = cy/cs und Uberidentifiziert, wenn
man noch die anderen Restriktionen hinzuzieht.

Die Identifikation von zeitkontinuierlichen Modellen erweist sich als relativ
kompliziert, wenn man mehr als drei Variable betrachtet.

Ist das Modell identifiziert, kann es geschatzt werden. Hierzu bieten sich
verschiedene Madglichkeiten an, die von verschiedenen Annahmen bezlglich
Fehlerverteilungen, Likelihoodfunktionen und apriori-Verteilungen der Para-

meter abhangen. So kann man unter der Annahme (9.18b) £ = | eine Daten-
anpassung nach der Methode der kleinsten Quadrate (OLS) vornehmen:
(9.31) YO0 = 90} O ~ 5@} = min!

wobei die Modellprognosen y(t) den Output des Modells (9.16) reprasentie-
ren. Sie werden zweckmaRigerweise Uber numerische Integration (Shampine,
Watts & Davenport, 1976) oder mittels (9.6), (9.7) berechnet. Die Funktion
(9.31) kann dann numerisch minimiert werden mit einem Programm zur nicht-
linearen Regression (Ralston, Jennrich, Sampson & Uno, 1979).
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Eine Schatzung des Systems (9.20) mit den Daten aus Tabelle 9.4 liefert folgen-
de Werte (Tabelle 9.8).

Tabelle 9.8: Direkte Schatzungen eines zeitkontinuierlichen Modells mit der
nichtlinearen Regression BMDPAR

Parameter Startwerte fir Schatzungen mit Standardschétz-
BMDPAR BMDPAR fehler
o= .60 .957 .941 129
p= .25 .150 153 .022
A = 4.00 1.450 1.275 .383
v = 2.00 1.979 1.989 .053
Yy = .40 672 .653 179
C(0) ,wahre*“ Anfangszustande 16.92 2.624
YO [im Zeitpunkt t=0 26.32 2.078
K(0) 44.65 2.188

Fehlerquadratsumme SS = 856.87

Die Schéatzungen des hier verwendeten exakten Modells stimmen nicht so gut
mit den Parametern Uberein wie die per LISREL im diskret approximierten
Modell gewonnenen (vgl. mit Tabelle 9.7). Jedoch ist der Datenfit relativ gut
(s. Figur 9.4), obwohl die Inspektion der Residuen den Verdacht auf positive
Autokorrelation aufkommen laRt. Es bleibt zu vermuten, daB das einfache
OLS-Kriterium (9.31) wegen (9.18b) nicht angemessen ist.

Far den Fall £ % I wurde von Phillips (1972) ein iteratives Schatzverfahren
nach der Methode der gewichteten Kleinstquadrate (WLS) vorgeschlagen. Mi-
nimiert wird dabei:

(9.32) Y. ® = 5©®} S (y®) — H(®)} = min!

mit positiv definierter Gewichtsmatrix S

Auf die Minimierung der generalisierten Fehlervarianz (= Determinante der
Fehlerkreuzproduktmatrix)

(9.39) 2. 0® =30} H© - 5} | = min!

t
lauft die Berechnung von Quasi-Maximum-Likelihood (Bergstrom & Wymer,
1976) bzw. Bayes-Schatzern (Box & Tiao, 1973, S. 421ff.) hinaus.

Werden die Modellprognosen Y(t) als ,,Lésung“ des Differentialgleichungssy-
stems Uber ein numerisches Integrationsverfahren (z.B. Runge-Kutta) be-
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stimmt (s.a. Chan, Chan & Chan, 1972), ist es moéglich, mit Dummy- oder
Scheinvariablen Interventionseffekte auf der Inputseite des zeitkontinuierli-
chen multivariaten Systems so zu modellieren, wie es fur eine diskrete univa-
riate Zeitreihe von Revenstorff & Keeser (1979, S. 209) und von McCain &
McCleary (1979, S. 261 ff.) vorgefuhrt wurde.

PLOT OF ZEIT VERSUS PREDICTED AND OBSERVED CYK AND VERSUS RESIDUAL
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Fig. 9.4: Plot der multivariaten Zeitreihe mit den Variablen C(t), Y(t), K(t) aus Tabelle
9.4 (schwarze Punkte) und Modellprognose des nach dem Kriterium (9.31)
angepaliten Differentialgleichungsmodell (9.20) mit den Parameterschéatzun-
gen aus Tabelle 9.8
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9.2 Panelanalyse (repeated-measurements) (N > M, T= 2, M > 1)

9.2.1 Zeitkontinuierliches Modell

Oftmals ist es leichter mehrere Personen zu wenigen Zeitpunkten (z.B. T=2)
zu beobachten, als an einer Person eine ausreichend lange Zeitreihe (z.B.
T=30). In ersterem Fall liegt dann eine Zeitreihe von Querschnitten (repeated-
measurements-design, Panelanalyse) vor. Es ist allgemein ublich, solche Daten
varianzanalytisch im Sinne der Wachstumskurvenanalyse zu untersuchen. Da-
bei werden Entwicklungsverlaufe rein deskriptiv durch Polynome beschrie-
ben. Sind T Zeitpunkte erhoben, lassen sich Polynome bis zum Grade T-1
anpassen. Eine theoretische Begriindung fiir die Beschreibung von Entwick-
lungsverlaufen durch diesen Polynomansatz wird im allgemeinen nicht gege-
ben (s. z.B. Bock, 1979). Auflerdem sind bei 2 Messungen nur lineare Extra-
polationen als Prognose mdglich. Will man mit 2-Punkt-Messungen nicht-
lineare Verlaufe simulieren oder vorhersagen, mufl man systemtheoretische
Methoden (s.a. Kap. 7.3 und dieses Kapitel) heranziehen.

Wir setzen hier ein theoretisches Modell fur den Veranderungsprozef? an.
Ahnlich verfahren Singer & Spilerman (1979), jedoch ohne Ldsungen fiir das
Identifikations- und Schéatzproblem anzugeben.

Ist das Veranderungsmodell formuliert und identifiziert, werden Entwick-
lungskurven hergeleitet. Diese sind im Gegensatz zum klassischen Wachs-
tumskurvenmodell keine Polynome. Fir die Schatzung der Parameter bendétigt
man mindestens zwei MeRzeitpunkte (Wellen). Ein dritter Zeitpunkt dient zur
Testung des Modells. Weicht die Modellprognose (z.B. ein erwarteter Mittel-
wertsvektor zum Zeitpunkt t) signifikant vom empirischen Befund (beobach-
teter Mittelwertsvektor) ab, gibt es drei mdgliche Ursachen:

a) Das Modell ist falsch spezifiziert. So kdnnen die Variablenbeziehungen
falsch postuliert sein oder der ProzeR fordert ein Modell mit zeitabhdngigen
Konstanten (das Modell ,altert®).

b) Wesentliche Variable wurden nicht im Modell aufgenommen (das Modell ist
zu einfach, kein empirischer Gehalt)

c¢) Die Entwicklung der Rahmenbedingungen u(t) war entweder nicht unter
Kontrolle des Forschers oder wurde von ihm nicht richtig antizipiert. Diese
Gefahr ist bei allen Quasiexperimenten und Paneluntersuchungen vor-
handen.

Weicht die Modellprognose nicht von den Beobachtungen ab, halten wir das
Modell bei. Es zeigt sich hier klarer als bei anderen statistischen Modellen, wie
wichtig die &uferen Einflisse u(t) fur die zeitlichen Verldufe sind. Die Kennt-
nis der Ausgangswerte X(0) und die Kenntnis der Modellparameter geniigen
nicht, um Prognosen richtig zu stellen. Erst wenn die Kontrolle der Rahmen-
bedingungen u(t) oder deren Prognostizierbarkeit gewahrleistet ist, sind Pro-
gnosen mdglich.
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In einer Test-Retest-Situation (Panelmodell) werden, statt an einem MeRwert-
trager T Beobachtungen zu erheben, N Personen zu T=2 Zeitpunkten auf M
Variablen gemessen. Die ,,Losung“ des Systems (9.3) ist in diesem Fall:

(934) MXN (1) = eA MXN (O) + fé EAT dtBu = eA MXN (O) + (eA_[)Avlb

wenn die Zeitspanne zwischen den Messungen At = 1 gesetzt und die aufleren
EinflUsse zu einer Variablen u(t) zusammengefat wird, die sich Uber das
Zeitintervall nicht verédndert. Zur Verdeutlichung haben wir einmal den Da-
tensatz aus Tabelle 9.4 in einen Datensatz aus einer Paneluntersuchung umin-
terpretiert und zum anderen drei haufig in der Empirie auftretende Verénde-
rungsprozesse konstruiert. Die Systemgleichungen finden sich in (9.20) und in
Tabelle 9.9. Die ,,Daten* sind in Tabelle 9.4 und 9.10 aufgefuhrt.

Der erste ProzeR A weist einen ,,Regressionseffekt” auf: Personen mit niedri-
gen Werten verbessern sich, wahrend sich Personen mit hohen Werten auf
beiden Variablen verschlechtern.

Der zweite ProzeR zeigt einen ceiling- oder Deckeneffekt: Personen mit hohen
Werten verbessern sich kaum noch, wahrend starke Verbesserungen bei Perso-
nen mit ,,Nachholbedarf* zu beobachten sind.

Der dritte ProzeR C zeigt einen varianzmaximierenden ProzeR: die interindi-
viduellen Differenzen werden im multivariaten Raum teilweise groRer.

Tabelle 9.9: Koeffizienten der linearen inhomogenen Differentialgleichungs-
systeme X(t) = A x(t-1) + b fur die Datensitze A, B und C

System A: x(t) | _ | —0.39680 0.19812 x4(t) 4 | 213339
mit Regres- %5(t) —0.37355 —0.38008 x,(t) 7.84964
sionseffekt Eigenwerte: L, = —.38844 + 27192 i

A, = —.38844 — 27192 i
System B: [ )'(l(t)J _ [ —0.23180 —0.13938 ] [xl(t)} + {6.68670]
mit Decken- | x,(t) —0.09131  —0.15063 | | x,(t) 4.34701
od. Satti-
gungseffekt ~ Eigenwerte: A, = —.07132

A = —.31111

System C [f{l(t)] _ [ —0.18064 —0.20209 ] [xl(t)] N [5.39616]
%(t) —0.26588 —0.12308 | | x,(t) 5.51296
Eigenwerte: A, = —.08172
A, = —.38544
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Tabelle 9.10: Fiktive Datensatze A, B und C zur Schatzung von Differenzen-
und Differentialgleichungssystemen

Datensatz A Datensatz B Datensatz C
Regressionseffekt Deckeneffekt
Nr. der Pratests Posttests Pratests Posttests Pratests Posttests
Person (1. Welle) (2. Welle) (1. Welle) (2. Welle) (1. Welle) (2. Welle)

XlO XZO Xll X21 XIO XZO Xll XZ] XlO XZO Xll X21

1 1 1 2 5 1 1 6 6 1 1 6 6
2 1 5 3 9 4 7 8 10 7 7 10 10
3 1 8 301 1 10 5 13 12 12 13 13
4 1 1 4 13 7 4 1 7 15 15 15,5 15,5
5 1 14 5 15 10 1 14 4 17 17 17,1 171
6 2 17 7 16 1 15 4 17 1 4 4 9
7 5 19 § 17 4 12 75 14 4,5 10 5,5 13
8 9 20 11 17 7 9 11 10 6 14,5 6,5 16,5
9 12 20 13 17 10 6 14 7 6,5 17,5 6,5 18
10 14 20 14 16 4 16 8 17 6,5 19 6,5 19,1
11 16 19 14 13 1 19 4 195 7 2 11 3
12 17 15 14 11 8 18 10 185 13 3,5 155 4
13 17 10 15 9 7 13 10 14 165 4 175 4
14 16 7 14 7 15 1 18 1,5 18 4 185 4
15 16 4 14 5 18 2 19 4 19 4 19,1 4
16 14 4 12 4 14 6 16 8

17 8 1 9 5 18 § 19 11

18 4 1 5 5 13 19 14 19

19 4 6 6 10 15 19 15,5 19

20 6 12 8 14 13 15 14 15,5

21 8 15 11 16 15 14 16 15

22 13 15 13 12 16 16 16,5 16,5

23 1 13 12 11 19 13 19 14

24 9 12 10 13 19 15 19 15,5

25 10 10 9 11 19 17 19 173

26 14 10 12 9 18 19 18,2 19

27 13 5 11 7 19 19 19,1 19,1

28 7 4 8 8 14 12 15 13

Die ProzeRe des ,,Regressionseffekts®, des ,Deckeneffekts“ und der ,Diffe-
renzierung®“ sind in Figur 9.5-.7 im bivariaten Testraum durch Verande-
rungskurven (Zeitpfade, Trajektoren) dargestellt. Punkte stellen die Testwerte
dar und Pfeile geben die unter dem jeweiligen Modellparametersatz (Tabelle
9.9) erwarteten Veranderungswege (Lernkurven, Trajektorien) an. Beobachtet
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Fig. 9.7: ProzeR C mit ,Differenzierungseffekt“, der sich teilweise varianzmaximierend
auswirkt

[kl(t)] 3 [ —0.18064 —0.20209] [xl(t)] N [5.39616]

%(t) ] T | —0.26588 —0.12308 | | x,(t) 5.51296
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werden aber nur Pratest (Anfang des Veranderungsweges) und Posttest. Die
erwarteten Veranderungswege gelten unter der Bedingung vorliegender Pre-
testwerte. Will man zusétzlich ,,wahre* Pretestwerte zulassen, miissen langere
Zeitreihen vorliegen. Allerdings tritt dann das Problem inzidenteller Parame-
ter auf, weil fur jede Person ein derartiger ,,wahrer* Pretestvektor eingefihrt
wird (s.a. Fischer, 1974, S. 350f.; Neyman & Scott, 1948).

Fir alle Uberlegungen gilt hier folgende Rahmenbedingung: wahrend alle Pa-
rameter fur alle Personen gleich sind, durfen Anfangswerte (Pretests), End-
werte (Posttests) und damit die erwarteten Verlaufe (Lern- oder Entwick-
lungskurven) von Person zu Person verschieden sein. Damit ist es mdglich, die
verschiedensten Effekte (Regressionseffekt, Ceilingeffekt etc.) unter einem ein-
heitlichen ProzeRRgesichtspunkt zusammenzufassen.

9.2.2 Diskrete Approximation des stochastischen zeitkontinuierlichen
Panelmodells mit LISREL

Die Approximation der Systeme A (,,Regressionseffekt*), B (,,Ceiling-Ef-
fekt“) und C (Tabelle 9.9) mittels LISREL erfolgt genauso wie es fur die
multivariate Zeitreihe im Abschnitt 9.1.2 gezeigt wurde. Jedoch muf3 das in
Tabelle 9.5 gezeigte Modell an einigen Punkten abgedndert werden. Es liegen
ja nur zwei Variable vor und die Matrix A weist keine Nulleintrage auf. Die
Ergebnisse der linearen Approximation finden sich in Tabelle 9.11.

Tabelle 9.11: Approximation der Systeme A (,,Regressionseffekt*), B (,,Cei-
lingeffekt*) und C (,,Differenzierung*) mit LISREL

System A: ,,Regressionseffekt" )
%) | _ [-0399  +0.192] [ xl(t)] N [2.217]
(1) | —0.362  —0.382] | x,(t) 7.750
Matrix @ = | 0736 alle | t-Werte | > 1.976
0.403 1.245] p=1.00 mit df=0
System B: »Ceilingeffekt” ]
Xl(t)j _[-0.230 —0.138 [ xl(t)] + [6.631]
0 | | —0.090  —0.150] | x(1) 4.315
Matrix ¥ = 0.224 alle | t-Werte | > 1.778
| —0.129  0.552] p=1.00 mit df=0
System C: ,Differenzierung® ]
xl(r)] _[~0178 -0.197 ‘[x1(t)] N [5.301]
%) | T [ —0260  —0.121] | x,(t) 5.412
Marrix @ = | 0-637 alle | t-Werte | > 2.63
| 0.000 0.792] p=0.2995 mit df=1
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Die angefiinrten Modelle x(t) = Ax(t) + b beziehen ihre Parameter aus einem
LISREL-Modell, das ahnlich zu dem in Tabelle 9.5 gezeigtem ist. Dabei bildet
die Matrix -A einen Teil der Betamatrix und der Vektor b einen Teil der I-
Matrix in LISREL. Bei Modellen mit mehr Variablen entscheidet die Auswahl
der Startwerte Uber den Erfolg des Schatzverfahrens. Eine Prozedur, die sich
far die Startwertbestimmung bis zu 9 Gleichungen bewahrt hat ist in Mdbus
(1983) beschrieben.

Obwohl die Uber LISREL gewonnenen Schatzungen nicht mehr als 0.1 von
den Parametern in Tabelle 9.9 abweichen, sollte vor einer Generalisation dieser
erfreulichen Ergebnisse auf ,,echte” Daten gewarnt werden. Die Glte der
Approximation dirfte von Faktoren wie Fehlervarianzen, Schnelligkeit der
Veradnderungen und Zeitintervall zwischen den Messungen abhangen. Es wer-
den hierzu noch genauere Studien notwendig sein.

9.2.3 Identifikation und Schéatzung der zeitkontinuierlichen Panelmodelle

Lassen sich nicht alle Parameter eindeutig schatzen, oder missen aus inhaltli-
chen Grinden Modelle restringiert werden, koénnen Parameter auf Konstante
fixiert werden oder es kénnen Gleichheitsrelationen zwischen den Parametern
spezifiziert werden (so z.B. fur d. ,,Regressionseffekt“). Eine solche Annahme
wére z.B. a;;=ay:

[ Xy(t) ] _ [ an 312] . [ x(t) ] + [b1] [u(v)]

%5(t) a1 A x,(t) b,

Nach (9.28) vereinfacht sich das nichtlineare Gleichungssystem zur ldentifika-
tionsprufung zu

¢y = by cy = —(af + apay)
¢, = —(bsa;; + baayp) cs = b,
Cy = 23.11 Cy = _(bza“ + b13.21)

Damit sind die Parameter identifiziert, wie sich durch Einsetzen feststellen
lant:

by =¢ ay = (—c — ¢s¢3/2)/c
b, = ¢ a = (—¢; — ¢c3/2)/cs
a, = C3/2

Schatzungen mit dem Programm BMDPAR (M6bus, 1983) nach dem einfa-
chen OLS-Kriterium (9.31) lauten fir das nichteingeschrankte Modell mit g,
+* EPP S
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Tabelle 9.12: Direkte Schatzung des Systems A ,,Regressionseffekt* mit
BMDPAR und numerischer Bestimmung der Verdnderungs-
Verlaufe (= Lernkurven, Trajektorien) Uber numerische Inte-
gration des Differentialgleichungssystems

x ()| _ | —-39671 +.19816 | | % (1) + 2.13292
%, (1) —.37351 —.38007 X, (t) 7.84969
Fehlerquadratsumme: 37.72

An den negativen Koeffizienten a; und a,, erkennt man die Selbstdampfung
der Variablen: Je hoher die Pretestwerte X(0) einer Person, desto kleiner der
Zuwachs. Damit ist ein typischer Regressionseffekt auf beiden Variablen X,
und X, beschrieben. Es sollten in Zukunft individuelle Veradnderungsprozesse
nicht mehr durch die Differenz x;(t)—x; (0) der MeRwertvektoren der Person i,
sondern durch deren Pretestvektor x; (0), dem Parametersatz A, B und dem
Verlauf der &ufBeren Einfllsse u(t) beschrieben werden. Der Einfachheit hal-
ber, haben wir hier angenommen, da sich alle &uReren Einfllsse in einer
Summationsvariablen u(t) vereinigen lief}en. Dabei sollten sich die Stérke der
Variable u(t) in der Zeit zwischen Post- und Pratest nicht andern: u(t) = 1.
Diese Einschrénkung kann man im Prinzip fallen lassen, wenn man u(t) oOfter
mif3t oder die Entwicklung von u(t) selbst steuert oder den Verlauf von u(t)
prognostizieren kann. Steuert der Forscher die unabhéngige Variable u(t), liegt
eine dynamische Version des klassischen Experiments vor. Dazu gibt es eine
sehr lesenswerte Arbeit von Thalmaier (1979), die sich mit der kognitiven
Bewdltigung der optimalen Steuerung eines dynamischen Systems befalit.

Die Systeme B (,,Ceilingeffekt*) und C (,,Differenzierung”) lassen sich &hnlich
identifizieren und schétzen. Bei dem Modell (9.20) wurde die Identifizierung
der Parameter schon in (9.29) und (9.30) gezeigt. Um jetzt den urspringlich

Tabelle 9.13 : Direkte Schétzung des Modells (9.20) mit Paneldaten aus Tabel-
le 9.4 mittels BMDPAR und numerischer Bestimmung der Ver-
anderungsverlaufe

Parameter aus Modell (9.20) Schétzungen mit nichtlinearer
Regression BMDPAR

a = .600 .620

= .250 .198

A = 4.000 3.231

v = 2.000 1.994

Y = .400 .384
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als Zeitreihe angelegten Datensatz in einen Datensatz aus einer Test-Retest-
(oder Panel-)untersuchung umzuinterpretieren, haben wir jeweils zwei Zeit-
punkte zum Datensatz einer Person zusammengefaldt. Es ergaben sich also 13
. Versuchspersonen“. Die Daten wurden dann entsprechend der Personen-
nummer (rechter Rand der Tabelle 9.4) in eine neue Rangreihe gebracht (ge-
mischt), um auch den letzten Eindruck einer Zeitreihe zu verwischen. Die
Schatzungen nach BMDPAR (Fortran-Code in Mobus, 1983) sind in Tabelle
9.13 aufgefihrt.

Dabei stimmen die Schatzungen mit Panel,,daten* (Tab. 9.13) besser mit den
wahren Parametern a, 3, A, vy, v (berein als die Schitzungen auf der Basis der
Originalzeitreihe (Tab. 9.8)! Dieses ist ein weiterer Hinweis auf die Autokor-
reliertheit der Residuen.

10. SchluBbemerkungen

Wir haben die Veranderungsmessung, -analyse und -prognose unter dem
Blickwinkel betrachtet, dal? mit den Ergebnissen einer empirischen Langs-
Schnittuntersuchung prinzipiell Handlungsanweisungen zur Optimierung von
psychologischen Interventionen gegeben werden konnen.

Fir dieses Ziel sind einige Methoden (z.B. Arima(p,d,q)-Modelle, varianzana-
lytische Wachstumskurvenmodelle, einfache Markoffketten, Pfadanalysen mit
Korrelationsmatrizen) weniger und andere (Transfermodelle, Systemtheoreti-
sche Modelle) besser geeignet.

Fur alle Typen von Anwendungen gilt aber, dal Veradnderungsmessung nicht
bei einer individuellen Z-Punkt-Messung und deren Interpretation (,,Person A
hat sich von t; nach t, um AX verbessert“) stehen bleiben darf, sondern, daR
die Messungen als eventuell mef¥fehlerbehaftet und als Realisationen eines
multivariaten stochastischen Prozesses, der aufleren Einfllssen unterliegt, be-
griffen werden miussen. Verdnderungsmessung bedeutet dann:

a) Quantifizierung der Realisationen x;(t) des Pbn i
b) Schatzung der Prozel3parameter
¢) Quantifizierung bzw. Kontrolle der exogenen Einfllsse

Bei der Einzelfallanalyse benétigt man hierzu langere Zeitreihen. Die Zahl der
Zeitpunkte kann reduziert werden, wenn man mehrere Personen simultan
betrachtet und die Annahme aufstellt, dal alle Personen mit Prozessen be-
schreibbar sind, die gleiche Parameter besitzen (z.B. Panelanalyse).

Legt man diese Malistdbe an, kann man eine Vielzahl von Methoden als wenig
richtungsweisend einstufen und somit ein wenig Ordnung in das Methoden-
,,chaos* bringen.
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