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1 Einleitung

Die ebene Couette-Stromung ist eine Grundstromung, die entsteht, wenn Fliissigkeit
zwischen zwei unendlich ausgedehnten, parallelen Platten durch Bewegung dieser Plat-
ten geschert wird. Die kinetische Gesamtenergie der Stromung wird durch externe Lei-
stung der Platten und interne Dissipation gedndert. Die Giiltigkeit der Bilanzgleichung,
die diese Energieéinderungen und Leistungen miteinander verkniipft, ist Gegenstand die-
ser Arbeit. Dazu wird zur Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen ein Galerkin-Ver-
fahren verwendet, bei dem das Geschwindigkeitsfeld in Basisfunktionen entwickelt wird,
die in Haupt- und Querstréomungsrichtung periodisch sind und die Haftrandbedingung
erfiillen. Je nach verwendeten Basisfunktionen und Gréfle des Galerkin-Systems kann
die Bilanzgleichung verletzt sein. Es werden Bedingungen an die Basisfunktionen her-
ausgearbeitet, die die Giiltigkeit der Bilanzgleichung sicherstellen. Diese Bedingungen
werden an zwei unterschiedlichen Basissystemen iiberpriift. Bei Verletzung der Giiltig-
keit der Energiebilanzgleichung wird eine Moéglichkeit, die auftretenden Energiefehler
zu kontrollieren, angegeben.

Aus den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen resultieren fiir viskose Fliissig-
keiten zwei wichtige Eigenschaften der Anderung der kinetischen Gesamtenergie in der
Zeit:

1. Der nichtlineare Energietransfer zwischen den einzelnen Stromungsmustern dndert
nicht die kinetische Gesamtenergie.

2. Die kinetische Gesamtenergie dndert sich nur durch externe Leistung und interne
Dissipation.

Die externe Leistung wird bei der ebenen Couette-Stromung durch die Bewegung der
Platten verursacht. Sie kann Energie in das System hinein- oder herausbringen. Die
interne Dissipation dagegen kann nur Senke fiir kinetische Energie sein.

Aufgrund der Nichtlinearitdt der Navier-Stokes-Gleichungen lassen sich fiir belie-
bige Anfangsbedingungen und Reynoldszahlen keine allgemein exakten Losungen der
partiellen Differentialgleichungen angeben. Zur Simulation aller Differentialgleichun-
gen, der Navier-Stokes-Gleichungen zur Impulserhaltung und der Kontinuitatsgleichung
zur Massenerhaltung, werden numerische Verfahren verwendet. Das kénnen Finite-
Differenzen-Methoden [BTAA95|, die die Differentialoperatoren lokal auf einem Git-
ter diskretisieren, Spektralmethoden [OKS&0, [KT.J96, [HKW95] oder Galerkin-Verfah-
ren [CBI7, Nag97, Rem00] sein. Andererseits werden Strémungen durch empirische
Modelle beschrieben [Wal95l, [Hen96l, BT97].

Durch die Simulationen erhélt man je nach Dimension, die sich z.B. durch die An-
zahl an Gitterpunkten bei Finite-Differenzen-Methoden oder durch die Anzahl der ver-
wendeten Basisfunktionen bei Galerkin-Verfahren definiert, eine unterschiedlich genaue



1 FEinleitung

Abbildung der Stromung. Je grofler die numerische Genauigkeit z. B. des berechneten
Stromungsfeldes sein soll, desto grofler mufl die Dimension des Systems sein. Dagegen
reicht zum qualitativen Versténdnis eine geringe Dimension aus (z. B. sechs in [SZ94]
bei Verwendung einer KL-Basis [Pop00, MSHF02] und Anwendung eines Galerkin-Ver-
fahrens).

Durch die Simulationen wird das zeitabhéngige Verhalten der Stromung beschrieben.
Die daraus gewonnenen Daten werden z. B. in [BTAA95, BDDI7, BC98, BDMD9S)]
statistisch untersucht. Weitere Ziele sind z.B. stationédre Losungen und ihre Stabi-
litdt [Nag97, [CB97, [Wal98, Wal98], lineare Stabilitdtsuntersuchungen der gemischten
Couette-Poiseuille-Stromungen [Bal97], Energiestabilitiat [RH93] und Bestimmung kriti-
scher Reynoldszahlen. Die empirischen Modelle [SZ94, [Wal95l Hen96, [BT97] helfen beim
qualitativen Verstdndnis des Turbulenziiberganges bei der ebenen Couette-Strémung.
Sie sollen u.a. den minimalen, selbsterhaltenden Turbulenzprozefl [Wal97|] charakteri-
sieren.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Uberpriifung der Giiltigkeit der beiden erwihnten Ei-
genschaften (Erhaltung des nichtlinearen Energietransfers und der Mechanismen der
Gesamtenergiednderung). Dafl diese Eigenschaften nicht gelten miissen, wird durch Li-
teratur bestatigt.

In [Wal95] wird von einer Verletzung des nichtlinearen Energietransfers bei empi-
rischen Modellen berichtet. Diese Verletzung wurde in spéateren Modellen behoben
[BT97].

Im Euler-Grenzfall wird die Stréomung antriebs- und dissipationslos. Damit muf} die
kinetische Gesamtenergie eine Konstante sein. In [SE97] wurde eine zeitlich verédnderli-
che kinetische Gesamtenergie bei unendlich groflen Reynoldszahlen festgestellt. Durch
die Anwendung des Lagrange-Formalismus erster Art wurde dieser Fehler behoben.

Dagegen wurde in der Arbeit von A. Spille [Spi99| eine allgemeine Verletzung der
zweiten Energieeigenschaft bei beliebigen Reynoldszahlen fiir ein 108dimensionales dy-
namisches System, das durch Anwendung eines Biorthogonalverfahrens gewonnen wur-
de, festgestellt. Es gab bei der Anderung der kinetischen Gesamtenergie in der Zeit
zusétzliche Energiequellen und -senken, die nicht auf die externe Leistung und die Dis-
sipation zuriickgefithrt werden konnten. Sie waren kein numerisches Artefakt, das beim
Lésen der gewohnlichen Differentialgleichungen auftrat. Diese unphysikalischen Ener-
gieraten werden in dieser Arbeit untersucht.

Dazu wird ein Galerkin-Verfahren zur Simulation der ebenen Couette-Stromung ver-
wendet. Das Geschwindigkeitsfeld wird in die stationdre Grundstrémung und die Sto-
rungsgeschwindigkeit zerlegt. Aufgrund der einfachen Geometrie, die der ebenen Cou-
ette-Stromung zugrunde liegt, wird die Storungsgeschwindigkeit in periodische vektori-
elle Basisfunktionen in Haupt- und Querstrémungsrichtung bzw. in - und z-Richtung
entwickelt. Zur Erfiilllung der Kontinuitétsgleichung als Bedingung an das Geschwin-
digkeitsfeld werden divergenzfreie Basisfunktionen genutzt. Fiir die Abhéngigkeit der
Basisfunktionen von y gibt es verschiedene Moglichkeiten. In der Literatur wurden
erfolgreich Chebyshev- J[OK80] und Legendre-Polynome [SE97| sowie Chandrasekhar-
Funktionen [Cha81l,[(CB97, Nag97] verwendet. In dieser Arbeit werden Legendre-Polyno-
me und trigonometrische Funktionen genutzt. Die Bedingungen an die Basisfunktionen
werden durch die Randbedingungen an den Wénden komplettiert. Man kénnte span-



nungsfreie Randbedingungen verwenden, die aber vom origindren Problem abweichen.
In dieser Arbeit werden Haftrandbedingungen verwendet.

Die ebene Couette-Stromung ist eine rand- und keine druckgetriebene Stromung.
Damit die kinetische Gesamtenergierate durch Dissipationsleistung und externe Lei-
stung der Wénde beschreibbar ist, mufl der Druck ebenso wie das Geschwindigkeitsfeld
periodisch in Haupt- und Querstromungsrichtung sein. Daraus resultieren zusétzliche
Randbedingungen an das Geschwindigkeitsfeld, die hergeleitet und bei den Basisfunk-
tionen verwendet werden.

Die so aufgestellten Basissysteme sind analytisch exakt. Thre Verwendung schlief3t
numerische Fehler bei der Energiebilanz aus.

Es werden Bedingungen an die Basisfunktionen formuliert, die die Giiltigkeit der
Bilanzgleichung sicherstellen. Die beiden Basissysteme werden auf diese Bedingungen
hin getestet, und es werden die Unterrdume der Basissysteme bestimmt, die fiir die
unphysikalischen Energiequellen und -senken verantwortlich sind.

Wenn man mit dem verwendeten Galerkin-Verfahren niedrigdimensionale Modelle
konstruieren mochte, so kann es lohnend sein, Basisfunktionen zu haben, die keinen
unphysikalischen Energiefehler liefern. Dazu werden Funktionsansétze mit freien Koef-
fizienten gemacht. Diese Koeffizienten werden dann so bestimmt, dafl die zweite Ener-
gieeigenschaft erfiillt ist. An zwei Beispielen wird die Vorgehensweise demonstriert.

Es wird sich herausstellen, daf} die so konstruierten Basisfunktionen Nachteile haben.
Zum einen braucht die Konstruktion einen enormen Speicherbedarf, da das zugrunde-
liegende Problem nichtlinear ist und nur durch Einfithrung neuer Bedingungen in ein
lineares Problem umgewandelt werden kann. Andererseits sind die neuen Basisfunktio-
nen nicht universell, da sie von der Anzahl der Basisfunktionen abhéngen, die direkt an
die Grundstréomung ankoppeln. Diese Basisfunktionen werden in dieser Arbeit als re-
levante Nullmoden bezeichnet. Fiir hochdimensionale Rechnungen ist dieser Weg nicht
praktikabel. Es wird deshalb der Einflufl der Anzahl der relevanten Nullmoden auf den
Energiefehler untersucht.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Nach dem Kapitel iiber Grundlagen der Ener-
gieratenbilanzen werden im Kapitel 2| auch die Druckrandbedingungen untersucht. Im
Kapitel wird die Simulationsmethode mit den spéter genutzten Basissystemen vorge-
stellt. Im anschlieBenden Kapitel wird kurz auf einige Stabilitdtseigenschaften spezieller
Stromungen der ebenen Couette-Stromung eingegangen. Danach, im Kapitel [5, schlieBt
sich das Hauptkapitel zur Bilanz der Energieraten an. Verschiedene Bedingungen fiir
die Erfiillung der Energieratenbilanzgleichung werden angegeben. Diese Bedingungen
werden an ausgewéahlten Basissystemen iiberpriift, und bei Nichterfiillung werden Me-
thoden zur Konstruktion vorgeschlagen. Eine weitere Moglichkeit zur Kontrolle der
auftretenden Fehler wird untersucht.

Im Anhang finden sich einige Ergénzungen. Die Moglichkeiten der Druckberechnun-
gen werden im Kapitel [A] diskutiert. In [B] wird das verwendete Verfahren zur Simulation
des Differentialgleichungssystems dargelegt und seine Effektivitit demonstriert. Danach
folgt eine Aufzéhlung sdmtlicher in dieser Arbeit verwendeter Modellsysteme. Im Ka-
pitel [D] werden weitere Ausfithrungen zum Kapitel [f] gemacht.
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2 Grundlagen

2.1 Grundgleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen (siehe [LL91]) fiir inkompressible Stromung lauten

ov 1
E+(U'V)U——VP+§
Mit dem in Abbildung angegebenen Koordinatensystem werden folgende Randbe-

dingungen verwendet:

Av, V-v=0. (2.1)

v(x,y==+1,2,t) =+1 und
v(x+mLz7y7Z+anat):v<xayaz7t)a m7nezv

2)
3)

d.h. Haftrandbedingungen auf den Wéanden und Periodizitétsbedingungen in Haupt-
und Querstromungsrichtung. Zusammen mit den Anfangsbedingungen

(2.
(2.

v(r,t =0)=wvy(r) (2.4)

wird das Geschwindigkeitsfeld v(7,t) und der Druck p(7,¢) im Ort 7 und in der Zeit ¢
vollstédndig beschrieben. In dimensionslosen Einheiten seien L, und L, die endlichen
Ausdehnungen in z- und z-Richtung. Das Geschwindigkeitsfeld wird in diese beiden
Richtungen periodisch fortgesetzt.

In den oben angegebenen Gleichungen sind bereits alle physikalischen Grofien in
Euler-Skalierung verwendet worden: Die Geschwindigkeit wird in U, der halben Diffe-
renz der Plattengeschwindigkeiten, der Druck in o U?, dabei bezeichnet ¢ die Dichte
der Fliissigkeit, der Ortsvektor in h, dem halben Plattenabstand, und die Zeit in h/U
gemessen.

Aus der Einfithrung dimensionsloser Grofien resultiert die Reynoldszahl Re als Para-
meter zur Charakterisierung der Stréomung:

Re = uh (2.5)

14

mit der kinematischen Viskositét v der Fliissigkeit.
Das Grundproblem (2.1)) bis (2.4]) hat die spezielle, stationdre Losung

v =ye, mit p = konst. (2.6)

Die ebene Couette-Stromung ist ab einer Reynoldszahl von ca. 325 instabil [DD94]
DD95).



2 Grundlagen

U =Ue, / e,
2h / U / Ca
e - ez

Abbildung 2.1: Geometrie der ebenen Couette-Stréomung

Fiir beliebige Anfangsbedingungen und Reynoldszahlen wird das allgemeine Ge-
schwindigkeitsfeld wie folgt zerlegt:

v(r,t) = ye, +u(r,t) und (2.7)
p(r,t) — konst + p(r, ). (2.8)

Nach Einsetzen in (2.1)—(2.4)) ist folgendes System partieller Differentialgleichungen

Jou Jou 1

¥ + Yo +uye, + (u-Viu=—-Vp+ §Au, (2.9)

Vou=0 (2.10)
mit den Randbedingungen

u(x,y==+1,2,t) =0, (2.11)

u(lx+mL,,y,z+nl,t)=u(x,yz2t), mnecZ (2.12)
und den Anfangsbedingungen

u(r,t =0) = uo(r) = vo(r) — ye, (2.13)

zu losen.

2.2 Energiebilanzen

Die kinetische Energie wird von der Arbeit durch die Bewegung der Platten und den
Verlusten an kinetischer Energie, die durch Dissipation in Wérme umgwandelt wird,
geindert. Bei der Herleitung der Bilanzgleichung soll der Einflufl des Stérungsdruckes
untersucht werden. Es wird im folgenden davon ausgegangen, dafl sowohl das Geschwin-
digkeitsfeld als auch der dazugehorende Druck hinreichend oft stetig differenzierbar sind,
d. h. klassische Losung des Problems f sind.

Es wird folgendes reelles Skalarprodukt mit der dazugehérenden Norm verwendet:

@9 =[] X Aot @ und (214)
Q

ve{z,y,z}

L£I1* = (£, F). (2.15)

10



2.2 Energiebilanzen

Dabei bezeichnet 2 das Grundgebiet
Q= {r =(z,y,2) ' €eR*: 0 €0, L,],y€[-1,1],z € [O,LZ]} (2.16)

mit seinem Volumen Vi, = 2L,L, in dimensionslosen Einheiten.
Die kinetische Gesamtenergie

3
2
der Stromung wird nach der Substitution (2.7)) zu

Eges = 5 ||v|” (2.17)

1 1
Eges = 6 + (Z/ez,u) + 5”””2 (218)

Die einzelnen Terme lassen sich identifizieren als Energie der Grundstrémung,
Ey= - (2.19)
als Kopplungsenergie zwischen Grundstrémung und Storungsstromung,
Ex = (yexa U), (220)
sowie als kinetische Energie der Storungsstromung;:
1 2
Es = 5 [ull". (2.21)
Samtliche Energien sind dimensionslos und werden in o VU? gemessen, wobei V,
V = Vo h3, das Volumen des Grundgebietes in dimensionsbehafteten Einheiten ist.

Neben den Energien sind die zeitlichen Energieinderungen wichtig. Die Anderung
der Gesamtenergie in der Zeit ist

Eges \= Eges = ek + €9 (2.22)

mit
ex = Fyx = (yey,w) und (2.23)
g := By = (u, u). (2.24)

Diese Gleichungen lassen sich weiter umformen, indem 4 mit Hilfe der Navier-Stokes-
Gleichungen (2.9) eliminiert wird:

ek = —(yeq, Vp) — (yex,ygz) — (yes, uye;)
~(yew, (u- V)u) + o (yer, Ou); (2.25)
s = —(u, Vp) - (u yg“) (- V) — () o A). (2.26)

11



2 Grundlagen

Einige der obenstehenden Terme verschwinden identisch, andere lassen sich vereinfa-
chen. Dabei wird ausgenutzt, dal das Geschwindigkeitsfeld in z- und z-Richtung peri-
odisch ist. Die Periodizitédtseigenschaft gilt auch fiir jede Ableitung, fiir Produkte der
Geschwindigkeitskomponenten und fiir Kombinationen des Geschwindigkeitsfeldes mit
seinen Ableitungen.

Der erste Term von ek a3t sich wie folgt vereinfachen:

1
— (ye,, Vp) = A gf;ﬁypem -dA+ (V- (yes),p)

=0
L, 1
ffy (Pla=r, = Plo=o) dy d2. (2.27)
0 -1

Der obige Term verschwindet, falls
p(x=0,y,2,t) =p(r = L, y, 2, 1) (2.28)

gefordert wird. Wie spéter gezeigt wird, ist dies eine sinnvolle Forderung.
Beim zweiten Ausdruck werden die Periodizitéatseigenschaften ausgenutzt:

L. 1 L,
<y€z,ya )— fff yum drdydz
=0. (2.29)

Beim dritten Term werden zusétzlich die Haftrandbedingung und die Kontinuitétsglei-
chung ausgenutzt:

— (yeq, uye,) = —;Q f f %uy 1
0 y=-

- yj@ur B yj@uz
N 27 Ox 27 0z

~0. (2.30)

y=1 2
y° Ou,
dz d = —=
xz+<2,ay>

Der Term, der die Ankopplung der Grundstréomung an den Advektionsterm beschreibt,
ist ungleich null und 148t sich wie folgt vereinfachen:

— (yew (w-V)u)=—(y, > w du,)

ve{z,y,z}
= _(y> Z al/(uuux> — Uy Z auuz/)
ve{z,y,z} ve{zx,y,z}
=0
jjj E{Z;/ B} O, (y uyuy ) d3r + Vl'Q fgf Uy Uy d3r

— —7 @yuwu . dA -+ ('U,, Uye:r)
90

= (uvuyem>‘ (2.31)

12



2.2 Energiebilanzen

Die Ankopplung der Grundstrémung an den Dissipationsterm 148t sich wie folgt um-
formen:

fole fu = o f[[y $ aa e

ve{x,y,z}

RGVQ ﬂf 2 oo d ReVQ fﬂ x4

ve{z,y,z}

L. L,

ﬁ yVu, -dA — ReVQ f j uy|V=" do dz

) : (2.32)

flr) = LmlLZ bfbff(r) dzdz (2.33)

Re VQ

1 (om
y y——1

+ Oty
dy

wobel

den Mittelwert iiber z und z bezeichnet. Dann gilt abschliefend fiir die zeitliche Ande-
rung der Kopplungsenergie:
) (2.34)
y=1

Jetzt werden die einzelnen Terme in eg untersucht. Fiir die Kopplung zwischen
Storungsgeschwindigkeit und Storungsdruck gilt es,

o,
dy

5 —(uue)—i—L Tt
KA ™) T oRe dy y—1

— (u,Vp) = —— @pu -dA + (u,p) (2.35)

zu untersuchen. Damit der Druckterm keinen Beitrag zur Energieratenbilanz hat, wird
analog zu ([2.28))

p(x,y,2=0,t) = p(z,y, 2 = L, 1) (2.36)
gefordert. Somit gilt:
— (u, Vp) =0. (2.37)

Der folgende Term ist null:

o L. 1L,
_ <u,yax> ETA f f f pe (yu-u) dedydz = 0. (2.38)

-10
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2 Grundlagen

Nachfolgend wird die Auswirkung des Advektionsterms fiir die kinetische Energierate
untersucht:

(u, (u-V)u jjf > wu,du, dPr

w,ve{z,y,z}
_2X1/ijf E{Z }uuau(u-u)d?’r
velzy.2

1

il X ot [ (€ o)

ve{z,y,z}
1
— . dA
S g(u uw)u - d
oN
=0. (2.39)

Er ist null und hat somit keinen Einflul auf die Anderung der kinetischen Stérungs-
und Gesamtenergie. Fiir eg gilt abschliefend:

es = —(u, uye,) + ﬁ(u, Au). (2.40)
Die kinetische Gesamtleistung lautet somit:
1 [ ou, o, 1
s = —— ad a —(u, Au). 2.41
“e 2Re ( oy | __, Oy 1) * Re<u w) (241)
y= y=

Der erste Term représentiert die Leistung, die durch die Bewegung der parallelen Wande
verursacht wird:

. 1 oty oty
ond = Fwand = —— ) 2.42
EW d ‘Wand 2Re ( 8:{/ 1 ay y:1) ( )

Ist ewana < 0, wird kinetische Energie der Fliissigkeit entzogen, bei ewang > 0 wird
kinetische Energie zugefiihrt.

Die Wandleistung 1&8t sich direkt aus dem Spannungstensor o, ableiten. Exempla-
risch wird das an der oberen Wand demonstriert. Die dimensionsbehaftete, ortsabhéangi-
ge Kraft pro Fliche an der oberen Wand (g = h mit der Fliachennormalen n = e,) bei
Verschiebung in Richtung t = e, ist:

Yoty (2.43)

I"L7V€{x?y7z}

Die dimensionsbehaftete mittlere Leistung erhélt man nach Multiplikation mit der
Wandgeschwindigkeit U und Mittelwertbildung iiber die dimensionsbehafteten Gréflen
Z und z:

Pobere Wand — U Z t“ f j O-“yny‘y:h dz dz. (244)

pve{z,y,z} 0 0
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2.3 Konsistenzbedingungen bei Periodizitét des Druckes

Der Ubergang zu dimensionslosen Gréfien und Ausnutzung sémtlicher Randbedingun-
gen liefert:
P _oVUP 1 Ou,
obere Wand — h Re ay - .

(2.45)

Die Leistungen werden in o VU3 /h gemessen. Die Herleitung von Pytore Wand verlauft
analog. Die Summe von Popere wand/ (0 VUPh™Y) und Puptere wana/ (0 VUh™1) entspricht
Ewand, Gleichung (2.42).

Eine positive Wandleistung bringt kinetische Energie in das System hinein, eine ne-
gative Wandleistung vernichtet sie. Im 2z- und z-Raum oszillierende Geschwindigkeits-
anteile haben keinen Einflul auf die eingebrachte kinetische Energie. Sie bringen zwar
lokal eine Erhohung der Energiedichte im Ortsraum, allerdings wird eine halbe Peri-
ode weiter die lokale Energiedichte verringert. Finen dhnlichen Aufhebungseffekt zeigen
Geschwindigkeitsanteile u,(y,t), die in y symmetrisch sind. Die Energie, die iiber eine
Platte eingebracht wird, wird von der gegeniiberliegenden Platte entzogen.

Im Gegensatz dazu ist der zweite Term in der Storungsgeschwindigkeit stets negativ
definit:

o 1 A 1 9
EDiss *= Liss = %(uv U’) - _g Z ||Vu,,|| : (246)

ve{z,y,z}

Er beschreibt den Verlust an kinetischer Energie aufgrund der inneren Reibung der
Fliissigkeit.

Die Wand- und Dissipationsleistung wurden in der Storungsgeschwindigkeit angege-
ben. Ihre Darstellungen gelten ganz analog, wenn man w durch v ersetzt:

1 0v, Jv,
EWand := —— , (2.47)
2Re ( oy =1 oy y:l)
- 1
Episs = —— > |[Vul> (2.48)
Re e fona)

Zwischen den einzelnen Groflen existieren die Zusammenhénge

. 1 . 1
EWand = % + EWand und EDiss = _ﬁ + EDiss- (249)

—1/Re ist die dissipierte Energie pro Zeiteinheit der stationdren Grundstromung, die
durch die Energierate 1/Re der beiden Winde aufrechterhalten wird.

2.3 Konsistenzbedingungen bei Periodizitat des Druckes

Bei der Herleitung der Bilanzgleichung der Energieraten wurde festgestellt, dafl der
Druck zusétzliche Energiebeitrige liefern kann. Deshalb wurden die Bedingungen in
den Gleichungen (2.28) und (2.36)) explizit verlangt. In diesem Abschnitt werden die

15



2 Grundlagen

y
<19 = C 2h
Z X 1

Ca &)

X X+Ly

Abbildung 2.2: Pfad der Wegintegration zur Ableitung einer Eigenschaft des Geschwin-
digkeitsfeldes aus der Periodizitéit des Druckes

Giiltigkeit dieser Bedingungen an den Druck fiir klassische Geschwindigkeitslosungen
untersucht und Konsistenzbedingungen abgeleitet.
Die Differentialgleichung ([2.9)) 148t sich in der Form
ou ou

1 ~
Vp = ~5 y% —uye, — (u-V)u+ %AU =: S(u) = S(r,1) (2.50)

schreiben. Aus der Periodizitéit des Geschwindigkeitsfeldes kann die Periodizitéat von S,

S(x+mLy,y,z+nlL,t)=S(z,y,21t), mmnéeclZ, (2.51)

gefolgert werden. Diese Periodizitatseigenschaft iibertriagt sich auf den Gradienten des
Druckes. Aufgrund der Translationssymmetrie des Grundgebietes bei Verschiebung um
mL, in z- bzw. um nL, in z-Richtung, m,n € Z, werden die Bedingungen ([2.28))

und ([2.36) auf

plx +mL,,y,z+nl,,t)=p(z,y, 2z1t), mmneclZ, (2.52)

umgeschrieben. Die Bedingungen und verlangen auf zwei der drei Paare
gegeniiberliegender Quaderflichen des Grundgebietes (2 den gleichen Druck. Durch die
Periodizitat des Geschwindigkeitsfeldes und durch die Druckrandbedingungen
und muf} auch der Stérungsdruck periodisch sein, siehe ([2.52)).

Im folgenden wird die Bedingung auf eine Figenschaft des Geschwindigkeits-
feldes zuriickgefiihrt. Dazu wird die Bedingung mit m = 1 und n = 0 wie folgt
geschrieben:

0= ij-dr: f,g’(r,t)-dr, (2.53)
Cl Cl
wobei der Integrationsweg C; in Bild [2.2] dargestellt ist. Aufgrund von (2.51)) mufl
0= f S(r,t) - dr (2.54)
Ca+Cy
gelten. Dann gilt auch
S(r,t)-dr =0, (2.55)
C1+C3
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2.3 Konsistenzbedingungen bei Periodizitét des Druckes

da bei einer exakten Geschwindigkeitslosung die Rotation von S (r,t) verschwindet und
ein geschlossenes Pfadintegral {iber ein Gradientenfeld den Wert Null ergibt. Mit der
letzten Bedingung 148t sich die Forderung (2.53), in der der Weg des Integrals iiber C

lauft, durch ein Integral iiber C5 ausdriicken:

0= [ 8(r,t)-dr. (2.56)

Der Weg Cj5 lauft iiber den Plattenrand bei y = —1, auf dem die Geschwindigkeit und
einige ihrer Ableitungen null sind. Es verbleibt

1 0%u,

Re 0y2

0= dz. (2.57)

y=-1

x

Eine dhnliche Aussage erhélt man, wenn man den Weg nicht iiber die untere, sondern
iiber die obere Platte schliet. Des weiteren kann man den Weg nicht nur entlang der z-
Achse wihlen, sondern statt dessen entlang der z-Achse, um die Druckperiodizitét in z-
Richtung zu untersuchen. Wenn man zum Ende noch einmal die Periodizitétseigenschaft
der Geschwindigkeitskomponenten ausnutzt, erhélt man die Bedingungen in endgiiltiger
Form:

dz. (2.58)
y==%1

L
¥ 9%u,

0=
2
oj %y y

L
F 0%,

dz =
+1 of dy?

Die Geschwindigkeitsanteile von u, bzw. von u,, die nach Integration iiber x bzw. z
nicht verschwinden, erfiillen weitere Randbedingungen.

Im Anhang [A] werden zwei Methoden erwihnt, wie der Druck berechnet werden
kann. Die Berechnung durch ein Kurvenintegral wird ausfiihrlich dargelegt. Die durch

diese Methode gewonnenen Formeln (A.13)) und (A.14)) bestétigen einige Teilergebnisse
von ((2.58).

17



2 Grundlagen
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3 Simulation mit der Galerkin-Metho-
de

3.1 Ein kurzer Uberblick iiber Niherungsverfahren

Zur numerischen Losung partieller, nichtlinearer, instationérer Differentialgleichungen
existieren unterschiedliche Verfahren. Vor allem bei komplizierten Geometrien werden
die Finite-Elemente- (FEM), Finite-Volumen- (FVM) oder Finite-Differenzen-Metho-
den (FDM) verwendet [Fle91al, [Fle91bl [Sch88|. Alle genannten Verfahren zeichnen sich
dadurch aus, dafl die Losungsfunktionen lokal im ganzen Ortsraum approximiert wer-
den. Die Rand-Elemente-Methoden benétigen dagegen nur eine Diskretisierung auf dem
Rand, setzen aber die Kenntnis der Greenschen Funktion fiir den unendlich ausgedehn-
ten Raum voraus.

Im Gegensatz dazu stehen Verfahren, die einen Ansatz der Losungsfunktion fiir den
gesamten Ortsraum machen. Sie sind bei einfachen Geometrien, wie der hier verwende-
ten, sehr effizient. Nachdem der Ansatz in die partiellen Differentialgleichungen einge-
setzt wurde, wird das Residuum auf Testfunktionen projiziert. Diese Verfahren heiflen
deshalb Methoden der gewichteten Residuen. Die partiellen Differentialgleichungen wer-
den so auf gewohnliche reduziert. Es gibt eine Reihe dieser Verfahren. Sie unterscheiden
sich sowohl im Ansatz der gesuchten Funktionen als auch in der Wahl der Basis- und
Testfunktionen [Fle91al.

Die gesuchten Geschwindigkeitsfelder des dreidimensionalen Raumes konnen als Li-
nearkombination von poloidalen und toroidalen Feldern dargestellt werden (siehe z. B.
[Poz97, ICB97, [Sch99]). Dadurch kénnen die vektoriellen Basisfunktionen aus skala-
ren Feldern berechnet werden, wobei die Kontinuitédtsgleichung exakt erfiillt wird. Im
Falle einer zweidimensionalen Geometrie lassen sich dieselben Vereinfachungen durch
Einfiihrung einer Stromfunktion [Cha81} (CB97] erreichen. Weiterhin kann man das Pro-
blem auf die Normalengeschwindigkeit und -vortizitéit reduzieren [CE97].

Wird auf diese Ansétze verzichtet, miissen die Kontinuitétsgleichung und die Rand-
bedingungen entweder nachtriglich, wie bei 7-Methoden, beriicksichtigt werden, oder
die Erfiillung dieser Gleichung und Bedingungen wird von den Basisfunktionen verlangt.
Hier wird ein Galerkin-Verfahren verwendet, bei dem die Ansatz- und Testfunktionen
aus dem gleichen Funktionenraum sind.

Am Anfang dieses Kapitels wird die Anwendung des Galerkin-Verfahrens gezeigt. Im
Anschluf} folgt die Aufstellung verschiedener Basissysteme.
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3 Simulation mit der Galerkin-Methode

3.2 Galerkin-Verfahren

Hier wird das Geschwindigkeitsfeld w(r, t) nach Basisfunktionen B (r) des Ortsraumes
mit zeitabhéngigen Entwicklungskoeffizienten entwickelt:

u(r,t) = ¢;(t) BY(r). (3.1)
i=1
Die Basisfunktionen werden divergenzfrei gewahlt:
V-BY" =0, i=12...,N. (3.2)

Die Haftrandbedingung (2.11]), die Periodizitétsrandbedingungen (2.12]) und die abgelei-
teten Bedingungen ([2.58)) fiir einen periodischen Druck werden auf die Basisfunktionen
iibertragen:

B = (3.3)
y==+1
BY (x+mLg,y,z+nlL,)= BY (x,y,2), m,nel, (3.4)
L .
r 92 B
f ) dr=0 und (3.5)
0 Oy y==%1
L: 52 @)
f : dz =0. (3.6)
0 ay y==+1

Der Ansatz 1) wird in die Navier-Stokes-Gleichungen 1) eingesetzt und auf B®
projiziert. Man erhéalt nichtlineare gewohnliche Differentialgleichungen der Form:

N N N
ZMzkck(t) = ZLM Ck(t) - Z Nikl Ck(t> Cl<t), 1= 1,2,...,N. (37)
k=1 k=1 k,l=1

Die auftretenden Matrizen und Koeffizienten sind wie folgt definiert: die Metrik-Matrix

My, = (BY, BW), (38)
die Matrix des linearisierten Problems
1
k k Rl (3.9)
mit
oBW®)
Ay, = | BY, : 3.10
= (B0 (3.10)
Cip = (BY, B{Me,), (3.11)
Dy =—(BY, AB") (3.12)
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3.3 Basisfunktionen

sowie die nichtlinearen Koeffizienten
Nig = (B(i), (B(k) : V) B(l)> : (3.13)

Sie haben folgende Symmetrieeigenschaften:

My = My, (3.14)
Aip = —Api, (3.15)
Dy = Dy, (3.16)
Nig = — N (3.17)

Die Eigenschaften lassen sich unter Verwendung partieller Integration, der Kontinuitéts-
gleichung und der Randbedingungen herleiten.
Der Druck spielt im dynamischen System (3.7]) keine Rolle, denn

(BY, vp) = V; @pB@ -dA - (V-BY,p) =0, (3.18)
o0

was aus den geforderten Periodizitétseigenschaften des Druckes (12.28)), (2.36]) sowie den
Periodizitétseigenschaften der Basisfunktionen (3.4)) und ihrer Eigenschaft (3.2)) folgt.

3.3 Basisfunktionen

In diesem Unterkapitel werden die Basisfunktionen unter Beachtung der Bedingun-

gen (3.3 bis (3.6 konstruiert.

Der Ansatz
B(r) =e¢*"b(y), k,=0 (3.19)

erfilllt die Haftrandbedingung (3.3]) und die Periodizitatsforderung (3.4)), falls

b(£1) =0 (3.20)
und
mao
k= 0|, mneZ mit alL,=27 und [(L,=27 (3.21)
ng

gelten. Durch a und 3 bzw. L, und L, werden die Ausdehnungen des Gebietes €2 in
Haupt- und Querstréomungsrichtung und sein Volumen V{, definiert:

872
Voo = 20,1, = - 3.22
0 e (3.22)

Zur Erfiilllung der Kontinuitatsgleichung wird der Ansatz (3.19) in (3.2)) eingesetzt:

ikoba (y) + b, (y) +1k:b:(y) = 0. (3.23)
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3 Simulation mit der Galerkin-Methode

Ist k. # 0 oder k, # 0, kann aus der Haftrandbedingung (3.20) an b zusétzlich
b (+1) =0 (3.24)

gefolgert werden. Fiir das weitere Vorgehen empfiehlt sich eine Fallunterscheidung.
Fiir die Basisfunktionen B wird in den anschlieBenden Unterkapiteln folgende Nota-
tion verwendet:

B(m,n,l,p) (T) _ ei(maz-i-nﬁz) b(m,n,l,p) (y) . (3 . 25)

[ charakterisiert die Ortsentwicklung in der y-Koordinate, p die in den folgenden Ab-
schnitten angegebenen Polarisationen. Es wird von den Basisfunktionen

*

Bm—nla) () = [B(m,n,l,p) (,,n)} (3.26)

gefordert. Dabei bezeichnet * das konjugiert Komplexe. Diese Bedingung sorgt dafiir,
dafl wegen u(r,t) € R?* auch

C(—m,—n,l,p) (t) = C?m,n,l,p) (t) (3-27)

gilt. Das erméglicht spéter eine Reduktion der Anzahl der zu 16senden Differentialglei-
chungen.

Die Anwendung der Bedingungen und auf die Basisfunktionen bei endli-
chen Galerkin-Verfahren erfordert eine weitergehende Diskussion. Bei klassischen Lo-
sungen waren die Ergebnisse eine Konsequenz des periodischen Druckes. Zur
Herleitung war die Giiltigkeit der Gleichung notig. Bei Verwendung endlicher Ga-
lerkin-Systeme ist die Giiltigkeit von fiir beliebige Basissysteme, Reynoldszahlen
und Anfangsbedingungen verletzt. Wird der Druck trotzdem nach Gleichung
berechnet, so sichern die Bedingungen (3.5) und einen periodischen Druck, sie-

he (A-13) und (A.19).
Der Ansatz (3.19) fiir die Basisfunktionen 1a8it eine weitere Vereinfachung der Druck-

randbedingungen (3.5)) und (3.6) zu:

Ly L,
feik” dzdl(£1) =0 bzw. jeikzz dz0)(+1) = 0. (3.28)
0 0

Damit die Bedingung erfiillt ist, mufl mindestens einer der drei Fille erfiillt sein:
1. b.(y) =0, 2. kg #0, 3. bi(+1)=0. (3.29)
Aus der Bedingung resultieren die drei Moglichkeiten
1. b.(y)=0, 2. k,#0, 3. bl(£1) =0, (3.30)

sie zu erfiillen. Der dritte Fall stellt eine zusétzliche Randbedingung dar. Sie wird nur
verlangt, wenn einer der ersten beiden Fille nicht erfiillt ist.
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3.3 Basisfunktionen

331 k=0
In diesem Fall reduziert sich die Gleichung auf
b, (y) = 0. (3.31)
Unter Beachtung der Randbedingungen folgt
by (y) = 0. (3.32)
Es konnen dann die Polarisationen
BOYY () = Ji(y)e, und B (r) = Ji(y)e. (3.33)
definiert und verwendet werden, wobei
J[-1L,1] =R, J(£1)=J'(£1)=0, €N (3.34)

gelten mufl. Die Haftrandbedingung wird durch J;(£1) = 0 erfiillt. Da k = 0 ist,
muf} zur Erfiilllung der Bedingung bei Basisfunktionen der Polarisation eins der
3. Fall in Gleichung erfiillt werden. Die Bedingung ist durch 5040 () = 0
erfiillt. Eine analoge Diskussion der Basisfunktionen mit der Polarisation zwei in Hin-
blick auf Erfiillung der Bedingungen und bestétigt ebenfalls die Verwendung
der Funktionen J;(y).

Die hier abgeleiteten Basisfunktionen sind wegen reell:

BOYMP(p) e R} VieN, und p=1,2. (3.35)

Sie werden aufgrund k = 0 Nullmoden genannt. Gilt k # 0, wird von Nichtnullmoden
gesprochen.

332 k, 20 und k. = 0
Gleichung ((3.23) liefert

ik.ba(y) + b, (y) = 0. (3.36)
b,(y) kann im Rahmen der Randbedingungen frei gewéhlt werden. Fiir b,(y) gilt dann

i

bo(y) = 1-b,()- (3.37)

Fiir die erste Polarisation wird b,(y) = 0 gewéhlt. Die einzige nichtverschwindende
Komponente ist b,(y):

B0 () = eimee 1 (4))e (3.38)

Die Bedingung (3.5 ist wegen k, # 0 erfiillt. Die Bedingung (3.6) wird durch das
Verschwinden der zweiten Ableitung der Funktionen J;(y) sichergestellt.
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3 Simulation mit der Galerkin-Methode

Fiir die zweite Polarisation wird b,(y) = 0 gewéhlt, und man erhalt

Vi (), Vi(y), 0) (3.39)

B(m,O,l,2) (T) _ 6imowc <1
mao
mit

Vi:[-1,1] =R, V(£1)=V/(£1)=0 und [ € N,. (3.40)

Die Bedingungen (3.5) und (3.6]) sind fiir Basisfunktionen der Polarisation zwei wegen
k., # 0 bzw. b, = 0 erfiillt.

333 k,=0und k, £ 0

Die Herleitung der beiden Polarisationen fiir diesen Fall gestaltet sich dquivalent zum
letzten Unterkapitel. Im wesentlichen sind nur Vertauschungen vorzunehmen. Die erste
Polarisation ist

B(O’"’l’l)(r) = ei"ﬁle(y)ex, (3.41)
und die zweite Polarisation ist

i

B(O,n,l,2) — inBz o
(r)=e O,Vz(y),nﬂ

V/<y>) (3.42)

mit den bereits bekannten Randbedingungen an J;(y) und Vi(y).

3.3.4 k, £0 und k, # 0

Der Ansatz
by(y) =V (y), (3.43)
ik, i
b(y) = = V() — L H(y) (3.45)
=g W T Y |

liefert divergenzfreie Basisfunktionen. Die beiden Funktionen V' (y) und H(y) sind un-
abhéngig voneinander wéhlbar, wobei V(y) die bereits bekannten Randbedingungen
erfiilllen muf}, siehe (3.40)). Die Bedingungen und sind in diesem Fall mit
k, # 0 und k, # 0 stets erfiillt. H(y) mufl deshalb nur H(+1) = 0 geniigen, um die

Haftrandbedingung (3.3)) bzw. (3.20)) zu erfiillen.
Fiir die erste Polarisation wird V(y) = 0 gewéhlt:

. . T
. 1 1
B(m,n,l,l) (,r,> _ el(mam—i-nﬂZ) (Hl(y)7 0, _Hl(y)> (346)

mao np
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3.3 Basisfunktionen

mit
H;: [—1, 1] — R, Hl(:lzl) =0 und [ € Ny. (347)

Damit 1) gilt, wurde die imaginire Einheit explizit in b™"™"V(y) aufgefiihrt. Fiir

die zweite Polarisation soll H(y) = —%V’ (y) gelten. Diese Wahl widerspricht nicht

den Randbedingungen von H(y) und V(y). Es folgt:

. T
B(m,n,l,Q)(,r,) _ ei(moc:c-‘rnﬁz) <07 ‘/Z(y)7 %W’(y)) . (348)
n

In diesem Fall 1&8t sich durch H(y) = k2]fk2 V’(y) noch eine dritte Polarisation charak-
terisieren: t

B(m,n,l,?)) ('I") _ 6i(maz+n,@z) (1
mao

W@%W@%® : (3.49)

Die Basisfunktionen haben fiir alle m,n € Z \ {0} folgende Eigenschaften:

1. Es existiert mindestens ein [ € Ny, so daf3

1
J pmn2D) () dy £0, v=ux,z (3.50)
21
gilt.
2. VI € Ng und p = 2, 3 gilt:
1
IWWW”@MMZQ v=u,2. (3.51)
21

Die Basisfunktionen der ersten Polarisation mit den Basisfunktionen der zweiten oder
dritten Polarisation ergeben vollstdndige Basissysteme fiir gegebene m und n:

e}

gimm) _ {B(m,n,l,l)(,’,>7B(m7n7172)(r)}l:0 und (3.52)
Sém’n) _ {B(m’n’l’l)(’l‘), Bmmnil3) (’l‘)}

o0

1=0"

Die Vollsténdigkeit bezieht sich auch auf die Moglichkeit, eine Stromung w(r,t) mit

1
ful,(r,t) dy #0, v=u,z, (3.54)
41

zu beschreiben. Die Kombination der Basisfunktionen der Polarisationen zwei und drei
beschreibt eine derartige Strémung nicht. Die Kombination ist nicht vollstindig. Sei
B0l (y) eine Basisfunktion, fiir die gilt. Dann kann folgende vollstiandige
Basis angegeben werden:

o)

S5 = (B0 () U { B (), B ()} (3:55)

1=0"
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3 Simulation mit der Galerkin-Methode

3.4 Beispiele fiir Basisfunktionen

Die im letzten Kapitel erarbeiteten Basisfunktionen sind durch die skalaren Funktio-

nen H,(y) mit (3.47), Ji(y) mit (3.34) und V;(y) mit (3.40) bestimmt.

3.4.1 Polynomiale Basis

Bei der polynomialen Basis sind die Nullmoden Polynome. Die Nichtnullmoden sind
Kombinationen von trigonometrischen Funktionen in  und z und Polynomen in y.

Die Randbedingungen von H,(y), H;(£1) = 0, und Vi(y), Vi(£1l) = V/(£1) = 0,
werden durch die Wahl

Hiy) = (1-*) Li(y) wd Viy) = (1-¢*) Lily) (3.56)

erfiillt. Dabei sind L;(y) Legendre-Polynome.

In einem spéteren Kapitel wird vorausgesetzt, dafl die Basisfunktionen der Menge
{B(O’O’Z’I)(T), B(O’O’Z’Q)(r)}oi orthonormiert sind. Die Basisfunktionen der Polarisation
eins sind orthogonal zu den Basisfunktionen der Polarisation zwei, da sie keine gemeinsa-
men nichtverschwindenden Komponenten haben. Die Orthonormalitét zwischen Basis-
funktionen gleicher Polarisation wird erfiillt, falls die Funktionen der Menge {.J;(y)},>,
orthonormal zueinander sind. Dazu werden als erstes Funktionen J;(y) angegeben, die
alle Eigenschaften ([3.34)) erfiillen. Diese werden dann orthonormiert.

Die Haftrandbedmgungen fiir Jy(y), Ji(£1) = 0, werden durch den Ansatz

D) = (1-9*)y' (1-diy?) (3.57)
erfiillt. Er ist symmetrieerhaltend, d. h., es gilt
Ji(=y) = (=1)'Ji(y)- (3.58)

Die Koeffizienten d; werden durch die zweite Randbedingung JI'(£1) = 0 bestimmt.
Aufgrund der Symmetrie reicht J/’(1) = 0. Man erhélt:

1+ 21
i Ml 3.59
i 5+ 2 (3.59)

Die Funktionen J;(y) werden mit dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsver-
fahren [BS91] orthonormiert. Daraus resultiert die Basis {.J;(y)};=,. Es folgen die ersten
sechs Basisfunktionen:

—(-1)(v-5), (3.60)
)v

Jo(y) = 2\/23(
Ji(y) = ;\/23»1

0 (= 1)y (39> 7), (3.61)
Jo(y) = 116 115356652 (v — 1) (341" — 628y + 71) , (3.62)
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3.4 Beispiele fiir Basisfunktionen

1
= (y2—-1 975y 1704y24-401), (3.63)

1 /
—1 6_1 44 62157% — 2 64
222386 y 9789y 7563y~ + 6215y 65) und (3.64)
285285
J. — 1)y (45735 — 8723y* + 4087y — 417) . 3.65
5(y) = 64\/123202 (v — 1)y (4573y y' + 4087y ) (3.65)

Eine Darstellung der Funktionen ist im Bild [3.1] zu sehen.

2.0 . . . .

15
10F °

0.5

Abbildung 3.1: Darstellung der Funktionen Jy(y), ..., J5(y) im polynomialen Fall

Bei Verzicht auf die Bedingungen ([3.5)) und (3.6|) wiren die Funktionen J;(y) spezielle
Jacobi-Polynome [ASG5)]

Jily) = A (1= y*) PPP(y) (3.66)
mit den Normierungskonstanten A, sieche auch [PR02].

3.4.2 Trigonometrische Basis

Die trigonometrische Basis zeichnet sich dadurch aus, daf§ die Nullmoden trigonome-

trische Funktionen sind. Dazu werden sowohl die Funktionen J;(y), [ = 0,1,..., als
auch die Funktionen Vi(y) und H;(y), I = 0,1,..., aus trigonometrischen Funktionen
zusammengesetzt.

Die Funktionen

HMAzx@sm(gU+D@+JD (3.67)
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3 Simulation mit der Galerkin-Methode

erfiillen (3.47)). Thre Darstellung 148t sich vereinfachen, wenn man die Funktionen nach
symmetrischen und antisymmetrischen Funktionen trennt:

Ho(y) = V2 (—1)" cos (;(2l - 1)y> und (3.68)
Hyr(y) = —vV2 (=1)'sin (n(1+1)y), Vi e No. (3.69)
Die Funktionen sind orthonormiert,
(Hr(y), Hi(y)) = o, (3.70)
und alle geraden Ableitungen auf dem Rand verschwinden:
H*)(£1) =0, VI,1€N,. (3.71)

Aufgrund der letzten Eigenschaft konnen die Funktionen J;(y) direkt durch H,(y) defi-
niert werden:

J(y) == Hi(y), Ve No. (3.72)
Die Funktionen Vj(y) werden durch den Ansatz
Vily) == Hi(y) — diHi12(y) (3.73)

definiert. Dieser Ansatz ist symmetrieerhaltend. Aus der Randbedingung V/(1) = 0 148t
sich d; bestimmen. Damit wird

Vily) = Hy(y) — ;j;;)HHQ(y), Wi e Ny, baw. (3.74)
Va(y) = V2 (~1)' |FOS <72r(2l + 1)y> + ;5 1 :1)) cos <72r(2l + S)yﬂ und (3.75)

Varon () = V2 (~1)' [ (n(1 + 1)y) +

g sin (i + 2).@)] . VI eNo. (3.76)

Die Funktionen Vi(y) erfiillen weitere Randbedingungen:

V(£ =0, VLI €N, (3.77)
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4 Spezielle Stabilitatsaussagen bei der
ebenen Couette-Stromung

4.1 Stabilitatskriterium

Die asymptotische Stabilitéit einer Grundstromung bei Storung durch eine spezielle
Anfangsbedingung wu(r) ist durch

S0 mit S fu(r)|2 = Es(0) (4.1)

definiert. Wenn eine Grundstromung asymptotisch stabil gegen beliebige Anfangsbe-
dingungen der Storungsstromung ist, nennt man sie global stabil. Von vielen hydro-
dynamischen Beispielen ist bekannt, daf} sie bei hinreichend kleiner Reynoldszahl stets
global stabil sind [Jos76]. Verringert man die Reynoldszahl weiter, so erschlieft sich
ein Gebiet global monotoner Stabilitit, in dem die Stérungsenergie monoton gegen null
geht. Fiir die ebene Couette-Stromung ist dieser Wert bei Reg &~ +/1708/2 ~ 20,66 mit
a =0 und 5 =1,5585 [RH93, [Jos66].

Neben der asymptotischen Stabilitéit, die Aussagen iiber das Langzeitverhalten der
Storungsstromung macht, charakterisiert die lineare Stabilitdt das Verhalten infinitesi-
mal kleiner Stérungen auf kleinen Zeitskalen. Seit [Rom73] ist bekannt, daf die ebene
Couette-Stromung linear stabil ist. Dies wird auch in einer Arbeit zur gemischten ebe-
nen Couette-Poiseuille-Strémung deutlich [Bal97]. Der Ubergang zur Turbulenz muf
aufgrund der linearen Stabilitéat subkritisch erfolgen. Die Grenzkurve A(Re) beschreibt
die notwendige Amplitude der Stérung zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Abhéngigkeit von der
Reynoldszahl. In [DD94, [DD95] wird experimentell die Grenzkurve bestimmt. Die An-
fangsstromungen sind turbulente Punkte, die durch einen Hitzdraht und Wasserinjek-
tion lokal erzeugt werden. Sie erhalten

Ayritisen (Re) ~ (Re — Renz,) ™, Re > Rent, (4.2)
mit
k €[0,3,0,8] und Renp =~ 325+ 5. (4.3)

Andere Arbeiten liefern andere kritische Reynoldszahlen Reyy,: z. B. Reny, = 370 + 10
[DHB92J.

In [SE97] wird gezeigt, daB das Ubergangsgebiet zwischen globaler Stabilitdt und
Instabilitédt bei periodischen Storungsstromungen in allen drei Raumrichtungen mit
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4 Spezielle Stabilititsaussagen bei der ebenen Couette-Stromung

spannungsfreien Randbedingungen an den Wénden und Einfithrung einer Volumenkraft
fraktal ist.

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl ganz spezielle Storungsstromungen die globale
Stabilitdt der Grundstromung zur Folge haben. Im anschlielenden Abschnitt wird die
lineare Stabilitéat endlicher Galerkin-Systeme untersucht.

4.2 Globale Stabilitit spezieller Stromungen

Simulationen des Geschwindigkeitsfeldes mit o« = 0 bei endlichen Reynoldszahlen liefern
nur endliche Lebensdauern der Storungsstromungen. Die Lebensdauer eines Zustandes
definiert sich iiber die Zeitspanne vom Beginn der Simulation bis zu dem Zeitpunkt,
bei dem z. B. die Storungsenergie so klein ist, dal das Verhalten der Stromung nur von
den linearen Gleichungen bestimmt wird. Die endlichen Lebensdauern resultieren aus
der globalen Stabilitdt dieser speziellen Stromungen, die fiir Stromungen mit o = 0
bewiesen werden soll.

Zu o = 0 gehort eine Storungsgeschwindigkeit, die unabhéngig von z ist. Die Navier-
Stokes-Gleichungen fir u(y, z,t) vereinfachen sich zu:

ou 0 1 ou ou
0 z
ot +uye, + (uyay +u,0.)u = — ?g + %A(y,z)u und 87; + Oz =0.(4.4)
8z
Fithrt man die Skalierung
P 1 . . 1 . .
um(7t> Hum("t% Uy('7t) - %uy(ﬁt)u uz(at) - %uz<'7t)7
N 1 .
t — Ret, und p(,t)— Pﬁ(-,t) (4.5)
e

durch, bildet man die Navier-Stokes-Gleichungen fiir den vereinfachten Fall auf diesel-
ben Differentialgleichungen, aber mit Re = 1 ab. Die Anderung der Storungsenergie des
skalierten Systems in der Zeit

&s(f) = (u ‘Zf) (4.6)

ist aufgrund einer Reynoldszahl von Re = 1 < Reg kleiner null. Die Grundstromung ist
gegen das skalierte Geschwindigkeitsfeld global monoton stabil:

o dEg(t
lim Eg(f) =0, Sf( ) <o (4.7)
t—oo

Aus der globalen Stabilitét und der Normeigenschaft || - || > 0 folgt

()|

lim =0, ve{zryz}, (4.8)

t—o0

und nach Riickskalierung die globale Stabilitdt der Grundstrémung gegen Stérungen
der Form u(y, z,t) bei endlicher Reynoldszahl.
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4.3 Lineare Stabilitét endlicher Galerkin-Systeme

Die bisher gemachte Aussage zur Stabilitdt der Grundstromung gegeniiber Storungs-
stromungen u(y, z, t) kann man versuchen auf endliche Galerkin-Systeme zu iibertragen.
Werden nur Basisfunktionen der Form B®™"P)(y, 2) verwendet, sind die zugehdrigen
Entwicklungsfunktionen ¢ n,1p) (t) wie folgt zu skalieren:

A A ) 1 )
t = Ret, coni)(t) = Coni)(t) und  coni2)(t) = 5=Coni2)(t)- (4.9)

Re
Dabei ist n € Ny, schliefit also die Skalierung der Nullmoden mit ein.

Die Skalierung 148t sich aus ableiten, da die Basisfunktionen der Polarisationen
eins nur in den xz-Komponenten ungleich null sind, die Basisfunktionen der Polarisa-
tion zwei dagegen nur die y- und z-Komponenten mischen. Das daraus resultierende
dynamische System beschreibt eine Stromung mit Re = 1.

Die globale Stabilitdt eines endlichdimensionalen dynamischen Systems beliebiger
Dimension hingt entscheidend von der Energie-Reynoldszahl Reg des unskalierten Sy-
stems ab. Wenn Reg > 1 gilt, ist das endlichdimensionale skalierte dynamische System
global monton stabil, und das unskalierte dynamische System ist global stabil. Die von
uns untersuchten Systeme mit der Einschrinkung o = 0 waren stets global stabil.

Zur Beschreibung beliebiger Storungsstromungen sollte o # 0 gewéhlt werden. In
den spateren Rechnungen ist o = % und (= %

4.3 Lineare Stabilitat endlicher Galerkin-Systeme

Wie in [Rom73] gezeigt wurde, ist die ebene Couette-Stromung linear stabil. Es gibt Be-
richte [OS99] dariiber, daf endliche Galerkin-Systeme qualitativ , falsche Physik“ liefern
kénnen. Das zeigt sich ebenfalls bei der linearen Stabilitdt des trivialen Fixpunktes.

Diese Verletzung hat einen grofien Einflul auf die Simulationsergebnisse, z. B. auf
die Lebensdauer von Zustédnden. Bei einem dynamischen System, das einen instabi-
len trivialen Fixpunkt hat, sind die Lebensdauern bei Re > Rejjnear unendlich, denn
selbst beliebig kleine Zustédnde des dynamischen Systems wachsen durch die Abstofung
vom trivialen Fixpunkt wieder an. Dagegen werden beliebig kleine Zustdnde von einem
attraktiven trivialen Fixpunkt angezogen.

Aber auch die Ubergangsszenarien kénnen sich unterscheiden. Entweder iiber die
lineare Instabilitit oder durch einen subkritischen Ubergang. Um die Dynamik des
Modells in Ubereinstimmung mit bekannten physikalischen und mathematischen Vor-
hersagen zu erhalten, sollte die bei der Simulation verwendete Reynoldszahl stets kleiner
als die kritische lineare Reynoldszahl Rejj,ear sein.

Bei der Untersuchung eines dynamischen Systems auf lineare Stabilitédt wird das dyna-
mische System um den trivialen Fixpunkt linearisiert. Das entspricht der Vernachléssi-
gung des Advektionsterms in den Navier-Stokes-Gleichungen. Die Geschwindigkeiten
entkoppeln in den einzelnen k. Die vier Fille k = 0, k, # 0 und k, = 0, k, = 0 und
k, # 0 sowie k, # 0 und k, # 0 lassen sich getrennt untersuchen.

Die Falle k, = k, = 0 bzw. k, = 0 und k, # 0 lassen sich zusammen behandeln. Im
letzten Unterkapitel wurde erwéhnt, dafl auch in endlichen Galerkin-Systemen in diesem
Spezialfall die triviale Losung global stabil gegen diese Stérungen ist, falls die Energie-
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4 Spezielle Stabilititsaussagen bei der ebenen Couette-Stromung

Reynoldszahl grofler als eins ist. Der jetzt vernachlassigte Advektionsterm hat auf diese
Eigenschaft keinen Einflufl. Die globale Stabilitéat galt fiir alle endlichen Reynoldszahlen,
so dafl das System bei endlichen Reynoldszahlen nie linear instabil werden kann. Rejyear
ist unendlich.

lmax

Tabelle 4.1: Rejipear fiir den Unterraum {B(m’o’l’l), B(m’o’l’Q)}H) ,m € {1,2,3}, im po-
lynomialen Fall

M\lmax | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 co oo oo 2024 7056 2810 4676 6516 10274
2 00 00 00 o0 oo 2778 4012 4112 6263

3 00 00 OO 00 00 00 oo 5363 6315

Tabelle 4.2: Rejipenr fiir den Unterraum {B(m’o’l’l), B(m’o’l’2)}§:x, m € {1,2,3}, im tri-
gonometrischen Fall -
M\lmax | 0 1 2 3 4 5 6
1 oo 243 o0 688 oo 1448 3449
2 oo 173 oo 465 oo 910 2573
3 oo oo 00 1668 oo 1074 )

Im Fall £, # 0 und k, = 0 sind einige Ergebnisse fiir die polynomialen und trigono-
metrischen Basisfunktionen in den Tabellen [4.1| und zusammengefafit. Wahrend im
polynomialen Fall die kritischen Reynoldszahlen bei einigen Tausend liegen, beginnen
die kleinsten kritischen Reynoldszahlen bei einigen Hundert im trigonometrischen Fall.
Um Simulationen bei Reynoldszahlen im Bereich von 400 durchfithren zu kénnen, ist die
Anzahl der Basisfunktionen dieses Unterraumes im polynomialen Fall fiir jedes m frei
wéahlbar, dagegen sind im trigonometrischen Fall zum Teil mindestens vier (Iy.x = 3)
Basisfunktionen auszuwéhlen.

Fiir den Fall £, # 0 und k, # 0 sind die kritischen Reynoldszahlen Rejjpea, in
Abhéngigkeit von_der maximalen Dimension l,, + 1 des y-Unterraums in den Bil-
dern ﬁ} und dargestellt. Die Basisfunktionen wurden aus der Menge S{™™
siehe (3.52), mit |m| + |n| < 4 ausgewihlt.

Die bisherigen Ergebnisse zeigen, dal ab einem gewissen l.., das von m und n
abhéingt, die kritischen Reynoldszahlen bei Erhéhung von [, monoton zunehmen. Im
Grenzfall [, — o0 sollte sich Rejuear = 00 einstellen. Zum Beispiel sind bei m = 2
und n = 1 insgesamt 22 Basisfunktionen gleichverteilt auf die beiden Polarisationen
mitzunehmen, um eine kritische Reynoldszahl im Bereich 500 zu erhalten. Simulationen
im Reynoldszahlenbereich 10, 10° oder sogar 10°® und noch héher scheinen so nicht
moglich zu sein.

Die in der Einleitung dieser Arbeit erwidhnte Methode der Konstruktion von Model-
len durch Mitnahme einer geringen Anzahl an Basisfunktionen bietet sich bei diesem

32



4.3 Lineare Stabilitét endlicher Galerkin-Systeme
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Abbildung 4.1: Rejjpear fiir den Unterraum {B(m’"’l’l),B(m’”’l’z)}l_o im polynomialen
Fall -

Vorgehen nur bedingt an. Die physikalische Richtigkeit der Modelle ist zum Teil auf
Reynoldszahlen unter 100 beschréinkt, wenn man Basisfunktionen mit k, # 0 und
k., # 0 verwendet. Moglich wére es bei Nutzung polynomialer Basisfunktionen mit
k; # 0 und k, = 0. Denn zu ihnen gehort eine unendlich grofle Reynoldszahl Rejear
bis lpax = 2. Im Abschnitt wird kurz erldutert, wie neue Basisfunktionen aus den
bisherigen konstruiert werden kénnen, die bei Verwendung des Galerkin-Verfahrens ein
dynamisches System liefern, dessen trivialer Fixpunkt linear stabil ist.
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Abbildung 4.2: Rejjyear fiir den Unterraum {B(m’"’l’l),B(m’"’l’z)}l_o im trigonometri-

schen Fall
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b5 Energiekonsistenz

Die Ursache fiir die Anderung der kinetischen Gesamtenergie in der Zeit ist die Visko-
sitdt der Fliissigkeit. Sie sorgt fiir die innere Reibung und erméglicht den Krafteinflufl
der sich bewegenden Wande auf die Fliissigkeit. Die Bewegung der Wénde kann Ener-
gie in das System hinein- und hinausbringen, wohingegen die interne Reibung fiir eine
Abnahme der kinetischen Gesamtenergie sorgt. Die gemachten Aussagen lassen sich in

der Gleichung (2.22),
€ges = EWand T EDiss) (5.1)
mit der Eigenschaft
€piss < 0 (5.2)

zusammenfassen. Die Gleichung wird hier als Bilanzgleichung der Energieraten be-
zeichnet, da sie die zeitliche Anderung der kinetischen Gesamtenergie, Wand- und Dis-
sipationsleistung miteinander verkniipft. Sie ist fiir klassische Geschwindigkeitslosungen
giiltig, siehe Kapitel [2

Die kinetische Gesamtenergierate wird durch lineare und quadratische Terme in u
beschrieben. Der Advektionsterm, der bei der Herleitung unter Ausnutzung der Navier-
Stokes-Gleichungen in der Energieratenbilanz auftrat, verschwindet nach Projektion auf
die Storungsgeschwindigkeit:

(u, (u-V)u) =0. (5.3)

Seine Bedeutung liegt in der Umverteilung kinetischer Energie der einzelnen Stréomungs-
muster. Die Giiltigkeit der Gleichung wird bei der Bildung niedrigdimensionaler
Modelle verlangt [GG94l, [EW95, Wal97, BC98|, Wal95, [Hen96, BT97].

Die Gleichung ist fiir beliebige endliche Reynoldszahlen giiltig. Beim Euler-
Grenzfall, v = 0 bzw. Re — o0, ist die kinetische Gesamtenergie zeitlich konstant
bzw. £4es = 0. Ohne Viskositét gibt es die beiden Mechanismen innere Reibung und
Haftung der Fliissigkeit auf den Wénden zur Energieinderung nicht mehr. Die Glei-
chung bleibt auch in diesem Grenzfall giiltig, da ewanq = 0 nach und epis = 0
nach (2.46). Dieser Grenzfall wird in den Modellen [SE97] erfiillt und dient zum Test
der Integrationsroutinen.

Die in den letzten beiden Absdtzen erwahnten Aussagen sind fiir klassische Losungen
erfiillt. Aus [Rau99| ist bekannt, da8 schwache Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen
die Bilanzgleichung verletzen kénnen. Gleichfalls ist das bei Verwendung eines Biortho-
gonalverfahrens zur Simulation méglich [Spi99].
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In diesem Kapitel wird iiberpriift, ob die Energieratenbilanz bei Verwendung endlicher
Galerkin-Systeme zur Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen verletzt ist. Dazu wird
eine virtuelle Energierate e, eingefiithrt [RPS03]:

Evirt += Eges — €Wand — EDiss- (54)
Fiir klassiche Losungen gilt aufgrund (5.1):
Evirt = 0. (55)

Im néchsten Unterkapitel wird Gleichung (5.4) fiir endliche Galerkin-Systeme ausge-
wertet.

5.1 Bedingung fiir Energiekonsistenz

Bei den Betrachtungen der kinetischen Energieinderungen in Kapitel 2| wurde w als
exakte Losung der Navier-Stokes-Gleichungen vorausgesetzt. Bei der Simulation der
ebenen Couette-Stromung mufl natiirlich ein endlicher Ansatz verwendet werden:

= ivzcz-(t) BY (r), U(N)('r,t) =ye, + u(N)(r, t). (5.6)

=1

Die kinetische Gesamtenergierate berechnet sich nach:

éfe\g) — (U(N)’@(N)) ' (5.7)
Es gilt weiterhin die Zerlegung von 5ées) in 59) und 5éN), siehe auch (2.22)),

) = &) + " (5.8)
mit

e = (ves, at™), (5.9)

e = (u™, w™M). (5.10)

Die Definition (5.4 der virtuellen Energierate wird auf endliche Geschwindigkeits-
ansitze iibertragen:

Evint = € ~ EWand  Ebies (5.11)

Aus (5.11)) und (5.8) folgt:
N N N N
Evit = €k 25"~ EWand — Ehine (5.12)
Als erstes soll €(SN) ausgewertet werden. Dazu wird der endliche Ansatz in (|5.10))
eingesetzt:

i ¢i (B, B") ¢. (5.13)

i,k=1
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Unter Ausnutzung der Definition ({3.8]),

N
5§;N) = > ¢ My éy, (5.14)
i k=1

und des dynamischen Systems ‘) 148t sich 5éN) umformen:

N N
6éN) = Z C; sz Cr — Z C; Nikl Cr Cy. (515)
ik=1 i k=1
Der kubische Ausdruck
N N
Z C; Nikl CLC = Z C; (B(i), (B(k) : V) B(l)) CL C]
ik,l=1 ik =1
= (u(N), (u(N) : V) u(N)) (5.16)

entspricht der linken Seite der Gleichung (/5.3]) fiir den endlichen Geschwindigkeitsan-
satz (5.6). Durch die Antisymmetrieeigenschaft (3.17)) der nichtlinearen Koeffizienten
N,z verschwindet der kubische Ausdruck:

N N N
Z ¢; Nigi 0 = — Z ci Nipicr.cp = — Z 1 Niga cx ¢
ik,l=1 ik,l=1 i,k,l=1
N
~ > cNjoa=0. (5.17)
ik,l=1

Die Eigenschaft des Advektionsterms, keinen Beitrag zur Energieratenbilanz zu haben,
gilt neben klassischen Losungen auch fiir endliche Geschwindigkeitsansitze bei Verwen-
dung eines Galerkin-Verfahrens. Sollte er wie in [Spi99] bei Verwendung eines Biortho-
gonalverfahrens nicht verschwinden, treten kubische Terme in der Energieratenbilanz
auf, die bei Stromungen mit hoher kinetischer Energie dominant sein kénnen. Wird
dann die kinetische Gesamtenergie der Stromung durch die kubischen Terme erhoht,
kann das zur Divergenz der kinetischen Gesamtenergie und der Geschwindigkeit fiithren.

Die Gleichung (|5.15) wird weiter umgeformt. Indem man die Definition von L,
siehe (3.9)—(3.12),

N (k) 1
M — (B®,—y?B~ _ptve L Apw 5.18
und den Geschwindigkeitsansatz (5.6 ausnutzt, erhélt man
() 1
(N) _ N Ou N N

Wertet man die Terme vollig analog zum Vorgehen in Kapitel [2| aus, bekommt man fiir
endliche Galerkin-Systeme eine vollig dquivalente Darstellung der Stérungsenergierate

zu Gleichung ([2.40):
1

géN) =— (u(N), uéN)ex> + Re (u(N), AU(N)) = - (u(N), %E,N)ex> + 51(3]\125- (5.20)
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Damit wird (5.12]) zu

e — 8](2(N) - (u(N), ugN) ex) - g%)nd' (5.21)

Es bleibt noch 5](;(N) zu untersuchen. Dazu wird der Geschwindigkeitsansatz 1 in 1'
eingesetzt:

e’ =3 (vew, BY) ¢ (5.22)

=1

Das Skalarprodukt zwischen der Grundstrémung und den Basisfunktionen B® kann nur
ungleich null sein, wenn B eine Nullmode, also Basisfunktion mit k = 0, ist und die
Komponente B{) nichttrivial und antisymmetrisch in y ist. Diese Funktionen werden
als relevante Nullmoden bezeichnet. Die Summe wird auf die relevanten Nullmoden,
von denen Ny im Ansatz enthalten sein sollen, eingeschriankt und mit dem Index iy
bezeichnet. Es wird das dynamische System ausgenutzt, um

N No ' N N N
e = '21 (yex, Bm)) kz:l M (lz; Lic — 121 Niim 1 Cm) (5.23)
io= = = m=

zu erhalten. Die Basisfunktionen B®%P) aus Kapitel [3| wurden so konstruiert, daB sie
orthonormal sind. Die Metrik-Matrix und ihre Inverse bilden Blockstrukturen, deren
Eintrage nur ungleich null sein kénnen, wenn die Summe der k der beteiligten Basis-
funktionen gleich null ist. Dadurch gilt

N all ; = .
= 5 (e B) (St 3 M) 620
k=1

io=1 k=1

Auch die Matrix L des linearisierten Problems separiert in den unterschiedlichen Wel-
lenzahlvektoren. Dadurch braucht der Summationsindex k& nur iiber Basisfunktionen der
Form B©%?) ;4 laufen. Fiir die Basisfunktionen mit k. = k, = 0 ergeben sich weitere
Vereinfachungen, da die Matrizen A (keine x-Ortsabhéngigkeit) und C' (y-Komponente
gleich null) verschwinden. Dieser Teil der Matrix reduziert sich dann auf

1 9*?B®
19 ) . (5.25)

Liyx = | B®
ok ( "Re  0y?

Dieser verbleibende Anteil des linearen Operators entkoppelt die beiden Polarisationen

und die Paritdt in der y-Diskretisierung. Darum muff B *) im gleichen Unterraum wie
B liegen. Es gilt

- No ) No N
5%( )= Z (yexa B(ZO)> (Z Lioko Cho — Z Nig ki cx Cl) ) (526)

io=1 ko=1 k=1
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Durch Ausnutzung der expliziten Darstellung von Ny und einige Umformungen erhélt
man

) 1 No 92B
€K :Ri Z (va( )) (B(ZO ay2> Cky

i0,ko=1
NO N . .
=> 3 (v,BI) (B™, 0, (BPBY)) et . (5.27)
io=1k,l=1
Mit den Definitionen
No '
H(NO)(?%?J) = Z Ba(cm)(y) ZJQl 1(y) Ja-1(9), (5.28)
10=1
@23(’%)( )
k z \Y
K W) == 5 = @) Fo=1o No, und - (5.29)
K8 (y) =9, ( (r)Bg”(r)), ki =No+1,...,N, (5.30)

wird aus dem Zwischenergebnis ((5.21)) der virtuellen Energierate

v 1 M1 (ko)
M=o 3 [ vy, g) k() dgdy

Re = 4y:_1 o
OB ko) OBko)
2| oy |,_ A |, 0

N 1 1
—Z{ [ [ gm0, 5 589G agay
k=1 y=—1g=—1

1

1
+5 f B¥ (r)B{( )dy} Cr Cp. (5.31)

Die virtuelle Energierate besteht aus einem linearen und quadratischen Anteil in den
Zeitfunktionen ¢;(t). Im Linearteil sind nur die Basisfunktionen und die dazugehérenden

Zeitfunktionen der rele 0020-1,1)1 M0
vanten Nullmoden < B von Bedeutung. Im quadra-

tischen Teil koppeln aufgrund der Mittelwertbildung nur Basisfunktionen B *) und BWY,
wenn zu B® und BY die Wellenvektoren k und —k gehoren. Ist B® eine Nullmode,
so muB auch BY eine sein. Da die Komponenten Bél) null sind, wegen @ , haben
im quadratischen Anteil der virtuellen Energierate nur Nichtnullmoden und ihre Zeit-
funktionen Einflul. Die bisherigen Untersuchungen beweisen, dafi die Basisfunktionen

{B(O,O,Ql,l)}oo und {B(0,07l,2)}°°

= =0

(5.32)

unabhéngig von der Wahl des Geschwindigkeitsansatzes keine Rolle bei der Verletzung
der Bilanzgleichung der Energieraten spielen.

Der Euler-Grenzfall wird bei endlichen Galerkin-Systemen nicht richtig wiedergege-
ben. Zwar konnen die relevanten Nullmoden die kinetische Gesamtenergie nicht &ndern
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5 Energiekonsistenz

aufgrund des Vorfaktors é des linearen Anteils der virtuellen Energierate. Die Nicht-
nullmoden dagegen schon. In [SE97] werden Legendre-Polynome ohne Vorfunktionen
fiir die Darstellung der y-Abhéngigkeit verwendet. Die Haftrandbedingungen und die
Kontinuitatsgleichung werden durch ein Lagrange-Verfahren erster Art eingebaut, um
eine konstante kinetische Gesamtenergie fiir unendliche grofie Reynoldszahlen zu errei-
chen.

Die in definierte Funktion wird als Projektor bezeichnet. Die Ursache liegt in
der folgenden Tatsache begriindet. Sei f(y) eine antisymmetrische Funktion, die nach

den Basisfunktionen {B (ZO)} ) entwickelt werden kann:
o=

=S R BYG), fio = (B, ). (5.33)

io=1

Wird auf diese Darstellung der Funktion der Projektor angewendet, folgt

1 No 1
1 ~ e ; 1 i)/~ o
2 J ) f@d5= 30 3 £y B 5 | BOG) B dg
j=—1 0=1lo=1 -1
610l0
No )
=" fi B(y). (5.34)
i0=1

Es verbleibt nur der Anteil der Funktion f(y), der im Unterraum der fiir den endlichen
Geschwindigkeitsansatz verwendeten relevanten Nullmoden liegt.
Ein wichtiger Grenzfall tritt ein, falls Ny — oo gilt. Dann folgt

T, )47 = 3 fi, B) = 1) (5.3)

y=-—1

Der Projektor wirkt als Einheitsoperator, woraus e,;,¢ = 0 folgt, was formal einer kon-
sistenten Bilanzgleichung entspricht. Denn dann gilt in ((5.31)):

! 1 2 3 (ko)
(ko) 9°By™ (y)

_flyKl (y)d —_fly 07 dy

_ 0BG poBiy)

vl y
ki ki
_ 9B OB Sl (5.36)
dy y=——1 dy y=1 y=—1

und

1 1
o i w = [ yo, (BUmBI ) ay
-1 -1
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5.2 Demonstration der Verletzung der Energieratenbilanzgleichung

1
~ [ B @) B (r) dy

-1

=y BY (r)BY (r)

y=-—1
1
= f B (1) B (r) dy. (5.37)
21

Die Koeffizienten in der linearen ¢y, und quadratischen Terme ¢, ¢; sind null, da-
mit ist die virtuelle Energierate null. Dies ist unabhéngig von der speziellen Darstellung
der Basis, also unabhéngig von der Wahl der J;, H; und V;. Ausschlaggebend war, dafl
eine vollstdndige Basis der relevanten Nullmoden im Ansatz verwendet wurde.

Es gibt eine weitere Moglichkeit, daf3 die virtuelle Energierate null ist. Das ist ge-
nau dann der Fall, wenn die Grundstréomung in einem endlichen Unterraum der Ba-
sisfunktionen liegt. Das ist bei der ebenen Couette-Stromung nicht der Fall, da die
Grundstromung auf dem Rand Werte ungleich null annimmt. Bei der ebenen Poiseuille-
Stromung kann die Bilanzgleichung der Energieraten, die im Vergleich zur Bilanzglei-
chung der ebenen Couette-Stromung anders aussieht, erfiillt werden, wenn man auf die
Bedingungen und verzichtet. Die Grundstromung und die erste relevante
Nullmode B(O’O’O’l)(y) sind bis auf einen Faktor gleich 1 — 2. Da der Projektor nicht
nur auf K f’m) und Kék’l), sondern auch auf die Grundstromung wirkt, reicht genau die
eine Basisfunktion B*%%Y () im Geschwindigkeitsansatz aus, um eine verschwindende
virtuelle Energierate zu erhalten.

Da bei der ebenen Couette-Stromung stets unendlich viele relevante Nullmoden ver-
wendet werden miiiten, um Konsistenz der Bilanzgleichung zu erhalten, werden deshalb
ab dem iibernéichsten Unterkapitel notwendige und hinreichende Bedingungen an die
Basisfunktionen gestellt, die bei endlichen Galerkin-Systemen die Giiltigkeit der Ener-
gieratenbilanz sicherstellen. Im n&chsten Unterkapitel wird die Verletzung der Bilanz-
gleichung demonstriert.

5.2 Demonstration der Verletzung der Energieratenbi-
lanzgleichung

Zur Uberpriifung der Giiltigkeit der Bilanzgleichung wird die virtuelle Energierate 1}
fiir das Modell P1 aus dem Anhang betrachtet. Es werden folgende Anfangsbedin-
gungen gewihlt:

Es(0)

a0) =\ 17—

mit  Es(0) = 10. (5.38)
ik=1 72 My

Durch die hohe Stérungsenergie soll genug Energie dem dynamischen System zur Verfii-
gung stehen, um eine Relaxation in interessante Bereiche zu erméglichen. Die Reynolds-
zahl wurde mit Re = 400 gewihlt.

Im Bild ist 5\(,]1\;3 dargestellt. Offensichtlich ist die Bilanzgleichung der Energiera-
ten bei endlichen Galerkin-Verfahren verletzt. Die virtuelle Energierate hat durchaus
GroBenordnungen der Dissipationsleistung (siehe Bild und stellt, zumindest bei

diesem Modell, eine erhebliche Fehlerquelle dar.
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5.3 Notwendige Bedingung

5.3 Notwendige Bedingung

Man kann die 7-Methode anwenden, um die Energieratenbilanzgleichung zu erfiillen.
Dazu wird eine Basisfunktion zusétzlich zum Geschwindigkeitsansatz hinzuge-
nommen. Die zur zusétzlichen Basisfunktion gehorende zeitabhingige Entwicklungs-
funktion wird durch die Bedingung &.;y = 0 aus berechnet. Dieses Vorgehen, in
Kapitel dargelegt, kann unbeschrinkte Losungen liefern. Darum werden in diesem
Unterkapitel Bedingungen direkt fiir die Basisfunktionen formuliert.

Die Zeitfunktionen ¢;(t), i = 1,..., N, werden allein durch das dynamische System
bestimmt. Aufgrund ihrer linearen Unabhéngigkeit miissen die Koeffizienten des linea-
ren Terms ¢, und quadratischen Terms ¢, ¢; in bei Konsistenz der Bilanzglei-
chung verschwinden. Man erhélt folgende notwendigen und hinreichenden Bedingungen

! P (ko) (ko)
—5 [ o) K@) dgay - | 2 i

T, und T5:
y=—1g=-1 8y 83/ yl]

fiir ko = 1, . ,NO (539)

y=—1

und
1

UL ) (K696 + K@) agy

y=—1g=-1
+j( B(r) + BOw) B (1) dy

Die symmetrische Darstellung der zweiten Bedingung stammt von den Koeffizienten der
Terme ¢ ¢; und ¢; ¢.. Wenn die Bedingungen 77 und 75 erfiillt werden, gilt M —

virt

Aufgrund der Nichtlinearitat der Glelchung (6-39), die die Funktionen Jo,_1(y) des

Projektors mit denselben Funktionen des K" 1, )| siehe 1 ) und - verkniipft, kann
die Amplitude der Funktionen nur bis auf den Faktor —1 genau festgelegt werden. Jede
Funktion Jy,_1(y) hat die Transformationsfreiheit:

Jon-1(y) = —Jan-1(y). (5.41)

Im nachfolgenden Unterkapitel werden aus diesen beiden Bedingungen hinreichende
Bedingungen abgeleitet. Sie sichern ebenfalls die Energieratenkonsistenz, lassen sich im
Fall spezieller Basisfunktionen besser analysieren.

5.4 Hinreichende Bedingungen

Die Bedingungen (5.39) und (5.40) werden erfiillt, falls die folgenden Bedingungen

1

3 j ™) (y, ) K5 () dj = K(y) kg=1,...,Ny und  (5.42)

y=-—1

1
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1
1 - -
5 j ) (y, ) K5y dj = K&V (y) ki=No+1,...,N  (5.43)

g=-1

TQI

erfiillt sind, wobei K" (y) die symmetrische Form von K" (y) ist:
~ 1
K (y) o= 5 (K ) + K57 (). (5.44)

In diesem Fall wirkt der Projektor II™0) wie der Einheitsoperator.

Damit I1™) als Einheitsoperator wirken kann, miissen sowohl K& ka) als auch f(Q(k’l)
in einem endlichen Unterraum der verwendeten relevanten Nullmoden liegen. Die Be-
dingungen 7; und 75 sind homogene Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art
mit ausgeartetem Kern und Parameter A = 1 [BS81]. Da die Funktionen .Jy,_1(y),
n = 1,..., Ny, orthonormal sind, 148t sich leicht zeigen, dafl kaO) nur Losung der
Bedingung T} ist, wenn

No
KM () =3 dign Jon-1(y) (5.45)

n=1

gilt. Analoges gilt fiir f(ék’l). Wenn diese Darstellungen gelten, sind die Bedingungen 7}
und Ty erfiillt.

Diese Bedingungen sind hinreichend. Werden sie erfiillt, ist die virtuelle Energierate
null. Die Frage stellt sich, ob sie auch notwendig sind.

Fiir die polynomialen Basisfunktionen 148t sich folgendes festhalten: Im Abschnitt
5.6.1| wird gezeigt, daB es keine polynomialen Funktionen Jo,_;(y) gibt, die T} geniigen.
Im Gegensatz dazu werden etwas spater im Abschnitt [5.6.1] und [D.3] Basisfunktio-
nen Jo, 1(y) konstruiert, die 77 erfiillen und T 1 nicht erfiillen. Sie sind aber nicht
universell. Das bedeutet, dafl sie entweder von der Anzahl der relevanten Nullmoden
abhéngen oder durch zusétzliche Bedingungen eingeschréankt sind. Fiir nicht universelle
Basisfunktionen ist 7; nur hinreichend und nicht notwendig. Dagegen ist fiir univer-
selle Basisfunktionen die Bedingung 7} nicht nur hinreichend, sondern auch notwen-
dig [PR0O2].

Im nichsten Abschnitt werden die Bedingungen T und Ty iiberpriift.

5.5 Test der Bedingungen an ausgewahlten Basissyste-
men

- N
Damit K 1(k°) und K ék’l) im endlichen Unterraum {Béo’o’ﬂ*l’l)} _O liegen konnen, miissen
sie die Randbedingungen dieser Basisfunktionen erfiillen. Das sind

0= K" (£1), (5.46)
K" (y)

0= 2L ) 5.47

o |, (5.47)
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5.5 Test der Bedingungen an ausgewéhlten Basissystemen

0= KD (+1) und (5.48)
a?R’(kvl) y
R ) (5.49)
+1

Zwei der vier Bedingungen, (5.46) und ([5.48)), sind leicht erfiillbar. Mit Hilfe von (3.34)
gilt:

KM (1) = J2(£1) = 0. (5.50)
Durch (3.19) und (3.20) gilt:

K§ (1) = o (0,89() BY (r) + BO(r) (0,B0(r))

—0.  (5.51)

y==+1

Wenn Kék’l) verschwindet, ist auch die symmetrische Darstellung f(ék’l) auf dem Rand
null.

5.5.1 Energiekonsistenz bei polynomialer Basis

Die Untersuchung der polynomialen Basis auf Energiekonsistenz muf} fiir die Unter-
rdume mit k =0, k, #0und k, = 0, k., = 0 und k, # 0 sowie k, # 0 und k, # 0
getrennt erfolgen.

Eine Zusammenfassung der drei Fille k = 0, k&, = 0 und k, # 0 sowie k, # 0 und
k, # 0 findet man im Kapitel [D.2] Dort wird gezeigt, welche Basisfunktionen bzw.
Kombinationen von Basisfunktionen keinen Beitrag zur virtuellen Energierate liefern.
Man erhiélt eine Verletzung der Bilanzgleichung der Energierate durch Basisfunktionen
aller drei k-Unterrdume.

Beim Test der Bedingungen 77 und 75 gibt es mehrere mégliche Ergebnisse:

1. ka())(y) = 0 bzw. K (y) = 0 bedeutet, da8 bei diesen Basisfunktionen bzw.
bei der Kopplung der Basisfunktionen die Bedingungen T bzw. Ty erfiillt sind.
Das ist unabhéngig von der Anzahl der relevanten Nullmoden.

2. ka(’)(y) ist ein Polynom, das die Bedingungen (|5.46)) und 1} erfiillt. Kl(k(’)(y)
laBt sich dann nach (5.45) darstellen. Die relevanten Nullmoden verletzen die
Bilanzgleichung der Energieraten nicht.

3. f(ékl)(y) ist ein Polynom, das die Bedingungen ‘) und 1) erfiillt. Dann ist
es moglich, bei hinreichend grofiem N; die Bedingung 715 zu erfiillen.

4. bzw. ist nicht giiltig. Dann ist die Bedingung T bzw. T} fiir die-
se Basisfunktionen verletzt. Da die Bedingung 7; auch notwendig ist, kann bei
den relevanten Nullmoden gefolgert werden, dafl sie einen Beitrag zur virtuellen
Energierate haben. Die Basisfunktionen, die T, verletzen, miissen an T, getestet
werden.

Ein Beispiel fiir die genannte 3. Moglichkeit ist der folgende Fall:
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5 Energiekonsistenz

ky #0und k, =0

Die Basisfunktionen der Polarisation eins haben nur eine nichtverschwindende z-Kom-
ponente, dagegen sind die z-Komponenten der Basisfunktionen B#012) gleich null.
Fiir Kék’l) sind nur die Basisfunktionen der Polarisation zwei von Bedeutung. Fiir Kék’l)
gilt

1 = _ = _ = = /
2( Q(Ckz,O,k,Q)(r) Bz(/ kI,O,l,Q)(r) 4 B¢ kz,O,l,Q)(T) Bz(JkI,O,k,Q)(r)> (5.52)

und weiter unter Verwendung der Definitionen (|3.39):
~ /
K (y) = % (V) Vily) - Vi) V() - (5.53)

Dadurch liBt sich die Randbedingung an K ék’l) iiberpriifen:

2K (y)

o ~0. (5.54)

+1

Das Ergebnis ist unabhéngig von der speziellen Wahl der V;. Es gehen nur Randeigen-
schaften ein.

Da f(ék’l) (y) ein endliches Polynom in y ist und die Randbedingungen erfiillt sind,
kann f(ék’l) in ein endliches Polynom entwickelt werden. Wenn die Bedingung 75 erfiillt
sein soll, muf} die Anzahl der verwendeten relevanten Nullmoden mindestens die Anzahl
der relevanten Nullmoden, die zur Entwicklung von K ék’l) (y) notig sind, sein.

Sei Vi(y) = Vi,..(y) ~ y*Tm=x die Funktion V(y) mit der héchsten Potenz in y.
Damit K5 antisymmetrisch in y ist, mu Vi(y) = Vi,.._1(y) ~ y*==1 sein. Damit
ist f(ék) ein Polynom vom Grade 2., + 5. Die Funktion B9 () ist ein Polynom
vom Grade [+ 4. Die hochste relevante Nullmode hat eine Knotenzahl von 2Ny —1iny
und ist ein Polynom vom Grade 2Ny 4 3. Um eine Erfiillung der Energieratenbilanz zu
sichern, muf}

2Ng+ 3> 2lpax +5 ~ Ny > lpax +1 (5.55)

gelten.

Anmerkung zur Energiekonsistenz der polynomialen Basis

In wurden die Funktionen J; angegeben, wenn man auf die Bedingungen (3.5

und (| . ) verzichtet. Der Test auf Energlekon81stenz der polynomialen Basis redu21ert

sich auf die Uberpriifung der Bedingungen (5.46)) und (5.48 - Die Bedingung ([5.46)) ist
nicht erfiillbar, da jetzt

dp22)
J(&1) = —2pe2 (11) 54 W)
dy i
2
~3 (n +5n + 3) P2 (£1)
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_ _(igl)n (n*+5n+3) (n+1)(n+2)

£0, n €N, (5.56)

gilt. Die Bedingung bleibt giiltig. Wie im Abschnitt %k, # 0 und k, = 0 148t sich
eine Mindestanzahl an relevanten Nullmoden angeben, ab der die Bedingung 75 fiir alle
relevanten k-Unterrdume erfiillt ist. Werden die Funktionen B™™P) 1 =0.1,.. ., lnax,
im Geschwindigkeitsansatz verwendet, mufl

No 2 lnax + 2 (5.57)

fiir Energiekonsistenz gelten.

5.5.2 Energiekonsistenz bei trigonometrischer Basis

Beim Test der trigonometrischen Basis auf Erfiillung der Energieratenbilanz bei end-
lichen Galerkin-Systemen sind einige zusétzliche Randbedingungen zu beachten. Nach
Gleichungen (3.72)), J;, = Hj, und der Eigenschaft verschwinden alle geraden Ab-
leitungen der Funktionen BOO2+1D(y) [ € No, auf dem Rand. Damit K* und K{"

X
oo
im endlichen Unterraum {3;07072”171)}1_0 liegen konnen, miissen sie die Randbedingun-
gen

a2nK(k0) 82n[~((kvl)
O ) 0T W) e, (5.58)
aan aan
+1 +1
erfillen.
k;,=0und k, =0
Da
K" (y) = HY (y) ~ Hi(y) (5.59)

gilt, ist die Bedingung T} fiir beliebige Anzahl an relevanten Nullmoden erfiillt.

ky #£0 und k, =0

Beim Test dieser Basisfunktionen kann man direkt bei (5.53)) einsteigen. Folgende Rand-
bedingungen sind durch (3.40) und (3.77) erfiillt:

0Ky )

0 =0 firn=0,1und 2. (5.60)
y n

+1

Die sechste Ableitung auf dem Rand ist

= ;Zl (VE7ED V(D) - (=D VP (£1) £0, (5.61)

013" (y)
Oy
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da
(1) = \7;; (1+k) (2+E) #0, (5.62)
V(1) = — (_\1/);”3 (1+F) (2+F) #0, (5.63)
VO == (L) 2+ B R+ R) 0 md Gy
Vi(+1) = (=1)'n? (1+k)(2+k) [5+k(4+ k)] #0. (5.65)

2v/2

Die Bedingung 75 kann bei endlichen Galerkin-Systemen nicht erfiillt werden.

ky =0und k, #0

In dem Ausdruck fiir K ék’l) nach Tabelle im Anhang mufl J durch H ersetzt
werden. Damit Kék’l) antisymmetrisch in y ist, miissen beide, Hi(y) und Vi(y), sym-
metrisch oder antisymmetrisch in y sein. Sind beide Funktionen symmetrisch, erhélt

main:

KD (y) = [Hm;(y)}/gi(y)]' (5.66)

I
—~
|
[
~—

e
o
+
—
|
— =
—~
o
|
L
~
[¢2]
.
=
/N
N
—
okt
|
A
~—
N—

L[k = 1= 1) sin (w1 1)y)

+2)sin (r(k +1+2)y)]}. (5.67)

Der Ausdruck K{" (y) ist eine Linearkombination der Ha,.1(y), siehe , der sich
auch bei Kopplung zweier antisymmetrischer Funktionen ergibt. Damit 75 erfiillt ist,
miissen hinreichend viele relevante Nullmoden im Galerkin-Ansatz mitgenommen wer-
den.

Seien kpax und .« die hochsten Knotenzahlen der Polarisationen eins und zwei.
Dann ist 2(kmax + lmax + 1) + 1 = 2(kmax + lmax) + 3 die hochste auftretende Nullmode.
Damit Ty erfiillt ist, muB

2]\[0 -1 2 2(kmax + lmax) + 3 ~ NO 2 kmax + lmax + 2 (568)
gelten.

ky # 0 und k, # 0

Die drei Basissysteme miissen getrennt untersucht werden. Dadurch, da8 J;(y) = H,(y)
ist, lassen sich die Félle mit Ausnahme der Kopplung der Basisfunktionen der Polarisa-
tion zwei mit Basisfunktionen der Polarisation drei bei Sék””’kZ) auf bereits betrachtete
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5.6 Konstruktion energiekonsistenter Basisfunktionen

Fille zuriickfithren, siche Tabellen bis im Anhang [D.2] Der eine noch nicht
untersuchte Fall verletzt die Bedingung 75, da

4[%(]‘7’1) ]
oK, ) §y4 W) _ —lilv,g”(ﬂ) VI (£1) #0 (5.69)
+1 *

durch l} und 1} gilt. Auch ein Unterraum der Basisfunktionen aus Sékz’kz) erfiillt

die Bedingung T nicht. Im Gegensatz dazu kann die Bedingung 75 bei der Basis SY“I””)
erfiillt werden, wenn die Anzahl der relevanten Nullmoden hinreichend grof§ ist. Aus
diesem Grund wird das Basissystem ka”’kZ) im Fall trigonometrischer Funktionen be-
vorzugt.

5.6 Konstruktion energiekonsistenter Basisfunktionen

Wie beim Test der polynomialen und trigonometrischen Basis auf Erfiillung der Ener-
gieratenbilanzgleichung festgestellt wurde, gibt es selbst bei einfachen Basissystemen,
die aus Polynomen bzw. trigonometrische Funktionen aufgebaut sind, Unterrdume des
Basissystems beziiglich k und der Polarisation, die die Bilanzgleichung der Energieraten
verletzen.

Bei dem polynomialen Basissystem waren nur die Basisfunktionen mit k£, # 0 und
k., = 0 energiekonsistent. Dagegen waren es bei dem trigonometrischen Basissystem nur
diese Funktionen, die die Bilanzgleichung nicht erfiillten. Bei den in dieser Arbeit un-
tersuchten polynomialen und trigonometrischen Basissystemen waren die hinreichenden
Bedingungen T; und T nicht gleichzeitig erfiillbar. Ein Ausweg besteht darin, die Be-
dingungen 77 und T3 zu erfiillen. Der entscheidende Nachteil liegt darin, dafl in diesen
Bedingungen die Anzahl an relevanten Nullmoden Nj direkt eingeht. Bei Verdnderung
des Ny miissen die Basisfunktionen neu angepafit werden. Sie haben nicht den univer-
sellen Charakter wie die Basisfunktionen, die die Bedingungen T} und T erfiillen.

5.6.1 Polynomiale Basis

Polynome zur Darstellung der J,, V,, und H, zu verwenden hat den Vorteil, daf§ K,
und K, ebenfalls Polynome endlichen Grades sind. Damit K7 und K, durch einen end-
lichen Unterraum der relevanten Nullmoden dargestellt werden konnen, miissen sie die
Randbedingungen der relevanten Nullmoden erfiillen. Der Test auf Erfiillung der Ener-
giekonsistenzbedingungen reduziert sich auf eine Uberpriifung der Randbedingungen.

Relevante Nullmoden

Die Bedingung 7 wird nur durch die relevanten Nullmoden beeinflut. Sie kann mit end-

lichen Polynomen nie erfiillt werden. Die Funktionen {Jo,_1(y) 2217 die den Projektor
N
bilden, und {Jé/n_l(y)} 11’ die in K auftreten, sind antisymmetrisch in y und miissen

den gleichen Randbedingungen geniigen. Die nullte (Haftrandbedingung) und zweite
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5 Energiekonsistenz

(Periodizitatsrandbedingung) Ableitung auf dem Rand miissen verschwinden. Die zwei-
te Ableitung auf dem Rand fiir J, | (y) verlangt, daf§ die vierte Ableitung der Funktio-
nen Jy, 1(y) auf dem Rand verschwindet. Konstruiert man Funktionen Jy, 1(y), deren
vierte Ableitung auf dem Rand null ist, muf auch die vierte Ableitung von JJ, ,(y) auf
dem Rand null sein. Setzt man diese Argumentation fort, mufl man das Verschwinden
aller geraden Ableitungen aller Js,_1(y) auf dem Rand fordern.

Es gibt kein endliches Polynom, dessen geradzahlige Ableitungen inklusive der nullten
auf dem Rand verschwinden: Sei P,(y) ein Polynom vom Grad n,

Pa(y) = On1t/, (5.70)
=0

mit n + 1 freien Koeffizienten. Es sind 2 (|n/2] + 1) homogene Randbedingungen zu
erfiillen:

P (4£1) | n gerade
0=P,(£)=P/(£l)=--- = " . 5.71
(1) = F/(x1) {P,(L"_l)(jzl) | n ungerade (5.71)
Dabei bezeichnet |z| die groite ganze Zahl, die kleiner gleich z ist. Es gilt:
5 VLJ In | n gerade (5.72)
2] | n—1]|n ungerade '

Es existieren mindestens genausoviele homogene Gleichungen wie freie Koeffizienten.
Aufgrund der linearen Unabhingigkeit der Polynome ¢, [ = 0,...,n, gibt es nur die
triviale Losung ©,,;, =0, =0,...,n.

Da es kein endliches Polynom gibt, dessen geradzahlige Ableitungen auf dem Rand
verschwinden, ist die Bedingung T} nicht erfiillbar.

Man kann dann versuchen, die Bedingung 7} zu erfiillen. Ohne Funktionsansétze mit
freien Koeffizienten, die dann z. B. durch die Konsistenzbedingungen bestimmt werden,
ist die Bedingung 7} nicht erfiillbar [PR02].

Dazu miissen die Funktionen fiir k = 0 angepafit werden. Will man die ersten N
antisymmetrischen Funktionen Jo, _1(y), n = 1,..., Ny, konstruieren, miissen aufgrund
der Nichtlinearitéit der Gleichung alle Funktionen auf einmal bestimmt werden.
Dazu wird der Ansatz

n+2

T (y) = (1=92) D e PMD(y), n=1,2,..., Ny, (5.73)

v=1
gemacht. Dabei bezeichnen P{")(y) spezielle Jacobi-Polynome, siche [AS65].

In der Summe enthélt der Ansatz No(No+5)/2 Koeffizienten. Diese stammen aus der
Forderung nach Orthonormalitét, siche Abschnitt [3.4.1] mit Ny(No+1)/2 Bedingungen,
der Forderung nach Energiekonsistenz ([5.39) mit Ny Bedingungen und der Forderung
des Verschwindens der zweiten Ableitung, siehe ([3.34)), mit Ny Bedingungen. Der Ansatz
sichert ebenfalls die Haftrandbedingung. Die freien Koeffizienten wurden so auf die ein-
zelnen Funktionen JI(NO)(y), ce JQ(%S)_l(y) verteilt, daB8 bei Hinzunahme einer weiteren
Funktion die Anzahl der Koeffizienten der bisherigen Funktionen unverdandert bleibt.

50



5.6 Konstruktion energiekonsistenter Basisfunktionen

Abbildung 5.3: Losungen fiir Jl(l)(y)

Bei der Berechnung der Funktion J\"(y) ist ein nichtlineares Gleichungssystem zu
l6sen. Aus der Rechnung resultieren sechs Losungen, die durch die Transformations-
freiheit auf effektiv drei verschiedene Losungen reduziert werden. Sie sind im
Bild dargestellt. Die Losungen unterscheiden sich in der Anzahl der Nulldurchgénge
im offenen Intervall (—1,1). Es gibt Losungen mit einem oder drei Nulldurchgéngen.
Fiir die Berechnungen ab der Funktion J:)ENO)(y), Ny > 2, wird die Losung mit nur einem
Nulldurchgang ausgewéahlt.

Bei den Berechnungen der Funktionen J1(2)(y) und J;§2) (y) gibt es wie bei der Funk-
(0,2)

1v

tion Jl(l)(y) drei Losungen. Es wird die Losung ausgewéhlt, deren Koeffizienten e

) liegen. Bei Ny = 3 gibt es effektiv fiinf Losungen. Auch hier

mdoglichst nahe bei e§‘j;1
werden die Losungen so ausgewihlt, dal diesmal die beiden ersten Funktionen Jl(?’) (v)
und J{¥ (y) sich moglichst wenig von J? (y) und J$? (y) unterscheiden. Alle Koeffizi-
enten bis Ny = 3 sind in Tabelle zusammengefafit. Einige Darstellungen finden sich
in .4

Diese Methode der Konstruktion der JQ(nNE)I(y) hat den Nachteil, daf} fiir jedes Ny
alle Funktionen Jl(NO)(y), e JQ(%S)_I(y) bei Verinderung von Ny neu berechnet werden
miissen. Aufgrund der doppelten Nichtlinearitdt in den Gleichungen und der
Orthonormalitit der Funktionen konnten die Funktionen mit Mathematica [Wol99] nur
bis Ny = 3 berechnet werden.

Die Abhéngigkeit der relevanten Nullmoden von ihrer Anzahl kann nur auf Kosten
weiterer Bedingungen an die relevanten Nullmoden verhindert werden. Dies wird im

Anhang [D.3] gezeigt.
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5 Energiekonsistenz

Tabelle 5.1: Koeffizienten eg,fj;/NO), n=123und v = 1,...,n + 2, fiir maximal drei

relevante Nullmoden
N, 1 2 3

e | 1,680234  1,693064  1,694074
e% | —0,321138 —0,312424 —0,310116
e | 0,021509  0,018560  0,017779
esi™) —0,847596 —0,863 443
o5y ~1,805546 —1,943939
ey 1,009500 0,955 456
e —0,160728 —0,130032
e 0,557 137
ey 1,500 232
e 1,534 809
el —1,693 634
ey 0,420 052
J@

J(y)

| ‘ 2!

Abbildung 5.4: Funktionen J®(y), n = 1,3, und J®(y), n = 1,3,5

Nichtnullmoden

Die Bedingung T; konnte bei polynomialen Basisfunktionen nicht erfiillt werden. Anders
sicht es bei der Bedingung 75 und den Nichtnullmoden aus. Von den beiden Randbe-
dingungen war die Funktion K, aufgrund der Haftrandbedingung auf dem Rand null.
Fiir die zweite Ableitung auf dem Rand gab es in Abhéngigkeit vom Unterraum im
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5.6 Konstruktion energiekonsistenter Basisfunktionen

wesentlichen zwei Moglichkeiten:
J(£1) V" (£1) und Hp(£1) V)" (£1). (5.74)
Da V/”(£1) in beiden Randwerten auftritt, ist die Idee, zusétzlich
V"(£1) =0 (5.75)

zu verlangen. Natiirlich ist das eine weitere Einschrinkung an die Stromung fiir endli-
che Geschwindigkeitsanséitze. Aber fiir unendlich viele Ansatzfunktionen wird das Ge-
schwindigkeitsfeld trotz dieser Einschriankung im quadratischen Mittel richtig approxi-
miert:

lim Hu - u(N)H = 0. (5.76)

N—oo

Mit der zusétzlichen Randbedingung an V,,(y), die durch den Ansatz

Valw) = (1-4%) Lu(y) (5.77)

erfiillt wird, konnte die Bedingung TQ fiir hinreichend grofle Ny erfiillt werden. Die
Nichtnullmoden wiirden keinen Beitrag zur virtuellen Energierate haben.

5.6.2 Trigonometrische Basis

Bei der trigonometrischen Basis verletzen nur die Basisfunktionen B%*=%b2) [ ¢ Ny,
die Bilanz der Energieraten. Um die Bilanzgleichung zu erfiillen, miissen die Funktio-
nen V(y) mit offenen Koeffizienten angepafit werden.

Dazu wird von der notwendigen und hinreichenden Bedingung 75 ausgegangen. Die
Bedingung, speziell fiir diesen Fall, abgeleitet aus und den in Abschnitt

diskutierten Eigenschaften der Basisfunktionen B (kz’o”Q), lautet

1OV =5 [ o Soda) | s (a9 Vi

— Va1 (§) Vot (8)) 4§ — (Vi (v) V()
 Varaal9) V) | 0 .79

Werden im Geschwindigkeitsansatz die Funktionen V4(y), Vi(y), ..., Vi,...(y) indirekt
iiber die Basisfunktionen B(r) verwendent, so verlangt die Bedingung T, da8

I (Ve (), Var(y)) = 0. Wk, D mit 0 <2k + 1,20 < b, (5.79)

gilt. Aufgrund der Antisymmetrie der Grundstrémung in y sind die folgenden Bedin-
gungen

TN (Vo (), Vau () = 0 (5.80)
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5 Energiekonsistenz

bereits erfiillt. Aus der Definition ([5.78]) 148t sich eine Antisymmetrieeigenschaft,

I (Vag(y), Varea () = =10 (Vara (y), Var(y)). (5.81)

ableiten.
Zur Konstruktion der neuen Basisfunktionen Vk(NO)(y), k € No, wird folgender Ansatz
gemacht,

. [(k+1)/2)
Vi y) = Vi(y) + Z A Viran (), (5.82)

der sémtliche Randbedingungen an f/k(NO) (y) sicherstellt. | z| bezeichnet die grofite ganze

Zahl, die kleiner gleich z ist. Die freien Koeffizienten d,(C{VVO) werden so bestimmt, daf} die
Bedingungen ((5.79) erfiillt sind. Da in diesen Bedingungen die Anzahl Ny an relevanten

Nullmoden eine Rolle spielt, hingen die Funktionen V, No) (y) natiirlich auch von Ny ab.
Dafl die Anzahl der freien Koeffizienten abhingig davon ist, welche Funktion f/k(NO)(y)
bestimmt werden soll, liegt an der Vorgehensweise.

Angenommen, es wird nur f/ONO)(y) im endlichen Geschwindigkeitsansatz verwen-
det. Dann gibt es nur eine Bedingung I("o) (%(NO)(y),%(NO)(yD = 0, die aber we-

gen 1} bereits erfiillt ist. Es gibt keine nichttriviale Bedingung. f/ONO)(y) kann un-
ter Beachtung der Randbedingungen frei gewihlt werden und ist unabhingig von Nj,
f/O(NO)(y) = Vo(y). Wird %(NO)(y) in den Ansatz mit hineingenommen, so gibt es eine
nichttriviale Bedingung I®¥o) (f/O(NO)(y), f/l(NO)(y)) = 0. Fir %(NO)(y) gibt es ebenfalls
nur eine, 1(No) (‘71(N°)(y), %(NO)(y)) = 0. Abhéngig davon, ob Vk(NO)(y) symmetrisch oder
antisymmetrisch in y ist, erhélt man die folgenden Fille:

1. Fiir Vk(ngO;z(y) gibt es die Bedingungen

(o) (V( ) (y), V) )) — ... = [(No) (‘71(1\70 (), ‘7 'y )) =0. (5.83)

2k—1

k‘x

Das sind 2k/2 = [ (k + 1)/2] Bedingungen.

2. Fir f/ ; (y) gibt es die Bedingungen
No) ~ (N ~ (N,
TN (VI (), VR (y)) = -+ = IO (VD (), VI () = 0. (5.84)

Das sind (2k +1+1)/2 = [(k + 1)/2] Bedingungen.

Wenn die Koeffizienten dé{\l]f’), v=1,...,[(k+1)/2], fir ;" (y) bestimmt werden

sollen, miissen f/,c(ivf)(y), V,jivg)(y), VO/1 )(y) bekannt sein. Aus den |(k4+1)/2| Bedin-
gungen lassen sich ein Gleichungssystem fir die [ (k +1)/2] unbekannten Koeffizienten
aufstellen und lésen, siehe Abschnitt [D.4] Das dort angegebene Verfahren hat den Vor-
teil, daf die Koeffizienten fiir Ny — oo berechnet werden konnen. Als Beispiel sind die
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5.6 Konstruktion energiekonsistenter Basisfunktionen

ersten beiden Koeffizienten angegeben:

_ 2Ny —T) (2N + 9 4 (5.85)
14 (2N, + 1)

S = =3 (2N, — 11) (2N, — 3) (2N, + 5) (2N, + 13)

diy

(16N + 32N — 3767 — 302N, + 441) [20 (2Ny — 5) (2Ny +7)

—1
(641\706 + 192N, — 2064 N, — 4448 N3 — 6036 N — 3780N, + 6237) ] . (5.86)

Die schrittweise Konstruktion der f/ No) hat den Vorteil, daf nur lineare Gleichungs-
systeme zu 16sen sind, was aufgrund des nichtlinearen Problems ) mit (5.78)) nicht
zu erwarten war. Im Gegensatz zum Verfahren in Anhang [D.3] Werden hierbei keine
zusatzlichen Bedingungen an die Basisfunktionen gestellt. Durch diese schrittweise Kon-
struktion wird ebenso verhindert, dafl die konstruierten Funktionen von ihrer Anzahl
abhéngen.

Die Koeffizienten d,(;\lff), die in den Vektoren

N, N, N, N, T
zusammengefaBt werden, sind fiir die Anzahl Ny = 2°, 2!, ..., 27 und Ny = oo an re-

levanten Nullmoden in der Tabelle dargelegt. Die Koeffizienten d(NO) héngen er-
Wartungsgemaﬁ von Ny ab. Es Schemt dafl die Koeffizienten der hoheren Funktlo-
nen V ( ) bei Anderung von Ny stark oszillieren. Dieser Effekt wird im Bild |5
verdeutlicht.

Die Ursache ist im Verfahren zu suchen. f/l(NO)(y) wird durch Vj(y) bestimmt. Der
eine freie Parameter geht monoton gegen seinen Grenzwert dg?f). Bei der Berechnung
von V) (v) Wird 7ASR (v) benbtigt Die Variation von dg{\lf‘)) bei Anderung von NO
macht sich bei d2 1 ) bemerkbar. d3 v I/ = 1, 2, hiingen indirekt von dé ab. Und d4 v

v =1,2, von dg,l, , v =1,2, und alL1 . Je hoher man geht, desto mehr Koeffizienten
spielen bei der Rechnung eine Rolle, so da8 kleine Anderungen von N, groBe Anderungen
der Koeffizienten verursachen kénnen.

5.6.3 Zusammenfassung

In den letzten beiden Unterkapiteln wurden Verfahren vorgestellt, wie man Basissyste-
me konstruieren kann, die keine virtuelle Energierate liefern. Die konstruierten Funk-
tionen waren nicht universell. Das heifft, sie hingen von der Anzahl N, der relevanten
Nullmoden ab oder wurden durch weitere Forderungen eingeschrankt.

Bei der Konstruktion der relevanten Nullmoden fiir die polynomiale Basis konnten die
nichtlinearen Gleichungen nur durch zusétzliche Forderungen in lineare umgewandelt
werden. Dagegen konnte bei der Konstruktion der Nichtnullmoden der trigonometri-
schen Basis das nichtlineare Problem ohne zusétzliche Forderungen auf ein lineares re-
duziert werden, so daf§ eine groflere Anzahl dieser Funktionen berechnet werden koénnen.
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5 Energiekonsistenz

Tabelle 5.2: Koeffizienten dl(CNO), k = 1,...,6, fiir die konstruierten Basisfunktionen
Vi(y),---, Ve(y)
ND dgNO) dgNO) d:gNO) dz(;NO) dgNO) déNO)
1 0,436 508 0,148 932 1,502093 —14,506141 —10,985973 1,686 201
16,715134 —21,714028 14,842 629 0,051 503
—3,776 021 —0,088 246
2 0,111429 —0,232565 0,865117 0,461 991 4,287 589 109,586 460
0,322138 0,072 782 5,792750 —116,113081
—12,792691 127,052 045
4| —0,014991 0,029 660 0,312 349 5,694 837 0,058 196 —0,560810
0,085088  —3,049879  —0,297 352 0,018613
0,011976 0,000 388
8| —0,065610 —0,108545 —0,1563604 —0,170857  —0,107628 0,047 234
0,001129  —0,001180  —0,005968 0,015923
—0,000415 0,003 915
16 | —0,067231 —0,138971 —0,242142  —0,327523  —0,422287 —0,495 669
0,011 884 0,024 021 0,047 509 0,067 177
—0,001 188 —0,002 208
32 | —=0,070347 —-0,147159 —-0,265197 —0,367286 —0,497 818 —0,606 503
0,015 876 0,033 485 0,076 524 0,117777
—0,003 443 —0,007 209
64 | —0,071154 —-0,149279 —-0,271132 —-0,377490 —0,517009 —0,634 600
0,016 979 0,036 123 0,084 821 0,132 520
—0,004 237 —0,009 035
128 | —0,071359 —0,149818 —0,272640 —0,380080  —0,521872 —0,641 707
0,017 265 0,036 806 0,086 982 0,136 370
~0,004454  —0,009536
oo | —0,071429 —0,150000 —-0,273148 —0,380952  —0,523 508 —0,644 097
0,017 361 0,037 037 0,087 714 0,137675
—0,004 528 —0,009 708

Ein Anwendungsbereich liegt bei der Aufstellung niedrigdimensionaler Modelle. Da-
mit bei diesen Modellen die Gesamtenergierate nur durch die bei der ebenen Couette-
Stromung wichtigen Mechanismen Bewegung der Wande und Dissipation gedndert wird,
lohnt sich hier der Aufwand, spezielle Funktionen zu konstruieren. Fiir hochdimensio-
nale Modelle sind diese Verfahren, die nichtuniverselle Basisfunktionen liefern, kaum
praktikabel. Hier miissen universelle Basisfunktionen verwendet werden.

Deshalb wird im nédchsten Unterkapitel gezeigt, wie mit den universellen relevanten
Nullmoden eine Kontrolle des Energiefehlers moglich ist.
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Abbildung 5.5: Darstellung von ’(d,(i\,io) - d,g?) / d,(:j) tiber Ny

5.7 Kontrolle der Energiefehler

Wie im letzten Unterkapitel deutlich geworden ist, sind die konstruierten Basisfunk-
tionen, die dafiir sorgen, dafl N =9 ist, nicht universell. Eine Anderung in Ny hat

virt —
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5 Energiekonsistenz

zur Folge, daf} ein Teil der Basisfunktionen neu bestimmt werden muf3. Fiir unendlich
grofle Ny wurde im Abschnitt [5.1] gezeigt, dafl man formal eine verschwindende virtuelle
Energierate erreichen kann. Deshalb wird im folgenden der Energiefehler als Funktion
von Ny exemplarisch untersucht.

Dazu soll als Beispiel die trigonometrische Basis dienen. Hier waren nur die Basisfunk-
tionen B™%?) fiir die Verletzung der Bilanzgleichung der verschiedenen Energieraten
von Bedeutung. Es wird deshalb das Modell T1 aus Anhang mit einer variablen
Anzahl an relevanten Nullmoden verwendet und die virtuelle Energierate untersucht.

Zu Simulation werden folgende Anfangsbedingungen gewéhlt:

C(O,O,l,l)(o) - A, 0(0,07271_171)(0) =0 fir n= 2, R ,No, und (588)
caou(0)=A, 1=0,...,4 (5.89)

Die Konstante A wird so bestimmt, dafl fiir die Storungsenergie zum Zeitpunkt ¢t = 0

)
190 031 4 2 557 80072

Es(0)=02 ~ A= 42\/ ~ 0,018 622 (5.90)

gilt. Die Reynoldszahl wurde zu Re = 10* gewihlt.
Zur Untersuchung werden folgende Gréflen berechnet:

1. die Storungs- und Gesamtenergie,

1 2 1 2
EN) = 5 [™[" wnd B = 5 ™", (5.91)
2. die Wandleistung
(N) (N)
(1) = | 2 O , (5.92)
an 2Re dy dy
y=—1 y=1
3. die Dissipationsleistung
1
ehielt) = - (u™), 2ulM). (5.93)
4. die virtuelle Energierate eiﬂfﬁ nach Gleichung |D
5. die relative virtuelle Energierate
(V)
) (4. Evirt (1)
Evirt,rel(t) = N N ) (594)
[efmma ()] + [eBin(®)
6. die virtuelle Energie
t
EG) (1) = [ef(s)ds und (5.95)

0
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5.7 Kontrolle der Energiefehler

7. die relative virtuelle Energie

(N)
(N) Ev1rt( )
B0 . 5.96
sl s ds] [y Bs) d| 599

Fir Ny = 1 sind in Bild die Storungsenergie, die Gesamtenergie, die Wand- und
Dissipationsleistungen, die relative virtuelle Energierate und die relative virtuelle Ener-
gie dargestellt. Wenn man die Wand- und Dissipationsleistung als wahre physikalische
Energieraten ansieht, so stellt 5fm a1 die virtuelle Energierate im Verhéltnis zur physika-
lischen Energierate dar. Werte im Zehnerbereich zeugen davon, dafl der grofite Beitrag
der zeitlichen Energieinderung von der virtuellen Energierate stammt.

Um zu iiberpriifen, ob mit einer Erhohung von Ny die Fehler der virtuellen Ener-
gieraten kleiner werden, werden Rechnungen bis Ny = 10 durchgefiithrt und folgende
Parameter bestimmt. Das Maximum des Betrages der relativen virtuellen Energierate

(5.97)

max 6\(111\12,1"131 (t> ’

t>0

das Maximum der relativen virtuellen Energie

max |EG (1)) (5.98)

t>0

und der Grenzwert der relativen virtuellen Energie fiir unendlich grofle Zeit:

B a(o0)] . (5.99)

virt,rel

Dabei bedeutet unendlich, dafl die Rechnungen solange durchgefithrt wurden, bis die
Storungsenergie Es(t) < 9-1078 war. Die Ergebnisse bis Ny = 10 sind in der Tabelle

zusammengefaflt.

Tabelle 5.3: Zusammenfassung der drei Parameter nach ((5.97)) bis (5.99) zur Beurteilung
der Giite der Energieratenkonsistenz in Abhéngigkeit von Ng

No | maxio €(v]i¥t),re1(t)) Max;>g ‘Evﬁft) rel ’ ‘Evﬁrft) vel ‘
1 | 28,98 5,217 0,66

2 | 9429 1,680 0,51

3 5,564 0,444 5 0,005 6
4 1,355 0,269 3 0,024

) 0,3921 0,1329 0,006 6
6 0,061 26 0,034 91 0,001 6
7 0,010 31 0,004 594 1,5-1074
8 | 0,002167 0,001 264 4,710
9 | 8211104 4,589-10* 1,6-10°
10 | 3,582-1074 1,957-10~* 6,8-1076
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Abbildung 5.6: Darstellung von Energien und Energieraten fiir Ny = 1 iiber der Zeit

Wie man daraus erkennt, werden die Maximalwerte und bei Vergrofe-
rung von Ny kleiner. Dafl mit der Vergoferung von N, auch eine zwischenzeitliche
Zunahme der Fehler auftreten kann, ist fir ‘Evg&rel(oo)’ bei Ny = 3 auf Ny = 4 zu
beobachten. Bei hinreichend groflem Ny kann die virtuelle Energierate im Vergleich zu
den anderen Energieraten vernachléssigbar klein gemacht werden. Eine Kontrolle der
virtuellen Energiequellen und -senken, verursacht durch ein endliches Galerkin-System,
ist durch die Anzahl der relevanten Nullmoden moglich. Die Nutzung vieler relevanter
Nullmoden stellt eine echte Alternative zur Verwendung der energieratenkonsistenten
Basisfunktionen dar. Bei der Verwendung von Standardverfahren mit hochdimensiona-
len Funktionsanséitzen sind in den Ansédtzen auch hinreichend viele Nullmoden enthal-
ten, so dafl der Energiefehler klein sein sollte.

Mit der schrittweisen Erhohung von Ny konvergiert auch die Geschwindigkeitslosung
im Raum der festgelegten Nichtnullmoden und der relevanten Nullmoden. Zur Verdeut-
lichung sind im Bild die kinetischen Gesamt- und Stérungsenergien im Modell T1
fiir eine, neun und zehn relevante Nullmoden dargestellt.

Die kinetische Gesamtenergie wird schon fiir relativ wenige Nullmoden gut approxi-
miert. Die Kurven fiir Ny = 9 und Ny = 10 sind fast deckungsgleich. Die Gesamtenergie
zeigt fiir Ny = 1 einen stark oszillierenden Verlauf. Bei Ny = 10 sind die Amplitude der
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5.7 Kontrolle der Energiefehler
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Abbildung 5.7: Darstellung des Verlaufs der kinetischen Gesamtenergie (links) und
der kinetischen Stérungsenergie (rechts, logarithmische Darstellung) fiir
Ny =1,9,10 beim Modell T1

Oszillationen so klein, daf3 sie auf der Energieskale 0,1 bis 0,4 vernachléssigbar sind.
Diese qualitative Verdnderung wird durch die Reduzierung des Energiefehlers, siehe
Tabelle in Zusammenhang mit der hohen Reynoldszahl Re = 10* erreicht. Durch
weitere Simulationen mit noch gréferen Reynoldszahlen bestétigt sich der Ubergang
zur konstanten kinetischen Gesamtenergie, der bei 5%2 = 0 und Re — oo erreicht
wird. Bei diesem Modell ist die kinetische Gesamtenergie bei einer unendlich grofen
Reynoldszahl von vernachléssigbar kleinen Oszillationen iiberlagert, da 5\(,]1\2 # 0 ist.
Um eine Konvergenz der Stérungsenergie bei Vergroflerung von Ny zu erreichen,
miissen viel mehr relevante Nullmoden im Ansatz mitgenommen werden. Die Kurven
aus neun und zehn Nullmoden stimmen bis zur Zeit 310 gut iiberein. Danach differieren

S1e.
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6 Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit wurde die Giiltigkeit der Energiebilanzgleichung bei der ebenen Cou-
ette-Stromung behandelt. Deshalb wurde sie am Anfang der Arbeit fiir klassische Ge-
schwindigkeitslosungen hergeleitet. Sie spiegelt den Einflul der Viskositat der Fliissig-
keit auf die Dissipation kinetischer Energie und auf die Energieein- und -auskopplung
durch die Wénde wider. Damit keine zusétzlichen druckbedingten Energieterme in
der Bilanzgleichung vorkamen, mufite ein in Haupt- und Querstromung periodischer
Storungsdruck vorausgesetzt werden. Daraus folgten zusitzliche Randbedingungen an
das Geschwindigkeitsfeld, wie im Grundlagenkapitel gezeigt wurde.

Aufgrund vorheriger Beobachtungen, die eine Verletzung der Bilanzgleichung zeig-
ten, wurden zum Test der Giiltigkeit die Navier-Stokes-Gleichungen mittels Galerkin-
Verfahren in ein System gewohnlicher, nichtlinearer Differentialgleichungen iiberfiihrt.
Dazu wurden zwei verschiedene Basissysteme, die polynomiale und die trigonometrische
Basis, aufgestellt. Um numerische Fehler in den Matrizen und nichtlinearen Koeffizi-
enten des dynamischen Systems zu vermeiden, wurden analytisch exakte Ausdriicke
verwendet. Die Basisfunktionen liefen sich in zwei Gruppen einteilen. Die Basisfunk-
tionen, deren Wellenvektor ungleich null war, wurden Nichtnullmoden genannt, die
anderen Nullmoden. Die Nullmoden, die nicht orthogonal zur Grundstromung waren,
wurden relevante Nullmoden genannt.

Es wurde eine virtuelle Energierate eingefiihrt, die null ist, wenn die Bilanzgleichung
der Energieraten giiltig ist. Die virtuelle Energierate wurde fiir beliebige endliche dyna-
mische Systeme ausgewertet. Sie ist null, wenn im Geschwindigkeitsansatz keine relevan-
ten Nullmoden verwendet werden oder die Grundstrémung durch eine endliche Anzahl
relevanter Nullmoden darstellbar ist. Im ersten Fall héitte man keine Energiednderung
durch die Wandbewegung, der zweite Fall tritt bei der ebenen Couette-Stréomung nicht
auf.

Aus dem Verschwinden der virtuellen Energierate liefen sich zwei Bedingungen ab-
leiten, die notwendig und hinreichend sind. Daraus wurden zur besseren Analyse zwei
Bedingungen abgeleitet, die nur hinreichend sind. Es gibt Basisfunktionen, die bedin-
gungslos keinen Beitrag zur Energieverletzung haben. Andere haben keinen Beitrag,
wenn die Anzahl der relevanten Nullmoden im Geschwindigkeitsansatz hinreichend grof3
ist. Und es gibt Basisfunktionen, die die hinreichenden Bedingungen nicht erfiillen, und
somit einen Beitrag zur virtuellen Energierate haben koénnen. Bei der polynomialen
Basis liefern nur Kombinationen von Basisfunktionen mit k, # 0 und k£, = 0 bedingt
keinen Beitrag zur virtuellen Energierate. Im Gegensatz dazu sind es bei der trigono-
metrischen Basis genau diese Funktionen, die als einzige einen Beitrag zur Verletzung
der Energieratenbilanzgleichung haben.

An einem Beispiel wurde gezeigt, dafl die virtuelle Energierate einen wesentlichen Bei-
trag zur Anderung der kinetischen Gesamtenergie haben kann. Um diesen Fehler, vor
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6 Zusammenfassung und Diskussion

allem bei Modellen geringer Dimension, zu verhindern, wurden Verfahren angegeben,
wie energiekonsistente Basisfunktionen konstruiert werden konnen. Diese Basisfunktio-
nen zeichnen sich dadurch aus, daf sie nicht universell sind. Sie héingen von der Anzahl
der relevanten Nullmoden ab oder wurden durch zusétzliche Forderungen eingeschrankt.

Fiir Simulationen mit einer groffen Anzahl an Freiheitsgraden sind sie ungeeignet.
Deshalb wurde anschliefend gezeigt, daff mit der Anzahl der relevanten Nullmoden, die
im Geschwindigkeitsansatz verwendet werden, eine Kontrolle des Energiefehlers moglich
ist. Ab einer Schwelle nahmen alle in der Arbeit definierten Fehlergréfien bei Vergrofie-
rung der Anzahl ab.

Die Anderung der Zeitverldufe der kinetischen Gesamt- und Stérungsenergie wur-
den bei Erhohung der Anzahl der relevanten Nullmoden und gleichen Nichtnullmoden
bei einer Reynoldszahl von zehntausend untersucht. Bei ca. zehn relevanten Nullmoden
konnte die Gréfenordnung der virtuellen Energierate bereits so stark verringert werden,
daf sie auf die kinetische Gesamtenergierate und die kinetische Gesamtenergie keinen
EinfluB mehr hatte. Die bei geringer Anzahl relevanter Nullmoden vorhandenen star-
ken zeitlichen Oszillationen in der kinetischen Gesamtenergie wurden durch eine grofle
Anzahl relevanter Nullmoden verringert. Es stellte sich ein glatter Zeitverlauf ein.

In Abhéngigkeit von der Dimension der numerischen Rechnungen fithren zwei Wege
zur Verringerung unphysikalischer Energieraten und -senken. Bei geringer Dimension
kann durch Konstruktion geeigneter Basisfunktionen der Energiefehler zu null gemacht
werden. Dagegen kann bei hoher Dimension der Fehler durch Erhchung der Anzahl
der Basisfunktionen, die an die Grundstromung ankoppeln, auf eine vernachlassighare
Groflenordnung reduziert werden.
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A Berechnung des Druckes

Zur Berechnung des Druckes gibt es zwei Moglichkeiten. Man kann ihn aus einem Rand-
wertproblem oder einem Kurvenintegral berechnen. Hier sollen beide Methoden kurz
dargelegt werden.

Bei der Druckberechnung aus einem Randwertproblem werden die Navier-Stokes-
Gleichungen durch Divergenzbildung in die Poisson-Gleichung iiberfiihrt:

Ap=— %—V-[(U-V)u]. (A.1)

Bei Randwertproblemen hat man die Wahl zwischen Dirichlet- und Neumann-Rand-
bedingungen. Die Neumann-Randbedingung, also die Vorgabe der Normalenableitung
des Druckes auf dem Rand, wird aus den Navier-Stokes-Gleichungen bzw. Glei-
chung durch Multiplikation mit dem Normalenvektor n bestimmt:

:n‘S|@Q. (AQ)

Die Losung des Randwertproblems wird durch die Periodizitdt des Druckes in zwei
Raumrichtungen wesentlich vereinfacht, siche [Rum00].

Im Gegensatz zum vorherigen Verfahren wird der Druck bei der zweiten Methode
direkt aus durch Berechnung eines Kurvenintegrals ermittelt:

p(r,t) = p(re,t) + IS(TI, t) - dr'. (A.3)
c

Da bei exakten Geschwindigkeitslosungen
V x (Vp) =V x 8(r,t) =0 (A.4)

gilt, kann der Integrationsweg C' frei gewihlt werden. Hier wird ein stiickweise geradli-
niger Weg gewéhlt:

C = U C; mit (A.5)
:{ (r,y,2) € Q:r=(z7,-1,00",7 € [0,1)}, (A.6)
— { (z,y,2) € Q:r = (2z,-1,27)",7 €0, 1)} und (A.7)
Cs:= {r: (x,y,z) ceQir=(z,(y+1)7—-1,2)" 7 ¢ [0,1]}. (A.8)

Der Integrationsweg ist im Bild veranschaulicht.
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A Berechnung des Druckes

€y
f Ll
y
€, :
0,-1,07__ & (@-10n
o (my,2)"
// Cs Cs
/// (.’]}, 17Z)T

Abbildung A.1: Darstellung des Integrationsweges zur Druckberechnung

Fiir den Druck gilt
p(r,t) =p(0,—1,0,1) j ,—1,0,t)d93’—|—f@(m,—l,zﬂt)dz’
0 0

Sy(z,y, 2, t)dy. (A.9)

»l—t%w

Aus dieser Darstellung 148t sich der Druckgradient berechnen. Unter Ausnutzung von
Gleichung (A.4)) und partieller Integration erhdlt man wieder

Vp(r,t) = S(r,t) = S(u(r,t)). (A.10)
Als Randbedingung erhélt man
Vp‘ag = S|aQ. (A.ll)

Die Darstellung fiir den Druck reproduziert nicht nur die korrekte Normalenab-
leitung des Druckes auf dem Rand des Gebietes (), sondern auch die richtigen Tan-
gentialableitungen. Aufgrund der Ableitungen geringerer Ordnung im Vergleich zum
Randwertproblem ist die Integralmethode i. a. vorzuziehen.

S in wird durch das Geschwindigkeitsfeld ersetzt, und man erhélt

1 82% 1 aQUZ
= 1 b p— !
p(’r';t) p<0 0 t) + Re‘[ ay ;_jl + Re j 3y y771 dZ
8uy 0uy /
_,_J [_at e (w-V)u, + R Auy] . dy (A.12)
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als Ergebnis.
Eine Untersuchung auf Periodizitdt des Druckes bestétigt einige Teilergebnisse der
Gleichungen ([2.58)):

1 0%u
p(x = Ly,y,2,t) —plz =0,y,2,t) = R J 5 | dx; (A.13)
z=0
L
1 ¢ 0%u
= - =0,1) == 3 : A14
p(x,y,z L27t> p(%?ﬁz Ovt) Re \! ayQ s dZ ( )

Die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen entsprechen den Bedingungen ([2.58))
mit y = —1. Ursache fiir die Einschrankung der Gleichung (A.13]) auf z = 0 ist die Wahl
des Weges (.
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B Test der Integrationsroutine

Die nichtlinearen Differentialgleichungen wurden mit einem expliziten elfstufigen Run-
ge-Kutta-Verfahren der Ordnung 7 gelost, das in ein explizites dreizehnstufiges Runge-
Kutta-Verfahren der Ordnung 8 eingebettet war. Es wurde aus [Sci02] entnommen und
mit Mathematica [Wol99] tiberpriift. Dieses Verfahren hatte sich in Testrechnungen als
schnell im Vergleich mit anderen Verfahren herausgestellt. Die Einbettung erleichtert
die schnelle Berechnung und Abschétzung des lokalen Diskretisierungsfehlers

41
€ = h@ (k:l -+ kll — klg — klg) s (Bl)

der zur Schrittweitensteuerung verwendet wurde. Die Vektoren k; entstammen der Be-
rechnungsvorschrift

=1

yn+1 =Y, + hzgl kl7 (B3)

=1

mit der Differentialgleichungen der Form

dy

gelost werden konnen, siehe auch [Sch93].
Die Koeffizienten €2;;, (; und &, ¢,l = 1, ..., m, werden zweckméaflig zur Matrix €2 und
den Spaltenvektoren ¢ und & zusammengefaf3t und in der Butcher-Matrix dargestellt:

¢l o
B.
( g) 35)

Zur Darstellung des hier verwendeten Verfahrens werden die Butcher-Matrizen des elf-
und dreizehnstufigen Verfahrens kombiniert,
C(“)\ Q3)

¢ 00 |, (B.6)
5(13>T
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B 'Test der Integrationsroutine

und in (B.7) dargestellt.

i~
=)
0F8/1% 0F8/T¥ 0  08¢/6 08¢/6 S¢£/6  <€/6  <O1/ve 0 0 0 0 0

0 0 OF8/1¥082/6 08¢/6 <¢£/6  G€/6  GO1/¥¢ 0 0 0 0 OF8/1¥
0 I 0 T¥/21¥91/€€ 28/1¢ 001¥/€61¢ 28/68¢— GT01/96%¥ #91/1F7¢— 0 0 00TF/LLLT—| T
0 0 0 I¥/9 1¥/¢ TW/e— <og/¢— 1¥/9— 0 0 0 0 G0c/¢ 0
0 0 0  T¥/ST¥91/CF ¢8/SF 001F/€L1T 28/10€— GT0T/96¥F F91/1F€— 0 0 00T¥/€8¢c | T
0 0 0 0 ¢I/1— 9/.1 09/61— ¥S/11¢ C€1/9.6— 801/€C 0 0 S01/16— |¢/1
0 0 0 0 0 ¢ 06/L9 6/L01— S¥/F0L  9/¢G— 0 0 z /¢
0 0 0 0 0 0  006/€T  6/c—  <TT/19 0 0 0  o00¢/1¢ |9/1
0 0 0 0 0 0 0 pe/ccl  LT/S9—  S0T/SCT 0O 0 801/%z— |9/¢
0 0 0 0 0 0 0 0 G/1 v/1 0 0 0z/1 e/1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 91/Sz 91/SC— 0 zr/s  [gr/s
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8/1 0 ve/1 |9/1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e/t 9g/t |6/1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L2/ |2/
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Das dynamische System zur Beschreibung der ebenen Couette-Stromung hat die
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Form:
N N
-1 1
G= Y My Lucy— Y My Numeicn. (B.8)
k’,l:l kJ,m:l

Darum werden zum Test der Integrationsroutinen m Differentialgleichungen des Typs

verwendet. Damit wie beim System der ebenen Couette-Stromung der triviale Fixpunkt
stabil ist, wird

Ra; <0, i=1,...,m, (B.10)
verlangt.
Die allgemeine Losung lautet
eait

d;(t) = - Biii_(o) o) i=1,...,m, (B.11)

wobei d;(0) den Wert zum Zeitpunkt ¢ = 0 bezeichnet. Diese Losung kann Singularitéiten
aufweisen, wenn

, 1
@D ln <

sing sing sing

5d ()+1> t eR und t@ >0 (B.12)

gelten. Die Parameter «; und f3; sowie die Anfangsbedingungen d;(0) sind so zu wéhlen,
dafl keine Singularitdten in endlicher Zeit auftreten.
Die m entkoppelten Differentialgleichungen werden iiber

t) = i Mik Ck(t) (B13)

gekoppelt. Daraus folgt das zu lésende Differentialgleichungssystem:

C;, = Z Mﬁgl e Mkl c+ Z Mﬁgl ﬁkz Mkl M]m Ci Cp und (B14)
k=1 k,l,n=1

0)=> M, d,(0) Yi=1,....,m. (B.15)
k=1

Die Werte der Parameter a; und 3; sowie der Anfangsbedingungen d;(0) und der
Elemente M;, der Matrix M werden durch Ziehung gleichverteilter Zufallszahlen aus
den Intervallen

Ra; € [—0,05,—0,001] und Sa, € [-1, 1], (B.16)
RG; € [-5,5] und G; € [-5,5], (B.17)

Rd;(0) € [-1,1] und $d;(0) € [-1,1], (B.18)
RMy, € [-1,1] und SMy, € [—1, 1] (B.19)
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B 'Test der Integrationsroutine

erzeugt. Zusétzlich zum Test auf endliche Singularitdten wurde iiberpriift, ob die Ma-
trix M regulér ist.

Zur Beurteilung der Genauigkeit der verwendeten Verfahren sind der absolute wie
der relative globale Diskretisierungsfehler,

€global (tm)

leltn) (B.20)

6globad(tm) - ||cm - C(tm)HQ und €rel, global =

geeignet. Dabei bezeichnet ¢(t,,) den durch die analytische Formel berechneten Vektor
an der Stelle t,,, wohingegen ¢,, der Naherungsvektor an t,, ist.

le-02 T T T T T T T T

1le-04

100 150

| ! | !
2000 2500 3000

. !
le11
“o 500

| |
1000 1500

Abbildung B.1: Darstellung des absoluten (schwarz gezeichnet) und relativen (rot ge-
zeichnet) globalen Diskretisierungsfehlers fiir ein (m = 30)-dimensio-
nales Differentialgleichungssystem, das mit einem maximalen lokalen
Diskretisierungsfehler von 1 - 107! gelost wurde.

In den Bildern [B.1] bis [B.4]sind die absoluten und relativen globalen Diskretisierungs-
fehler der Rechnungen mit Schiitzungen der lokalen Diskretisierungsfehler von 10710
bis 10716 dargestellt. Bis zu einem lokalen Diskretisierungsfehler von 107 erreicht
man bei diesem Differentialgleichungssystem eine Verbesserung der Ergebnisse. Fiir
grofle Zeiten nimmt der relative globale Diskretisierungsfehler zu. Ursache ist, dafl die
Losung selber gegen null geht, siehe Bild [B.7 In den Bildern und sind die
Schrittweiten von zwei Rechnungen angegeben. Bei einer Zeit von rund 40 tritt zwar
keine Singularitit, aber eine so starke Verdnderung der Losung auf, die eine drastische
Verkleinerung der Schrittweiten zur Folge hat.

Einige angegebene Modelle haben ungefihr die gleiche Gréflenordnung wie die ins-
gesamt 30 komplexwertigen Differentialgleichungen des Testproblems. Die nichtlinea-
ren Terme im Vergleich zu denen der Galerkin-Systeme unterscheiden sich deutlich.
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Abbildung B.2: Darstellung des absoluten (schwarz gezeichnet) und relativen (rot ge-
zeichnet) globalen Diskretisierungsfehlers fiir ein (m = 30)-dimensio-
nales Differentialgleichungssystem, das mit einem maximalen lokalen
Diskretisierungsfehler von 1 -107'2 gelést wurde.

Wiéhrend aufgrund der verschiedenen Wellenzahlvektoren ein grofier Teil der nichtli-
nearen Koeffizienten im Galerkin-System null sind, sind sie bei den Testdifferential-
gleichungen i.a. alle ungleich null. Ahnliches gilt fiir die lineare Matrix und fiir die
Metrik-Matrix. Auch die beobachteten Zeitverldufe unterscheiden sich signifikant. Bei
den Modellrechnungen hat man zwar oszillierende Losungen, wie bei den Losungen der
Testdifferentialgleichungen auch, allerdings haben sie eine viel gréflere Periodendau-
er. Auch die ,,Beinahe“-Singularitdt bei rund 40 Zeiteinheiten tritt bei den Galerkin-
Systemen nicht auf.

Zusammenfassend kann man sagen, daf§ die Differentialgleichungen der Testrechnun-
gen aufgrund ihrer komplexeren Struktur schwieriger zu l6sen sind. Die dabei gewon-
nenen Erfahrungen konnten bei Simulationen des dynamischen Systems genutzt
werden.
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Abbildung B.3: Darstellung des absoluten (schwarz gezeichnet) und relativen (rot ge-

zeichnet) globalen Diskretisierungsfehlers fiir ein (m = 30)-dimensio-
nales Differentialgleichungssystem, das mit einem maximalen lokalen
Diskretisierungsfehler von 1 - 107! gelést wurde.
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Abbildung B.4: Darstellung des absoluten (schwarz gezeichnet) und relativen (rot ge-
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nales Differentialgleichungssystem, das mit einem maximalen lokalen
Diskretisierungsfehler von 1 - 107! gelost wurde.
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Abbildung B.5: Darstellung der verwendeten Schrittweiten bei der Losung eines (m =
30)-dimensionalen Differentialgleichungssystems mit einem maximalen
lokalen Diskretisierungsfehler von 1 - 10714,
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Abbildung B.6: Darstellung der verwendeten Schrittweiten bei der Losung eines (m =
30)-dimensionalen Differentialgleichungssystems mit einem maximalen
lokalen Diskretisierungsfehler von 1 -1071°,
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Abbildung B.7: Darstellung der Norm der analytisch exakten Losung eines (m
dimensionalen Differentialgleichungssystems.
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C Modelliibersicht

C.1 Modell P1

Es wird eine einzige Nullmode
B () ()

verwendet, die fiir eine Ankopplung an die Grundstrémung sorgen soll. Es werden fol-
gende Nichtnullmoden,

1=6
=0

{BMO) (,y), BOMP (y, ), BEV I ()} (C.2)

p=1,2

ausgewdhlt, die um die dazugehorenden konjugiert komplexen Basisfunktionen ergénzt
werden. Die Funktionen H, J und V sind Polynome nach Kapitel [3] Abschnitt [3.4.1]

Das Modell enthélt 142 -3 -2 -7 = 85 Basisfunktionen. Die Knotenzahl der Nicht-
nullmoden wurde mit 6 so hoch gewéhlt, dal Simulationen bis Re = 431 durchgefiihrt
werden koénnen.

C.2 Modell P2

Es werden zwei Basisfunktionen,
BOY(y) und  BOY(y), (€3)

die an die Grundstromung ankoppeln, verwendet. Es werden folgende Nichtnullmoden,

{B(l’o’l’p)(x,y),B(O’l’l’p)(?jaz),B(_l’l’l’p)("")}lzj ) (C4)

p=1,2

ausgewihlt, die um die dazugehorenden konjugiert komplexen Basisfunktionen ergénzt
werden. Die Funktionen H, J und V sind Polynome nach Kapitel [3| Abschnitt [3.4.1]

Das Modell enthélt 242 -3 -2 -2 = 26 Basisfunktionen. Die geringe Knotenzahl der
Nichtnullmoden erlaubt physikalisch sinnvolle Rechnungen nur bis Re = 97. Es miissen
nur 25 Differentialgleichungen gelést werden, da c,3,1)(t) durch

V269 ‘R 8 269
(0’073’1) 691 (0707171) 691 1023 (07 1,0,2) (0,1,071)
— MC c + 32\/@1 (C c
114015 (@12 COLLY T Haza) [ 7755t \ 91101 €(1,-102)
+C-1,1,1,) 0(1,_1,1,2)) + c. C.‘| (C.5)
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C Modelliibersicht

bestimmt ist, damit

e~ (C.6)

virt

ist.

C.3 Modell T1

Dieses Modell soll aus einer variablen Anzahl relevanter Nullmoden bestehen:

(0,0,2n—1,1) V0
{B }n:1 . (C.7)
Die Nichtnullmoden sind
(1,0,1,2) 4
{B (w,y)}lzo (C.8)

mit den konjugiert komplexen Funktionen. Die Funktionen H, J und V sind trigono-
metrische Funktionen, wie sie in Abschnitt definiert wurden.

Das sind insgesamt Ny +2-1-1-5 = Ny + 10 Basisfunktionen. Der triviale Fixpunkt
des dynamischen Systems ist fiir alle Reynoldszahlen linear stabil.

Seien L und Nikl die lineare Matrix bzw. nichtlinearen Koeffizienten nach Multipli-
kation mit M ~!:

N N
Lik = Z Mi;lLuk und Nikl = Z MiﬁlNukl- (Cg)

u=1 pn=1

Die Zeitfunktionen werden wie folgt durchnumeriert:

c0,0,1,1)(t) = c1(t), ..., 0,191 (t) — cio(t), (C.10)
c,002)(t) = c11(t), ... ca0a2)(t) = c15(t), (C.11)
c(-1,002)(t) = ci6(t) = 011( ) C=1,042)(t) = cao(t) = ci5(1). (C.12)

Im folgenden werden die Koeffizienten, die ungleich null sind, angegeben. Sie lassen
sich exakt berechnen und werden fiir die Numerik in rationale Zahlen mit 40 Stellen
Genauigkeit umgewandelt. Nachfolgend werden sie auf 6 Stellen genau angegeben.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der ersten Nullmode ¢;(t) sind:

~ 9.8696
L = — ’
H Re ’

Nitoig = —7,221451 Niqa1s = 35,45071, Nii1200 = —35,60221,
Niz17 = —20,74531,  Nijg19 = 48.27771, Ny1416 = 10,94161,
Nita1s = —33,73381, Nji400 = 61,77791, Nyi517 = 21,57781,
Niis19 = —46,96471.

Ninr = 2647861, Nyi119 = —21,44551,

80
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Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der zweiten Nullmode ¢ () sind:

. 39,4784
L = -_— ’
22 Re '

Notoig = —19,69491, Nyio1s = 0,6059961, Naige0 = 108,5741,
Notgir = 13,61471, Naiz19 = —16,24071, Noia16 = —12,86061,
Nots1s = 8,483941, Nyysoo = —22,43771, Nois17 = —36,08561,
Na1s519 = 10,2883 1.

Noii17 = —50,33131,  Na1119 = 101,201 1,

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der dritten Nullmode c3(¢) sind:

- 88,8264

33 — Re )
Nita16 = 21,96731, Niia1s = —97,26231, N31290 = 0,1336761,
Niig17 = —64,17491, N3i319 = 26,42851, Ny1416 = —28,58281,
Niia1s = 23,13481, Njia00 = 0,6707231,  Nyi517 = 24,03491,
Ni1519 = 5,30829 1.

Niii17 = 32,57231, Nsip10 = —151,61,

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der vierten Nullmode c¢,(¢) sind:

~ 157.914
L = — ’
44 Re ’

Nitz16 = —3,837971, Ny1a1s = 86,76431, Nyi290 = —216,5671,
Niisir = 65,9371, Nyiz19 = —173,1031, Ny1416 = 36,0033 1,
Nita1s = —130,7621, Nyi400 = 48,48171, Nyi517 = —86,89881,
Niis19 = 40,2201 1.

Niti17 = —4,780631, Nyq119 = 86,68511,

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der fiinften Nullmode ¢5(t) sind:

~ 246,74 ~ -
L55 - — R’ 5 N5 1117 — —0,529751 i, N511 19 — —12,0193 i,
€

Ns1216 = —0,4604381, Nsia15 = —14,71371, Ns1290 = 180,583,
Nsi317 = —12,24031, Nsi319 = 164,2411, Ns1416 = —6,846371,
Niia1s = 132,8161, Nsjgo0 = —273,3471, Nsis17 = 93,31211,
Ns1519 = —220,534 1.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der sechsten Nullmode cg(t) sind:

~ 355,306
[ — _ )
66 Re ’

No1216 = —0,1285161, Ngia1s = —1,784221, Ngi00 = —29,5121,
Ngiz17 = —1,565831, Ngi319 = —29,62311, Ngia16 = —0,8786621,
Noa1s = —25,31311,  Ngya00 = 265,2421, Ngi517 = —18,2861,
Ng1519 = 222,9271.

N611 17 — —0,141649 i, N611 19 — —1,302671,
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Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der siebten Nullmode ¢;(t) sind:
i - _48?;{,25117
Nria16 = —0,04924891, N7jo15 = —0,5090481, Nr1999 = —3,514561,
Niiz17 = —0,4619591, Nyj319 = —3,772421, Nypj416 = —0,2590761,
Noig1s = —3,348011, Nypgo0 = —49,41231,  Noj517 = —2,451641,
N71519 = —43,09441.

Noq117 = —0,05289691,  N7q119 = —0,346693 1,

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der achten Nullmode cg(t) sind:
Foq _63;2557
Ng1216 = —0,02256821 Ngio15 = —0,1998831, Ngqa20 = —0,9957361,
Ngi317 = —0,1854661, Ngiz19 = —1,119721, Ng1416 = —0,1038821,
Ngia1s = —1,020121, Ng1a00 = —6,482481, Ngi517 = —0,752547 1,
Ng1519 = —5,814021.

Ngi117 = —0,0238371, Ngi119 = —0,131,

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der neunten Nullmode c¢o(t) sind:

~ 799,438 - ~
ng = — 1%7 5 Ng 1117 — —0,0121501 i, Ng 1119 — —0,0590769 i,
(§

Noi216 = —0,01163621, Ngiz215 = —0,09379921, Ngiz90 = —0,390771,
Ny1317 = —0,08838611, Ngi319 = —0,4543251, Ng1416 = —0,0494461,
No1s1s = —0,4216931, Ngia00 = —1,974861, Nyq517 = —0,3124661,
Ny1519 = —1,808381.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der zehnten Nullmode ¢4 (¢) sind:

986,96 ~ -
R7 , Nio1117 = —0,006762891, Njp1119 = —0,03042661,
e

Nig1216 = —0,006530261, Nigia1s = —0,04944651, Nygiaao = —0,1839561,
Nioisir = —0,04711431,  Nig1310 = —0,21921, Nigr416 = —0,02632971,
Nio1a1s = —0,206251, Nig1as0 = —0,8197171, Nygi517 = —0,153263 1,
Nig1519 = —0,762401 1.

LlOlO = -

Firi=1,...,10 gelten folgende Eigenschaften, die weitere nichtverschwindende Koef-

fizienten liefern:

\7 AT N7 _OATH* \] OAT* \7 _OATH
Nil612_Ni11177 Ni1614—Ni11197 Nil?ll—Ni12167 Ni1713—Ni12187

* * * *
Ni1715:Ni12207 NilSlQZNi1317a Ni1814:NZ‘13197 Ni1911 :Ni1416>

* * * *
Nz'1913 = N'14187 Ni1915 - N¢1420; Ni2012 = Ni15177 Nz'2014 - N¢1519- (C.l?))

(2
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Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der ersten Nichtnullmode ¢y () sind:

~ —7,324 ~ ) ~ —27,6396
Ly = , L1112 =0,5712661, Liji13=—F7—),
Re Re
~ ~ —69,099 ~
Ly114 = 0,111361, L1115 = T Nit112 = 0,691664 1,
e

Nit114 = —0,4393221,  Nija1o = 0,6517551, Nijo1q = 0,9449461,
Niig1e = —0,4361881, Nyjg14 = 0,9966741, Nyjq10 = —0,1374291,
Nipa1q = —0,7314951, Nyjs10 = —0,154281, Nij514 = —0,2504721,
Nitg12 = 0,0738151, Nijg1a = —0,3008041, Nyj712 = 0,01348391,
Nii714 = 0,1514971,  Nyig1o = 0,004847841, Nyjg1a = 0,02889221,
Nitg12 = 0,002212631, Nijg14 = 0,01076981, Nij1012 = 0,001154761,
Nit1o14 = 0,005068721, Nij121 = 0,1202121,  Nyj100 = 0,8671421,
Nij123 = —0,0214321, Nyj104 = —0,07081131, Nyj125 = —0,5885281,
Nii126 = 0,1763821, Nyj197 = 0,028061, Nyj105 = 0,009432261,
Nii129 = 0,0041391,  Nij1210 = 0,002105821, Nyj141 = —0,5331081,
Nip14o = 0,879611, Nyju3 = 1,649181, Nyj144 = —0,7130721,
Nijis = —0,3143911, Nij1ag = —0,7919881, Nij1a7 = 0,3040841,
Nii1as = 0,05395181,  Ny1149 = 0,01943471,  Nij1410 = 0,00896693 1.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der zweiten Nichtnullmode ¢;5(t) sind:

- - —19,8551 -
Lip1n = —0,03863271, Lig12 = Rﬂi’ L1213 = 0,3714971,
€
= —32,4516 - -
L12 14 — R’i, L1215 - —0,07677991, N12111 == 0,023131 i,
e

Nis11s = 0,6089411, Nioq15 = —0,6295771, Niga1q = 0,2253821,

Nigo1s = —0,3254151, Nyso15 = 0,8368181, Nigsz11 = —0,1246091,
Nizsiz = 0,4907611, Nysz15 = —0,4275671, Niga11 = —0,06392611,
Nisa1z = —0,3036911, Niogi5 = 0,8401421, Nya511 = 0,02305231,
Nigsiz = —0,1819231, Nigsi5 = —0,501161, Nizg11 = 0,003590311,
Nizg13 = 0,07273661, Niggis = —0,3012041, Nio71p = 0,001161621,
Nisz13 = 0,01225191, Nig715 = 0,1225221,  Njas11 = 0,0004913121,
Nizsiz = 0,004211941, Nysg1s = 0,02108731, Nizg1 = 0,000241941,
Nizg13 = 0,001869811, Nisg15 = 0,007408411, Nigi911 = 0,0001318491,
Nis1013 = 0,0009579491, Nis1915 = 0,003356891, Niai11 = —0,3500021,
Nig112 = 04143191, Nigq13 = 0,08944241, Nig114 = —0,2807031,
Nis115 = 0,05869631, Nia116 = 0,00775832i, Nyo117 = 0,002316811,
Nio11s = 0,0009351011, Niai19 = 0,0004467941, Nipiq10 = 0,0002384911,
Niz1z1 = 0,1435091, Nig130 = —0,1583111, Nys133 = 0,9543741,
Nig1ga = —0,3745031, Nig135 = —0,4790731, Nia136 = 0,1489781,
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Nigi37 = 0,02332561, Nia13s = 0,007725131,  Nigi39 = 0,003352241,
Niz1310 = 0,001691491, N1 151 = —0,1627661, Nia150 = 0,555633 1,
Nis1ss = —0,420581, Nigis4 = 1,27391, Nia155 = —0,6314631,
Nizisg = —0,622531, Nis157 = 0,2196081, Nia155 = 0,03662211,
Niz1s9 = 0,01269081, Nys1510 = 0,00570733 1.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der dritten Nichtnullmode ¢;3(¢) sind:

~ 3,37191 - .= —41,7035
1311 — ) L1312 = 07104605 L, L13 3= 5.
Re Re
- ~ —48,1173 -
L13 14 — 0,330819 i, L13 15 — 71é , N13112 - 0,224:]_72 i,
(S

Nigi1a = 0,536131, Nyza12 = 0,1617061, Nyza14 = 0,01192791,
Niss10 = 0,100971, Nizg14 = 0,08019551, Nigq10 = —0,1694531,
Nizs1a = 0,2992451, Nig510 = —0,1164281, Nig514 = —0,32391,
Nize1z = 0,048871, Niggia = —0,2282331, Niz712 = 0,00841491,
Nizzia = 0,1000451, Nysg12 = 0,002927821, Nisg14 = 0,0179566 1,
Nizo12 = 0,00130932i, Nize14 = 0,0064781, Niz1012 = 0,000674044 1,
Nis1014 = 0,002988641, Niz121 = —0,157471, Nizi00 = —0,05392651,
Nis123 = 0,7187351, Niz1a4 = —0,1774891, Nig105 = —0,4252011,
Nisio6 = 0,1185321, Nizi07 = 0,01789491, Nj3125 = 0,005814461,
Nis129 = 0,002493581, Niz1210 = 0,00124831, Niz141 = —0,005807141,
Niziaz = 0,1830051, Nig143 = 0,1938141, Nig144 = 0,7058771,
Nigi4s = —0,447581, Niz146 = —0,5808491, Nyz147 = 0,2030971,
Nizis = 0,03410011, Nizi49 = 0,0118821, Niz1a10 = 0,00536481.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der vierten Nichtnullmode c¢14(t) sind:

84

4,97703
Re ’
Lig1s = 0,1562151, Niq111 = —0,07367491,

Lis1 = —0,02674671, Lig1o = L1415 = 0,1144631,
. —72,4863
~1414 = Ta ' !
Nis113 = 0,3538341, Nig115 = 0,1411581, Nygo1n = 0,1174181,
Nigo1z = —0,1389521, Niga15 = 0,1207561, Nyszq11 = 0,02672371,
Nigsis = 0,07020111, Nygg15 = —0,131691, Nyga11 = —0,09232251,
Niga1z = 0,1435171, Nyga15 = 0,1311531, Nisz11 = 0,01988041,
Nissis = —0,2700591, Nigsi5 = 0,2439721, N1 = 0,002670291,
Nisg1s = 0,06214271, Nigg15 = —0,4490741, Nig711 = 0,0008052891,
Nis713 = 0,008997831, Nig715 = 0,104431, Nygs11 = 0,0003271311,
Niss1z = 0,002887811, Nisgis = 0,0154231, Nisg11 = 0,000157003 1,

Nisg1s = 0,001233851, Nisg15 = 0,005057811, Nis1011 = 0,00008407521,
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Nis1013 = 0,0006171911, Nyg1015 = 0,002206511, Nis111 = —0,02006031,
Nig112 = —0,2152121,  Nig113 = 0,5002231, Nig114 = —0,3435191,
Nis11s = 0,05258311, Nis116 = 0,006048831, Nyig117 = 0,001672951,
Nis11s = 0,0006439271, Nis119 = 0,0002980971, Nyis1110 = 0,0001556281,
Nig1z1 = —0,1162251, Nig132 = 0,01154141, Nig135 = 0,1557121,

Nigiza = 0,451811, Nygi35 = —0,6376451, Nis136 = 0,1306781,

Nig1z7 = 0,01773181, Nis13s = 0,005463881, Nis130 = 0,00227151,
Nig1310 = 0,001114511, Nig151 = 0,1072641, Nyg150 = 0,1067241,

Nis1ss = —0,122061, Nigis4 = 0,1922641, Nig155 = 0,5369511,

Nis1s6 = —0,8585431, Nig157 = 0,1908261, Nysi55 = 0,02749661,

Nia1so = 0,008878041, Nyig1510 = 0,003832321.

Die Koeffizienten fiir die Differentialgleichung der fiinften Nichtnullmode ¢;5(t) sind:

~ 1,01258 - = 6,07545
Lisn=— » L1512 = 0,002850931,  Lis1s = — :
Re Re
N - —105,964 ~
L15 14 — 0,1314271, L15 15 — T7, N15112 — —0,05735571,
€

Nigi14 = 0,3525361, Nigo1o = 0,1647711, Nizo1s = —0,05334541,
Nissio = —0,01782191, Nys314 = 0,008307871, Nisa10 = 0,0641951,
Nisa1a = 0,03906581, Niss12 = —0,1553331, Niss14 = 0,1395591,
Nisg1o = 0,03795551, Nise14 = —0,3080291, Ni5712 = 0,005616711,
Nis714 = 0,07731191, Nisg10 = 0,00182041, Nysg14 = 0,0118931,
Nisg12 = 0,0007817321, Nis914 = 0,003997991, Ni51012 = 0,0003921611,
Nisi01a = 0,001772921, Nis10q = 0,02463741, Niz100 = —0,235541,
Nisi2s = 0,2155641, Nyz104 = 0,3842181, Nizi05 = —0,4925081,
Nisi26 = 0,09521621, Nisi07 = 0,0124741,  Niz125 = 0,003757691,
Nis129 = 0,001538261, Niz1910 = 0,0007464961, Ni5141 = —0,126551,
Nisi2 = 0,1002851, Nys143 = 0,05684681, Niz144 = 0,1140281,
Nigias = 0,417821, Nys1u6 = —0,7102791,  Nis147 = 0,1608141,
Nisus = 0,02333631, Nis149 = 0,007557841, Nis1410 = 0,00326706 1.

Die Differentialgleichungen fiir ¢14(t), . .., co0(t) ergeben sich durch Bildung des konju-
giert Komplexen der Differentialgleichungen fiir ¢4 (%), .. ., c15(%).

C.4 Modell P3

Es werden folgende relevante Nullmoden mitgenommen:

{B(o,0,21—1,1)<y)}9

I=1"

(C.14)
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Dazu werden die folgenden Nichtnullmoden ausgewahlt:

m=4,l=1
{B(m’OJJJ) (I, y)7 B(07m7l,p) <y7 Z) } me1,1=0 * <C15)
p=1,2

Anstatt wie bisher 7 Basisfunktionen pro Polarisation und k mitzunehmen, werden von
den Basisfunktionen mit k, # 0 und k, # 0 pro Polarisation und k 14 Basisfunktionen
in den Geschwindigkeitsansatz hineingenommen:

{B(—l,l,l,p)<,’,)7B(l,l,l,p)(,,,)’B(—Q,l,l,p) (’I"), B(—l,Q,l,p)(,’,)7

B(1,2,l,p)(,r,>7B(Z,l,l,p)(,,,,))B(fS,l,l,p) (,’,)’ B(f2,2,l,p)(,’,,)7
=3

B (), B (), BEAD (), BN () (C.16)

p=1,2

Gerade diese Basisfunktionen sind dafiir verantwortlich, dafl der triviale Fixpunkt des
dynamischen Systems bei Reynoldszahlen um einige hundert linear instabil wird. Des-
halb werden mit diesen Basisfunktionen die Eigenfunktionen des linearen Operators der
Navier-Stokes-Gleichungen approximiert. Im Grenzfall Re — oo haben von den jeweils
2 - 14 Eigenfunktionen jeweils die Hélfte einen positiven und negativen Realteil des
Eigenwertes. Die linear instabilen Eigenfunktionen werden aus dem Ansatz gestrichen.
Die Funktionen H, J und V sind Polynome nach Abschnitt

Wenn man die konjugiert komplexen Basisfunktionen hinzunimmt, hat man 9 4 2 -
2:4-2-2+2-12-2-4/2 = 169 Basisfunktionen. Der triviale Fixpunkt ist fiir alle
Reynoldszahlen linear stabil.
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D Erganzungen zum Kapitel b

D.1 Anwendung der 7-Methode

In den Abschnitten und wurden notwendige und hinreichende Bedingungen
an die Basisfunktionen gestellt. Wurden die Bedingungen erfiillt, so war die virtuelle
Energierate null. Die Anderung der kinetischen Gesamtenergie in der Zeit setzte sich
dann nur aus physikalischen Prozessen zusammen.

Die notwendige Bedingung leitet sich aus Gleichung ab:

e — 0. (D.1)
Die Bedingung, die lineare und quadratische Terme enthélt, zu erfiillen kann dhnlich wie
bei 7-Methoden erfolgen. Anstatt N, Basisfunktionen des Typs B®%%~1D zu verwen-

No+1

den, werden Ny + 1 Funktionen {B 0,0,20-1, 1)} genommen. Die Gesamtanzahl der
Basisfunktionen erhéht sich dadurch von N auf N +1. Der Ansatz wird wie bisher in die
Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt, und das Residuum wird auf alle Basisfunktionen
mit Ausnahme der Funktion B®%2No+LD) broiiziert. Die Anzahl der Differentialglei-
chungen bleibt mit N erhalten. ¢ 2n,+1,1)(t) wird dann durch die Bedingung
bestimmt und kann aus dem Differentialgleichungssystem eliminiert werden. Dadurch
dndert sich die Gestalt der Differentialgleichungen. Existierten vorher nur lineare und
quadratische Terme, so kommen jetzt kubische Terme hinzu.

Diese Vorgehensweise funktioniert nur dann problemlos, wenn c(g2n,+1,1)(t) linear
in (D.1]) vorkommt. Dazu mufl

0?
4 j J\ yHNO y y ay B(002N0+11 (~)dgdy
y=—1g=-1
9B(0.02No+1,1)

oy

9B (0,0,2No+1,1)
oy

5 +

y=-1

] £0 (D.2)

y=1

sein. ¢(00.2Np+1,1) kommt nie quadratisch vor. Ist die Bedingung erfiillt, kann
das skizzierte Verfahren durchgefiihrt werden, anderenfalls ist das Verfahren mit einer
anderen relevanten Nullmode durchzufiihren.

Diese Methode wird am Beispiel des Modells P2 demonstriert. Die Rechnung wird
bei einer Reynoldszahl Re = 90 mit den Anfangsbedingungen

C005.1)(0) ~ —2,461 578 996 330 423 283 38, (D.3)
sonst ¢;(0) &~ 0,647 592 099 126 248 975 89, (D.4)
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let+07

1le+06

let+05

let+04

Es

1le+03

1le+02

le+01

1e+ Oo 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1

o
o
[
o
N
o
w
o
N
o
()]

Abbildung D.1: Darstellung der Stérungsenergie Eg

so da3 Es(0) = 10 ist, durchgefiihrt (alle Angaben auf 20 Stellen Genauigkeit). Die
Storungsenergie ist im Bild zu sehen.

Trotz der geringen Reynoldszahl, die so klein gew&hlt wurde, dafl die Grundstrémung
linear stabil ist, scheint die Energie und somit auch das Geschwindigkeitsfeld in geringer
endlicher Zeit (tgne ~ 0,51) nach unendlich zu divergieren. Das steht im Widerspruch
zu allen bekannten Beobachtungen. Zwar mag es andere Modelle, Anfangsbedingungen
bzw. Reynoldszahlen geben, bei denen keine Divergenzen auftreten, ein zuverlédssiges
Verfahren, um die Inkonsistenzen der Energieraten zu beseitigen, scheint es nicht zu
sein.

D.2 Energiekonsistenz bei polynomialer Basis

In den nachfolgenden Unterkapiteln finden sich die Ergebnisse der Uberpriifung der Be-
dingungen T; und 7Ty fiir die polynomiale Basis. In den Tabellenﬂbissind K ék’l) (y)
angegeben. Nach Berechnung der zweiten Ableitungen auf den Rédndern kann entschie-
den werden, ob eine Kombination dieser Basisfunktionen keinen Beitrag zur virtuellen
Energierate, eventuell nach Erhchung der Anzahl der relevanten Nullmoden, hat.
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D.2 Energiekonsistenz bei polynomialer Basis

Tabelle D.1: Erste und vierte Ableitungen der Funktionen Jy(y),...,J5(y) auf den
Réndern y = +1

k| Ji(£1) JI (£1)

0| F3,/2 9,/

1 —/ 3 +9,/52

2 | F2T\/ 6219,/
3| —41/&5  £6219,/22
4 :F57 21292633856 112023 21292633856
5| =15\ 10505 05583/ 135505

Tabelle D.2: f(ék’l) fiir die Kopplung der Basisfunktionen des Unterraums k, = 0 und

k. #0
‘ (Z,l) (5,2)
[T (y) Vi(y))

(NI

D.2.1 k=0

Mit den Eigenschaften von J;(y) nach Tabelle gilt

K5 (y)

_ 74
5y — IV (1) £ 0. (D.5)

+1

K ko) ist somit nicht durch einen endlichen Unterraum der J;(y) darstellbar. Die Bedin-
gung 717 ist nicht erfiillbar.

D.2.2 k, =0und k, #0

Die Funktionen f(ék’l) fiir diesen Unterraum sind in Tabelle zusammengefafit. Die
zweiten Ableitungen der Funktionen verschwinden wegen

"

VD = (1) Ly

=8L;(£1) =8 (£1)F #0 (D.6)

+1

und der Randwerte der J;(+£1) nach Tabelle nicht. Die Bedingung T} ist verletzt.
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D.2.3 k, £0 und k, #£ 0
(kmvk2)7 S(kmﬁkz)

Die Funktionen K, fiir diesen Unterraum mit den Fallunterscheidungen S} >
und Sg()k’”’kz) sind in den Tabellen bis zusammengefaflt. Aufgrund von (D.6)) und

&) = [(1-9) Liw)] || = F2La(20) = F2 (D" £0 (D.7)

wird die Bedingung T nicht erfiillt.

Tabelle D.3: f(ék’l) fiir die Kopplung der Basisfunktionen des Unterraums k, # 0 und
k. # 0, =)

) ®

0 iz [Hi(y) Vily)]'

Tabelle D.4: K2 fiir die Kopplung der Basisfunktionen des Unterraums k, # 0 und

k. # 0, S5
(i) (@)

0 o (o) Vitw)]
3tz ) Vi) 5. (ke 0.%.2) mit (0.5,

Tabelle D.5: K2 fiir die Kopplung der Basisfunktionen des Unterraums k, # 0 und
kz 7é 07 53]% =)

(i1) (i.2) (.3)
(1) 0 s. Tab. [D.3/ mit k = 0 s. Tab. [D.4{ mit k = 0
(k.2) | 5. Tab.[D.3m. [ =0 0 —o (Vi) Vi) |
(£.3) | 5. Tab.DAm. I=0 —3- V() V)] s (k. 0.k,2) m. (<K, 0,%,2)

D.3 Konstruktion polynomialer relevanter Nullmoden,
die nicht von N, abhdngen

Im Abschnitt wurden relevante Nullmoden konstruiert, die die Bedingung 77 erfiill-
ten und damit keinen Beitrag zur virtuellen Energierate lieferten. Bei diesem Verfahren
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war das volle nichtlineare Problem, das von der Bedingung 7} stammt, zu 16sen. Es konn-
ten die Funktionen nur bis Ny = 3 bestimmt werden. Die resultierenden Funktionen
héngen von der Anzahl der relevanten Nullmoden, die fiir den Geschwindigkeitsansatz
verwendet werden, ab.

Die Abhéngigkeit von der Anzahl der relevanten Nullmoden kann verhindert werden,
wenn eine zusétzliche Forderung an die Funktionen, die jetzt mit jgn,l(y) bezeichnet
werden sollen, gestellt wird:

1
—1

Sie verlangt, da bis auf J; (y) alle Funktionen orthogonal zu y sind. Durch diese For-
derung vereinfacht sich die Gleichung (5.39) unter Verwendung der Definitionen (/5.28)

und ([5.29) zu:
0=— f dyfj/ ) dy =205, (1), k=12... (D.9)

Mit Ausnahme der Gleichung fiir jl(y) handelt es sich um lineare Gleichungen. Dadurch
ist eine schrittweise Konstruktion der Funktionen moglich.

Seien Ji(y),. .., Jan_s(y) bekannt. Dann mufl Jy,_;(y) folgende Bedingungen erfiil-
len: n — 1 Bedingungen aus der Orthogonalitét, Normierung auf eins, Forderung (]: ,
Verschwinden der zweiten Ableitung auf dem Rand und Erfullung der Glelchung (]:
Das ergibt fiir n > 2 insgesamt n + 3 Bedingungen. Der Ansatz wird durch die
zusitzliche Forderung wie folgt modifiziert:

n+3

Jona(y) = (197 Z eny POV (y), n>2. (D.10)

Fiir n = 1 bleibt der Ansatz (5.73)) giiltig. Da die Forderung den Fall n = 1 nicht
einschlieit, gilt e, = eg?l’,l), v=1,2,3, oder Ji(y) = Jl(l)(y).
Die Forderung ist durch den Ansatz (D.10)) leicht zu erfiillen:

) =0, n=2,...,N,. (D.11)

Die weiteren Rechnungen basieren, wenn man die Normierungsbedingung aufler acht
1aBt, auf der Losung eines um eine Variable unterbestimmten, linearen und homogenen
Gleichungssystems. Der letzte freie Koeffizient wird abschlieBend durch die Normie-
rungsbedingung bestimmt. In Tabelle sind die Koeffizienten fiir die ersten vier
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Tabelle D.6: Koeflizienten e, 1, . . .

e, 7 fiir die ersten vier Funktionen J (y), Js(y), J5(y)

und j7(y)
n 1 2 3 4

ent | 1,680234 0,0 0,0 0,0

en2 | —0,321138 0,155653 —0,163478 0,152 663
€n,3 0,021 509 1,261060 —1,415610 1,365037
() —1,881285 0,011604 0,917 280
€n5 0,684 892 2,284083 —0,946713
en ~1,148164 —2,405945
€n,7 1,585292

J1(y) J3(y)

- 2-

A
-05 0 05 1

Abbildung D.2: Darstellung der J;(y), J5(y), J5(y) und Jz(y)

antisymmetrischen Funktionen angegeben. Im Bild findet sich ihre zeichnerische

Darstellung.

Wenn man die antisymmetrischen Funktionen J;(y), ..., J7(y) betrachtet, so stellt
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man fest, dafl die Knotenzahl, also die Anzahl an Nulldurchgéngen der Funktionen im
offenen Intervall (—1,1), nicht stetig um zwei grofer wird. Bei den Funktionen treten
die Knotenzahlen 1, 5, 7 und 9 auf. Es fehlt die Knotenzahl 3. Dies scheint eine direkte
Folge der zusétzlichen Forderung zu sein.

D.4 Anmerkung zur Konstruktion der 1/(V0)
In diesem Abschnitt wird die Losung des linearen Gleichungssystems vorgestellt.

TNo) (Vi1 (), Vi (7)) 188t sich exakt berechnen. Dazu wird
Va1 (0) Vau(y) = Varra (y) Vi (y) (D.12)

in die Basisfunktionen Jy, 1(y) entwickelt:

Va1 () Va(y) — Vary1 (y) Vo (y) = i fo Jan—1(y). (D.13)

Es gilt

fu=g J Tour ) Vi () Vi) = Vonea (o) Vil ()] ly (D.14)

= 512v2 7w n(1 + k) (3 + 2k) (1 4 2k — 20) (1 + 1) (1 + 21)(5 + 2k + 21)

{112n* — (=1 + 2k — 20)(3 + 2k — 20)(3 + 2k + 20)(7 + 2k + 21)

—8n2[35 + 12k(3 + k) + 120(2 + )] } [(—7 + 2n — 2k — 21)

(=5 + 2n — 2k — 21)(=3 + 2n — 2k — 20)(—1 + 2n + 2k — 20)

(1420 + 2k — 20)(3 4 2n + 2k — 21)(=3 + 2n — 2k + 2I)

(=14 2n—2k+20)(1 4+ 2n — 2k + 21)(3 + 2n + 2k + 2])

(54 2n 4 2k + 20)(7 + 2n + 2k 4+ 21)] " (D.15)
Setzt man den Ansatz (D.13)) in (5.78) ein, erhdlt man

100 Vo (9). V) = = % Fo [ waaa(v) d. (D.16)

n=Nop+1 -1

Durch Verschiebung des Summationsindex und Bildung der Summe bekommt man ab-
schliefend
I o = 1) (Vaga (9), Vau()) (D.17)
= 1024(1 + k)(3+ 2k)(1 + 2k — 20)(1 + 1) (1 + 20)

(54 2k +20)(1 4 2Np) [(—1 4 2k — 21 — 2Ny)

(14 2k — 21 — 2Ny)(3 + 2k + 21 — 2Ny)

(54 2k + 21 — 2Ny)(1 + 2k — 21 + 2Nj)

(3+ 2k — 21+ 2Ny)(5 + 2k + 21 + 2Ny)

(74 2k + 20 + 2Ng)] " (D.18)
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Im folgenden soll die Konstruktion einer ungeraden Funktion, ~2(,£\_[f1)(y), betrachtet
werden. Dazu miissen die Funktionen Vj(y), ..., 172(,?[ 0)(y) bekannt sein. Die k + 1 Be-
dingungen lauten

I (Vo (y), Varsa(y)) = 0, 1=0,..., k. (D.19)
Das Gleichungssystem hat folgenden Aufbau,
LW = o 0.20)
mit
IO (Vo, Vagys) IO (Vo Vagys) - T80 (V, Viys)
[ (No) _ {(NO) (‘72(%)7 V2k+3) ‘](NO) (‘72(%), V2k+5) ""[(NO) (‘72(%), V41<;+3> (D.21)
IO (V™ Vageas ) TN (V™) Vg ) - T (V™) Vi)
und
100 (Vo, Vo )
g _ | o) (‘72(1'%)’ Varia) (D.22)

o) (‘72%\[0), V2k+1)
IMNo)(f(y), g(y)) hat die wichtige Eigenschaft

I%afi(y) + Bfa(y) 9() = a I (fi(y), g(v)) + BTN (fo(y), 9(y)), (D.23)

die erlaubt, L™ und £ wie folgt zu zerlegen:

LMo) — A(No) pNo) [ (No) ¢ RUk+D)x(k+1) (D.24)
und
FNo) — g(No)g(No) - p(No) & R(E+1)x1 (D.25)
mit
10O «ov e e e 0
01 dé{\{ﬂ) 0 -+ ceenn. 0
A — 100 1 dfPdY 00 |, AN g REFUXEEEY (] og)

000 0 0 0..dy
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N N N
[(5,2%3 [(5,2%5 [(g,4i)+3
](No) ](No) . ](No)
B(NO) _ 2,2k+3 122k+5 2,4k+3 ’ B(NO) c |R(2k+1)x(k+1)7 (D.27)
N N N
Izik,%;cﬁ fik,%iﬁ e [ik,gjws
und
N
IS5
I(NO)
g(NO) _ 2,2'k+1 : g(NO) e |R(2k+1)X1. (D.28)
N
Ik

Durch die geschickte Zuriickfithrung auf die bereits bekannten Koeffizienten und die
exakte Darstellung von Ié,]:i)ml kann das Gleichungssystem fiir beliebig grofie Ny leicht
aufgebaut und dann gelost werden. Man kann sogar N, als Parameter im Gleichungs-
system belassen und erhélt die berechneten Koeffizienten in Abhéngigkeit von Ny. Dies
erméglicht auch die Berechnung der Grenzwerte fiir Ny — oc.
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