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Zusammenfassung

Die arbitragefreie Bewertung von nicht replizierbaren Claims in unvollstdndigen diskreten
stochastischen Finanzmérkten ist im Allgemeinen nicht eindeutig durchfiithrbar. Die vorlie-
gende Arbeit befasst sich mit dem Umfeld dieser Problematik und liefert eine Formel, die
alle zur Auswahl stehenden arbitragefreien Preise fiir nicht replizierbare européische Op-
tionen liefert. Dies geschieht durch eine geeignete Darstellung der Menge der dquivalenten
Martingalmafse und durch die Auszeichnung spezieller Martingalmafe, die bei arbitrage-
freien Preisen fiir europédische Optionen zu Maxima und Minima fiihren. Die Ergebnisse
werden weitestgehend fiir Mehrperioden-Modelle hergeleitet, welche mittels Zerlegung in
Einperioden-Modelle untersucht werden. Die Vorgehensweise bei dieser Zerlegung wird aus-
fiihrlich erlautert, aufserdem werden Beispiele fiir die Zusammensetzung von Einperioden-
Modellen zu Mehrperioden-Modellen angefiihrt. Weiterhin wird der Zusammenhang zwi-
schen den arbitragefreien Optionspreisen und der Bewertung von Optionen mittels Superre-
plikation dargestellt mit dem Ergebnis, dass die Extrema der arbitragefreien Optionspreise
und die durch Superreplikation ermittelten Preise stets iibereinstimmen. Hierfiir wird ein
kurzer Beweis unter Verwendung von dquivalenten Martingalmafien gefiihrt. Schlieflich
wird exemplarisch aufgezeigt, dass in Markten mit mehreren risikobehafteten Wertpapie-
ren Einschrankungen beim risikolosen Zins zur Erhaltung der Arbitragefreiheit in Kauf
genommen werden miissen.

Diese Arbeit bietet einen liickenlosen Aufbau der Finanzmarkttheorie, die zur Untersu-
chung der angesprochenen Themen benotigt wird. Dieser umfasst die diskrete Theorie der
Atome, der diskreten bedingten Erwartungswerte, der Martingale und schlieflich der fun-
damentalen diskreten Finanzmarkttheorie, bei der die zentralen Begriffe Derivat, Option,
Claim, Arbitrage, dquivalente Martingalmafse und Vollsténdigkeit von Finanzmérkten mit
den bendétigten Details eingefiihrt werden. Hinzu kommt eine exakte ausfiihrliche Beschrei-
bung des verwendeten diskreten Modells, womit durch geeignete Einfiihrung der Notation
eine effiziente Untersuchung der weiteren Fragestellungen erreicht werden soll. Die zentra-
len Ergebnisse der Arbeit werden immer wieder mit Beispielen und Abbildungen ergénzt,
um ein moglichst grofes Verstéindnis der Ergebnisse zu erzielen.



Abstract

In general a unique arbitrage-free pricing of non-attainable claims in incomplete discrete
financial markets is not feasible. The present thesis attends to this problem and its conse-
quences and provides a formula which allows to calculate the range of all possible arbitrage-
free prices of non-attainable European options. This is done by an adequate representation
of the set of equivalent martingale measures and by exposing some special martingale mea-
sures that lead to maxima and minima of the arbitrage-free prices of a European option.
In most parts the results are regarded for multi-period markets which are investigated by a
decomposition into single-period markets. The realisation of such a kind of decompositions
is described properly and afterwards examples for the composition are presented. Moreo-
ver, the connection between the arbitrage-free option-prices and the pricing of options by
super-replication is shown. A short proof using martingale measures is given for the fact
that the results of the two different approaches are equal. Finally it is demonstrated by an
appropriate example that in markets with more than one risky asset some restrictions on
the riskless interest rate are necessary to keep the market arbitrage-free.

The thesis gives a closed framework of the theory of financial markets which is needed for
the research of the above-mentioned questions. It contains the discrete theory of atoms,
discrete conditional expectations, martingales, and the fundamental theory of financial
markets. Terms like derivative, option, claim, arbitrage, equivalent martingale measures and
completeness of financial markets are introduced with all necessary details. Furthermore
an explicit description of the discrete model is given, whereby an efficient research of the
further questions is to be achieved using an appropriate introduction of the notation. All
of the main results of this thesis are accompanied by examples and figures to get a better
understanding.



Kapitel 1

Grundlagen diskreter Marktmodelle

1.1 Einleitung

Finanzmérkte stehen in der heutigen Zeit zunehmend im Mittelpunkt des wirtschaftli-
chen Geschehens. Thr Verhalten héngt von einer Vielzahl verschiedener Faktoren ab, die
es als Marktteilnehmer zu beriicksichtigen gilt, um die gewiinschten Ziele zu erreichen.
Die stochastische Modellierung von Finanzméarkten und die mathematische Auseinander-
setzung mit ihren Eigenschaften liefert Ergebnisse, mit deren Hilfe diese Faktoren besser
eingeschétzt werden konnen. Die Fiille der dabei auftretenden Fragestellungen und ihre
Komplexitét ist nicht zuletzt an den Hunderten von Verdffentlichungen in diesem Bereich
zu erkennen. Eine Auswahl umfangreicher Literaturlisten findet sich in [7], [10] und [26].

Entscheidend fiir die Herleitung der Finanzmarkttheorie ist die Wahl eines geeigneten Mo-
dells zur Beschreibung der zu untersuchenden Finanzmérkte. Im wesentlichen wird dabei
zwischen zwei Arten der Modellierung unterschieden, die wiederum jeweils verschiedene
Auspragungen besitzen. Die sog. stetige Modellierung legt dem Finanzmarktmodell einen
stetigen zeitlichen Ablauf zugrunde und gewohnlich einen unendlich grofsen Zustandsraum,
in dem sich die Kurse von Handelsgiitern bewegen kénnen. In sog. diskreten Modellen sind
hingegen diskrete, meist endlich viele Handelszeitpunkte festgelegt, an denen Handelsgii-
ter eine gewohnlich endliche Anzahl von Kursen annehmen koénnen. Beide Ansétze fiihren
prinzipiell zu dhnlichen Resultaten, wobei einzelne Fragestellungen je nach Modell zu un-
terschiedlich guten und aussagekréftigen Ergebnissen fiihren. Jedoch unterscheiden sich die
Modelle stark in den zu ihrem Verstédndnis bendtigten mathematischen Voraussetzungen.

Die stetige Modellierung benétigt neben den mathematischen Grundfertigkeiten der Ana-
lysis und linearen Algebra eine ganze Reihe tiefer gehender Kalkiile, wie z.B. stochastische
Integration oder stochastische Differentialgleichungen, deren Versténdnis einen nicht gerin-
gen Lern- bzw. Lehraufwand erfordert. Dieser ist beim diskreten Ansatz nicht erforderlich.
Daher eignet sich der Einsatz diskreter Modelle sehr gut in der Lehre, um ein schnelles
Verstandnis der Prinzipien von Finanzmérkten zu erlangen.

6



1.1. EINLEITUNG 7

Nicht nur aus diesem Grund ist die diskrete Modellierung Grundlage dieser Arbeit. Die
gewohnliche stetige Modellierung fordert einige Voraussetzungen, die in dieser Form in der
Praxis nicht unbedingt wiederzufinden sind. So geht z.B. das stetige Modell, das zur heute
iiblichen Formel fiir die Bewertung von Derivaten fiihrte, fiir die 1997 Myron Scholes und
Robert Merton den Nobelpreis fiir Okonomie bekamen, von der Méglichkeit aus, dass in
Finanzmérkten beliebig oft in stetiger Zeit gehandelt wird. Dies ist in der Praxis gar nicht
moglich, da sich die Kurse in der Realitdt immer aus Angebot und Nachfrage zusammen-
setzen, und diese erst einmal vorliegen miissen, bevor ein Handel stattfinden kann. Viele
der in der Realitat gehandelten Wertpapiere verhalten sich daher eher diskret, ihre Kurse
gleichen eher einer Treppenfunktion, als der iiblicherweise bei der stetigen Modellierung
verwendeten Brown’schen Bewegung. Exemplarische Kursgrafen! in Abbildung 1.1 und 1.2
von an deutschen Borsen notierten Aktien belegen dies.
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Abbildung 1.1: Intraday-Chart! der Aktie der Degussa AG im deutschen Xetra-Handel
vom 23.04.2004.
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Abbildung 1.2: Intraday-Chart! der Aktie der Loewe AG im deutschen Xetra-Handel vom
23.04.2004.

!Abdruck mit freundlicher Genehmigung durch Gruner + Jahr WirtschaftsPresse Online GmbH,
www.boerse-online.de



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DISKRETER MARKTMODELLE

Lediglich sehr haufig gehandelte Wertpapiere z.B. aus dem DAX-30 dhneln der iiberall
stetigen, aber nirgends differenzierbaren Brow'nschen Bewegung, wie Abbildung 1.3 ver-
anschaulicht!. Daher ist es im Allgemeinen durchaus sinnvoll, sowohl Spriinge bei der
Kursentwicklung zuzulassen, als auch diskrete Handelszeitpunkte zu veranschlagen.
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Abbildung 1.3: Intraday-Chart! der Aktie der Telekom AG im deutschen Xetra-Handel
vom 23.04.2004.

Aus historischer Sicht waren in der mathematischen Theorie der Finanzmérkte zunéchst die
stetigen Modelle vorherrschend. Erst 1979 lieferten J. C. Cox, A. Ross und M. Rubinstein
mit dem nach ihnen benannten Cox-Ross-Rubinstein-Modell (CRR-Modell) Grundlagen
fiir eine diskrete Modellierung (siche [6]), die danach durch Arbeiten von J. M. Harrison,
D. M. Kreps und S. R. Pliska wesentlich vorangetrieben wurden (siehe [13] und [14]). Auf
diesen Ideen baut auch der in dieser Arbeit gewéahlte diskrete Modellierungsansatz auf.
Nicht zuletzt die in den vergangenen 10 Jahren zunehmende Anzahl von Veroffentlichun-
gen, die auf die diskrete Modellierung eingehen, zeigt, dass dieser Ansatz von steigender
Relevanz ist. Als Beispiele seien hier [1], [10], [12], [24] und [27] genannt.

Ziel dieser Arbeit ist es einerseits, unter Verwendung eines diskreten Modells Aussagen iiber
Derivate in unvollstdndigen Markten zu treffen, die nicht eindeutig arbitragefrei bewertet
werden konnen. Dazu wird in diesen Méarkten die Menge der dquivalenten Martingalma-
e betrachtet, mit deren Kenntnis explizite Formeln zur Bestimmung der Grenzen einer
arbitragefreien Bewertung von européischen Optionen, einer haufig in der Praxis vorkom-
menden Sorte von Derivaten, ermittelt werden konnen. Daran gliedern sich Ergebnisse zur
Superreplikation und zur Zinsbeschrankung zur Erhaltung der Arbitragefreiheit in vollstan-
digen Mérkten mit mehreren Handelsgiitern an. Andererseits sollen die Ergebnisse dieser
Arbeit in einer Form présentiert werden, die alle wesentlichen zum Verstdndnis bendtigten
stochastischen Grundlagen beinhaltet und die zu allen Aussagen detaillierte Begriindungen
liefert. Damit soll die Verwendbarkeit der Ergebnisse fiir die Zwecke der Lehre so weit wie
moglich gefordert werden. Diese Zielsetzungen fithren zu einer Gliederung der Inhalte in
zwei Kapitel.

!Abdruck mit freundlicher Genehmigung durch Gruner + Jahr WirtschaftsPresse Online GmbH,
www.boerse-online.de



1.1. EINLEITUNG 9

Im ersten Kapitel werden zu Beginn die bendtigten Grundlagen der diskreten Stochastik
beschrieben, insbesondere die Themen Atome, bedingte Erwartungswerte und Martingale.
Anschliefsend werden einige wichtige Hilfssédtze aus der Analysis und linearen Algebra an-
gefiihrt, und schlieflich wird die Modellierung eines diskreten Finanzmarktes beschrieben,
und die grundlegenden Eigenschaften dieses Modells werden erarbeitet. Die zentralen Be-
griffe Derivat, Option, Claim, Arbitrage, dquivalente Martingalmafe und VollstdndigkeiT
eines Marktes werden hier kurz, aber fundiert eingefiihrt.

Im zweiten Kapitel schlieften sich daran die Ergebnisse iiber unvollstdndige Markte an. Dort
wird zunéachst die Menge der dquivalenten Martingalmafse betrachtet, fiir die geeignete Me-
thoden zu ihrer expliziten Darstellung besprochen werden. Als effizienteste Methode stellt
sich dabei die Darstellung dquivalenter Martingalmafse als Losung linearer Gleichungssy-
steme heraus, die dann ausfiihrlich erlautert wird. Anschliefend wird eine Zerlegung eines
allgemeinen Marktes vorgenommen, mit deren Hilfe unter Verwendung der Ergebnisse zur
Darstellung dquivalenter Martingalmafe eine exakte Spanne fiir arbitragefreie Preise eu-
ropaischer Optionen hergeleitet wird. Daran schliefsen sich die Untersuchungen iiber den
Zusammenhang zwischen den erzielten Ergebnissen und der Bewertung von Derivaten mit-
tels Superreplikation an. Dabei stellt sich heraus, dass die Ergebnisse beider Ansétze stets
iibereinstimmen. Im Anschluss daran findet sich noch eine kurze exemplarische Abhand-
lung iiber Einschrankungen, denen der risikolose Zins unterworfen werden muss, wenn
unvollstdndige Mérkte durch Aufnahme weiterer Handelsgiiter zu vollstdndigen Mérkten
werden sollen. Die Arbitragefreiheit ist in einer solchen Situation unter den gewohnten
Voraussetzungen nicht mehr garantiert.

Uber allem steht das Bemiihen, moglichst verstindliche, aber exakte Beweise zu den an-
gefiihrten Aussagen zu liefern. Zusétzlich werden in vielen Beispielen immer wieder die
Konsequenzen und die konkrete Umsetzung der hergeleiteten Aussagen verdeutlicht und
durch Abbildungen ergénzt.
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1.2 Grundlegende Begriffe aus der Stochastik

In diesem Abschnitt wird die Verwendung einiger mathematischer Bezeichnungen erlautert.
Zusétzlich werden fiir diesen Text grundlegende Begriffe aus der Stochastik kurz bespro-
chen, um fiir die folgende Theorie einen eindeutigen Sprachgebrauch zu haben. Weiterhin
soll dieser Abschnitt, wie einleitend bereits besprochen, verdeutlichen, dass das behandelte
Thema ausschliefslich mit Methoden der diskreten Stochastik erarbeitet werden kann, ohne
dabei Liicken in der Beweisfithrung zu lassen.

1.2.1 Grundlegende Bezeichnungen

Zunéchst einige Bezeichnungen und ihre Verwendung im Text. Fiir eine Menge A C
meint das Symbol 1,4 die sog. Indikatorfunktion

1AZQ—>R, lA(w)»—>{(1]: Ziic

Ist f : X — Y eine Funktion und M C X, dann bezeichnet f|,, : M — Y die
Einschrankung von f auf M, d.h. es ist f|,,(m) = f(m), fiir alle m € M. Weiterhin ist
RY = {(z1,...,2,) €ER"|2; >0, i =1,...,n}, n € N. Fiir zwei Vektoren z,y € R" mit
x = (x1,...,z,) und y = (y1,...,Yn) sei > y, wenn gilt z; > y;, fiir alle : = 1,...,n.
Analoge Aussagen gelten fiir >, < und <. Das euklidische Skalarprodukt wird mit (-, -)
bezeichnet.

Im Folgenden wird gew6hnlich auf endlichen Wahrscheinlichkeitsrdumen (2, F, P) gearbei-
tet. Dabei wird die Abkiirzung (€2, P) := (2, B(Q2), P) verwendet, wobei B(2) die Potenz-
menge von €2 bezeichnet. Eine Teil-o-Algebra § C F ist eine o-Algebra iiber Q, fiir die gilt
Ae§= AeT fiiralle A€ G. Haufig werden Mafe vorkommen, die keine nichttrivialen
Nullmengen besitzen, d.h. es gilt P(A) > 0, VA € F\ {¢}. In diesem Zusammenhang
taucht auch der folgende Begriff auf.

1.1 Definition: Sei (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und Q ein Wahrschein-
lichkeitsmak tiber €). Das Mak Q) heifst zu P aAquivalent, wenn gilt

{ACQ|P(A) =0} ={AcQ[Q(4) =0}.

1.2 Bemerkung: Sowohl Zahldichten f : 2 — R von Wahrscheinlichkeitsmafen als
auch Zufallsvariablen X : 0 — R sind Elemente des Funktionenraums R®. Da fiir den
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) in diesem Text, soweit nicht anders vermerkt, Endlichkeit
vorausgesetzt wird — gewohnlich wird Q| =: m gesetzt —, konnen beide auch als Vek-
toren des zu R isomorphen Raums R™ aufgefasst werden (Néheres zur Isomorphie siehe
z.B. [25], S. 13). Weiterhin sind unter diesen Voraussetzungen endliche Wahrscheinlich-
keitsmafe bereits durch die Bilder aller Einzelereignisse {w}, w € ) festgelegt und kénnen
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daher ebenfalls eindeutig mit Vektoren des R™ identifiziert werden. In den nachfolgenden
Uberlegungen werden daher Zufallsvariablen, Zédhldichten und Wahrscheinlichkeitsmake
gelegentlich als m-Tupel (X (wy),...,X(wn)) € R™ bzw. (f(w1),..., f(wn)) € R™ bzw.
(P({w1}),...,P({wn})) € R™ notiert, je nach Eignung als Zeilen- oder Spaltenvektor. Zur
besseren Ubersicht wird ein als Vektor geschriebenes Wahrscheinlichkeitsma® notiert als
P = (P{wi}),....,P({wn})). Es gelte dann immer P(A) = %" _, P({w}), fiir alle A C €.
Diese Notation vereinfacht die Darstellung und die Anwendung von Methoden der Analysis
und linearen Algebra.

Sofern eindeutig interpretierbar, werden Zufallsvariablen, die messbar beziiglich der trivia-
len o-Algebra {¢, 1} sind, als Konstanten aufgefasst und umgekehrt. Dabei wird dann die
Multiplikation mit einer solchen Zufallsvariable auch als Skalarmultiplikation aufgefasst.

Weitere verwendete Begriffe sind:

1.3 Definition: Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (€2, FP) heifst minimal, wenn
P(A) > 0 fiir alle A € .

1.4 Lemma: Jeder endliche Wahrscheinlichkeitsraum (2,8, P) kann verkleinert werden
zu einem minimalen Wahrscheinlichkeitsraum (Z,8z,Pz) mit = C Q, B=z C B und
P=(A) = P(A), fiir alle A € B=.

Beweis: Sei (2,8, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, dann erfiillt (=, Bz, Pz)
mit

M = |JN N:={NeB|PN)=0}
NeN
E o= Q\M

Bz = {A\MecB|PA) >0}uU

PE = P‘%E
die gewiinschten Bedingungen. Aufgrund der Endlichkeit von €2 gilt M € B und daher
auch A\ M € 9B. Damit ist Bz offensichtlich eine o-Algebra iiber =. O
1.2.2 Atome

In diesem Abschnitt wird die Struktur der o-Algebra F eines endlichen Messraumes (€2, F)
ndher untersucht. Dabei wird eine Zerlegung von F in kleinste Einheiten, sog. Atome,
vorgenommen. Die Eigenschaften von Atomen werden anschliefsend kurz beschrieben. Im
Weiteren werden diese Atome als mathematische Formulierung fiir die Information, die ein
Héndler am Markt besitzt, wieder auftauchen. Auf die exakte Modellierung wird im Ab-
schnitt 1.4 eingegangen, an dieser Stelle werden nur allgemeine Eigenschaften von Atomen
besprochen.
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1.5 Definition: Sei (2, F) ein endlicher Messraum. Eine Menge A € F, A # ¢ heifst
Atom der o-Algebra F, wenn sie beziiglich Inklusion minimal unter den Elementen von &
ist, d.h. wenn gilt:

VBeF\{¢}: BCA = B=A

1.6 Lemma: Sei (2, F) ein endlicher Messraum.

a)
b)

c)

Fiir zwei verschiedene Atome A und B von F gilt AN B = ¢.
Die Vereinigung aller Atome von JF ist endlich, disjunkt und ergibt €.

Zu jedem w € € existiert genau ein Atom A € F mit w € A.

Beweis:

a)

Sei AN B =C # ¢. Ist dann C = A, so ist B D A, wegen der Verschiedenheit von
A und B und damit B kein Atom, im Widerspruch zur Voraussetzung. Ist hingegen
C C A, soist A kein Atom, im Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ergibt sich
insgesamt ein Widerspruch.

Die Endlichkeit folgt trivialerweise aus der Endlichkeit von F, die Disjunktheit unmit-
telbar aus Teil a). Angenommen die Vereinigung B aller Atome aus F sei ungleich €.
Dann darf B° weder ein Atom sein, noch Atome enthalten. Da jedoch die o-Algebra
JF endlich ist, muss in ihr entweder eine beziiglich Inklusion kleinste, nichtleere, echte
Teilmenge von B° existieren, die dann per Definition ein Atom ist, oder B" selbst ist
ein Atom. Beide Félle liefern einen Widerspruch.

Da nach Teil b) die Vereinigung aller Atome von F disjunkt ist, kann jedes w € €2 in
hochstens einem Atom enthalten sein. Da dieselbe Vereinigung aber €2 zum Ergebnis
hat, muss auch jedes w € ) in mindestens einem Atom liegen.

OJ

1.7 Definition: Nach Lemma 1.6 Teil b) existiert eine eindeutig bestimmte Zerlegung von
Q) in die Atome der o-Algebra &F. Die Menge A := {A € F| A ist Atom von F} aller Atome
von F heifst Atomsystem von F.

1.8 Definition: Das zu jedem w € () nach Lemma 1.6 Teil c) existierende eindeutig
bestimmte Atom A mit w € A wird das von w induzierte Atom genannt und mit A,
bezeichnet.

1.9 Lemma: Sei (2, ) ein endlicher Messraum.

a)neA, = A=A, Vnwel.
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b) Sei § C F Teil-o-Algebra von F und seien Ay,..., A, die Atome von F, sowie

By, ..., B, die Atome von §. Dann ist m > n und es existiert zu jedem j € {1,...,m}
ein k € {1,...,n}, so dass A; C By.

c) Sei {Ay,..., Ay} die Menge aller Atome von &. Dann gilt:

?:{UAHJQ{I,...,m}},

jeJ

weshalb die Menge {A, ..., Ay} ein Erzeuger von ¥ ist.

d) 9] = 2m.

e) Sei Z : Q) — R eine Abbildung, dann gilt:

Z ist F-messbar <= daq,...,q,, € R mit Z = ZailAm
i=1

d.h. Z ist genau dann F-messbar, wenn Z auf den Atomen von F konstant ist.

Beweis:

2)
b)

Folgt sofort aus Lemma 1.6 Teil a), da mit n € A, nicht A, N A, = @ gelten kann.

Wegen § C F sind die Mengen By, ..., B, in ¥ enthalten. Angenommen, es gibt einen
Index j € {1,...,m} fiir den kein Index k € {1,...,n} existiert, so dass A; C By.
Da nach Lemma 1.6 Teil b) die Mengen By, k = 1,...,n die Menge (2 {iberdecken,
existiert dann in F eine nichtleere Menge A;NB), C A;, fiirein k € {1,...,n}. Dies ist
aber ein Widerspruch zur Atomeigenschaft von A;. Da die Mengen A;, j =1,...,m
disjunkt sind muss somit auch m > n folgen.

Fir alle B € F gilt: B = |J {w} € U A,. Weiterhin ist A, C B, Yw € Q,
weEB weB
denn A, N B C A, wiirde bedeuten, es gibe eine echte Teilmenge von A, in &F, im

Widerspruch zur Atomeigenschaft von A,,. Somit ist B = |J A,. Umgekehrt liegen
weB
trivialerweise alle Atome von & auch in F, also auch ihre endlichen Vereinigungen.

Nach Teil ¢) geniigt es, die Anzahl aller moglichen verschiedenen Vereinigungen von
m paarweise disjunkten Mengen zu berechnen. Diese erhélt man leicht mittels In-

duktion: Fir m = 1 ist  das einzige Atom und |F| = ‘{gﬁ, Q}‘ =2 Ist m+1

die Anzahl aller Atome von &, so gilt nach Induktionsvoraussetzung, dass sich aus m
Stiick dieser Atome insgesamt 2™ verschiedene Mdoglichkeiten der Vereinigung bieten.
Da das (m + 1)-te Atom zu allen anderen Atomen und damit ihren Vereinigungen
disjunkt ist, ergeben sich mit ihm 2™ weitere Vereinigungen, so dass die Gesamtzahl
aller verschiedener Vereinigungen 2 - 2™ = 2™+ betrigt.
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e) Eine F-messbare Funktion Z kann wegen der Endlichkeit von {2 héchstens endlich
viele verschiedene Werte W = {Z(w) |w € Q} annehmen. Die in F liegenden Urbil-
der Z7'({w}) lassen sich fiir jedes w € W nach Teil b) als disjunkte Vereinigung
von Atomen darstellen. Daraus resultiert die angegebene Darstellbarkeit von Z als
Elementarfunktion. Umgekehrt ist jede Elementarfunktion Z aus F-Mengen trivia-
lerweise F-messbar.

0J

Ist § C F Teil-o-Algebra von F, so spricht man aufgrund von Lemma 1.9, Teil b) bei F
auch von einer Verfeinerung von §. Die Atome von F sind gegeniiber denen von G entweder
gleich geblieben oder haben sich geteilt. Also ist die Menge der Atome von F ,feiner”, als
die von §G.

1.10 Lemma: Sei (2, F,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Sei § C F eine Teil-
o-Algebra von & und seien Ay, ..., A,, die Atome von F, sowie By, ..., B, die Atome von
G. Dann gilt

> PBjlA) =1, k=1,....m.

B;jCAg

Beweis: Nach Lemma 1.9, Teil b) existiert zu jedem Bj;, j = 1,...,n ein A, k =
1,...,mmit B; C A; und jede Menge A, enthélt wenigstens eine Menge B;, da |-, Ay =
Uj—, Bj = Q. Daher gilt fir k=1,...,m

P(B; N Ay) BJ§AkP<Bj)
2 P = ) TR = T ey

ngAk ngAk

1.2.3 Diskreter bedingter Erwartungswert

An dieser Stelle wird der bedingte Erwartungswert im Gegensatz zu der sonst in der Lite-
ratur iiblichen Vorgehensweise (vgl. z.B. |3] oder [16]) in einer diskreten Version vorgestellt,
als Spezialfall des allgemeinen bedingten Erwartungswertes. Bei der Herleitung wird vollig
auf den Umgang mit allgemeinen bedingten Erwartungswerten und insbesondere die Ver-
wendung von Integralen verzichtet. In &hnlicher Form sind die folgenden Aussagen auch in
[24] zu finden.

1.11 Definition: Seien (2, F, P) ein minimaler endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, § C F
eine Teil-o-Algebra von &, Ay, ..., A,, die Atome von § und Z : () — R eine Zufallsva-
riable. Dann heifst die Funktion

" B(Z 14,

E(Z|9):Q —R, E(Z|9):w|—>zwj))1,4j(w)
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diskreter bedingter Erwartungswert von Z unter der o-Algebra G.

1.12 Lemma: Der bedingte Erwartungswert E(Z | G) ist eine §-messbare Zufallsvariable.

Beweis: Die Messbarkeit folgt sofort aus Lemma 1.9, Teil e), da E(Z | §) = > a;14,, mit
j=1

P(4;) -

g

Oéj:

1.13 Lemma: Seien H C G C F Teil-o-Algebren von G bzw. F und Y, Z reellwertige
Zufallsvariablen und o € R. Dann besitzt der bedingte Erwartungswert folgende Figen-
schaften:

a) EY+Z|9)=EY|9+EZ|9)

b) E(aZ|G) =aE(Z]9)

c) Y<Z = EY|9) <E(Z]|9)

d) [E(Z]9)] <E(1Z] |9)

e) E(Z|9) = E(Z), falls Z und G stochastisch unabhéngig sind
f) B(Z [{9,2}) = E(2)

g) E(E(Z]9)|H) = E(Z|H)

(
(
(
h) E(E(Z]9)) = E(Z)
i) E(Z|G) = Z, falls Z messbar beziiglich § ist
(

J) E(Z[B()) =

Beweis: Seien Ay, ..., A,, die Atome von G.

E(Y+Z E(Y - (Z
a) B(Y +Z|G) = EW% ]g%uﬁzﬂl@:]ﬂ(yww
E(Z]9).

m

b) E(aZ]9) = 3 ﬁ;Alh—agj¥;%hh—amzm>

m m

C)Y<Z:>E<Y)<E():>Z YlA)lAk<ZE(Z1Ak)

14, = EY|9) <E(Z]|9).

m

ZEwmkMVJMZH%

Hmmngzmzw
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e) Sind Z und § stochastisch unabhéngig, dann sind auch Z und 14, fiir j =1,...,m
stochastisch unabhéngig, da die von 14, erzeugte o-Algebra eine Teil-o-Algebra von
G ist. Damit folgt

" B(Z1,)

E(Z|S) = ZP’(T)lej = E(Z)Z i({: )

J

— E(Z).

J=1
f) Folgt unmittelbar aus Teil e), da Z und {¢, Q} stochastisch unabhéngig sind.

g) Seien By,..., B, die Atome von H. Nach Lemma 1.9, Teil b) zerféllt jedes Atom
By, vollstéindig in bestimmte Atome Aj, so dass 14,-1p, = 14, falls j € J;, =
{7e{l,...,m}|A; € By } und 14, -1p, = 0, sonst. Damit folgt

E(Z-14,)
P(A;)
E(Z-14) -~ E(14,-15,)
P(4;) & P(B) ™
" E(1y,-1p,)E(Z-14)

- ZZ P(]Bk) P(Aj)J 1Bk

k=1 j=1

EEZ[9)]3) =

. t
Ms/—\

E(14, | H)

Jj=1

NE

J=1

3

- E(14,)E(Z-14))

=D ) P(B) P(Aj)j 15,

k=1 jeJi,

h) Folgt unmittelbar aus Teil ) und g), mit
BE(E(Z]9)) = EE(Z]9)[{¢,0}) = E(Z [{¢,Q}) = E(2).

i) Ist die Zufallsvariable Z messbar beziiglich G, so besitzt sie nach Lemma 1.9, Teil e)
eine Darstellung der Form 7 = Z;”:l ajla;, ai,...,an, € R Damit folgt

E(Z|G) = E(Zaj1,4j|9>:ZajE(lAj|9):Z%Z A, Ak N
j=1 j=1 j=1 k=1
= ia-E(1A7)1 -
TP(4;) Y
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j) Folgt unmittelbar aus Teil i), da jedes Z messbar beziiglich der Potenzmenge 3(2)
ist.

k) Ist die Zufallsvariable Y messbar beziiglich G, so besitzt sie wieder nach Lemma 1.9,
Teil e) eine Darstellung der Form Y = Z;n:l ajla;, ai,...,a, € R. Damit folgt

- “ " E(14.7 1
E(VZ1S) = BQ_oilaZ]9) = Z% (14,2]9) = Z%Z%uk
j=1 -

j=1 k=1
“~E(14,2) K E(14,2) B
= JZ1 p(Aj)‘(ozlej)—jzl—P(Aj) 1y, (;O‘klAk> —YE(Z]|9).

0J

1.14 Bemerkung: FEine Definition des allgemeinen bedingten Erwartungswertes lautet
folgendermafsen: sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum, § Teil-o-Algebra von
JF, dann heikt jede G-messbare Zufallsvariable Y bedingter Erwartungswert von X unter der
o-Algebra G, fir die gilt: [, Y dP = [, X dP, fiir alle B € G (vgl. [3], section 34). Dass der
diskrete bedingte Erwartungswert aus Definition 1.11 nur ein Spezialfall des allgemeinen

bedingten Erwartungswertes ist, sei hier kurz nachgerechnet. Sei der zugrunde liegende
Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) endlich. Dann ist E(Z|G) = > 7", %1 2, konstant
J

auf den Atomen von G, also G-messbar. Aufserdem gilt fiir alle B € §

[Ezi9)ar - ZZ e (s PO
- ZZ P (s P
_ ZBZ T P
= AXC:B/Z 14,dP
= / Z 14, dP
= /ZdP.

Da der allgemeine bedingte Erwartungswert P-f.s. eindeutig bestimmt ist, ist der diskrete
bedingte Erwartungswert als Spezialfall sogar eindeutig bestimmt.



18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DISKRETER MARKTMODELLE

1.2.4 Martingale

Fiir das Gebiet der Vollstédndigkeit von Markten und das eng damit zusammenhéngende
Thema der Arbitrage, die im Verlauf dieses Kapitels erklirt werden, ist der Begriff des
Martingals von wesentlicher Bedeutung. Urspriinglich stammt er aus der Reiterei, wo er
ein Teil des Zaumzeuges eines Pferdes darstellt, einen Hilfsziigel, der das unkontrollier-
te Hochwerfen des Pferdekopfes verhindern soll. Der Zusammenhang zum gleichlautenden
Begriff in der Mathematik konnte dahingehend verstanden werden, dass eine Folge von Zu-
fallsvariablen, die ein Martingal bildet, sich auf eine bestimmte Weise kontrolliert verhalt.
Die folgenden Aussagen iiber Martingale stammen zum Teil aus [4] und [10].

1.15 Definition: Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum.
FEine Folge F = {F, },—o....7 von o-Algebren heifst Filtration, wenn sie beziiglich Inklusion

.....

1.16 Definition: Sei ¥ = {F,,},.—o
wertiger Zufallsvariablen auf (€, P).

r eine Folge reell-

----------

77777
,,,,,

-----

-----

Martingal, wenn die Folge jeder Komponente {X7},_o 7, fir j = 0,...,d ein
Martingal ist.

Um die Martingaleigenschaft einer Folge {X,,},—o_ . r von Zufallsvariablen nachzuweisen,
wird statt der Bedingung E(X,.1|F,) = X, auch hiufig die dquivalente Bedingung
E(X,+1 — X, | F,) = 0 nachgerechnet.

1.17 Lemma: Sei {X,},—o.. 1 ein Martingal, dann gilt fiir m < n:

,,,,,

E(X,|Fn) = X,

und insbesondere E(X,,) = X,.
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Beweis: Fiir m < n gilt nach Lemma 1.13 Teil g):
E(Xn | f7'~m) - E(E(Xn | fme) | ffm) = E(Xm+1 | gjm) = Xm,
insbesondere E(X,,) = E(X,, | F) = X. O

1.18 Lemma: Die Familie {M, },—o
beztiglich der Filtration {F, },—o....
fiirn=1,...,T. Dann ist auch die durch

----------

H()MO , nh = 0
=1

1=

X, =

definierte Familie ein Martingal beziiglich der Filtration {F,}n—o, .
{H,}n-o. 1 induzierte Martingal-Transformation von {M, },—o

'''''

-----

7777

n=1,...,T. Dann ist auch die durch

<HQ,M0> , n = 0

Xn =19 x,+ S(H;, AM;), n=1,...,T
=1

.....

Beweis: X, ist wieder als Produkt und Summe F,-messbarer Funktionen auch F,-
messbar, also ist {X,, },—o .. r der Filtration F,, adaptiert. Aukerdem gilt fiir n =0,...,T—
1:

-----

E(Xn+1 - X, | EFn) = E(<Hn+1> (Mn—l-l - Mn)> ’ gﬂ)

d
= D E(H(M]yy — M)| )
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T Ist genau dann

..........

T
E (Z HnAMn> =0
n=1

Beweis: Sei {X, }{o<n<r} die durch {H,}<n<ry induzierte Martingal-Transformation
nach Lemma 1.185. Dann gilt

E (ZT: HnAMn> = E(Xr — Xo) = E(X7) — E(X,) =0,

nach Lemma 1.17, und die eine Richtung ist bewiesen.

Sei nun fiir 0 < m < T — 1 und beliebiges F,,-messbares B C (2 folgende Handelsstrategie

definiert:
H, = 0, n#Fm+1 '
1, n=m+1
H, ist F,,_i;-messbar fir n = 1,...,T, also vorhersagbar. Weiterhin ist:

E(1p- (M — My,)) = B(Hpi i AM,, ) = (Z H,AM, )

nach Voraussetzung, es gilt also E(1p-M,,+1) = E(1p - M,,) fir m = 0,...,7 — 1. Da
B € F,, beliebig gewéhlt war, gilt insbesondere fiir alle Atome A € F,,, firm =0,...,T—1:

E(Mm+1|3rm) = ;% = ;wlfl = E(Mm|3rm) = Mp,.
]

1.21 Korollar: Eine der Filtration {F,}n,—o. . r adaptierte Familie {M,}n—o 1, M, =
(MP, ..., M%) ist genau dann ein Vektor-Martingal, wenn fiir jede Vorhersagbare Familie
{Hn}nzo 77777 r mit H, = (H?, ... HY) gilt:

E (i(Hn,AMn>> = 0.

n=1

-----

Beweis: Nach Satz 1.20 gilt:

E (i(Hn,AM ) <ZZH’AMJ> ZE (Z H5AM,{> =0.

n=1 n=1 j=0 n=1

Fiir die andere Richtung ist zu zeigen, dass jede Komponente M7, j = 0,...,d ein Mar-
tingal ist. Dies tut der zweite Teil des Beweises von Satz 1.20 fiir M = M7 wortlich. O
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1.3 Hilfssatze der linearen Algebra

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten im Folgenden bendétigten Hilfsmittel der li-
nearen Algebra und Analysis vorgestellt und bewiesen. Hierzu gehoren der Satz von der
trennenden Hyperebene und eine Version von Farkas’ Lemma. Die folgenden beiden Satze
mit Beweisen stammen aus [24].

1.22 Satz: Sei X C R" eine abgeschlossene, konvexe Menge mit 0 ¢ X. Dann existiert
ein xo € X mit
(zo,2) > ||zo* >0, VaeX,

Beweis: Sei r > 0 und X, = {z € X| ||z|| < r}. X, ist offenbar eine nichtleere,
kompakte, konvexe Menge. Da die euklidische Norm ||-|| als stetige Funktion auf X, dort
auch ihr Minimum annimmt, existiert ein zo € X, so dass ||| < ||z||, fur alle z € X,
und daher auch fiir alle z € X. Aufgrund der Konvexitiat von X gilt fiir beliebiges © € X
und A € [0,1] auch zo + AM(z — zg) € X, so dass insgesamt folgt:

lzol* < llzo + Mz = @o) || = llolI” + 2X(wo, & — o) + A* ||z — o[
Fir A € (0,1] und = € X folgt damit
0 < 2(x0, & — m0) + A |z — xo|”
und fiir A — 0 schliefslich
0 < (0,2 — x0) = (0, ) — |0
Damit gilt (o, x) > ||zo||, fiir alle 2 € X. O

1.23 Satz: (Satz von der trennenden Hyperebene) Es seien Y eine kompakte, kon-
vexe Teilmenge des R™ und V' ein Untervektorraum des R", aufserdem sei Y NV = ¢. Dann
existiert ein xy € R™ mit
(xg,v) = 0, YveV
und (zo,y) > |zol®, VyeY.

Beweis: Es sei
X =Y+V={y+v|lyeY, veV}

X ist konvex, da fir x1,zo € X mit 1 = y; + vy und x5 = Yo + V2, Y1, Y2 € Y, v1,09 € V
und A € [0,1] gilt

1+ Mz —21) =1+ AMy2 —y1) +v1 + A(vg —v1) € X,

da Y konvex und V' Vektorraum ist. Weiterhin ist X abgeschlossen: sei (y;+v;)jeny € Y +V
eine Folge mit Grenzwert x € R™. Aufgrund der Abgeschlossenheit von Y existiert eine
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konvergente Teilfolge (y;, )ken € Y mit Grenzwert y € Y. Dann gilt klim v, =x—y.DaV

abgeschlossen ist, muss der Grenzwert x — y der Folge (vj, )yey € V auch in V' liegen, so
dass gilt x = y+ (z —y) € Y +V, was die Abgeschlossenheit von X begriindet. Schliefslich
ist auch 0 ¢ X, sonst wire wegen 0 =y +v < y=—vauch Y NV # ¢.

Aufgrund von Satz 1.22 existiert dann ein Vektor xy € X, so dass
(w0, ) > ||woll”,

fir alle x € X und insbesondere fiir alle z € Y. Das beweist den ersten Teil des Satzes.

Mit diesem ersten Teil ergibt sich nun wegen der Vektorraumeigenschaft von V'
lzoll* < (o, y + o),

was aquivalent ist zu
||.§C0l|2 - )\<x07 U> S <I‘0, y>7

fir alle y € Y, v € V und A € R. Dies erzeugt fiir (xp,v) # 0 mit A < —% einen

Widerspruch, also muss gelten (xg,v) = 0, fiir alle v € V. O

1.24 Definition: Eine Menge M heiist Kegel, wenn Ax € M, fiir alle xt € M und X > 0.

Das folgende Lemma stammt mit Beweis aus [24].

1.25 Lemma: (Farkas’ Lemma) Sei A eine m x n-Matrix und b € R™. Das lineare
Gleichungssystem Ax = b hat genau dann eine nichtnegative Lésung (d.h. eine Lésung
x >0), wenn fiir alle y € R™ gilt:

(Az,y) >0, Vz € R} == (b,y) > 0.

Beweis: Besitzt Az = b eine nichtnegative Losung xy € R, so gilt fiir alle y € R™ mit

(Az,y) > 0, fiir alle x € R7}
(b,y) = (Azo,y) > 0.

Fiir den umgekehrten Schluss besitze Ax = b keine nichtnegative Losung xg € R™. Dann
ist b nicht in der Menge {Ax |z € R} enthalten und somit 0 ¢ K := {Azx —b|z € R} }.
Weiterhin ist K wegen

Ay — b+ t((Azy — b) — (Azy — b)) = A1 + t(z2 — 71)) —b € K,

fiir Az, —b, Azy—b € K und t € [0,1] konvex und als Bild der abgeschlossenen Menge R’}
unter der stetigen Abbildung Ax — b auch abgeschlossen.

Daher existiert nach Satz 1.22 ein yy € K, so dass

<y7y0> Z Hy0”2 > 07
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fiir alle y € K oder anders ausgedriickt
<A£L‘ - ba y0> > Oa
fir alle x € R, was dquivalent ist zu

<A$,y0> > <b7 y0>7

fir alle x € R%, so dass mit # = 0 insbesondere (b,7,) < 0 folgt. Andererseits folgt aber
fir x € R} mit A > 0 auch Az € R’, und damit

MAz, yo) = (A(Ax), yo) > (b, %),
fir alle x € R? und A > 0. Daraus ergibt sich

<b7 yO)
N

<A'T7 y0> >

und fiir A — oo folgt dann (Axz,ye) > 0, fiir alle z € R’}. Das beweist die Existenz eines
yo € R™ mit (Az,yo) > 0, fiir alle z € R”}, aber (b, yy) < 0, falls keine positive Lsung von
Ax = b existiert. O
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1.4 Modellierung eines diskreten Finanzmarktes

In diesem Abschnitt wird ein mathematisches Modell eines diskreten Finanzmarktes vor-
gestellt. Dieses Modell bildet die Grundlage, auf der alle weiteren Fragestellungen dieser
Arbeit behandelt werden. Derartige Modelle besprechen auch [10] und [30].

1.4.1 Der Markt

Unter einem Finanzmarkt soll ein Ort verstanden werden, an dem beliebige, handelbare
Finanzgiiter an festgelegten Zeitpunkten (sog. Handelszeitpunkten) zu festgelegten Prei-
sen gehandelt werden diirfen. Wenn im nachfolgenden Text von Finanzgiitern die Rede
ist, sind damit meist Wertpapiere und Finanzkontrakte, wie z.B. aus Wertpapieren ab-
geleitete Rechte gemeint. Das Modell und die Theorie sind jedoch bewusst so allgemein
gehalten, dass sie auch auf andere Giiter angewendet werden konnen. Die grundlegenden
Voraussetzungen an das Modell sind folgende:

e Der Markt besitze endlich viele Handelszeitpunkte (im Weiteren mit ,Zeitpunkte”
abgekiirzt) n =0,...,T € N, an denen Finanzgiiter gehandelt werden diirfen.

e Es werden endlich viele Finanzgiiter (im Weiteren mit ,Giiter” abgekiirzt) j =
0,...,d € N gehandelt.

e Jedes Gut im Markt soll zu jedem Zeitpunkt einen Preis besitzen, der eindeutig
bestimmt ist, sofern der Zeitpunkt eingetreten ist, jedoch nicht notwendig schon
vorher. Der Preis eines Gutes j € {0,...,d} zum Zeitpunkt n € {0,...,T} ldsst sich
modellieren durch eine nichtnegative, reellwertige Zufallsvariable S7 (die Bezeichnung
S ist eine Abkiirzung fiir ,Stock”, engl. fiir Aktie) auf einem geeigneten zugrunde
liegenden Wahrscheinlichkeitsraum 2. Wohlgemerkt stellt j hier keine Potenz dar,
sondern lediglich einen hochgestellten Index zur kiirzeren Schreibweise.

e Dem Markt liegt ein minimaler endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ({2, P), Q =
{wi,...,wn} zugrunde. Der Grundraum stellt die m moglichen Zustédnde dar, in
denen sich der Markt, d.h. die Preise jedes Gutes, zu jedem Zeitpunkt n € {0,...,T}
befinden kann. Das Wahrscheinlichkeitsmafs gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit
diese Zustéande eintreten konnen. Die Minimalitat des dem Markt zugrunde liegenden
Wahrscheinlichkeitsraums stellt sicher, dass der Markt keine Zustdnde enthalt, die
niemals angenommen werden konnen.

o [st bekannt, welcher Zustand w € € in einem Markt eintritt, so sind die Preise jedes
Gutes zu jedem Zeitpunkt bekannt. Da fiir die Preise von Giitern gefordert wur-
de, dass ihre gegenwértigen, nicht notwendig jedoch ihre zukiinftigen Preise bekannt
sind, sei zu jedem Zeitpunkt n < T noch nicht der eingetretene Zustand w € ()
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bekannt, sondern nur ein Ereignis A™ C ) mit w € A" (wobei n ebenfalls einen
hochgestellten Index und keine Potenz darstellt). Zusétzlich wird gefordert, dass die
Information iiber den zum Zeitpunkt n = T eintretenden Zustand w € €2 mit fort-
schreitender Zeit zunimmt. Dies geschieht dadurch, dass die Ereignisse A" C 2 mit
fortschreitender Zeit immer weniger Elemente enthalten, d.h. dass gilt A" C A"~
flirn =1,...,T. Modelliert wird die Information und ihr Verhalten durch eine Fil-
tration F = {Fo,...,Fr} mit F, = o(A,), wobei A, die Menge aller Ereignisse
A™ ist, die einen Marktzustand zum Zeitpunkt n € {0, ..., T} reprisentieren. A,, sei
sinnvollerweise eine disjunkte Zerlegung von €2 und daher ein Atomsystem von F,,
d.h. die Zustande eines Marktes zum Zeitpunkt n € {0,...,T} werden durch die
Atome der o-Algebra F,, dargestellt. Nach Lemma 1.9, Teil b) existiert die geforderte
Zerlegbarkeit der Atome immer. Die Preise S? jedes Gutes j = 0,...,d im Markt
seien F,,-messbar, n = 0,...,7T. Damit ist die Forderung erfiillt, dass fiir jedes Gut
7 =0,...,d die Preise in jedem Zeitpunkt eindeutig bestimmt sind, sofern der Zeit-
punkt eingetreten ist, jedoch nicht notwendig schon vorher, denn S? ist auf dem zum
Zeitpunkt n € {0,...,T} bekannten Ereignis A" € F,, konstant. Offenbar gilt dann
Fr = P(Q), auberdem sei festgelegt, dass Fy = {@, 2}, d.h. zum Anfangszeitpunkt
n = 0 ist der Markt deterministisch.

S (0) 51 (w) 83 (0) -5} (w)
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S(‘)(U‘Jl) Sll(wl) Sé(wl) Ssl(wl) 2 3 2
Z So (W) 8 (w, )53 (W) -5 (w, @ Sh\w‘D Sy (W) [ 87 (w)) |85 (W)
3 - :
§ 1 S0 S| S| St 8
A R R So ()| S2(w,)| 3 ()
g ;
E || 85(@)] S (w,)] 85(w,) 81 (wy) [P SN P
2 Sy (Wy) [ 85 (wy)] S5 (wy)
I
TS5y 50wy [ S5 (wy) |88 (wy) |° . , ,
:: Sy (W) [ S5 (W) | S5 (w,)
8000|800, | S0y S0 ) [% -

Sy (Ws) |57 (Ws) | S5 (ws)
E.
o |0 (ws)] 8 (w5) |8 (ws) |82 (wy) P
ﬁ v N e R B Filtration {Q,0} =5,C 5, C 5, C 5, =9 (Q) mit
(941
5 = o({ {w,w, },{w;,w,,ws} }) und
Handelszeitpunkte: n=0,....7 mit 7=23 5, = o ({ {w, }{w, }, {w;,w, } {ws} D)

Abbildung 1.4: Links: Dreidimensionale Darstellung der Preise eines Marktes als Wiirfel.
Rechts: Visualisierung der Filtration anhand eines einzelnen Finanzgutes

Die Preise aller im Markt handelbaren Giiter konnen durch einen Wiirfel veranschaulicht
werden, wie in Abbildung 1.4. Die Spalten des Wiirfels entlang der horizontalen Achse
stellen die zeitliche Entwicklung des Preises dar, die Spalten entlang der in den Raum hinein
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verlaufenden Achse bilden die verschiedenen Finanzgiiter, die im Markt gehandelt werden.
Die Zeilen des Wiirfels entlang der vertikalen Achse stellen die verschiedenen Zusténde dar,
die der Markt annehmen kann. Die rechte Seite der Abbildung stellt die Preismatrix eines
der Giiter des Marktes dar und zeigt, wie die Information {iber das Marktgeschehen mit
jedem Zeitpunkt wichst. Dabei beschreiben die farblich zusammenhéngenden Bereiche in
jeder Spalte die Zustdnde, in denen sich der Markt zum jeweiligen Zeitpunkt befinden kann.
Daraus lassen sich unmittelbar die Atome der zugehorigen o-Algebra ablesen, die unterhalb
der Matrix angegeben sind. Schrinkt man die Preisabbildung S? auf die Atome aus A,
ein, so kann jedes Gut auch in Form eines Baumes dargestellt werden, wie Abbildung 1.5
zeigt.

S%‘{wl} ] S%“<wl)

Sﬂ{whwg} <

Sl [ Sr(ws)

Sols | S (ws)
/ S%‘{w3,w4} < Sj ( )
- T\W4
S{‘{wg,w4,w5} \
S;\{w5} 7 S%(%)
n=>0 n=1 n=2 n=T=3

Abbildung 1.5: Darstellung der Preise eines Gutes in Form eines Baumes

Der Begriff ,Information” ist somit zu verstehen als eine Kenntnis iiber die bisherige Ent-
wicklung, die das Marktgeschehen bereits genommen hat. Je mehr Handelszeitpunkte ver-
strichen sind, desto feiner ist die Untergliederung des Marktes in eintretbare Ereignisse, und
desto eher kann bei Kenntnis des eingetretenen Ereignisses der mogliche Endzustand des
Marktes zum Zeitpunkt n = T eingeschrankt werden. In diesem Zusammenhang wird auch
davon gesprochen, dass zum Zeitpunkt 0 ,keine” Information und zum Handelszeitpunkt
T ,yolle” Information vorliegt.

Der Markt aus Abbildung 1.4 und 1.5 entspricht zwar den Anforderungen der Modellierung,
ist jedoch unter Umstédnden kein sinnvoller Markt. In einigen Zustédnden zum Zeitpunkt
n = 2 lasst sich schon vorhersagen, welcher Zustand im zukiinftigen Zeitpunkt n = 3
angenommen wird, weil die Atome der o-Algebra Fj3 sich dort gegeniiber den Atomen der
o-Algebra Fy nicht mehr veréndern. Wenn sich in diesen Zustdnden die Kurse im Zeitpunkt
n = 2 gegeniiber dem Zeitpunkt n = 3 &ndern, so ist durch geeigneten Kauf oder Verkauf
des Gutes zu den jeweiligen Zeitpunkten ein sicherer Gewinn moglich (siehe dafiir auch
Beispiel 1.40). Diese Moglichkeit wird durch die Modellierung nicht ausgeschlossen, ab dem
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Abschnitt 1.5 tut dies jedoch die Forderung der dort néher beschriebenen Arbitragefreiheit.

Es werden noch einige weitere Forderungen an einen Markt gestellt. Das Gut j = 0 soll in
jedem Markt ein monetéres Finanzgut, z.B. Spareinlagen oder einen Bond (festverzins-
liches Wertpapier) darstellen. Es hat einen anfinglichen Preis von S = 1, es ist risikolos,
d.h. SO ist Fo-messbar fiir allen € {0,..., T}, und es besitzt eine konstante Wachstumsrate
reR,dh. S?=rS% | firallen e {1,...,T} Somit ist SO = r". Im Weiteren bezeichnet
i :=r — 1 den Zinssatz, v := L den Diskontfaktor. Dann ist S} := v"SJ der auf den Zeit-
punkt 0 diskontierte Preis des Gutes j zum Zeitpunkt n. Dabei gilt 52 =o"r" =1 fiir alle
n € {0,...,T}. Giiter, die keine monetaren Giiter darstellen, d.h. deren Preise vom Zufall
abhéngen, werden auch als Risikogiiter bezeichnet.

In Mérkten mit nur einem Risikogut und dem monetédren Gut wird der hochgestellte Index
,1” beim Preis hiufig weggelassen. Anstelle von SY und S} ist dann nur vom Zinssatz ¢ und
dem Gut S, die Rede, wobei dann S,, = S} gemeint ist.

Auferdem wird gefordert, dass S £ 0, j =0,...,d, n=0,...,T — 1, d.h. kein Gut soll
vor Ende des letzten Handelszeitpunktes wertlos werden, da sonst kein verniinftiger Handel
mehr moglich ist.

Das dem Markt zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsmafs P kann je nach Quelle vollig
unterschiedlich zustande kommen. Es ist beispielsweise moglich, dass es aus historischen
Beobachtungen des Marktes entstanden ist. Genau so konnte es aber auch aus Marktana-
lysen berechnet worden sein oder die personliche Einschétzung eines einzelnen Héndlers
darstellen. Im Weiteren wird sich zeigen, dass die Kenntnis des zugrunde liegenden Wahr-
scheinlichkeitsmafses aufgrund des Fundamentalsatzes der Optionspreistheorie 1.48 fiir die
Bewertung von Claims nur von geringer Bedeutung ist. Daher wird oft auf die Angabe der
konkreten Verteilung P verzichtet.

Damit sind nun die wesentlichen Aspekte der diskreten Modellierung von Finanzméarkten
beschrieben. Zum besseren Umgang mit Finanzmarkten werden einige weitere Bezeichnun-
gen eingefiihrt.

1.26 Definition: Die Anderung des Preises eines Finanzgutes vom Zeitpunkt n — 1 auf
den Zeitpunkt n fiir n € {1,...,T} sei gegeben durch die Zufallsvariable o : QO — R
j € {0,...,d}, so dass Si(wy) = (1 + o (w))S?_,(wy) fiir alle k € {1,...,m} und sei
bezeichnet mit dem Begriff Volatilitat.

Die Zufallsvariable o7 ist offensichtlich J,-messbar. Der Wert 1 + o7 wird auch als Ande-
rungsrate des Preises bezeichnet. Es gilt auferdem o2 = r™, fiir n € {0,...,T}.

1.27 Definition: Die Zeitspanne von einem Zeitpunkt n bis zum néchsten Zeitpunkt n+1,
tiirn =0,...,T —1 wird Periode genannt. Der Teil eines Marktes, der den Ubergang von
einem Zustand A" € A,, zum Zeitpunkt n € {0,...,T — 1} in die von A™ aus erreichbaren
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Zustinde A" € A1, A" C A™ darstellt, heift Ast (ausgehend von A™). Die Zu-
stinde A", in die A™ zerfillt, heifen Verzweigungen oder Stufen. Diese Begriffsbildung
resultiert aus der Baumdarstellung eines Marktes, wie in Abbildung 1.5.

Jeder Ast eines Marktes stellt prinzipiell einen eigenen einperiodigen Markt, wie z.B. in
Abbildung 1.6 abgebildet dar. Konsequenzen dieser Tatsache werden in Kapitel 2 nédher
betrachtet. Eine spezielle Art von Markten soll noch gesondert ausgezeichnet werden.

1.28 Definition: Ein Markt mit T Perioden, bei dem von jedem Zustand eines Zeitpunk-
tesn € {0,...,T — 1} aus jeweils genau m Zustande im néchsten Zeitpunkt n + 1 erreicht
werden konnen, heifit m-Stufen- T'-Perioden-Markt. Sind alle Zusténde in jedem Zeit-
punkt voneinander verschieden, so besitzt der Markt in jedem Zeitpunkt n € {0,...,T}
genau m" verschiedene Zusténde.

1.29 Beispiel: Abbildung 1.6 stellt einen Zwei-Stufen-FEin-Perioden-Markt dar. Es ist T' =
L, Q= {w,we} und F = {{g, 2}, B(Q)}. Er stellt den einfachsten sinnvollen Markt dar,
den es gibt. Trotzdem kénnen in diesem Markt bereits viele finanzmathematische Prinzipien
wiedergefunden werden, und er wird im Folgenden noch haufiger verwendet werden.

ST (wl)
% <
ST (wg)

n=>~0 n=1

Abbildung 1.6: Finanzgut im Zwei-Stufen-Ein-Perioden-Markt

1.30 Beispiel: Abbildung 1.7 stellt einen Drei-Stufen-Zwei-Perioden-Markt dar. Es ist
T = 27 Q= {wl>"'7w9}; Al = {wl7w2aw3}; AQ = {W47W5,W6}7 A3 = {W7,W8,W9} und
F ={Fo,F1,Fo} mit Fy = {p, Q}, Fi = 0(Ay, A, A3) und Fo = P(Q2). Die Mengen Ay, A,
und Az sind die Atome der o-Algebra ¥y, daher ist S, auf diesen Mengen konstant.

n=>0 So
n=1 Sil 4, Sl 4, Sl 4,

=

n=2 |Sr(wi)||Sr(ws)||Sr(ws) St(wa)| [Sr(ws) | | ST(ws) St(wr)| [Sr(ws) || Sr(wy)

Abbildung 1.7: Finanzgut im Drei-Stufen-Zwei-Perioden-Markt
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1.31 Beispiel: (Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell) Abbildung 1.8 stellt eine Spezi-
alform eines Zwei-Stufen-T-Perioden-Marktes mit dem monetaren und einem Risikogut
dar. Im Gegensatz zum allgemeinen Zwei-Stufen-T-Perioden-Markt gleichen sich in diesem
Modell die Auf- und Abwiérts-Volatilitdten in jedem Zustand jedes Astes, ebenso wie die
dem Modell zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeiten fiir die Aufwérts- und die Abwérts-
bewegung des Preises. Daraus ergibt sich ein Binomialbaum als Marktmodell, das erstmals
von J. C. Cox, A. Ross und M. Rubinstein (1979) eingefiihrt wurde (siehe [6]) und nach
ihnen benannt ist. In diesem Modell sind dann mit dem Anfangspreis Sy des Gutes und
den beiden Volatilitéiten alle Preise eindeutig bestimmt.

53+++
S5+ >
St
» 3
S() 557
1-p ng"
5 s
Sy

" 5o

Abbildung 1.8: Zwei-Stufen-T-Perioden-Markt: Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Der dem Cox-Ross-Rubinstein zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum kann zum Bei-
spiel modelliert werden, indem Q = {0,1}" und die Filtration ¥ = {F,},—o...
Fn =0(A,) und A, = { X _{s.} x{0,1}77"|j, € {0,1}, v = 0,...,n} gewdhlt wird.
Dabei gilt ngoBu = ¢ =:{0,1}" und ¢ x B := B, fiir beliebige Mengen B, By, ..., B,.
Das System A,, ist dann gerade das Atomsystem von F,. Das zugrunde liegende Wahr-
scheinlichkeitsmafs ist eine B(T),p)-Verteilung, wobei P({w}) = (:)pk(l —p)TFk, falls w
genau k Einsen und T' — k Nullen enthélt. Die Gleichheit der Aufwiértsvolatilitédten in je-
dem Ast in jedem Zustand bedeutet, dass o, (w) fiir alle w € {0,1}" x {1} x {0,1}7—"
und fiir alle n € {1,...,T} identisch sind, und daher einheitlich mit ot bezeichnet wer-
den kénnen. Analog dazu bedeutet die Gleichheit der Abwiértsvolatilitdten jedes Astes,
dass o, (w) fiir alle w € {0,1}""! x {0} x {0,1}T~" und fiir alle n € {1,...,T} identisch
sind, und daher mit 0~ bezeichnet werden kénnen. Der Markt kann als eine Kopplung
von Bernoulli-Experimenten aufgefasst werden, bei denen ein Preisanstieg in einem Ast
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(gekennzeichnet durch das Teilereignis 1) mit Wahrscheinlichkeit p und ein Preisverfall in
einem Ast (gekennzeichnet durch das Teilereignis 0) mit Wahrscheinlichkeit 1 — p eintritt.
Dementsprechend kénnen die Kurse so bezeichnet werden, dass gilt

k-mal n—k-mal

R SEHM=R)= . — (1 4 o (1 + 07 )" %S,

n

Néher besprochen wird dieses Modell zum Beispiel in [30], Kapitel 5 oder [7], Kapitel 2.3.

1.4.2 Der Handler

Der Héandler greift in das Marktgeschehen ein, indem er mittels einer Handelsstrategie Gii-
ter zu den je nach Zeitpunkt giiltigen Preisen kauft und verkauft. Dabei wird grundséatzlich
davon ausgegangen, dass der Markt durch das Eingreifen des Héandlers nicht veréndert
wird.

Bei einer Handelsstrategie handelt es sich um eine reellwertige Zufallsvariable ¢/ auf
Q, die fiir jedes Gut j € {0,...,d} abhéngig vom Zeitpunkt n € {0,...,T} angibt, wie
viele Anteile des Gutes sich im Besitz des Héndlers befinden. Ein positiver Besitz bedeutet
dabei, dass der Héndler zuvor Giiter erworben hat, ein negativer, dass er sie jemandem
verkauft hat. Dabei wird davon ausgegangen, dass beides ohne Einschriankung moglich ist.
Ebenso ist jede beliebige Stiickelung der Giiter erlaubt, d.h. jedes Gut ist beliebig teilbar.

Die Handelsstrategie ist also wie der Preis eines Gutes ein Wiirfel, allerdings sind die
Handelsstrategien der einzelnen Giiter im Gegensatz zum Preis nicht nur der dem Markt
zugrunde liegenden Filtration F adaptiert, sondern auch vorhersagbar. Da eine Handels-
strategie zum Zeitpunkt n € {1,...,T} bereits den Besitz des Héndlers angibt, wurde
sie also spatestens zum Zeitpunkt n — 1 festgelegt und soll somit JF,,_;-messbar sein. Die
Teilstrategie ¢ ist Fy-messbar und legt fest, welchen Besitz der Handler in den Markt
mitbringt.

Die Menge aller moglichen Handelsstrategien wird mit ® bezeichnet und ist, wenn keine
weiteren Einschrinkungen getroffen werden, gleich der Menge aller vorhersagbaren Fa-
milien ¢ = (¢o,...,¢r) mit ¢, = (¢%,...,¢%), n = 0,...,T, wobei ¢/ : Q — R fiir
n=20,...,7T, 7 =0,...,d Zufallsvariablen sind, die aufgrund der Vorhersagbarkeit &, -
messbar sind, firn=1,...,T.

Der gesamte Besitz aller Handelsgiiter eines Héndlers zu jedem Zeitpunkt n € {1,...,7}
wird Portfolio genannt. Der Wert dieses Portfolios wird mit V,, bezeichnet und kann mit
Hilfe des euklidischen Skalarprodukts berechnet werden durch

d
Vn(‘b) = <¢m Sn> = Z(bfzSS?
k=0
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der diskontierte Wert durch

Vi(@) = 0"V (h) = (¢n, §n>

Es wird — sofern nicht anders vermerkt — stets davon ausgegangen, dass ein Handler bestrebt
ist, einen moglichst hohen Gewinn zu erzielen. Fiir n = 0,...,T seien die kumulativen
Gewinne oder Verluste eines Handlers mit G,,(¢), die diskontierten kumulativen Gewinne
oder Verluste mit G,,(¢) bezeichnet und berechnen sich durch

n n

Gn(¢) = Z<¢j7ASj>a én(gb) = Z<¢j;A§j>a TLZO,...,T,
Jj=1 j=1
wobei AS; :=5; —S;_1 und AS']- = S’j — S’j,l, fir y =1,...,d. Im Folgenden wird bei GG

und G zur Vereinfachung nur noch von Gewinnen gesprochen, womit sowohl Gewinne als
auch Verluste gemeint sein konnen.

Fiir einige der folgenden Betrachtungen ist es sinnvoll, die Menge der Handelsstrategien
einzuschranken. Es soll nicht moglich sein, Geld in den Markt hinein oder aus dem Markt
heraus fliefen zu lassen. Der Wert des Portfolios darf sich also nur #ndern durch die An-
derungen der Preise der Giiter von Zeitpunkt zu Zeitpunkt. Eine Handelsstrategie, die das
gewahrleistet, wird selbstfinanzierende Handelsstrategie genannt.

1.32 Definition: FEine Handelsstrategie ¢ € ® heifst selbstfinanzierend, wenn gilt:
(Dn, Sn) = (Pns1,Sn) fiir n=0,..., T —1.

Die Menge der selbstfinanzierenden Handelsstrategien wird mit ®, bezeichnet.

Das folgenden Aussagen dieses Abschnitts stammen grofstenteils aus [4], Kapitel 4.

1.33 Lemma: Seien AS, := S, — S,_; und AS,, := S, — S'n,l, fir y € 1,...,T. Dann
sind aquivalent:

a) ¢ ist selbstfinanzierend.

b) Viu(¢) = Vi1(¢) = (¢pn, AS,), n=1,...,T.
) Vi(¢) = Viir(9) = (60, AS,), n=0,...,T—1.
d) V() = Vo(8) + Gu(9), n=0,...,T.

e) Vi(¢) = Vo(@) + Gn(¢), n=0,...,T.
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Beweis: Zunéchst wird der Ringschluss a = b = d = a gefiihrt. Ganz analog lasst sich
a = ¢ = e = a zeigen, wenn iiberall V,,(¢) und S,, durch V,,(¢) und S, ersetzt werden.

a=0b:Esgiltfirn=0,...,T—1:
Vn(qb) - Vn—1(¢) = <¢n7 Sn) - <¢n—1a Sn—1> = <¢na Sn> - <¢n75n—1> - <¢n7ASn>

b=d: Esgilt firn=0...,T:

n

V(@) = Vo() + D _(Vi(8) = Verr(9)) = Vo(@) + Y (60, AS,) = Vi(8) + Gn(9)-

v=1

d=a:Esgilfirn=0,...., T —1:
n+1 n

Vairi(8) = Va(0) = Vo(0) + Y (60, AS,) = Vo(@) — Y (¢, AS,)

v=1
<¢n+17 AS’n—i—1>
<¢n+1> Sn+1> - <¢n+17 Sn>

— <¢n+17 Sn> = Vn(¢) + <¢n+1a Sn+1> — Vo (¢) = Vn(¢) = <¢nv Sn>
L]

1.34 Satz: In jeder beliebigen Handelsstrategie ¢ kann die Teilstrategie ¢° = (49, . .., ¢%)
in eindeutiger Weise so gewahlt werden, dass die daraus entstehende Handelsstrategie 1)
selbstfinanzierend ist mit V(1) = V(o).

Beweis: Die Handelsstrategie ¢ mit ¢) = @7, fiir j = 1,...,7 und

fir n = 0,...,7T leistet das Gewiinschte. Offensichtlich ist 1y = ¢o und damit V;(¢) =
Vo(¢), auferdem gilt:

(a) 1 ist selbstfinanzierend.
(b) ¥ ist vorhersagbar fiir n =0,...,T.
(c) ¥? ist eindeutig bestimmt fiir n =0,...,T.

Zu (a). Firn=1,...,T gilt:

d
Vo) = ¢n+> 9iS)
j=1
d
= Vo(9) + Gul0) = Vi) + 6% + > ¢15)
Jj=1
= Vo(9) + Gu(9)
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womit ¢ nach Lemma 1.33 Teil e) selbstfinanzierend ist.

Zu (b). Firn=1,...,T gilt

n n—1
U0 = Vot D (60, AS,) — (00, AS) + 60 = Vo + > (b0, AS,) — (b, Sucr) + 60
v=1 v=1

Y0 ist also als Funktion J,_;-messbarer Funktionen wieder F,_;-messbar und damit vor-
hersagbar.

Zu (c). Sei ¥ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, die den Bedingungen des Satzes
genligt, dann muss gelten:

Uh = V(@) = 2_vhSh = Vo(¥) + Ga(¥) = 3 615) = Vo(@) + Gu(9) = Va(@) + 4.

g

Satz 1.34 besagt, dass bei gleichem Ausgangsportfolio zum Zeitpunkt n = 0 statt mit
beliebigen Handelsstrategien auch ohne wesentliche Einschrankung immer mit selbstfinan-
zierenden Handelsstrategien gehandelt werden kann. Die Selbstfinanzierbarkeit kann schon
dadurch gewahrleistet werden, dass nur die monetidre Komponente der Handelsstrategie
abgedndert wird. Die Menge aller selbstfinanzierenden Handelsstrategien sei bezeichnet
mit ®,.

1.35 Lemma: Die Menge aller selbstfinanzierenden Handelsstrategien ® ist ein Unter-
vektorraum des RT>*4xm,

Beweis: Nach Bemerkung 1.2 kann ¢ € ®, aufgefasst werden als Element aus RT>4*™,
Offenbar ist ¢ = 0 eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Seien A € R und ¢, ¢’ € &,
zwei beliebige voneinander verschiedene selbstfinanzierende Handelsstrategien. Dann folgt
sofort ¢ + ¢ € RT*¥™ und \p € RT*™ denn es gilt fiir allen =0,...,T — 1:

<¢n+1 + ¢;+1> Sn) = <¢n+17 Sn> + <¢;1+17 Sn> = <¢n: Sn> + <¢;17 Sn> = <¢n + (b;w Sn>

und

(Ant1,Sn) = Mdnt1, Sn) = Mo, Sn) = (A, Sn)-
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1.5 Arbitrage und Vollstandigkeit

Ein zentrales Ziel der Finanzmarkttheorie ist die Bewertung von Giitern, deren Wert nicht
unmittelbar aus dem Gut selber hervorgeht. Insbesondere Finanzkontrakte, wie z.B. De-
rivate, besitzen diese Eigenschaft. In diesem Abschnitt werden grundsétzliche Schwierig-
keiten besprochen, die sich bei einer Bewertung von Derivaten ergeben. Dabei wird in
Beispielen gelegentlich auf eine spezielle Art von Derivaten, sog. européischen Optionen,
naher eingegangen. Da dieser Abschnitt allerdings nur die Grundlage fiir das zentrale The-
ma dieser Arbeit darstellt, wird auch nur die im Weiteren benotigte Theorie angefiihrt. Fiir
eine ausfiihrlichere Besprechung sei verwiesen auf [4], [12], [22], [24] oder [28], aus denen
ein grofser Teil der Aussagen dieses Abschnitts stammt. Eine ganz elementare Einfiihrung
gibt [1].

1.36 Definition: Ein Derivat bezeichnet ein Gut, dessen zukiinftiger Wert von ande-
ren Giitern, sog. Underlyings, abgeleitet wird. Gewcéhnlich liegt dieses Gut in Form eines
Finanzkontrakts vor, in dem die aus dem zukiinftigen Wert der Underlyings abgeleiteten
Pflichten oder Rechte festgelegt sind. In den meisten Féllen besitzt ein Derivat genau ein
Underlying.

Populére Beispiele fiir Derivate sind Optionen, sowie Futures und Forwards. Neben diesen
existieren inzwischen eine Menge weiterer zum Teil recht exotischer Derivate. Im Folgenden
werden ausschliefslich Derivate betrachtet, die genau ein Underlying besitzen.

1.37 Definition: Eine Option bezeichnet das Recht, eine bestimmte Menge eines zugrun-
de liegenden Gutes zu einem im voraus festgesetzten Preis, genannt Ausiibungspreis, zu
kaufen (in diesem Fall wird die Option als Call-Option oder auch einfach Call bezeichnet)
oder zu verkaufen (in diesem Fall wird die Option als Put-Option oder auch einfach Put
bezeichnet). Darf das Recht innerhalb einer bestimmten Frist ausgeiibt werden, spricht
man von einer amerikanischen Option; ist die Ausiibung des Rechts auf einen bestimmten
Zeitpunkt beschrénkt, liegt eine europiische Option vor. Der Zeitpunkt der Ausiibung
wird dann als Verfallstag bezeichnet. Der Besitzer einer Option wird auch Inhaber genannt;
die Person, die verpflichtet ist, die Option einzulosen, wird auch Stillhalter genannt.

Die Ausiibung der Option hiangt aus mathematischer Sicht lediglich davon ab, wie sich der
Preis des zugrunde liegenden Gutes entwickelt; im Fall einer Call-Option ist die Ausiibung
nur dann sinnvoll, wenn der Preis des zugrunde liegenden Gutes iiber dem vereinbarten
Ausiibungspreis liegt, so dass sich durch die entstehende Preisdifferenz ein Vorteil fiir den
Inhaber der Option ergibt. Liegt der Preis des zugrunde liegenden Gutes dagegen unter
dem vereinbarten Kaufpreis, wird die Option sinnvollerweise nicht ausgeiibt werden, da
das betreffende Gut in diesem Fall billiger direkt erworben werden kann. Entsprechendes
gilt fiir die Put-Option. Aus unternehmenspolitischer Sicht sind natiirlich auch andere
Vorgehensweisen denkbar, die allerdings im Folgenden keine Rolle spielen sollen. Uber die
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européischen und amerikanischen Optionen hinaus gibt es eine Reihe weiterer Optionsarten,
deren Eigenschaften von unterschiedlichsten Gegebenheiten abhangt.

Derivate stellen Giiter im gewohnlichen Sinn dar und besitzen daher einen Preisvektor,
wie in Abschnitt 1.4.1 eingefiihrt. Im Folgenden wird dieser im Fall einer Call-Option
tiblicherweise mit C' = (Cy, ..., Cr) bezeichnet, im Fall einer Put-Option iiblicherweise mit
P=(h,...,Pr).

1.38 Beispiel: In einem beliebigen diskreten Markt mit T Perioden sei C' eine Call-Option
mit Ausiibungspreis X auf ein zugrunde liegendes Gut S und P eine Put-Option mit
Austibungspreis Xp auf dasselbe zugrunde liegende Gut. Der Ausiibungszeitpunkt beider
Optionen sei n = T. Dann ist der Call-Preis zur Zeit T" gegeben durch

CT = HlaX{ST — XC, 0},

sowie der Put-Preis durch
PT = maX{Xp — ST, 0}

Da Derivate vom zukiinftigen Wert eines zugrunde liegenden Gutes abgeleitet sind, ist der
Wert zu diesem zukiinftigen Zeitpunkt zunéchst der einzige bekannte Wert des Derivats.
Generell sei der zukiinftige Zeitpunkt, an dem der Wert eines Derivats feststeht, in den
folgenden diskreten Marktmodellen der Zeitpunkt n = 7. Die weiteren Uberlegungen be-
ruhen auf der Fragestellung, ob und wie von der Kenntnis des Preises zum Zeitpunkt n =T
auf sinnvolle Preise zu den Zeitpunkten n = 0,...,T — 1 geschlossen werden kann.

1.39 Definition: FEine Handelsstrategie ¢ heifst zulassig, wenn sie selbstfinanzierend ist
und V,,(¢) > 0 gilt, fiirn=0,...,T.

FEine Handelsstrategie ¢ € ® heifst Arbitrage-Strategie, wenn sie zuldssig ist, Vo(¢) =0
und P(Vr(¢) > 0) > 0.

Ein Markt heifit arbitragefrei, wenn keine Arbitrage-Strategie in ® existiert.

Umgangssprachlich bedeutet der Begriff Arbitrage die Moglichkeit, in einem Markt mit
positiver Wahrscheinlichkeit Geld zu verdienen, ohne anfanglich Geld investiert zu haben
und ohne das Risiko, einen Verlust zu erzielen. Da ein Markt mit Arbitragemdglichkei-
ten in der Praxis nicht auf Dauer existieren kann, besteht ein wesentliches Interesse der
Finanzmarkttheorie darin, die Arbitragefreiheit eines Marktes zu erhalten.

1.40 Beispiel: Gegeben sei der Markt aus den Abbildungen 1.4 und 1.5 mit S3(w;) = 100,
S2(wy) = 110 und i = 2%. Unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 ist folgende Strategie
fiir diesen Markt eine Arbitragestrategie

o= =dr=d=0; = (0,0,0,0,0 j=0,1,23
ng = (170707070>
¢3 = (-100,0,0,0,0),
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wobei die k-te Komponente des Vektors den Wert der Zufallsvariable fiir wy, k =1,...,5
darstellt. ¢ ist selbstfinanzierend, denn es gilt (¢n, Sn) = 0 = (¢Pn11,S,), fiir n = 0,1 und

(¢2,9) = (0,0,0,0,0) = (100 — 100, 0,0,0,0) = #2592 + $359 = (¢3, S5).
Es gilt Vo(¢) = 0 und wegen
(3, S5) = ¢p252 + ¢259 = (110 — 100, 0,0,0,0)
ist ¢ zuldssig mit P(Vp(¢) > 0) > 0.

1.41 Definition: Ein Claim zum Zeitpunkt T ist eine Fp-messbare Zufallsvariable H >
0. Ein Claim H heifst absicherbar oder replizierbar, wenn es eine zuldssige Handelsstra-
tegie ¢ gibt mit Vy(¢) = H. Ein Markt heifst vollstindig, wenn jeder Claim absicherbar
ist. Ein Markt heifst unvollstindig, wenn er nicht vollstandig ist, d.h. wenn mindestens
ein Claim existiert, der nicht absicherbar ist.

1.42 Beispiel: Die Werte C'r und Pr aus Beispiel 1.38 stellen Claims dar.

Ein Claim stellt gerade den Teil des Preisvektors eines Derivats dar, der aufgrund der Tat-
sache, dass das Derivat sich zu diesem Zeitpunkt von seinem Underlying ableitet, eindeutig
bestimmbar ist. Die Forderung der Arbitragefreiheit hat wesentliche Auswirkungen auf die
Bewertung von Claims, denn sie schrinkt die Auswahl der zur Bewertung verfiigharen
Preise unter Umsténden erheblich ein. Satz 1.48 liefert eine grundlegende Aussage iiber
die Arbitragefreiheit eines Marktes, mit deren Hilfe Claims so bewertet werden konnen,
dass der Markt immer arbitragefrei bleibt. Um diese Aussage herzuleiten, werden zunéchst
die Strukturen diskreter Mérkte mit Hilfe einiger Aussagen iiber Portfolios und Gewinne
naher beleuchtet.

Als Funktionen F,-messbarer Zufallsvariablen sind Gewinn G, (¢) und diskontierter Ge-
winn G, (¢), sowie Portfoliowert V,,(¢) und diskontierter Portfoliowert V;,(¢) eines Marktes
ebenfalls F,-messbar, fir allen =1,...,7 und ¢ € .

1.43 Lemma: P ist genau dann ein Mak, unter dem die diskontierten Preise (Sy, . .., St)
ein Vektor-Martingal bilden, wenn fiir den erwarteten diskontierten Gewinn gilt:

E(Gr(¢)) =0, Vo € .

Beweis: Aufgrund der Vorhersagbarkeit der Handelsstrategien ¢ € ® ist P nach Korollar
1.21 genau dann ein Maf, unter dem die diskontierten Preise (Sy,...,S7) ein Vektor-
Martingal bilden, wenn gilt:

T

n=1
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1.44 Definition: Es seien die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

G = {Gr(0) : 0 € s}
und 'V = {Vp(¢) : ¢ € D}

1.45 Lemma: Es gilt:

a) G und V sind Untervektorrdume des R™.

b) Es existiere ein Wahrscheinlichkeitsmaff P, unter dem die diskontierten Preise ein
Martingal bilden. Wird der Raum der konstanten Zufallsvariablen nach Bemerkung
1.2 als dazu isomorpher Raum {(a,...,a) € R™} aufgefasst, und dieser wiederum als
dazu isomorpher Raum R, so gilt

RoG=YV.
Beweis:

a) Der Beweis verlduft fir V und G vollig analog. Fir V gilt:
i) 0=Vr(0) €V, daled,

ii) Seien ¢, ¢” € ®, zwei beliebige voneinander verschiedene selbstfinanzierende
Handelsstrategien. Dann ist wegen Lemma 1.35 auch ¢’ + ¢” € ®,, und es gilt
fir allen=20,...,T:

Vi(¢/ + ¢") = (¢ + &, Sr) = (¢, St) + (¢, S7) = Vir(¢') + Vir(9).

iii) Seien ¢ € P, eine beliebige selbstfinanzierende Handelsstrategie und A € R,
dann ist wegen Lemma 1.35 auch \¢ € @, und es gilt fiir alle n =0,...,T"

‘N/T()‘¢) - </\¢T, §T> = /\<¢T7 ST) = )\VT(@-

b) Offenbar gilt wegen der Fp-Messbarkeit von ¢ € R als Zufallsvariable und Lemma
1.33, Teil e)

R+G={(c,....c)+Gr(¢) : ceR, pcd,}=V

Angenommen, es existiert v € RN G, v # 0. Dann gibt es Gr(¢) € G mit Gy (¢) =
v € R, also ist Gr(¢) konstant. Damit ist E(Gr) = v # 0, im Widerspruch zu Lemma
1.43. Also ist RN G = ¢.

OJ

1.46 Definition: ' := {X : Q — R| X ist Zufallsvariable, X > 0, E(X) > 0} bezeichne
den konvexen Kegel der nichtnegativen reellwertigen Zufallsvariablen ohne Null.



38 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DISKRETER MARKTMODELLE

1.47 Lemma: Notwendig fiir die Arbitragefreiheit eines Marktes ist die Bedingung

Gr(¢) ¢ T, fiir alle ¢ € ®.

Beweis: Der Markt sei arbitragefrei. Angenommen es ist éT(qﬁ) € I fiir ein ¢ € . Der
Anfangswert V;(¢) ist fiir den Gewinn nicht von Bedeutung, ebenso wie der monetére Teil
der Handelsstrategie ¢. Daher kann nach Satz 1.34 ¢ als selbstfinanzierend mit Vy(¢) =0
angenommen werden. Wegen G, (¢) = V,,(6) — Vo(¢) = V,.(¢) kann nicht G,,(¢) > 0 fiir alle
n=0,...,T —1 gelten, da sonst ¢ zuléssig wire mit Vr(¢) = Gr(¢) # 0, nach Annahme,
womit der Markt nicht mehr arbitragefrei ware. Daher existiert

v:=max{n € {0,...,T — 1} : P(G,(¢) < 0) > 0}.

Sei die Handelsstrategie ¢ = (¢, ..., %) definiert durch

L 1Ay'¢n7 n>v . A
Yy = { 0 n<uv mit A, := {G,(¢) < 0}
A, ist messbar beziiglich F,,, weil Gy(gzﬁ) nach Lemma 1.43 F,-messbar ist, und ), ist als
Produkt F,,_;-messbarer Funktionen J,,_;-messbar, womit 1 vorhersagbar ist, also eine
Handelsstrategie darstellt. Fiir n =0, ..., T folgt damit:

Ga(¥) = Z(%‘; AS;)

n

Z <¢j7A‘§j>7 n>v

— j=v+1
0, n<v
_ 1a, - (én(gb) — éy(qﬁ)) n>v.
0 n<v

Fir n > v gilt én(qb) > 0, aufgrund der Maximalitdt von . Weiter ist nach Definition
G, (¢) < 0 auf A,, daher ist G,,(¥) > 0, fiir alle n = 0, ..., T und insbesondere Gr(¢)) > 0.
Nach Satz 1.34 kann ¢ selbstfinanzierend gemacht werden, ohne G/(1) oder V; (1) zu éndern.
Daher gilt V, (1)) = Vo()) + G () > 0 fiir n = 0,...,T, d.h. ¢ ist zulissig und Vp(v) =
Gr(y) > 0. Damit ist ¢ eine Arbitrage-Strategie, im Widerspruch zur Arbitragefreiheit
des Marktes. OJ

1.48 Satz: (Fundamentalsatz der Optionspreistheorie) Ein Markt ist genau dann
arbitragefrei, wenn es ein zu P dquivalentes Maifs Q gibt, unter dem die diskontierten Preise
(So,...,Sr) ein Vektor-Martingal bilden. Q heift dann zu P Aquivalentes Martingal-
mals, die zu Q) gehorige Zahldichte heist Aquivalente Martingaldichte.
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Beweis zu Satz 1.48: Sei Q ein zu P dquivalentes Martingalmafs. Sei weiter ¢ eine
zuléssige Handelsstrategie mit V5(¢) = 0. Dann gilt nach Lemma 1.43

Eq(Vr(9)) = Eq(Vo + Gr(9)) = Eq(Gir(4)) = 0.

Da Q keine Nullmengen besitzt, folgt f/T((ﬁ) > 0, es kann also keine Arbitrage-Strategie im
Markt existieren, d.h. der Markt ist arbitragefrei.

Sei nun der gegebene Markt arbitragefrei. Sei K := {X € I' : }° _, X(w) = 1}. Offen-
sichtlich ist K eine beschriinkte, konvexe Hyperfliche in R®, deren Rand nach Definition
von I' auch in K enthalten ist. Als solche ist K eine kompakte Teilmenge von I' und mit
Lemma 1.47 gilt dann K NG = ¢.

Nach Satz 1.23 existiert dann ein A € R mit den Eigenschaften

AX) = ) MwX(w) >0, VXeK
weN
md (A, Gr(9) = Y Mw)Gr(é,w)=0, V¢e o,
weN

Bei Wahl von X = 1y,, € K fiir ein beliebiges w € (2, liefert die erste Eigenschaft:

=) Mw)X(w) >0, YweQ

weN

Q kann nun definiert werden durch

Q({w}) =

Q ist offensichtlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf und wegen A(w) > 0,Vw €  auch zu P
aquivalent. Aufierdem gilt fiir Q mit der zweiten Eigenschaft fiir alle ¢ € ®

1 N
j{:(;T ¢ “’ {w}) }: A(n)jgz’xguﬂ?(¢’w)::

we neQ BIS)
Mit Lemma 1.43 folgt, dass Q ein zu P dquivalentes Martingalmafs ist. [
Der diskontierte Preis des monetiren Gutes (S, ...,S%) ist aufgrund seiner Konstanz

immer ein Martingal. Daher braucht dieses Gut bei zukiinftigen Untersuchungen der Mar-
tingaleigenschaft eines Marktes nicht beriicksichtigt zu werden. Im Weiteren wird oft nur
noch von dquivalenten Martingalmafen die Rede sein, womit dann immer die Aquivalenz
zu dem Wahrscheinlichkeitsmafl, dass dem Markt zugrunde liegt, gemeint ist. Da dieses
nach Voraussetzung aufer der leeren Menge keine Nullmengen besitzt, ist unter einem
aquivalenten Martingalmaft im Allgemeinen ein Mafs zu verstehen, unter dem die diskon-
tierten Preise des zugrunde liegenden Marktes ein Martingal bilden, und das aufser der
leeren Menge keine Nullmengen besitzt.
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1.49 Lemma: In einem arbitragefreien Markt ist ein Claim H bereits dann replizierbar,
wenn es eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ gibt mit Vp(¢) = H.

Beweis: Sei ¢ selbstfinanzierend mit Vr(¢) = H. Unter dem nach Satz 1.48 existierenden
zu P &dquivalenten Martingalmafs Q ist f/(qﬁ) als Martingal-Transformation nach Korollar
1.19 ebenfalls ein Martingal, d.h. es ist V,,(¢) = Eq(Vr(¢)|F,), fiir n = 0,...,7T. Dann
gilt auch firn=0,...,7T:

Va(@) = r"Va(9) = v " Eq(Vr(¢) | F) = v " Eq(H | F) >
womit ¢ zuldssig ist. [

1.50 Definition: Fiir Zufallsvariablen X,Y auf (2, P) sei das folgende gewichtete Skalar-
produkt definiert:

(X,Y)p :=Ep(X-Y)=> X(w) P({w}).

Es sei X Lp Y definiert als X steht senkrecht auf'Y" beziiglich (-,-)p, d.h. Ep(X -Y) =0,
und dann sei V** definiert als der Raum aller auf V beziiglich (-,-)p senkrecht stehenden
Vektoren.

1.51 Satz: In einem arbitragefreien Markt sei P ein dquivalentes Martingalmafs. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent

a) Q ist ein dquivalentes Martingalmal
b) Es existiert X7 € V17 so dass fiir alle w € 2 gilt
XPw) >-1  und  Q{w}) = (1+ X7 (w)P({w}).

Beweis: a = b : Sei Q ein dquivalentes Martingalmafl. Dann ist

e (3

die gesuchte Zufallsvariable. Offenbar ist X7 (w) > —1, fiir alle w € Q und erfiillt die
geforderte Gleichung. Dann gilt nach Korollar 1.19 und Lemma 1.17 fiir alle Vi (¢) € V

Vol X = 3 V(0. ( f"g—l) P({w})

= > Vr(p,w) Q{{w}) — Vr(¢,w) P({w})

we
= Eq(Vr(9)) — Ep(Vr(9))

= Vo(9)) — Vo(9))
= 0,
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und damit X1P € V1p,

b= a:Aus X7 (w) > —1 folgt Q({w}) > 0, fiir alle w € Q, und wegen 1 € V und damit
(Xtr, 1)p = 0 gilt

QUwhH = (PHwh + X" (w) - 1-P({w})) = 1+ (X" I)p =1

weN

Q ist also ein Wahrscheinlichkeitsmafs und auch offensichtlich dquivalent zu P. Aufterdem
gilt wegen G C V fiir beliebiges ¢ € &,

EQ(GT(¢7w)) - ZGT(¢7W)Q({W})

we

= 3 (Gr(o.0) P} + X*7 () - G, ) - P({w}))

Ep(Gr(9)) + (X7, Gr(¢, w))p
0

nach Lemma 1.43, wonach nun ) auch ein dquivalentes Martingalmaf’ ist. [

1.52 Korollar: In einem arbitragefreien Markt ist ein Claim H genau dann replizierbar,
wenn Ep(H) fiir alle dquivalenten Martingalmake P identisch ist.

Beweis: Fiir replizierbare Claims H gilt fiir zwei beliebige dquivalente Martingalmafe P
und Q nach Korollar 1.19 und Lemma 1.17

Ep(H) = r" Ep(Vr(9)) = r"Vo(¢) = r" Eq(Vr(9)) = Eq(H).

Sei P ein dquivalentes Martingalma® und H ein nicht replizierbarer Claim, dann gilt v7 H ¢
V und daher V # R?. Aufgrund der Vektorraumeigenschaft von V ist dim V+* > 1. Daher
existiert ein X*1? € V¢ \ {0} mit X*r(w) > —1, fiir alle w € €, und damit nach Satz
1.51 ein weiteres nach Konstruktion von P verschiedenes dquivalentes Martingalmafs (Q mit

Q{w}) = (1 + X**(w)) P({w}) und

Eq(H) =) H(w)(1+ X' (w)) P({w}) = Ep(H) +r"(v"H, X*")p # Ep(H).
O

1.53 Satz: FEin arbitragefreier Markt ist genau dann vollstidndig, wenn es ein eindeutig
bestimmtes dquivalentes Martingalmafs gibt.

Beweis: Gegeben sei ein vollstéandiger arbitragefreier Markt, darin sei H ein replizierbarer
Claim und ¢ eine Handelsstrategie, die H repliziert. Seien P; und Py zwei dquivalente
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Martingalmafe. Korollar 1.52 besagt, dass Ei(H) = Ey(H). Aufgrund der Vollstandigkeit
des Marktes ist jeder Claim H replizierbar, also insbesondere H = 14, A € Fr. Damit
ergibt sich P1(A) = E1(14) = Ea(14) = P2(A),V A € Fr, also P; = Py, womit gezeigt ist,
dass genau ein einziges dquivalentes Martingalmal existiert.

In einem unvollstandigen arbitragefreien Markt existieren nicht replizierbare Claims. Daher
ist dim(V1r) > 1, es existiert also ein X7 € V7 \ {0}, so dass nach Satz 1.51 zu einem
aquivalenten Martingalmaft P ein weiteres nach Konstruktion von P verschiedenes aqui-
valentes Martingalmaf existiert. Aufgrund der Vektorraumeigenschaft von V17 existieren
dann sogar unendlich viele von P verschiedene dquivalente Martingalmafse. 0J

Mit diesem Satz ist nun ersichtlich, dass eine sinnvolle, d.h. arbitragefreie Bewertung von
Derivaten zu jedem Zeitpunkt n = 0,...,7T in eindeutiger Weise vorgenommen werden
kann, sofern ein Markt vollstandig ist. Gleichzeitig folgt, dass im unvollstdndigen Markt
fiir gewisse Derivate (unendlich) viele arbitragefreie Preise moglich sind. Letzteres wird im
kommenden Abschnitt ndher untersucht. Das folgende Korollar beschreibt konkret, wie die
Bewertung von Derivaten vorgenommen werden muss.

1.54 Korollar: In einem arbitragefreien Markt sei P ein dquivalentes Martingalmaifs und
Dr der Preis eines Derivats D zum Zeitpunkt n = T. Dann ist Dr ein Claim. Sei ¢ =
(¢o, ..., o) eine Handelsstrategie, die D repliziert, d.h. mit Vy(¢) = Dp. Dann ist der
arbitragefreie Preis des Derivats D eindeutig bestimmt durch

D, =v" " Ep(Dr|F,) = Vu(¢), n=0,...,T.

Ist der Markt zusétzlich vollstandig, so existiert fiir jeden Claim zu jedem Zeitpunkt ein
eindeutiger Preis.

Beweis: Um die Arbitragefreiheit des Marktes zu erhalten, muss die Martingaleigenschaft
auch fiir den Preis D des Derivats gelten, also

VI Ep(Dyp | Fp) = v " EP(DT | Fn) = "D, =D,, n=0,...,T.

Nach Korollar 1.19 ist V(¢) wegen der Selbstfinanzierbarkeit von ¢ Vektor-Martingal-
Transformation und weil ¢ den Claim Dy repliziert, gilt:

VI " Ep(Dr | Fn) = v " Ep(Vi(d) | Fn) = r"Viu(¢) = Viu(¢), n=0,...,T.

Existiert eine weitere Strategie 1, die Dy repliziert, so gilt Vi (¢) = Vr(1), und damit fiir
n=0,...,T

Va(9) = v" " Ep(Ve(9) | Fn) = v" " Ep(Ve(¥) | Fn) = Va(¥),

sowie im Fall der Existenz eines weiteren dquivalenten Martingalmafes Q

’UTin EQ(DT ’ g:n) = UT?n EQ(VT(¢) ’ *rfn) - Vn(¢) = UT?n EP<DT ‘ gjn)a
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daher ist der arbitragefreie Preis eines replizierbaren Claims eindeutig bestimmt. Da im
vollstdndigen Markt nach Satz 1.53 jeder Claim replizierbar ist, besitzt dort jeder Claim
einen eindeutigen Preis. U

Das folgende Beispiel zeigt die Preisberechnung im einfachsten sinnvollen Markt, dem Zwei-
Stufen-Ein-Perioden-Markt. Die Grundidee dieses Beispiels verwendet [9], um daran die
elementaren Prinzipien diskreter Finanzmérkte zu erlautern. Dies zeigt, dass schon dieser
einfachste Markt die wesentlichen Eigenschaften diskreter Finanzmérkte besitzt. Sogar die
Bewertung unvollstandiger Mérkte ldsst sich zuriickfithren auf diesen einfachen Fall, wie
spéter in Abschnitt 2.4 gezeigt wird.

1.55 Beispiel: Gegeben sei ein Zwei-Stufen-FEin-Perioden-Markt wie in Beispiel 1.29 mit
einem Risikogut S, d.h. Q = {w;,ws}, T =1 und d = 1. Sei auferdem o, := o{(w;) und
0y := 0} (wy). Sei P ein dquivalentes Martingalmaf auf Q mit py := P({wi}), k = 1,2, so

ST(W1> = S&(l — 0'1)
% <
ST(WQ) = S(%(l — 0'2)

Abbildung 1.9: Zwei-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit einem Risikogut

muss gelten

Ep(St) = p1Sr(wi) + p2Sr(we) = 15
p1+p2 = 1L

Das einzige Mak, das diese Bedingungen erfiillt, ist gegeben durch

. TS(] — ST<LU2) N 17— 02 und . ST(wl) — TSO - o1 — 1
b ST(wl) - ST(W2) 01— 02 ? ST(WI) - ST(W2> 01— 02’

falls o1 > 1 > 09, also ist der Markt nach Satz 1.53 in diesem Fall vollstandig und andernfalls
nicht arbitragefrei. Sei C' eine européaische Call-Option und P eine européische Put-Option
jeweils mit Ausiibungspreis X € (Sr(wi1),St(ws)), dann besitzen diese Optionen nach
Korollar 1.54 einen eindeutig bestimmten arbitragefreien Preis

7/'_
Co = Ep(vCr) = p1o(Sr(wi) — X) +pav - 0 = v(Sp(wr) — X)J Uj ;
1— 02
sowie
01 —1

Py = Ep(vPr) = p1v - 0+ pov(X — Sp(w2)) = v(X — Sr(wz))

01—02.



44 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DISKRETER MARKTMODELLE

Zwei Zahlenbeispiele, deren Ergebnisse in Beispiel 2.21 weiter verwendet werden, seien hier

noch angefiihrt. Der Fall Sy = 10, X =10, 01 = &, 02 = —1;, i = 15 liefert den Call-Preis

Oy 9(16 _ 10)32):—§:) 30

- L N o)
11 : ) 11

S

=

Der Fall Sy =10, X =10, 01 = %, 0y = —1%, 1= % liefert den Call-Preis

10 L — (=) 10 _
Co=—(21-10)0—1 = — =3 3.
11 L_(-4) 3

Ausfiihrlicher behandelt wird dieses Beispiel in [38], Abschnitt 4.3.1.

Die folgende Gleichung findet sich auch in [38], Abschnitt 4.3.

1.56 Lemma: In einem beliebigen arbitragefreien Markt mit T Perioden seien eine Put-
Option P und eine Call-Option C' mit gleichem Ausiibungspreis X gegeben. Flir jedes
dquivalente Martingalmaifs ) existiert dann jeweils eine arbitragefreie Bewertung P,(Q) =
VI Eq(Pr|F,) und Co(Q) = vI " Eq(Pr|F,), n = 0,...,T, und fiir diese gilt die
folgende Put-Call-Parity-Relation

C(Q) = Po(Q) = S, — T X,

Beweis: Nach Beispiel 1.38 gilt
CT — PT = max{ST — X,O} — IﬂaX{X — ST,O} = ST — X.

Nach Satz 1.48 existiert im arbitragefreien Markt immer ein dquivalentes Martingalmafs
Q, fiir das dann nach Korollar 1.54 folgt

Cn(Q) = v " Eq(Cr|F,) = v " Eq(Pr+ Sr — X |F,) = P(Q) + S, —v' "X,
0J

Die folgende Ubersicht stellt noch einmal in komprimierter Form die Zusammenhinge von
Replizierbarkeit, Existenz und Eindeutigkeit dquivalenter Martingalmafe und Arbitrage-
freiheit und Vollstandigkeit diskreter Markte dar.

e Der Markt ermoglicht Arbitrage: in diesem Fall existieren keine dquivalenten Mar-
tingalmafe. Es existieren replizierbare Claims, deren replizierende Handelsstrategien
unterschiedliche Portfolios erzeugen.

e Der Markt ist arbitragefrei und vollstandig: in diesem Fall existiert genau ein dqui-
valentes Martingalmaf. Jeder Claim ist replizierbar und jede replizierende Handels-
strategie desselben Claims erzeugt dasselbe Portfolio.
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e Der Markt ist arbitragefrei und unvollstédndig: in diesem Fall existieren mehrere, wie
sich im Folgenden noch herausstellt sogar unendlich viele, dquivalente Martingal-
mafke. Nicht jeder Claim ist replizierbar, aber die replizierenden Handelsstrategien
desselben replizierbaren Claims erzeugen dasselbe Portfolio.

Natiirlich existiert prinzipiell auch in Méarkten mit Arbitragemoglichkeiten die Unterschei-
dung zwischen Vollstandigkeit und Unvollstdndigkeit. Da jedoch Mérkte mit Arbitragemaog-
lichkeiten hier nicht von Interesse sind, wird diese Unterscheidung nicht vorgenommen.



Kapitel 2

Unvollstandige Markte

2.1 Einleitung

Ein wesentliches Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung der Bewertungsmoglich-
keiten von Derivaten in unvollstdndigen arbitragefreien Méarkten. Im letzten Abschnitt des
vorigen Kapitels wurde die Feststellung getroffen, dass in solchen Méarkten eine arbitrage-
freie Bewertung prinzipiell méglich ist, jedoch nicht fiir alle denkbaren Derivate eindeutig
vorgenommen werden kann. Nach Korollar 1.54 lassen sich replizierbare Claims auch in
unvollstandigen Markten eindeutig bewerten. Problematisch ist daher in unvollstdndigen
Markten lediglich die Bewertung nicht replizierbarer Claims.

Untersucht wird zunéchst welche Moglichkeiten sich bieten, die Menge der arbitragefreien
Preise von nicht eindeutig zu bewertenden Derivaten zu ermitteln. Dazu wird in Abschnitt
2.2 die Struktur von &quivalenten Martingalmafsen untersucht, was zu einer Darstellung
der Menge der dquivalenten Martingalmafse fithrt. Dabei ergibt sich ein Kriterium, das in
den meisten Mirkten eine schnelle Uberpriifung der Unvollstéindigkeit anhand der Modell-
parameter ohne weitere Rechnung zulésst. In Abschnitt 2.3 wird die Struktur von Mehr-
Perioden-Markten néher betrachtet und eine Zerlegung in Ein-Perioden-Markte vorgenom-
men. Damit kann dann in Abschnitt 2.4 direkt die Menge der zur Verfiigung stehenden
arbitragefreien Preise fiir Optionen im Ein-Perioden-Markt und unter gewissen Voraus-
setzungen auch ein obere Grenze der Preise im Mehr-Perioden-Markt berechnet werden.
Da die Unvollstindigkeit arbitragefreier Méarkte erst durch die Existenz nicht replizier-
barer Claims oder dquivalent nach Satz 1.53 durch die Existenz mehrerer dquivalenter
Martingalmafse gegeben ist, wird in Abschnitt 2.5 untersucht, welche Aussagen zur Repli-
zierbarkeit von Claims getroffen werden kénnen. Dies fithrt zum Zusammenhang zwischen
der Bewertung von Claims durch Replizierbarkeitsbedingungen und durch Martingalbedin-
gungen. Schlieflich zeigt noch Abschnitt 2.6 die Schwierigkeiten bei der Vervollstdndigung
unvollstandiger Mérkte durch Hinzunahme weiterer Giiter in den Markt auf.

46
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2.2 Aquivalente Martingalmafe

Die in Abschnitt 1.5 getroffenen Aussagen iiber dquivalente Martingalmafe stellen bis auf
Satz 1.51 lediglich Existenzaussagen dar, die zur konkreten Bestimmung und Untersuchung
aquivalenter Martingalmafse ungeeignet sind. Daher ist zunéchst die Frage zu beantworten,
wie aquivalente Martingalmafse iiberhaupt bestimmt werden kénnen. Drei Ansétze ergeben
sich aus den bisher gefundenen Ergebnissen.

1. Nach Definition des Martingals miissen zur Bestimmung aller dquivalenten Mar-
tingalmafe alle Wahrscheinlichkeitsmafe P gefunden werden, die der Bedingungen
Ep(S)|Fny) = &0 |, fiiralle j = 1,...,d, n = 1,...,T geniigen, und die kei-
ne nichttrivialen Nullmengen besitzen. Dies fiihrt zu einer Reihe von linearen Glei-
chungssystemen, die im Verlauf dieses Abschnitts ausfiihrlicher betrachtet werden.

2. FEine weitere Moglichkeit eroffnet Satz 1.20. Danach sind die dquivalenten Martin-
galmake alle diejenigen Make P, fiir die gilt Ep(Gr(¢)) = 0, fiir alle ¢ € ®. Unter
Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 sind das alle Vektoren P € Rf der Lange 1, die
beziiglich des euklidischen Skalarprodukts auf GT(¢) senkrecht stehen. Da jedoch die
Forderung Ep(Gr(¢)) = 0, fiir alle ¢ € ® insbesondere die Gleichungen aus 1. ent-
hélt, ist dieser Ansatz zur Bestimmung der dquivalenten Martingalmafse ineffizienter
als die vorige. Beispiel 2.12 geht hierauf ein.

3. Mit Satz 1.53 ist bereits eine Methode bekannt, die bei Kenntnis eines dquivalenten
Martingalmafses und der Menge V alle weiteren dquivalenten Martingalmafie kon-
struiert, wie im Beweis von Satz 1.53 angegeben. Aufgrund der Voraussetzungen
erweist sich jedoch auch dieser Ansatz als ineffizient gegeniiber dem ersten Ansatz.
Abgesehen davon, dass eine weitere Methode zur Bestimmung eines Martingalmafies
herangezogen werden muss, durch die unter Umsténden bereits auch alle weiteren
Mafie bekannt sind, ist auch die Bestimmung der Menge V, die nichts anderes als die
Menge aller replizierbaren Claims darstellt, mit einem Aufwand verbunden, der nicht
geringer ist, als die Losung der linearen Gleichungssysteme unter 1. Hinzu kommt
dann noch der Aufwand zur Bestimmung von V-7,

Die Priifung der Martingaleigenschaft, wie im ersten Ansatz angegeben, ist also hier die
glinstigste Moglichkeit zur Bestimmung der dquivalenten Martingalmafe. Im Folgenden
wird ein Weg dargestellt, iiber den die dquivalenten Martingalmafte unter Kenntnis der
Modellparameter mit Hilfe der Martingalbedingung berechnet werden konnen.

Gegeben sei ein ganz allgemeiner diskreter Markt mit 7' Perioden und d 4+ 1 Giitern,
die zu Preisen (S°,...,S%) gehandelt werden kiénnen. Dem zugrunde liege ein minimaler
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) mit [Q2| =: m und eine Filtration &F. Der risikolose Zinssatz
sei wie liblich bezeichnet mit 1.
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2.1 Definition: Es sei P die Menge aller dquivalenten Martingalmafe eines diskreten arbi-
tragefreien Marktes. Es sei P die Menge aller (nicht notwendig dquivalenten) Martingalmalfse
eines diskreten arbitragefreien Marktes.

2.2 Lemma: Die Menge P ist unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 beziiglich der
Topologie des Raums R* abgeschlossen.

Beweis: Aufgrund von Lemma 1.43 gilt
P = {P Wahrscheinlichkeitsmaf | Ep(Gp(¢)) =0, V¢ € ®,}.

Sei (P, )nen eine konvergente Folge in P mit Grenzwert Py. Dann gilt aufgrund der End-
lichkeit von €2 und der Beschrianktheit von (P,,),en

0= lim Ep,(Gr(¢)) = Ep,(Gr()), Vo€

n—0o0

weshalb Py € P, also P abgeschlossen ist. O

Nach Satz 1.48 sind die dquivalenten Martingalmafse alle diejenigen echt positiven Wahr-
scheinlichkeitsmalfse, fiir die gilt

E(S|F,1)=5 ,j=1,....d, n=1,...,T.

Um die nachfolgenden Uberlegungen iibersichtlicher zu gestalten, werden zunéchst hierzu
dquivalente Bedingungen aufgestellt.

2.3 Lemma: Sei 7/ =0/ —4,j=1,...,d, n=1,...,T. Fiir jedesn € {1,...,T} sind
die Bedingungen |
E(S) | Foy) =5, j=1,....d

aquivalent zu den Bedingungen

E(7/|F,1) =0, j=1,...,d

Beweis: Da nach Modellvoraussetzung S? | # 0 ist, gilt fiir beliebiges n € {1,...,T}
und j € {1,...,d}:

14
13

1+ E(o

rriee

=
\]
<
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O

Der Parameter 77 kann verstanden werden als zufilliger ,realer” Gewinnfaktor pro Periode
beim Kauf eines Gutes. Es gilt ndmlich 7757 = (07 —i)S! = (14 02) — (1 +1))S! =
54 41—157, das Produkt 77,57 gibt also die Differenz zwischen einer Anlage am Aktienmarkt
und der Anlage am Geldmarkt fiir eine Aktie in der folgenden Periode an.

Es sei noch einmal erwéhnt, dass fiir alle betrachteten Mafse aufgrund der Voraussetung der
Aquivalenz gilt P(A) > 0, fiir alle A C €, so dass eine Division durch P(A) grundsitzlich
definiert ist. Im folgenden Lemma 2.4 werden die exakten Bedingungen aufgelistet, die ein
Vektor (P({w1}),...,P({wmn})) erfiillen muss, um unter Berticksichtigung von Bemerkung
1.2 ein dquivalentes Martingalmaf darzustellen. Um den Zusammenhang zwischen den
Komponenten des Vektors und der 1. Forderung des Lemmas 2.4 deutlicher hervorzuheben,
wird die Notation noch ein wenig verfeinert. Fiir ein Atom A von F,, sei definiert o7 (A) :=
ol (w), fiir beliebiges w € A. Da 07 (w) wegen seiner F,,-Messbarkeit fiir alle w € A denselben
Wert annimmt, ist o7 (A) wohldefiniert. Sei 77(A) := o7 (A) — i. Weiterhin seien

e A, das Atomsystem von F,,, n =0,...,T

e my, :=|A,,n=0,...,T

o AT ... A"

m

_ die Atome von J,,, d.h. die Elemente von A,, n =0,...,T
o BYF Bl"’k die Atome von F,, in die sich nach Lemma 1.9, Teil b) jedes Atom

Aytn=1,...,T, k=1,...,m,_; zerlegen liisst. Dabei ist [ = [(n, k) die Anzahl
der Atome der Zerlegung.

Abbildung 2.1 veranschaulicht, wie sich die Indizes der Atome verhalten.

n =20 Q= A}

n=1 Al =By A} = By' AL = Al =By

n=2 |A2=DBYA2=B2A2= B*| A2 = B2?|A2 = B}’| A2 = B¥*| A’ =B’

ma

Abbildung 2.1: Indizierung der Atome in den o-Algebren F,,, n = 0,1,2, ... eines Marktes

2.4 Lemma: Unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 ist die Menge aller dquivalenten
Martingalmafie gegeben durch die Menge aller Vektoren (P({w1}),...,P({wn})) € R™,
tiir die gilt:
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- (@) P({e))
L uEA27 . . B
. kzzzl P(Azil) 1AZ_1_07]—1,---,CZ,TL—L.,,’T

2. kgi;lp({wk}) —1
P{wr}) >0, k=1,....,m

Beweis: Die zweite und dritte Forderung legen fest, dass P nach Bemerkung 1.2 ein
Wahrscheinlichkeitsmaf ist, das keine nichttrivialen Nullmengen besitzt. Die 1. Forderung
sichert nach Lemma 2.3 die formale Martingaleigenschaft von P wegen

m 2 Taw) P({w})
Ep (7] | Fot) :ZweAk 1,,.

k=1

0J

Damit ldsst sich die Bestimmung der dquivalenten Martingalmafe unter Verwendung des
folgenden Satzes durchfiihren.

2.5 Satz: In einem beliebigen diskreten Markt sei ]L.Z_1 fir k =1,...,m,_1 und n =
1,...,T die Menge der Lésungen des linearen Gleichungssystems

n,k n—1

(B (B ' 0

n( 1 ) n( ! ) P(Bln,k|Az—1)

wobei hier die Ausdriicke P(B™* | A}™") zunéchst ganz formal als Unbekannte betrachtet
werden (d.h. nicht notwendig schon als bedingte Wahrscheinlichkeiten). Mit jeweils einer
positiven Ldsung aus IL,Z_l, firallek=1,...,m,_q undn =1,...,T ist dann durch ihre
Komponenten genau ein Wert fiir alle P(A" | A»™1), w € Q vorgegeben und damit sind
unter Berticksichtigung von Bemerkung 1.2 das Mafs P mit

T
P(w) = [[PALIALY), VweQ
n=1
ein dquivalentes Martingalma® und P(B™* | A™Y), firv =1,...,1, k =1...,m,_; und

n =1,...,T tatsichlich die entsprechenden bedingte Wahrscheinlichkeiten. Die Menge der
aquivalenten Martingalmafse P enthalt genau alle derartig berechenbaren Mafe.
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Die Anzahl der Spalten jeder Matrix des Gleichungssystems aus Satz 2.5 ergibt sich aus
der Anzahl der Atome [(n, k), in die A}"" € F,_; beim Ubergang nach F, zerfillt, die
Anzahl der Zeilen der Matrix ist d + 1. Insgesamt sind Zz;é m,, lineare Gleichungssy-
steme zu 16sen. Jede dieser Losungen besitzt dann zwar die formale Martingaleigenschaft
S enn PUWH S (W) gn = 752 1| gn, fiir 5 = 0,...,d,n = 1,..., T, ist jedoch nicht notwen-
dig eine Wahrscheinlichkeit, da auch negative Losungen moglich sind. Jedes Produkt mit
Komponenten entsprechender positiver Losungen aus jeweils einer Losungsmenge dieser
linearen Gleichungssysteme liefert aber ein dquivalentes Martingalmafs.

Beweis: Es wird gezeigt, dass die Forderungen 1.-3. aus Lemma 2.4 dquivalent zu den
Forderungen des Satzes sind. Sei fiir m := |Q| zundchst (P({w1}),...,P({wn})) € R™
beliebig (d.h. nicht notwendig ein Wahrscheinlichkeitsmaf nach Bemerkung 1.2) und sei
P(A) =3 ,P({w}), fiir alle A C Q. Zunéchst wird die erste Forderung aus Lemma 2.4
betrachtet:

> mw)P{w})

m A 1
E TL] |4n71—(),j—1,...,d,n—l,...,].

Da die Atome AZ’l disjunkt sind, sind die Aussagen dquivalent zu

; P
> T%(W)%:O, k=1,....mp1,j=1,....d, n=1,...,T.
wGA”71 P(Ak' )

k
Nach Definition ist 7] messbar beziiglich der o-Algebra J,, also kann &quivalent auch
formuliert werden

. P(A"
> Tg(An)%:o, k=1,....mp1,j=1,....d, n=1,....T
k

—1
AnCAT

fiir alle A" C A7, was aufgrund der 3. Forderung aus

Sei nun P(A" | A7) = (An 1),

Lemma 2.4 wohldefiniert ist. Da die Atome A" C A}~! gerade BM . Bl”’k sind, ist die
vorige Forderung dquivalent zu

ZT]Bnk (BMF A =0, k=1,....mp_1, j=1,....d, n=1,...,T.

Diese kann nun fir k=1,...,m,_; und n = 1,...,T geschrieben werden in der Form

P(BI* | 417
B e T . 0
B e B - 0
P(B* | A7)
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Genau umgekehrt folgt aus den Forderungen des Satzes aber auch die 1. Forderung aus
Lemma 2.4, denn es gilt mit nachfolgender Begriindung P(A") = [/, P(AL | ALY, fiir

allen=1,...,7T und damit P(A" | A""1) = Pf(’g;‘ﬁi), firallen=1,...,7T.

Nach Voraussetzung gilt nimlich P({w}) = [[._, P(A"| A%, fiir alle w € Q und damit

P(AL) = > [P, A,

neAn t=1
Nach Lemma 1.9, Teil a) gilt A} = Al fir t = 1,...,n wegen n € A7, C A Daher folgt
n T
P(AY) = [Pl > 1 Pa, 14,
t=1 nEAD t=n+1
Mit Riickwartsinduktion nach n lasst sich nun zeigen, dass fiir alle n = 1, ..., T unter den

Voraussetzungen des Satzes gilt
T
> T Pl -1
neA” t=n+1

Fiir n = T ist das leere Produkt gleich 1 und ‘Ag! =1, so dass die Aussage giiltig ist. Sei
nun die Aussage fiir n + 1 korrekt. Dann gilt

> [ peytary = > >[I puslam

nEAR t=n+1 Ant1C AR ne An+l t=n+1
T

— +1 t t—1

DI EERID i | AP
An+1 QAZLJ neAnJrl t=n-+2

= ) P
Ant1C AR

= 1

Die letzte Gleichheit folgt dabei aus der ersten Zeile des Gleichungssystems des Satzes,
da die Mengen A"t C A" fiir A" = A7 gerade die Mengen B"*, .. . Bl”’k sind, fiir n =
1,...,T. Insgesamt gilt also

P(AY) = [[P(AL1ADY.

t=1

Weiterhin folgt die erste Zeile des Gleichungssystems mit der dritten Forderung aus Lemma

2.4, denn dann ist wieder P(A™ | A7) = Pf()ﬁi)l), fiir alle A C A}~! wohldefiniert und
k

es gilt nach Voraussetzung

Y PUAY=PAY), VAT €A™ n=1,... T
AnCAn—1
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was aquivalent ist zu

Y PUAMAT) =1, VAT €A n=1,....T
AngAn—l

oder auch
!

S PB AT =1, k=1...myq, n=1,.T

v=1
Andersherum folgt die zweiten Forderung aus Lemma 2.4 aus der ersten Zeile des Glei-
chungssystems. Wie oben nachgewiesen gilt

d Pwh) =) [P 1A =1

we neqQ t=1

Die dritte Forderung aus Lemma 2.4 folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass zur Berech-
nung von P({w}) nur Komponenten P(A? | A7™!), w € Q von positiven Lésungen aus L},
k=1,...,m,_1,n=1,...,T verwendet werden.

Es bleibt noch zu zeigen, dass jeder Vektor (P({w1}),...,P({wn})) € R™, der die Bedin-
gungen aus Lemma 2.4 erfiillt, darstellbar ist als Produkt

T

P({w}) = [[ PCaz 1AL,

n=1

fiir entsprechende Komponenten P (A" | A”~1) jeweils einer positiven Losungen von LZ‘I,
k=1,.... m,_1,n=1,...,T.

A" ist immer genau eines der Atome B?’k, e ,Bf’k von F,, in die A" ! zerfillt, daher
existiert mit jeder Losung aus LZ‘l firalle kK =1,...,m,_1 und n = 1,...,T immer ein
eindeutig bestimmter Wert fiir P(A” | A7), w € Q, und mit der Definition P(A” | A% 1) :=

Pf()ig@l), w € Q gilt fiir alle w € Q)
Tpan gty PAY PA2)  PAD)  PMAD  P(w)) oo
IIPAL AT = 5050 B prary ~ peay) ~ pqay -~ DD

(P(©2) = 1 folgt aus der zweiten Forderung in Lemma 2.4). Gilt nun jedoch die dritte

Forderung aus 2.4, dann ist nur P(A" | A”!) = % > 0, fiir alle w € 2 moglich. Dies

muss fiir alle Komponenten der jeweiligen Losungen aus ILZ_l, firallek=1,...,m,_1 und
n=1,...,T gleichzeitig gelten, so dass jeder der Losungsvektoren positiv sein muss.

Insgesamt gilt damit auch, dass P(B™* | A", fir v = 1,...,1, k = 1...,m,_; und
n =1,...,T tatsachlich die entsprechende bedingte Wahrscheinlichkeit ist. [
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2.6 Beispiel: Zugrunde liege ein Zwei-Stufen-FEin-Perioden-Markt mit einem Risikogut,
wie in Beispiel 1.55, d.h. Q = {wi,ws}, T = 1 und d = 1. Sei auberdem oy — i :=
oi(w1) —i = 7{(wy) und analog oy — i := o}(wy) — i = 7} (wq). Satz 2.5 liefert dann das
lineare Gleichungssystem

(o) o) (Pld) = (o)

dessen Lésung eindeutig ist, und das folgende dquivalente Martingalmalk liefert:

—1

P({wi}) =

und P({wq}) =

01— 02 J1—02

Als Losung ergibt sich also das bereits aus Beispiel 1.55 bekannte dquivalente Martingal-
mafs. Die Nebenbedingung P > 0 liefert dann o1 > i > 0».

Dass mit Hilfe von Satz 2.5 auch etwas umfangreichere Mérkte analysiert werden kénnen,
zeigt das folgende Beispiel.

2.7 Beispiel: Gegeben sei ein diskreter Markt mit den Parametern T = 2, d = 2, ) =
{wl,.. ,wsk, Al = {wi, wo, ws}, AL = {wy,ws}, Fo = (2,9), F1 = o(A} A)), Fy = (Q ,
1= E und unter Beruckswhmgung von Bemerkung 1.2

Sg = (10, 10, 10, 10, 10) SZ = (20,20, 20, 20, 20)

St = (16,16,16,8,8) S? = (32,32,32,16,16)

S} =(20,16,8,12,4) S2 = (40, 28,16, 24, 8).

n=>0 n=1 n = n=>0 n=1 n =

Abbildung 2.2: Zwei-Perioden-Markt mit unterschiedlichen Verzweigungen

Dann sind
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1 (333 1 1 2 (333 1 1
U% _ (?57571—157—15) Ué_ (?5715’_1571_5)1
0= (30,33 ~3) 03 = (3 =5 —1:3 ~3)

und entsprechend
1_ (111 _ 3 _ 3 2_(1 11 _3 _ 3

7 =(333 "1 i0) 7 = (32,3 15, i)
RS e W o ¥ i TS N N A
2 20° 100 575’ 5 2 20° 200 2075’ 5

Mit Satz 2.5 erhédlt man zunéchst fiir n = 1 das Gleichungssystem

1 1 1
1 3 P(A%) — 0
i) ey =)
2 10

woraus P(A}) = £ und P(A}) = 2 folgt. Fiir n = 2 erhélt man die Gleichungssysteme
0

L1 L\ (Pad Al (1

5~ =) [puariah) = (o),

% —a0 2/ \P{ws}[A) 0

woraus P({wi} | A}) = 22 und P({w,} | A}) = £ und P({ws} | A}) = & folgt, und

1 1 1
L) (e - (i
i 71) Pt ah) =10
5 5

woraus P({ws} | A}) = 2 und P({ws} | A}) = 2 folgt. Mit P({wy,}) = P(A}) - P({wi}| A1),
k=1,2,3 und P({w,}) = P(A}) - P({wi} | A}), k = 4,5 resultiert dann P({w}) = £,
P({w2}) = 155, P({ws}) = 555, P({ws}) = § und P({ws}) = 1.

Die Nebenbedingung P > 0 ist erfiillt, somit enthédlt P genau ein Element. Der Markt ist
vollstindig.

Anhand der letzten beiden Beispiele zeigt sich, dass Satz 2.5 fiir vollstandige Mérkte einen
brauchbaren Weg zur Berechnung des dquivalenten Martingalmafies darstellt, da dies im
vollstdndigen Markt eindeutig bestimmt ist, und daher auch alle Gleichungssysteme, die
in Satz 2.5 aufgestellt werden, eindeutig losbar sind. Tritt jedoch der Fall ein, dass einige
der Gleichungssysteme mehrere Losungen besitzen, d.h. dass der Markt nach Satz 1.53
unvollsténdig ist, so bietet Satz 2.5 keine geschlossene Darstellung der Menge P, so dass
damit zunéchst fiir die Untersuchung unvollsténdiger Méarkte nicht viel gewonnen scheint.
Durch einige zusitzliche Uberlegungen im Abschnitt 2.3.1 &ndert sich dieser Anschein
jedoch im Hinblick auf die Bewertung von Derivaten.

Weiterhin liefert Satz 2.5 auch eine schnelle Ubersicht iiber die Arbitragesituation eines
Marktes. Ist ndmlich nur eines der Gleichungssysteme nicht losbar, so existiert kein dquiva-
lentes Martingalmaf, und der Markt ist damit nach Satz 1.48 nicht arbitragefrei. Weiterhin
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ist der Markt auch dann nicht arbitragefrei, wenn zwar jedes Gleichungssystem eine Lo-
sung besitzt, aber sich mittels Produktbildung der bedingten Wahrscheinlichkeiten kein
Wahrscheinlichkeitsmafl konstruieren ldsst. Fiir den Ein-Perioden-Markt finden sich noch
konkretere Aussagen zur Arbitragesituation in Abschnitt 2.3.1.

Satz 2.5 liefert zusitzlich ein Kriterium, das in gewissen Fillen die Uberpriifung der Voll-
standigkeit eines arbitragefreien Marktes anhand der Modellparameter ohne weitere Rech-
nung ermoglicht.

2.8 Korollar: Ein Markt ist genau dann unvollstandig, wenn es einen Zeitpunkt n &
{0,..., T} mit einem Ast ausgehend von A" € A, gibt, der weniger linear unabhéngige
Volatilititen ol 4., j = 0,...,d (aufgefasst als Vektoren fiir w € A™ nach Bemerkung 1.2)
besitzt, als es Verzweigungen in diesem Ast gibt. Ein Markt ist immer dann unvollstandig,
wenn es einen Ast gibt, in dem mehr Verzweigungen existieren, als Giiter (einschlieflich
des monetdren Gutes) im Markt vorhanden sind.

Beweis: Nach Satz 1.53 geniigt es, dass nur eines der linearen Gleichungssysteme aus Satz
2.5 nicht eindeutig l6sbar ist, damit der Markt unvollstéandig ist. Die Zeilen der Matrix des
linearen Gleichungssystems fiir den Ast ausgehend von A" bestehen aus den Vektoren
0l 4o — i, j = 1,...,d und dem Vektor (1,...,1). Diese sind offenbar genau dann linear
unabhéngig voneinander, wenn die Vektoren 07| 4., j = 0,...,d linear unabhéngig vonein-
ander sind. Die Anzahl der Verzweigungen desselben Astes ist gerade die Zahl der Spalten
der Matrix. Ist die Zeilenzahl geringer als die Spaltenzahl, so ist das lineare Gleichungs-
system unterbestimmt, d.h. nicht eindeutig l6sbar. Dies ist mit Sicherheit dann der Fall,
wenn es ausgehend von A™ mehr Verzweigungen gibt, als Giiter im Markt vorhanden sind.
Keine Losung kann das Gleichungssystem nur dann besitzen, wenn ein weiteres, vom Er-
sten verschiedenes monetéres Gut im Markt existiert, was aufgrund der Arbitragefreiheit
des Marktes ausgeschlossen ist. O

Die letzte Aussage von Korollar 2.8 ermoglicht es, in einigen Féllen sehr schnell Aussagen
iiber die Vollstéandigkeit eines Marktes zu treffen, denn es geniigt meist ein Blick auf die
Modellparameter, um ohne weitere Rechnung festzustellen, ob ein Ast existiert, der mehr
Verzweigungen besitzt, als Giiter im Markt vorhanden sind.
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2.3 Zerlegung von Markten

Aus Satz 2.5 geht hervor, dass es zur Untersuchung der Vollstdandigkeit und der dquivalen-
ten Martingalmafe eines arbitragefreien T-Perioden-Marktes geniigt, zunéchst fiir jeden
Zeitpunkt jeden von dort ausgehenden Ast einzeln zu untersuchen. Anschliefend koénnen
die Ergebnisse jedes Astes mittels Produkt bedingter Wahrscheinlichkeiten zu Ergebnissen
fiir den gesamten Markt zusammengesetzt werden. Wie bereits bemerkt, stellt jeder Ast
prinzipiell einen Ein-Perioden-Markt dar. Wie sich diese Tatsache mathematisch formulie-
ren lasst, zeigt das folgende Beispiel.

2.9 Beispiel: Gegeben sei ein Markt auf (2,P) mit T Perioden, d Wertpapieren, ri-
sikolosem Zins i und Filtration F. Es sei A" ein Atom von &,. Dann stellt der Ast,
ausgehend von A", einen Ein-Perioden-Markt mit zugrunde liegendem Wahrscheinlich-
keitsraum (A",P\m(m)), der Filtration Fan = (F, N A", F,.1 N A™) und den Preisen
S = (S| 4, SZLH\AH), j = 0,...,d dar. Der risikolose Zins und die Anzahl der Han-
delsgiiter bleiben wie im T'-Perioden-Markt.

Im Gegensatz zur bisher iiblichen Modellierung von Markten unterscheidet sich dieser
wextrahierte” Ein-Perioden-Markt zu seinem Endzeitpunkt 1 nicht auf allen Elementen aus
A", sondern nur auf den Atomen B} ... B € F,.,, in die A" zerfillt, d.h. F,1 N
A" # SB(A™). Dies stellt jedoch kein Problem dar, da die Preise S’ 41 aulgrund ihrer
Fns1-Messbarkeit auf den Atomen B!, ... BP konstant sind. Im Prinzip konnen die
Mengen B!, ... BP' als neue Elementarereignisse zum Zeitpunkt 1 des Ein-Perioden-
Marktes betrachtet werden.

Aufgrund dieser Feststellung ist die Untersuchung allgemeiner Ein-Perioden-Méarkte von
zentralem Interesse. In Abschnitt 2.3 werden zunéchst die Arbitragefreiheit und die konkre-
tere Darstellung dquivalenter Martingalmafse behandelt. In Abschnitt 2.4 wird sich dann
herausstellen, dass im Ein-Perioden-Markt die Angabe konkreter Grenzen fiir eine arbitra-
gefreie Bewertung spezieller nicht replizierbarer Derivate, namlich der bereits eingefiihrten
Optionen, moglich ist.

Wie bei der Erlauterung von Derivaten bereits angesprochen, besitzen diese gewohnlich
genau ein Underlying, d.h. genau ein Gut, von dessen Wert ihr zukiinftiger Preis abhéngt.
Um Ergebnisse zur arbitragefreien Bewertung derartiger Derivate zu erhalten, geniigt es,
Markte zu betrachten, die ausschlieflich aus dem Underlying und dem monetdren Gut
bestehen. Wichtig ist jedoch festzustellen, dass mit jedem weiteren Risikogut, das zusétzlich
auf dem Markt vorhanden ist, sich die Ergebnisse der Bewertung prinzipiell verandern. Bei
gemeinsamer Betrachtung aller im Markt zur Verfiigung stehenden Giiter ergibt sich eine
kleinere Auswahl arbitragefreier Preise. Die Darstellung der Ergebnisse in Markten mit
mehr als einem Risikogut lasst sich jedoch kaum verniinftig realisieren, da das nach Satz 2.5
zu 16sende Gleichungssystem zu grofs ist, um weiterfiihrende allgemein giiltige Aussagen zu
treffen. Im Folgenden werden daher nur Méarkte bestehend aus einem Underlying und einem
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monetiarem Gut betrachtet. Die Preise fiir Mérkte mit mehreren Wertpapieren konnen als
Schnittmenge der Preise in Méarkten mit jeweils nur einem der Risikogiiter ermittelt werden.
In Abschnitt 2.6 wird auf dieses Prinzip eingegangen.

2.3.1 Ein-Perioden-Markte mit einem Risikogut

Betrachtet wird ein m-Stufen-Ein-Perioden-Markt fiir beliebiges m € N, m > 3 mit genau
einem Risikogut (Der Fall m = 2 ist bereits in den Beispielen 1.55 und 2.6 behandelt wor-
den). Dazu sei Q = {wi,...,wn}, T =1, d = 1. Zur besseren Ubersicht werden die folgen-
den Abkiirzungen eingefiihrt: Sy := S} konstant, Sy := S3-(wy), 0% = oh(wk), T = T3(wk)
und py, := P({wx}), jeweils fir k = 1,...,m, wobei mit P hier nicht das dem Markt zugrun-
de liegende Wahrscheinlichkeitsmafs gemeint ist, sondern ein dquivalentes Martingalmaf.
Sind in zwei verschiedenen Zustdnden w € € die Preise zum Zeitpunkt n = T identisch,
so konnen diese zwei Zustdnde offensichtlich zu einem einzigen zusammengefasst werden,
so dass folgende Grundannahme getroffen wird: die Kurse zur Zeit n = T" seien ohne Ein-
schrankung voneinander verschieden und der Grofse nach sortiert, d.h. Sy > ... > 5.
Daraus folgt sofort o1 > ... > og,,.

Si(wi) = S

S =Sy : : m Zusténde

St (wm) = S,

/

Abbildung 2.3: m-Stufen-Ein-Perioden-Markt

Dieser Markt wird nun untersucht auf Arbitragefreiheit, seine dquivalenten Martingalmafe
und im anschliefsenden Abschnitt 2.4 auf die Bewertung von Optionen.

Arbitragefreiheit

2.10 Satz: FEin m-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit einem Risikogut ist genau dann arbi-
tragefrei, wenn gilt o1 > 1 > o,,.

Beweis: Zunéchst wird der Markt mit oy = ... = 0, = ¢ ausgeschlossen, da dieser Markt
kein Risiko beinhaltet. Ein Gut mit derartigen Volatilitdten entspriche ndmlich genau dem
monetiaren Gut. Der Markt bestiinde in diesem Fall nur aus zwei monetédren Giitern und
ware daher trivialerweise arbitragefrei. Fiir weitere Betrachtungen ist dieser Fall nicht von
Interesse.
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Sei o1 < i. Nach Voraussetzung gilt dann auch o4 < ¢ und damit Sy = So(1 + o%) < rSp,
fir k = 1,...,m. Dann ist die Handelsstrategie ¢ mit ¢y = ¢ und ¢% = Sy und ¢ = —
eine Arbitrage-Strategie. ¢ ist trivialerweise selbstfinanzierend und zuléssig wegen

Vo(9) = 6050 + 008 = So— S =0

V() = 6357+ opSp = 1S — Sp > 1Sy — So(1 + 1) > 0.
Da o, < 0y <1, gilt

TSO—Sm:SO<i—Um) >0

und damit P(Vy(¢) > 0) > 0.

Ganz analog lésst sich nachweisen, dass im Falle von ¢ < ¢, die Handelsstrategie ¢ mit
¢o = ¢ und ¢% = —Sy und ¢ = 1 eine Arbitrage-Strategie darstellt.

Sei nun oy, > ¢ > 0,,. Nach dem Fundamentalsatz der Optionspreistheorie 1.48 muss dann
fiir die Arbitragefreiheit mindestens eine dquivalente Martingaldichte existieren. Eine solche
ist zum Beispiel

( m—1

M S; — S
?"SO—Sm_ ]Z::2< ’ ) E—=1
Sl — Sm (m— 2)(51 — Sm)2 ’ -

= M k=2 —1
flwr) = 4 (m = 2)(5, = 5.) , =2,....m
m—1
M S1— 8,
Sl—’f’S() 322( ' J)

k=m,

(S =Sm  (m=2)(S1 = 5,)%

wobei M := min(S; — rSy, Sy — Si) = So - min(oy — 7,7 — 0,,). Die Zahldichte f ist in der
Tat eine der gesuchten dquivalenten Martingaldichten, denn es gilt fir k = 2,...,m — 1
nach Voraussetzung

min(oy —i,4 — 0,)
(m—2)(o1 — o)

flwr) >

> 0,
aullerdem

(rSo — Sm)(m —2)(S1 — Sp) — Mg(sj — Sm)

(m —2)(51 — 5,
(St = Su) = (S0 — S) ¥ (S; — Si)

J=2

MS

(T’So — Sm>

<
||
N

v

(m —2)(S1 — Sin)?
(rSp — Syn) :n; (51— 5,)

(m —2)(S1 — Sm)?
> 0,
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sowie analog
m—1
(S1—rS0) > (Sj — Sm)

j=2

> .
fem) 2 =555 —5r 0
Weiterhin gilt
m—1
M 3 (S1— Sm) v m-1
g = _q_ o |
und damit 3 f(w;) = 1. SchlieBlich ist
=1
poll )
M 'S (8,5 — S;Sm -
15051 — 78S = a
J@n)Si 4 fwm)Sm = =g —¢~ m—2) (S =S, " ; Sifle)
also E;(S}) = f: S;f(w;) =rSo. O
=1

Wie sich im Folgenden noch zeigen wird, ist die gewéahlte Martingaldichte nur eine spezielle
von vielen, die in diesem Markt existieren. Sie ist wohl eine der wenigen, die fiir allgemeines
m € N eine iibersichtliche Darstellung besitzt. Auch lisst ihre Kenntnis noch keine weiteren
allgemeinen Riickschliisse auf die iibrigen dquivalenten Martingaldichten des Marktes zu.
Zwar wurde zu Beginn des Abschnitts 2.2 unter 3. ein Weg beschrieben, auf dem mittels
Kenntnis eines dquivalenten Martingalmafies alle weiteren berechnet werden kénnen, jedoch
ist dieser Weg trotz Kenntnis des bendtigten Mafies immer noch aufwéindiger, als der eben-
falls in Abschnitt 2.2 aufgefithrte Weg tiber die linearen Gleichungssysteme. Deswegen wird
im Folgenden wieder Satz 2.5 verwendet, um die Menge der dquivalenten Martingalmafe
fiir den allgemeinen Ein-Perioden-Markt mit einem Risikogut ndher zu untersuchen.

Aquivalente MartingalmaRe

Der m-Stufen-Ein-Perioden-Markt sei nun also arbitragefrei, d.h. nach Satz 2.10 gelte o1 >
1 > 0p,. Als Ein-Perioden-Markt enthélt der Markt fiir beliebiges m € N nur einen Ast, so
dass bei Verwendung von Satz 2.5 zur Berechnung der dquivalenten Martingalmafe genau
ein Gleichungssystem zu losen ist. Dieses lautet

o D=0

Pm
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Wé&hlt man py, € (0,1) beliebig fiir k = 3, ..., m, erhélt man als Losung

—n+ > p(n—m) o1—i— Y prlor —op)
=3 k=3
P2 = =
T — T2 01 — 02
—To4+ > pe(me —Tk) i —o0a+ Y. prloz — o)
k=3 k=3
P11 = =

T — T2 01— 02

Zur vollstandigen Bestimmung der dquivalenten Martingalmafse muss noch die Nebenbe-
dingung P > 0 iberpriift werden. Es ist 01 — o > 0 fiir £k = 2,...,m, sowie g5 — g > 0
fur k£ =3,...,m und daher (Die leere Summe sei wie iiblich definiert als 0)

m
pr >0 <— Zpk(al—ak)<al—i,

k=3
womit folgt p. < U‘?__;k, fiir K =3,...,m, sowie
m
pe >0 <— Zpk(ag — o)) > 09 — 1,
k=3

was nur dann eine weitere Einschrankung darstellt, wenn oo > ¢ gilt.

Eine explizite Darstellung der Menge der dquivalenten Martingalmafie kann nun fiir Spezi-
alfdlle vorgenommen werden. Fiir den Fall m = 3 tut dies das folgende Beispiel 2.11. Es ist
natiirlich méglich, andere als die oben gewéhlten Elementarwahrscheinlichkeiten p; und ps
explizit darzustellen, etwa p, und p,, fir u,w € {1,...,m}. Diese liefen sich analog zur
obigen Darstellung angeben, in der dann jeweils die Summe mit den iibrigen Elementar-
wahrscheinlichkeiten pg, k € {1,...,m}\ {u, w} auftauchen wiirde, ebenso wie in den zwei
darauf folgenden Ungleichungen. Unabhéngig davon kénnen jedoch fiir allgemeines m > 3
konnen an dieser Stelle keine expliziteren Aussagen iiber die Menge der dquivalenten Mar-
tingalmafe getroffen werden. Trotzdem ist es damit in Abschnitt 2.4 bereits moglich, fir
beliebiges m > 3 die Grenzen fiir die Bewertung von Optionen in unvollstandigen Markten
anzugeben.

2.11 Beispiel: In diesem Beispiel wird ein allgemeiner arbitragefreier Drei-Stufen-FEin-
Perioden-Markt betrachtet. Es sei Q = {wy,ws, w3}, T =1, d = 1. Es gelten weiterhin die
Abkiirzungen wie fiir den m-Stufen-FEin-Perioden-Markt, nun mit m = 3.

Die dquivalenten Martingalmafe sind dann von der Form

17— 09 +p3(0'2 — 0'3)
01 — 02
o1 —1i— p3(o1 — 03)

P2 = )
01— 02

P =
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sowie
p3(0'1—0'3) <op—1 und pg(O'Q—O'g) > 09 — 1,

Ug—i Ul—i
p3 € (max{ ,0}, >
02 — 03 01— 03

Letztere Bedingung enthélt wegen

so dass insgesamt gilt

O'l—i O'Q—i
>

g —0103 — 109 > —101 — 0903 << 1> 03
01 —03 02—03

auch tatsédchlich ein echtes Intervall, da der Markt arbitragefrei ist.

Seien etwa o = %, 09 = 1%, o3 = —1% und 1 = %. Dann ergeben sich Preise, wie in
Abbildung 2.4 dargestellt.
21
10 16
6

Abbildung 2.4: Drei-Stufen-Ein-Perioden-Markt

Die Menge der dquivalenten Martingalmaife lautet dann unter Berticksichtigung von Be-

merkung 1.2
1 2
P= {(—1 + 2p3,2 — 3p3,p3) [ p3 € (§ ) 5) } :

Fiir den arbitragefreien m-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit einem Risikogut lassen sich je-
doch fiir allgemeines m > 3 konkrete Aussagen iiber die Vollstandigkeit treffen. Aus dem
letzten Teil von Korollar 2.8 folgt unmittelbar, dass alle derartigen Markte immer unvoll-
standig sind.

Fiir die Bewertung von Derivativen spielen nicht dquivalente Martingalmafie eine wichtige
Rolle, denn durch sie ist es moglich, exakte Grenzen fiir eine arbitragefreie Bewertung im
unvollstdndigen Markt anzugeben. Lemma 2.14 bestimmt eine Sorte von Martingalmafen,
die im folgenden Abschnitt 2.4 zur Berechnung dieser Bewertungsgrenzen benotigt werden.

2.12 Beispiel: Zum Vergleich sei noch fiir das Drei-Stufen-FEin-Perioden-Modell aus Bei-
spiel 2.11 die Berechnung der Martingalmafie unter Verwendung des zweiten, der zu Beginn
des Abschnittes 2.2 vorgestellten Ansédtze durchgefiihrt. Es werden also alle dquivalen-
ten Martingalmafe gesucht, die der Gleichung E(Gr(¢)) = 0, fiir alle ¢ € ®, geniigen.
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Analog zu Lemma 2.4 sind unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 alle die Vektoren
f = (f1, fo, f3) € R3 zu bestimmen, die den drei Bedingungen

3
1. kzlkaT((gb)(wk) = 0, ng € P,

2 fitfot+fa=1
3 f>0k=123

geniigen. Zunéchst muss also der Raum G* bestimmt werden, dann sind die dquivalenten
Martingalmafke alle die Elemente aus G+, die der zweiten und dritten Bedingung geniigen.
Grundlagen zur Berechnung des orthogonalen Komplements von G finden sich z.B. in [23],
Satz 6.20 ff, wonach

Gr={feR®: f=(E—-AATAA)z, z € R}

ist, mit einer Matrix A, deren Spalten die Vektoren einer Basis von G sind. In diesem
einfachen Beispiel ist G = {¢r(vSr — So) | ¢r messbar bzgl. Fy}, so dass sich sofort z.B.
{(vSr — So} als Basis von G ergibt. Um die weiteren Rechnungen einfacher zu gestalten,
wird allerdings {15 (vSr — So)} = {(2,1,—1)} als Basis von G gewéhlt. Damit ist AT =
(2,1,—3), und dann gilt

2 -2 2\ [y
1

(B —AATA) ANz = 5 -2 5 1| |z

2 1 5 T3

Wird nun zusétzlich die zweite Bedingung gefordert, d.h. dass die Summe der Komponenten
der Vektoren die Zahl 1 ergibt, so erfiillen die Vektoren

3 1
(1—($2+JI3),—1+§<I2+$3),1—§($2+$3)) , To,x3 €R
diese Forderung. Wéhlt man xs + x3 = 2 — 2p3 und fordert noch die dritte Bedingung, d.h.
dass alle Komponenten der Vektoren nicht negativ sind, dann liegen die Vektoren, die alle
drei Bedingungen erfiillen, in der Menge

1 2
(—1+2p3,2 —3ps,ps) | ps € >3

Es ergeben sich also tatsédchlich dieselben dquivalenten Martingalmafe, wie in Beispiel 2.11.
Es ist wohl offensichtlich, dass dieser Weg zur Berechnung aller dquivalenten Martingalmaifse
aufwéndiger ist, als der Weg aus Beispiel 2.11. Die beiden Ansétze sind genau genommen
sogar identisch, da die zweite und dritte Bedingung direkt mit denen aus Lemma 2.4
iibereinstimmen und erste Bedingung wegen

0= E(GT(¢)) <— 0= E(?”(bT(UST — So)) — 0= ¢TSO E(TT) — 0= E(TT)
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aufgrund der Fy-Messbarkeit von ¢, auch mit der ersten Forderung aus Lemma 2.4 iiber-
einstimmt. Diese Tatsache verdeutlicht noch einmal den Vorzug des ersten Ansatzes in
Abschnitt 2.2.

In [28], Abschnitt 1.3 wird niither auf die Tatsache eingegangen, dass G N {P : B(Q) —
R|P{{wi})+ ... + P{wm}) = 1,P(wx) > 0,k =1,...,m} die Menge aller dquivalenten
Martingalmafe darstellt.

2.13 Definition: Gegeben sei ein arbitragefreier Ein-Perioden-Markt mit einem Risiko-
gut. Es sei Sp(wy) > ... > Sr(wm). Weiterhin sei u € {1,...,m — 1} und w € {2,...,m}
mit o, > i > o0,. Dann seien folgende als Randmartingalmafie bezeichnete Wahrschein-
lichkeitsmafse definiert

Pu = ;;_J(;Uw , k=u
Puw({wr}) := ¢ pw = ﬁ , k=w :
0 , ke{l,...,m}\ {u,w}

2.14 Lemma: Seiu € {1,...,m — 1}, w € {2,...,m} mit 0, > i > 0,. Dann ist jedes
Maf P, ,, ein Martingalmak.

Beweis: Es gilt nach Voraussetzung 0 < ¢ —o0, <0, —0, und 0 < o, —1 < 0, — 0, also
Pus Pw € [0, 1]. Daher ist nur nachzuweisen, dass P die oben berechnete Form besitzt. Dies
ist der Fall wegen

i— 09+ ) pr(o2 — o)
=3

h =
01— 02
(=02 , u=1l,w=2
g1—02 .
. O'l—l
i—oatpuw(oa—0y) 02t o (02—0w) _
o1—09 - o1—02 T o1—0ow U= 1,'11} > 2
- i—02+pw(02—0w) __ i_aﬁ_dgi’tﬂ (02=0w) _ 0 u=2,w > 2 7
017(02 ) _( )01*02 o ’ o
1—02+pu(02—0u)+pw(o2—0w) __
\ g =0 , u>2,w>2
sowie
m
o1 —1— ), pr(or — o)
B k=3
P2 =
01— 02
( DL , u=1l,w=2
o1—02
o1—i—pu(o1—0w) _ Ol g ey (F170w) 0 u=1w>2
o1—02 - 01—02 - ’ -
— (o0 R .
gi—i—pu(oi—ow) _ 1T (0ow) _
] 01—(02 ) _( )01—02 T o2—0y u=2w>2
Gl*l*pu 01— 0y 7pw 01— 0w .
p—— =0 , u>2,w > 2
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O

2.15 Korollar: Sei v € {0,...,T — 1} derjenige Index, fiir den gilt o, > i > 0,,1. Dann
sind Make P der Form

dquivalente Martingalmafse.

Beweis: Offensichtlich gilt P({w}) € (0,1). Aufserdem gilt

S P =3 3 A Y Puu(fed) =1

weN i Z >\u,w u=1 w=v+1 weN
u=1w=v+1
und
Ep(Gr(9)) = ———D_ Y MuwBr,(Gr() =0, Véed,
Z Z )\u,w u=1 w=v+1
u=1w=rv+1

O

Moglicherweise stellen die Mafe P aus Korollar 2.15 sogar alle dquivalenten Martingalmafe
des zugrunde liegenden Marktes dar, darauf wird hier jedoch nicht néher eingegangen.

2.3.2 Mehr-Perioden-Markte mit einem Risikogut

Zusammen mit mit Satz 2.5 und den Ergebnisse aus Ein-Perioden-Mérkten ist es nun
moglich, Aussagen iiber Mehr-Perioden-Mérkte zu treffen. Aus den bereits oben genann-
ten Griinden werden nur Mérkte mit einem einzigen Risikogut untersucht, und diese nur
exemplarisch. Ziel dieses Abschnitts ist es nicht so sehr allgemeine Aussagen iiber Mehr-
Perioden-Mérkte zu treffen, sondern anhand von zwei Beispielen das Prinzip der Zerlegung
und Zusammensetzung von Mérkten zu verdeutlichen.

2.16 Beispiel: Gegeben sei ein Drei-Stufen-Zwei-Perioden-Markt mit einem Risikogut S
und den Parametern T =2, d =1, Q = {wy,...,wo}, A1 = {w1,wa, w3}, Ao = {ws, ws, we},
Az = {wr,ws,wo}, Fo = (Q,0), F1 = 0(Ay, Ag, A3), Fo = P(N). Es sei i = %, und die
Volatilitdaten seien in jedem Ast in jeder Periode identisch, wie in Beispiel 2.11, hier der
besseren Ubersicht halber als Spaltenvektoren nach Bemerkung 1.2 dargestellt mit

ot (Ar) o?(wi) 0%(ws) o*(wr) 10

ol (Ag) | = | P(ws) | = [ oP(ws) | = | Plws) | = | &

o' (As) %(ws) 0% (wp) 7% (wy) T
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Abbildung 2.5: Drei-Stufen-Zwei-Perioden-Markt

Alle vier nach Satz 2.5 zur Bestimmung der dquivalenten Martingalmafe zu l6senden Glei-
chungssysteme sind dann identisch und besitzen die aus Beispiel 2.11 bekannte Losungs-

menge
1 2
{(—1+2p3,2—3p3’p3)|p3 © (5’ 5)}

Damit ergibt sich in der Zusammensetzung beider Perioden nach Satz 2.5 die folgende
Menge dquivalenter Martingalmafke

1 2

P = {P(p07p17p27p3> ‘p3,0,P3,1,p3,2,P3,3 € (5 ) g)}

mit

(=14 2p30)(—=1+2p31)
(=14 2ps0)(2 — 3ps,1)
(=14 2p30)ps,1
(2 = 3p30)(—1+ 2ps2)
P(p3,0,p3,1,p3,2,p3,3) = (2 - 3]?3,0)(2 - 3173,2)

(2 - 3]93,0)293,2
p30(—1+ 2ps3)
P3,0(2 — 3ps3)
P3,0P3,3

Dieses Modell stellt einen speziellen Trinomialbaum dar. Weiteres zum Thema Trinomial-
bdume mit unterschiedlichen Schwerpunkten findet sich in [2], Kapitel 6, [15], Abschnitt
16.5, [19], Abschnitt 7.4, [20], Abschnitt IV.4 oder [21], Abschnitt 5.2.
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2.17 Beispiel: Auch Mirkte mit unterschiedlich dimensionierten Asten konnen zusam-

mengesetzt werden. Gegeben sei ein Markt mit zwei Perioden und einem Risikogut wie in
Beispiel 2.7 das Gut S*.

Abbildung 2.6: Zwei-Perioden-Markt mit unterschiedlichen Verzweigungen

Der Ast in der ersten Periode und der untere Ast in der zweiten Periode stellen jeder fiir sich
vollstandige Fin-Perioden-Markte nach Beispiel 1.55 dar. Ihre dquivalenten Martingalmaise
sind in der ersten Periode gegeben durch P = (g, g) und in der zweiten Periode durch
P = (%, %) Die dquivalenten Martingalmafie des Astes in der zweiten Periode mit drei
Verzweigungen werden analog zu Beispiel 2.7 berechnet, sind also gegeben durch P = {(ﬁ+
D3, 5 — =3 03) |ps € (0,%)}. Zusammengesetzt ergibt sich als Menge der équivalenten
Martingalmafse des gesamten Maifses die Menge

po (23, 9 9 3 3 e (ol
“\\320 " 64 620 128" gPrgry) !B '5)(
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2.4 Bewertung in unvollstandigen Markten

Es sollen nun Preise fiir Derivate in unvollstdndigen Méarkten konkret ermittelt werden.
Wieder wird mit der Betrachtung von Ein-Perioden-Mérkten mit einem Risikogut begon-
nen. Bei den in diesem Abschnitt betrachteten Derivaten handelt es sich ausschlieflich um
die europaischen Optionen, da mit diesen sehr konkrete Ergebnisse zu erzielen sind.

2.4.1 Ein-Perioden-Markte mit einem Risikogut

Gegeben sei wie im vorigen Abschnitt ein arbitragefreier m-Stufen-Ein-Perioden-Markt
mit Q = {wy,...,wn}, m >3, T =1,d =1 und den bereits eingefithrten Abkiirzungen.
Zusétzlich seien Cy, := Cr(wg) und Py := Pr(wy), jeweils fiir K = 1,...,m, die Preise einer
europdischen Call-Option bzw. Put-Option. Es gelte wiederum o; > ... > g,,.

2.18 Lemma: FEine européische Option mit Ausiibungspreis X besitzt eine eindeutige
arbitragefreie Bewertung, wenn X > S7 oder X < .S, ist.

Beweis: Fiir eine européische Call-Option mit X > S; und eine européische Put-Option
mit X < .5, ist der Preis zur Zeit n = T in allen Zusténden gleich 0. Daher ist auch der
einzig faire Preis zu jedem vorigen Zeitpunkt gleich 0.

Eine europiische Call-Option mit X < S, bzw. eine Put-Option mit X > S; besitzt zur
Zeit n =T den Preis Sy — X bzw. X — Sp. Dieser Wert stellt immer einen replizierbaren
Claim dar, denn es gilt fiir jedes dquivalente MartingalmaR P die Gleichung Ep (v’ (S —
X)) = Ep(Sy) — Ep(v7X)) = Sy — v" X bzw. Ep(v”(X — S7)) = vTX — S,. O

Grenzen fiir eine arbitragefreie Bewertung européischer Optionen

Der Anfangspreis zur Zeit n = 0 einer européischen Call-Option ergibt sich unter Verwen-
dung der Ergebnisse aus Abschnitt 2.3 aus der Gleichung

C() == UE(CT>
i—02+2pk(ag—ak) Jl—i—zpk(dl—gk) m
= vl k=3 e h=3 +Zpk0k
01 — 09 01— 02 k=3

Der Call-Preis ist eine stetige Funktion in Abhéangigkeit von pg, £ = 3,...,m. Auf der
beschrénkten und nach Lemma 2.2 abgeschlossenen Menge P nimmt er daher Maximum
und Minimum an. Diese werden im Weiteren mit Hilfe der in Definition 2.13 eingefiihrten
Randmartingalmafse P, ,, berechnet. Das folgende Lemma zeigt, dass an jedem Call-Preis
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eines nicht dquivalenten Martingalmafses auch beliebig dicht ein Call-Preis eines dquivalen-
ten Martingalmafies liegt. Damit folgt insgesamt, dass die arbitragefreien Call-Preise zur
Zeit n = 0 ein offenes Intervall mit den oben erwidhnten Extrema als Grenzen bilden.

2.19 Lemma: In einem arbitragefreien Ein-Perioden-Markt existiert zu jedem nicht dqui-
valenten Martingalmafs P und jedem beliebigen Derivat D fiir alle € > 0 ein dquivalen-
tes Martingalmafs P. p, so dass gilt |Dy(P) — Do(P.p)| < e, wobei Dy(-) hier den arbi-
tragefreien Preis des Derivats zur Zeit n = 0 als Funktion des Mafes bezeichnet, d.h.
Do(P) = Ep(’UDT).

Beweis: Sei 2 = {wy,...,w;,} und P ein nicht dquivalentes Martingalmafs. Nach Satz
1.48 existiert in einem arbitragefreien Markt wenigstens ein dquivalentes Martingalmafs Q.
Sel Dpax := max,ecq Dr(w), pr := P({wi}), ¢ := Q({wi}) und auberdem §x, := gy -
Dann ist durch

mDmax
Pk + Qi
m, A
1+ > G

Ps,D(wk) =P =

das gesuchte Wahrscheinlichkeitsmafs P, p definiert. Wegen ¢, > 0 gilt auch p, > 0 und
wegen

m Z (Pk + Gr)

Z P.p ({wi}) = =l =1

k=1 1+ Z Gk

k=1
ist P. p in der Tat ein dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf}, das aufgrund von
. 1 . N
B, (Gr(6) = —a— (Ee(Gr(0) + ——Eq(Gr())) =0, Vo,
. M D max
1+ > G
k=1

auch die Martingaleigenschaft besitzt. Schlieflich ist
|Do(P) = Do(Pep)| = |Ep(vDr) — Ep_,(vDr)|

= ZpkUDT W) Z —tn
P ILT
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o 19 9
< D —
o kz_; ! T(wk) Pr mDmaX qk mDmax
< Z UDT( k) c
mDmax
k=1
< e

g

2.20 Korollar: Auf der Menge P nimmt Cy(P) sein Maximum und Minimum an und es
gilt
sup Co(P) = max Cy(P) und inf Cy(P) = min Cy(P).

PeP PeP PelP PcP

Beweis: Da der Erwartungswert als Funktion des Wahrscheinlichkeitsmalses stetig ist und
P nach Lemma 2.2 abgeschlossen ist, nimmt er dort Maximum und Minimum an. Zusétzlich
ist jedes Element aus dem Bild von P nach Lemma 2.19 Haufungspunkt im Bild von P. [J

Um nun die Grenzen fiir die arbitragefreie Bewertung einer européischen Call-Option anzu-
geben, miissen einige Fallunterscheidungen vorgenommen werden. Es ist bereits aus Lemma
2.18 bekannt, dass fiir die Falle X > S; und S,, > X eindeutige Call-Preise existieren,
da die Option unter diesen Bedingungen replizierbar ist. Daher wird nun ausschlieflich
die Situation S; > X > S,, betrachtet. Aus Abschnitt 2.5.1 folgt dann unter den gege-
benen Voraussetzungen des Marktes, dass die Option genau dann replizierbar ist, wenn
es Parameter \°, \! € R gibt, so dass gilt O} = A7 + A\LS,, fiir alle k = 1,...,m. Aus
0= Cy )\Or + ALSp und Sy — X = Cy = Ao + A'S; folgt dann Ay = £ und
Ao = _31 US Damit ist jedoch die Gleichung max{S; — X,0} = Cy = X + 1S,
nicht erfullt "Daher kann eine europdische Option unter den gegebenen Voraussetzungen
des Marktes in der Situation S; > X > S, nicht replizierbar sein. Es ist also sinnvoll,
unter diesen Voraussetzungen Grenzen fiir eine arbitragefreie Bewertung zu ermitteln.

1. Fall: Sei S; > X > S;. Dann gilt

i—oy+ Y pr(oa — o)
Co = v(S; — X) =3

01— 02

Cp wird minimal bzw. maximal, wenn )" . px(02 — o)) minimal bzw. maximal wird.
I. Minima

a) Sei zunéchst ¢ > 0. Dann ist Py 5 nach Lemma 2.14 ein Martingalmafs, und fiir dieses
nimmt Cj sein Minimum an, weil hierfiir ) ;" ; px(02 — 0x) = 0 offensichtlich minimal ist.

Dann gilt
17— g9

min Cy = v(S; — X)

PeP 01— 02
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b) Sei nun o9 > i. Dann nimmt Cj z.B. fiir das Martingalmafs P 3 das Minimum

i — 09+ 2= (gy —
mlg CQ = U(Sl — X) 2 02703( 2 3) =0
PeP 01 — 02

an, denn Cj kann bekanntlich nicht negativ werden.
II. Maxima

Nach Lemma 2.14 ist Py ,, ein Martingalmaf. Fiir dieses Mafs ist C(y maximal, denn ange-

nommen, es gibt ein anderes Martingalmafs Q, mit Q({wx}) =: qx, k£ = 1,...,m, fiir das
gilt Y0 qr(og —ox) > D00, pr(oy — op) = ﬁ(ﬂg — 0m), dann folgt

mz_lqk(@—ak) > (Jl_i _q’”> o)

k=1+1 717 Im
. m—1
o1 —1 Oy — O}
< Gm > ! - Z qdk 2 )
o= O0m 7, %27 0m
und damit
@01 —02) = 01 —i— ZQk<Ul — O)
k=3
i o1 —1 i —
. 1— 2 — O
< - - - - - m - m
) ;qk(al Ok) p _Um(al Om) + kzzqu@ _Um(al Om)
m—1
_ Z " (09 —op)(01 — o) — (01 — 0%)(02 — O)
k=3 02 — 0O
m—1
I (01 —o2) (o —om) _,
092 — O
k=3
ein Widerspruch. Daher ist
i — 09+ 2= (gy — Ty,
maxCy = v(S; — X) 2 ¥ 50, (2 )
PeP 01 — 02
_ (s - X)(Z —09)(o1 — o) + (01 — 1) (02 — Om)
(01— om)(o1 — 02)
= 'U(Sl — X) ! m
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2. Fall: Sei S; > X > Spyq, fir I =2,...,m — 1. Dann gilt

!
Co = v(Cipr + Copa) +v Z CrDr

k=3
l

= vSo((1+01)p1 + (1+ 02)p2) — vX (p1+p2) + v > Capr

k=3
m m l
N P zpk> Cox (1 ) oY G
k=3 k=3 k=3
011 — 091+ Y pr(020, — 010%) m
k=3
= US() +1- Pk

m l
— X (1 —Zpk) +vZCkpk
k=3 k=3
m m l
= USO (7‘ — Zpk(l + Uk)> —vX <1 — Zpk> + vZCkpk
k=3 k=3 k=3

m !
= SO_UX+UZpk<X_Sk)+UZpk(Sk_X)

k=3 k=3
= Sy—vX +w Z pr(X — Sk).
k=l+1
Nach Voraussetzung ist X — S, > 0, fiir £ > [ + 1, daher wird Cy minimal bzw. maximal,
wenn » ", pp(X — Sj) minimal bzw. maximal wird.

I. Minima

Sei o, > 1 > 0441, fir u € {1,...,m — 1}. Dann ist Cy minimal fiir das Martingalmafs
Py u+1, wie im Folgenden nachgerechnet wird.

a) Sei w < I. Dann ist )" | pp(X — Si) = 0 offensichtlich minimal, und es gilt

min Cy = Sy — v.X.
PeP

Wegen v X < vS5; < vS, < Sy 1;;”;‘ < Sy gilt hier tatsachlich So —v.X > 0.

b) Sei u > [. Dann ist
IHIQ C() = So —vX + ’U(pu(X — Su) —|—pu+1(X — Su—f—l))

PeP
(TSO - Su+1)(X — Su) + (Su — TSO)<X — Su+1)

— Sy —vX
oAy Sy — Sus

= Sp—vX +v(X —1rSy) =0,
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denn Cj kann nicht negativ werden.

c) Sei u = [. Dann ist > ;" | pe(X — Sk) = U—_( — Si41)- Angenommen, es gibt ein

Ol+1

anderes Martlngalmaﬁ Q, mit Q({wr}) =t q&, k = 1,...,m, fiir das gilt > " | g (X —
Si) < (X — Sj11), dann folgt

oy Uz+1

m

> a(X=5) < (01—_Z - ql+1) (X = Si11)

P— O — 0i+1
o — 1 " X — Sk
— Qi+1 < ool Z QkW’
! S I+1
und damit wegen S; > X nach Voraussetzung
qi(o1—02) = i—o02+ Z%(@ — o)
k=3
< i—o09+ qu(@ — o) + Z qr (o2 — o)
k=3 k=142
] —1 T
+ ——— (02 — 0111) Gk~ 02 — 0141
o — 01+1 i k;” X 51+1 +1)
!
L= 0141
= 0, —03)+ qx(02 — O
1=+ 3 aulor = )
= X — S,
+ Z qk (02 — of — (o O'H_l))
s X — S
. 1
v — 0141
< E—— Qi | (01 — 02
CER LS
Ug—O’k X—SH_l) — (X_Sk)(02_0l+1)
+ Z Tk X_S
k=1+2 I+1
. l m
S;— S [ i—o 041 — Ok
= N+ (X -8 Y ™
So (CTl — 0141 Z ( >k_zl; X — S
Si— S [ i—o 0141 — Ok
< qx + So G~
So <0l — 0141 Z kZlJ:rQ X — S

I—0 “ S — 8
= (01— o) <¢—1+q1+qQ+ > gitat Y Qku>

o —0 X -5
Lo h=1+2 k=142 b+
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i—Ul+1 “ Sl+1_Sk
(l 2) <Ul—Ul+1 ' ? k;wk X — S
O'I—i “ X—Sk>

+ =) o
Op — 0141 X — S

k=142
= (01— 02)(q1 + q2).

Daraus folgt aber wegen ¢;(01 — 0;) < g2(0; — 02) < 0 ein Widerspruch. Daher ist

o —1
minCy = Sp—vX +v———(X — Sj41)
PeP 0p — 041

~= S (1 _ I+ ow)lon= Z)) — X <—‘” ' 1)
(1+4)(0o1 — 0141) Op — 0141
= U(Sl — X)ﬂ
0y — 0141

II. Maxima

Fiir das Mafs Py ,, ist Cp maximal, denn angenommen, es gibt ein anderes Martingalmaf Q,

mit Q({wy}) =t qr, k=1,...,m, fiir das gilt 3", qu(X — Sk) > D700, pe(X — Sp) =
2=t (X — S,,), dann folgt

01—0Om
i o1 — 1
Y (X —5) > ( : —qm) (X 5,)
01 — O
ke=1+1
m—1
0'1—2 X — Sk
<~ qm > - Z Qk
917 9m T

und damit wegen S; > X > S, nach Voraussetzung

92(01 - 02) = 01 —1— ZQk(Ul - Ulc)

m— m—1
) o1 — 1 X -5
< 01 —1— E qe(01 — op) — - (01 —om) + E QkX k(01—<7m)

717~ Om k=i+1 Sm
m—1
X-5

= > w (X_S:;(Ul —op) — (01 _Uk))

k=I+1
_ mf gk (X = Sp)(S1 = Su) = (X = ) (S — Si)

S() X - Sm
k=Il+1

B S S CER o[
So X -5, ’
k=Il+1
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also ein Widerspruch. Daher gilt

maxCy = SO—UX—I—UUl—_Z(X—Sm)

PeP 01— 0m
B (A top)(o—9)\ o1 —i
- <1 (1 +)(or = om) P
1— O,
= U(Sl —X>m

Die Zusammenfassung dieser Ergebnisse liefert folgende Aussage. Fiir einen Ausiibungs-
preis S, > X > Spy1, k= 1,...,m — 1 liegen die arbitragefreien Optionspreise einer
europdischen Call-Option im Intervall

r (SO_UX,U(Sl—X)ﬁ) , i> o
C()E (U(Sk—X);;j—(f::l, U(Sl—X);li—o::n> , 0k2i>ak+1
CEE o E =" L opn >

\

Damit ist gezeigt, dass sich die Grenzen fiir die arbitragefreien Optionspreise in einem
unvollstandigen Ein-Perioden-Markt direkt aus den Parametern des Marktmodells berech-
nen lassen. Vergleicht man die Intervallgrenzen namlich mit dem Optionspreis aus Beispiel
1.55, so ist der maximale Optionspreis gerade der Preis, der sich fiir einen vollstandigen
arbitragefreien Zwei-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit den Endkursen S; und S, ergibt, d.h.
fiir die zwei Zusténde, in denen die Kurse am weitesten vom Ausiibungspreis X entfernt
sind. Ebenso ist der minimale Optionspreis gerade der Preis, der sich fiir einen vollstan-
digen Zwei-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit den Endkursen Sy und Sy ergibt, d.h. fiir
die zwei Zusténde, in denen die Kurse am néchsten am Ausiibungspreis X liegen, sofern
dieser Markt arbitragefrei ist, also unter der Voraussetzung o > i > op41. Fiir den maxi-
malen Optionspreis ist die Voraussetzung fiir die Arbitragefreiheit o; > ¢ > o, im Zwei-
Stufen-Ein-Perioden-Markt sowieso als allgemeine Bedingung fiir die Arbitragefreiheit des
m-Stufen-Ein-Perioden-Marktes vorausgesetzt, deswegen mussten bei der Berechnung der
Maxima auch keine Fallunterscheidungen vorgenommen werden. Das Beispiel 2.21 verdeut-
licht diesen Sachverhalt noch einmal. Abbildung 2.7 zeigt den minimalen und maximalen
Call-Preis in Abhéngigkeit vom Zinssatz ¢. Im grauen Bereich zwischen den zwei Grafen
befinden sich die arbitragefreien Call-Preise.

2.21 Beispiel: Gegeben sei ein Drei-Stufen-FEin-Perioden-Markt mit den Parametern und
Werten aus Beispiel 2.11.
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Glm 01Ic+1 Oy 0y
Abbildung 2.7: Spanne fiir den arbitragefreien Anfangspreis einer européischen Call-Option

mit Ausiibungspreis X € (S, Sk11) im m-Stufen-Ein-Perioden-Markt in Abhéngigkeit vom
risikolosen Zins 7

Fiir die Bewertung von européischen Call-Optionen gilt fiir S; > X > Sy

<v(Sl—X)ﬂ, U(Sl—X)ﬂ> , 1> 0y

o1—02 o1—03
Cy € - |
(0, U(Sl—X)ﬁ> o>
und fiir S5 > X > S
<SO—UX, ms_mﬁ) Q> o

Coy €

02—03 01—03

(U<SQ—X) i~oy ,v(sl—X)m), oy >0

Fiir den arbitragefreien Preis einer europdischen Call-Option mit Austiibungspreis X = 11
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ergibt sich dann wegen Sy > X > S5 und oy > ¢ > 03 die Bedingung

= 30 10 _
2,72 =—
, 1 <Cy< — 3 =3,3.
Abbildung 2.8 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen den Grenzen des Optionspreises
des unvollstidndigen Modells und den Optionspreisen zugehoriger vollstandiger Modelle.

Zur Berechnung von C§ und C§ siehe Beispiel 1.55.

Cl 02 03
2
21 T
10 < 10 16 10 <
6 X =10 6
supCg =Cl=3,3 3,3>C2>27T2 inf C2 = C3 =2,72
PcP PcP

Abbildung 2.8: Zusammenhang von Optionspreisen unvollstindiger und vollsténdiger
Markte

Auf ein derartiges Ergebnis fiir den Drei-Stufen-Ein-Perioden-Markt kommt auch [2], Ab-
schnitt 1.6. Eine Berechnung des Intervalls, in dem der arbitragefreie Preis eines Derivats
im allgemeinen unvollstéandigen Ein-Perioden-Markt liegen kann, mittels eines Computeral-
gebrasystems nimmt [29], Abschnitt 1.7 vor.

2.22 Beispiel: Der folgende Ein-Perioden-Markt soll verdeutlichen, dass unvollstdndige

Markte, die sich beziiglich ihrer Volatilitaten nur gering von vollstadndigen Mérkten un-

terscheiden, d.h. die im wesentlichen eine Auf- oder eine Abwértsbewegung machen, auch

einen nahezu eindeutigen Optionspreis liefern. Gegeben sein ein Drei-Stufen-FEin-Perioden-

Markt mit Q = {wq,ws, w3}, T =1,d = 1, einem Gut mit den Parametern Sy = 10, oy = 1,
-8 1

09 = lg, 03 = 75, @ = 75 und einer Call- Opt1on C darauf mit Ausiibungspreis X = 4.

In diesen Markt betrégt die obere Grenze fiir arbitragefreie Call-Preise suppcp Cy = 8,00
und die untere Grenze infpep Cy =~ 7,94, d.h. die Differenz betragt nur etwa 0,06. Der Preis
ist also nahezu eindeutig.

Aus Kenntnis des Intervalls, in dem eine arbitragefreie Bewertung fiir Call-Optionen vor-
genommen werden kann, folgt sofort ein Intervall fiir die arbitragefreie Bewertung von
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Abbildung 2.9: Drei-Stufen-Ein-Perioden-Markt

Put-Optionen, indem die Put-Call-Parity-Relation aus Lemma 1.56 zu Rate gezogen wird.
Damit folgt, dass jeder arbitragefreie Preis einer Put-Option mit Ausiibungspreis X mit
Hilfe eines arbitragefreien Preises einer Call-Option mit gleichem Ausiibungspreis X beziig-
lich desselben zugrunde liegenden dquivalenten Martingalmafies mittels Pg = Cy— Sop+vX
dargestellt werden kann. Daher folgt

sup Py = supCy— So+vX

PeP PcP
O-m
= So(v(1+01)—1)+vX (1—01_%)
= So(v(l—i-am) — )+UX i
01 — O, 01 — O,
= (X = Sp)——
Ul—Om

Analoge Schlussfolgerungen koénnen fiir infpep Py gezogen werden, so dass die arbitrage-
freien Optionspreise einer européischen Put-Option mit einem Ausiibungspreis S, > X >
Ski1, k=1,...,m —1 im Intervall

'(omXAsug> i oy
PO c (U(X Sk+1)0k O'k+1 , (X S )afl JZ ) , Ok > 7 > Ok+1
@X—&,( S);;) L Op >

liegen.

2.4.2 Mehr-Perioden-Markte mit einem Risikogut

Gegeben sein nun ein m-Stufen-T-Perioden-Markt mit einem Risikogut S und zugrunde
liegendem Wahrscheinlichkeitsraum Q mit |Q2] = m”. Der Markt sei ein Multinomial-
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Abbildung 2.10: m-Stufen-T-Perioden-Markt: Multinomialbaummodell

baum, d.h. die Volatilitdten (oq,...,or) gleichen sich in jedem Ast des Marktes. Es seien
Apo AN, € AT die Atome, die die Zustdnde des Marktes zum Zeitpunkt n € {0,..., 7}
beschreiben. S, ist auf A} konstant, daher sei S,(A}) := S,(w), fiir ein w € A}. Seien
weiterhin analog zum vorigen Abschnitt folgende Bezeichnungen definiert

o1 = max o,(w)
wGAZ_l
Om = min o,(w)
wGAZ_l
S¥ = max Sp(w)=Sralra(l+0), k=0,....m"L
weAT -1 C
Aufgrund der Multinomialeigenschaften gleichen sich ¢; und o, fiir alle K =0, ..., m™ und
n=1,...,T. Mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts ist es unter der Voraussetzung

X S (ST(wl), ST(wm)) = ((1 + 0'1)T_1(1 — O'm)So, (1 + Ul)TSO)

moglich, eine obere Grenze fiir alle Call-Preise C),, n = 0,...,T — 1 anzugeben. Fiir den
Call-Preis jedes Astes ausgehend von einem Zustand im Zeitpunkt n = T — 1 gilt dann
namlich

v (SE— X)iem gk X

01—0m
sup CT_l‘ATfl = k .
PeP k 0 , S <X

Diese obere Grenze ermittelt sich wie folgt. Liegt der hochste Preis eines Astes iiber dem
Ausiibungspreis der Call-Option, so gilt fiir den maximalen Call-Preis die im vorigen Ab-
schnitt berechnete Formel. Liegt der héchste Preis eines Astes unter dem Ausiibungspreis
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der Call-Option, so besitzt der Call in diesem Ast den Wert 0. Zusammengefasst lasst sich
der Call-Preis in der folgenden Form schreiben

sup CT—l‘Azfl = max {v (ST_l‘AfﬂO + 01) . X> 1 — Om O} .

)
PcP 01— 0m

Es seien definiert ,
1+¢ o01—0,,

o= - >0
l14+01 t—o0p
und )
X, =X——+— n=0,...,T—1.
(1_|_0-1)T7n
Damit gilt

Sup(aC’T_l\Azq) = max { (ST_l‘Azfl — XT_1> ,0} )

PeP
Da « unabhéngig von k gewéhlt ist, kann die Aussage sogar verallgemeinert werden zu
sup(aCr_1) = max {(Sr—1 — X7_1),0}.
PeP
Dadurch ist sofort ersichtlich, dass aCr_; aufgefasst werden kann als eine neue européische

Call-Option mit Ausiibungszeitpunkt 7' — 1 und Ausiibungspreis X7_;. Auferdem gilt fiir
Xr_q wieder

XT_1 € (ST_l(A{_l), ST_l(Az;L_l)) = ((1 + O'1)T_2(1 — O'm)S(), (1 + Ul)T_ISO) s

so dass die obere Grenze fiir den arbitragefreien Call-Preis von aC' zum Zeitpunkt n = T'—2
analog der zum Zeitpunkt n =7 — 1 von C' berechnet werden kann. Dieses Verfahren kann
rekursiv bis zum Zeitpunkt n = 0 fortgesetzt werden. Es ergibt sich dann als obere Grenze
fiir den Call-Preis zum Zeitpunkt n € {0,...,T}

sup(a’"C,) = max{(Sr_n, — Xr_,),0}
PeP

= sup(C) = nmx{UT%(syﬂx1+mnfL"—,x)(i"“")Tﬂio}.

PeP

Gegeben sei konkret der Drei-Stufen-Zwei-Perioden-Markt aus Beispiel 2.16. Auf das Ri-
sikogut S werde eine européische Option mit Ausiibungspreis X = 29,4 ausgegeben. Es
gilt

4+ -1 1

IR
und
X, = 294 L =14
L= Ty
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Damit ist die obere Grenze fiir den Call-Preis zum Zeitpunkt n = 1 gegeben durch

sup(C}) = max {1—71 (S — 14) ,0} ,

PeP

was sich unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 folgendermafsen in Zahlen ausdriickt

sup (Co(40). Co(4, 4 ) = (1 71.0)

Die obere Grenze zum Zeitpunkt n = 0 lautet

49 20 490
?gp))(CO) = max {ﬁ (SO - ?) ,0} = @ ~ 1,31

Setzt man den Markt fort zu einem 3-Stufen-T-Perioden-Markt mit gleichen Volatilitaten
T T—

in jedem Ast und gibt eine Call-Option C' mit Ausiibungspreis X € (10- %—T, 10 - féT—_i . %)

zum Zeitpunkt T heraus, so darf diese anfangs maximal

7\ 10\ 10-77 107
Co) = N N A 0l = _ X
sup(Co) max{(n) ( 0 (21> > } 1T 337

kosten, um den Markt arbitragefrei zu behalten.
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2.5 Replizierbarkeit von Claims

2.5.1 Generelle Replizierbarkeit

Zusammen mit der Frage nach einer Bewertung fiir nicht replizierbare Claims muss auch
gekliart werden, ob ein gegebener Claim replizierbar ist, denn nur fiir solche Claims ist
eine Bewertung mittels dquivalenter Martingalmafse nach Korollar 1.54 nicht eindeutig.
Das Kriterium aus Korollar 1.52 ist fiir eine konkrete Uberpriifung der Replizierbarkeit
eines gegebenen Claims nicht immer geeignet, weil dazu im ungiinstigen Fall alle dquiva-
lenten Martingalmafe des Marktes bekannt sein miissten und anschliefsend séamtliche Er-
wartungswerte verglichen werden miissten. Finden sich nédmlich zwei Martingalmafse, die
eine unterschiedliche Bewertung des Claims erzeugen, so ist damit zwar festgestellt, dass
der Claim nicht replizierbar ist, jedoch kénnen fiir nicht replizierbare Claims auch viele
gleiche Bewertungen fiir unterschiedliche Martingalmafse existieren, so dass das Kriterium
an dieser Stelle nicht notwendig weiterfithrende Aussagen liefert.

Nach Lemma 1.49 ist ein Claim H genau dann replizierbar, wenn es eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie ¢ gibt, fir die Vr(¢) = H gilt. Wird der Markt zum Zeitpunkt n = T
in seine Aste ausgehend von den Zustinden A € Ap_; zerlegt, so gilt Vr(¢) = H genau
dann, wenn fiir alle A € Ar_; Konstanten /\f‘4 eR, 7=0,...,d existieren, so dass

d
H, = Z /\QSJT\A
7=0
gilt. Die Selbstfinanzierbarkeitsbedingung (¢,,S,) = (Pni1,S,) liefert zusétzlich fir je-
den Zeitpunkt n = 0,...,T — 1 dhnliche lautende Bedingungen, so dass insgesamt zur
Priifung der Replizierbarkeit im allgemeinen Fall eine sehr groke Zahl von aufwéndig zu
bestimmenden Bedingungen vorliegt, um die Replizierbarkeit derart priifen zu kénnen. In
der Tat existiert kein effizientes Kriterium, mit der im Allgemeinen die Replizierbarkeit
eines konkreten gegebenen Claims im unvollstdndigen Markt festgestellt werden kann. Die
zuletzt angefiihrte Methode ist jedoch durchaus praktikabel, um in dem in den zuriick-
liegenden Abschnitten bereits 6fter behandelten Spezialfall des Ein-Perioden-Marktes mit
einem Risikogut Informationen zu gewinnen.

Im Ein-Perioden-Markt miissen die beiden Teile ¢y und ¢r einer Handelsstrategie messbar
beziiglich Fy sein. Selbstfinanzierend ist eine Handelsstrategie dann, wenn gilt ¢3 + ¢ So =
#Y+¢1Sy. Aufgrund der Messbarkeitseigenschaft von ¢ kann zu jeder Teilstrategie ¢p immer
eine Strategie ¢g gefunden werden, so dass ¢ selbstfinanzierend ist, namlich ¢ = ¢y. Daher
ist ein Claim schon dann replizierbar, wenn Konstanten Ay, A\; € R existieren, so dass gilt

H = VT(¢) == <Q§T, ST> == /\07‘ + )\pST.

Sind nun zwei Konstanten Ao, \; € R gegeben, so definieren diese genau dann einen Claim
H > 0, wenn unter Verwendung derselben Bezeichnungen fiir den Ein-Perioden-Markt, wie
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..........

A1 < 0, 80 muss A\g > —AvS7, ist A7 > 0, so muss \g > —\v.S,, sein. Es ist also H > 0
genau dann, wenn g > —A\vS; mit k = 11y, <oy + mlpy >0

Fiir den folgenden Abschnitt ist eine Bezeichnung fiir die Menge aller replizierbaren Claims
eines allgemeinen diskreten Marktes wichtig. Da nach Lemma 1.35 mit ¢ € ®, auch r7¢ €
b, gilt, folgt

{VT(¢)7 ¢ € (I)s} = {VT<¢>7¢ S q)s}a

daher stellt V. die Menge aller replizierbaren Claims dar. Damit steht gleichzeitig fest,
dass fiir beliebige replizierbare Claims Hi,..., H;, [ € N auch jede Linearkombination
H = 22:1 o, H, mit o, > 0 ein replizierbarer Claim ist, da V nach 1.45 ein Vektorraum
ist.

2.5.2 Superreplikation

Gegeben sei nun ein unvollstandiger Markt und ein nicht replizierbarer Claim H. Da kei-
ne selbstfinanzierende Handelsstrategie existiert, die diesen Claim repliziert, stellt sich die
Frage, ob statt dessen selbstfinanzierende Handelsstrategien existieren, die den Claim né-
herungsweise replizieren. Konkret ist eine selbstfinanzierende Handelsstrategie ¢ gesucht,
bei der entweder V(@) > H und V;(¢) minimal ist oder bei der Vi(¢) < H und Vy(e)
maximal ist. Zunéchst wird ersteres Problem behandelt. Zur Losung des Problems ist eine
andere Formulierung giinstiger.

Es sei H ein nicht replizierbarer Claim und
Dy ={HeV, |H>H}

Alle Claims in D sind aufgrund ihrer Replizierbarkeit nach Lemma 1.54 eindeutig bewert-
bar, d.h. es gilt Ep(H) = Eq(H), fiir alle H € Dy und beliebige dquivalente Martingalmafe
P und Q. Aufserdem gilt EP(H ) < Ep(H), fiir alle H € Dy und alle dquivalenten Martin-
galmafie P. Ziel ist daher, den Claim H € D zu finden, der fiir ein beliebiges dquivalentes

Martingalmafs Q den kleinsten Preis

inf EQ(H)

HGDI:I

besitzt, und diesen Preis dann als Bewertung fiir den Claim H zu nehmen. Eine derartige
nidherungsweise Replikation ist in der Literatur als Superreplikation bekannt (siehe z.B.
[24], Abschnitt 6.7).

Zur Bewertung nicht replizierbarer Claims ist bereits aus Abschnitt 2.4 ein anderer Ansatz

A~

bekannt, der darin besteht, den hichsten aller moglichen arbitragefreien Preise Ep(H), die
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durch die Existenz mehrerer dquivalenter Martingalmafe P in der Menge aller Martingal-
mafe P im unvollstdndigen Markt zustande kommen zu wéhlen, ndmlich

sup Ep(H).
PeP
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass beide Ansédtze immer Ergebnisse liefern, und dass

diese Ergebnisse immer iibereinstimmen. Das folgende Lemma stammt mit Beweis aus [24],
Kapitel 3.5.

2.23 Lemma: Fiir einen beliebigen Claim H und ein beliebiges dquivalentes Martingal-
mals Q gilt R

supEp(H) < inf Eq(H).

up Bp (H) < inf Eq(H)

Beweis: Fiir beliebige dquivalente Martingalmafe P, Q gilt fiir jedes H € D4 aufgrund
der Monotonie des Erwartungswertes

A

Ep(H) < Ep(H) = Eq(H).

Aufgrund der Beliebigkeit von P gilt damit auch

A~

sup Ep(H) < Eq(H)
PeP

und da zusatzlich H € Dy beliebig gewahlt ist, gilt auch

supEp(H) < inf Eo(H).
Sup p( )_He% Q(H)

OJ

Der folgende Satz zeigt die Aquivalenz beider anfangs genannter Bewertungsansitze. Satz
und Beweis entspringen ebenfalls der Monographie [24]|, Kapitel 3.5, sind jedoch beide
der speziellen Situation der hier vorliegenden Mérkte angepasst. Der Beweis ist aufgrund
der Verwendung der bislang hergeleiteten Theorie stark verandert und konnte wesentlich
kiirzer gestaltet werden.

2.24 Satz: Gegeben sei ein diskreter arbitragefreier Markt. Fir jeden beliebigen Claim H
existiert ein (nicht notwendig dquivalentes) Martingalmaf P* € P und ein replizierbarer
Claim H* € V, so dass gilt

a) Eq(H*) = Hienjg h Eq(H), fiir ein beliebiges dquivalentes Martingalmaf Q.
H

b) Ep-(H) = sup Ep(H).
PeP
c¢) sup EP(FI )= inf EQ(F[ ), fiir ein beliebiges dquivalentes Martingalmafs Q.
PeP HeDy
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Beweis: a) Die Menge D4 ist eine abgeschlossene und durch H nach unten beschrinkte
Teilmenge des R™. Aufgrund der Stetigkeit und Isotonie des Erwartungswertes nimmt
Eq(H) dann auf Dy ein Minimum H* an.

b) Die Menge P ist mit Bemerkung 1.2 in R™ offensichtlich beschrinkt und nach Lemma 2.2
auch abgeschlossen. Aufgrund der Stetigkeit und Isotonie des endlichen Erwartungswertes
als Funktion von P, nimmt Ep(H) dann auf P ein Maximum P* an.

c) Es geniigt, zu zeigen, dass ein H* € Dy und ein Martingalmaf Q' € P existieren mit

Eq/(H") = sup Ep(H),
PeP

denn dann ist mit Lemma 2.23 wegen

~ ~

supEp(H) < inf Eq(H) < Eq(H") =Eqg(H*) =supEp(H)
PeP HeDy PeP

alles gezeigt.

Dazu sei fiir ein beliebiges dquivalentes Martingalmaf Q die lineare Abbildung A : V x
V x R™ — R™ x R mit

A (u,v,2) — (u—v—2z,Eq(u—0))
definiert. Existiert nun ein Vektor (u*,v*,2*) € V4 x V. x R, so dass gilt

A(u*,v*,z*) = (H,sup Ep(H)),
PeP

dann ist u* —v* — 2* = H und wegen z* > 0 damit u* —v* € Dy, aullerdem gilt gleichzeitig
Eq(u* — v*) = suppep Ep(H). Wird in der Gleichung A(u, v, z) = (H,suppep Ep(H)) die
lineare Abbildung A als lineares Gleichungssystem betrachtet, so existiert nach Farkas’
Lemma 1.25 genau dann die gesuchte Losung, wenn fiir alle y € R™ x R gilt

A ~

(A(u,v,2),y) >0, V(u,v,2) e Vy x Vy xRY = ((H, iléng(H))7y> > 0.

Dies wird mittels einer Fallunterscheidung nachgewiesen. Dafiir sei y = (z, A) mit z € R™
und A € R beliebig.

Fall 1: Sei A < 0 beliebig. Weiter sei 0 < (A(u, v, 2), (z, \)), fiir alle (u, v, 2) € Vo xV xR
Dann ist dies insbesondere fir u —v > H und z = u — v — H > 0 der Fall, so dass mit
Lemma 2.23 fiir beliebiges x € R™ folgt

0 (A(u,v, 2), (2, A) = (u—v — z,z) + AEq(u — v) )

(H,z)+ X inf Eq(H) < (H,z)+ AsupEp(H) = ((H,supEp(H)), (z, ).
HeDy PeP PeP

VARVAN
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Fall 2: Sei A > 0 und wiederum 0 < (A(u, v, 2), (x, A)), fiir alle (u,v,2) € Vi x V x R
Existiert dann ein MartingalmaR Q’, fiir das gilt

(Z,x)
A Y
fiir belicbige recllwertige Zufallsvariablen Z, dann liefert diese Gleichung fiir Z = H
0 = (H,2) + NEBqy (H) < () + AsupEp(iT) = ((H, sup Ep (1)), (z, A)).
PeP PeP

Eq(Z) = -

Unter der Voraussetzung 0 < (A(u, v, 2), (z, \)), fiir alle (u,v, 2) € V4 x V. x R existiert
tatsichlich das gesuchte Mafl Q'. Wird namlich der Vektor z € R™ nach Bemerkung 1.2
als Zufallsvariable interpretiert, dann ist Q" gegeben durch

Q' (w) := —@, w e Q.

Es gilt ndmlich insbesondere fir u —v =0und 2 =1,, n € Q
0< <A(uvva Z)a (l'?)‘» = <—177,.T> = _x(n)>
fiir jedes n € €1, daher folgt

Q'(w):—@ >0, we.

Damit folgt aus 0 < (A(u,v, 2), (x, A)), fiir alle (u,v,2) € VL x V x R fiir 2 =0
0 < (A(u,v, 2),(z,\) = (u—v,z) + AEg (u—v))
und fiir Vertauschung von u und v
0 < (A(v,u, 2), (x,A)) = (v —u,z) + \Eg (v —u)) = —(u —v,2) — AEg (u —v)),
also insgesamt
0= (u—v,2)+ AEqg(u—v)), V(u,v) € Vi x Vy

Damit folgt aufgrund von 1 € R C R & G = V nach Lemma 1.45 fiir v = 1 und v = 0 die
Giiltigkeit von 0 = (1, z) + A, und damit die Tatsache, dass Q" ein Wahrscheinlichkeitsmaf

ist, wegen
o) = §° W)
Fiir alle VT(¢) € V\ 'V, existiert wegen 1 € V mit u = VT(gb) — mingen Vr(¢,w) -1 und
v = —min,eq Vr(é,w) - 1 ein Element (u,v) € Vi x Vy mit u — v = Vr(¢), so dass dann
fir alle Vp(¢) € V gilt 0 = (Vir(¢), z) + AEq(Vr(¢)), womit folgt
V. .
0 = DD g i)
= Bo(Vr(6) ~ %(6)
= Eq(Gr(9)).

Damit ist Q" nach Lemma 1.43 ein Martingalmaf und der Satz bewiesen. ]
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2.25 Korollar: In einem diskreten arbitragefreien Markt sei D', := {H € V. [H < H}.

Fir jeden beliebigen Claim H existiert dann ein (nicht notwendig dquivalentes) Martin-
galmafs P, € P und ein replizierbarer Claim H, € V| so dass gilt

a) Eq(H.) = sup Eq(H), fiir ein beliebiges dquivalentes Martingalmafs Q.
He@h

b) Ep.(H) = lijlégEP(ﬁ)-

c) Pi)Ig}; Ep(H) = sup Eq(H), fiir ein beliebiges dquivalentes Martingalmaf Q.
HeD',

Beweis: Die Teile a) und b) verlaufen vollig analog zum Beweis von Satz 2.24, bei Teil
a) ist lediglich zu beachten, dass stets gilt Dy # ¢, da0eD.

c) Sei D% = {H € V. |H*—H < H} = {H € V,|H > H* — H}, wobei H* € V.
der nach Satz 2.24, Teil a) existierende Claim mit Eq(H*) = infyecp, Eq(H) ist. Es gilt
H*— H >0 und H* — H ist offensichtlich nicht replizierbar. Dann folgt mit Teil ¢) von
Satz 2.24

inf Ep(H) = —supEp(—H)=Eq(H*) —supEp(H* — H) = Eq(H*) — inf Eq(H)
PeP PeP PcP HeD,
— Eq(H*)— inf Eq(H*—H)=— inf Eq(—H)= Eq(H).
Q(H") s Ql ) ey Q(—H) ;:j)p}q Q(H)

O

Aus Satz 2.24 und Korollar 2.25 geht hervor, dass die Bewertung, die mittels Superre-
plikation erzielt werden kann, genau den Grenzen der arbitragefreien Bewertung unter
Verwendung aller dquivalenten Martingalmafie entspricht, wie sie in Abschnitt 2.4 bereits
berechnet wurden. Da die Menge aller replizierbaren Claims keine einfache explizite Dar-
stellung besitzt, und daher die Mengen D 5 und @}:1 schwer zu bestimmen sind, ist nicht zu
erwarten, dass die Superreplikation ein effizienteres Verfahren zur Bestimmung der Grenzen
der arbitragefreien Bewertung liefert. Das folgende Beispiel veranschaulicht die Aussagen
der Teile c) aus Satz 2.24 und Korollar 2.25 noch einmal und zeigt, dass selbst bei einfach-
sten Markten fiir die Berechnung der arbitragefreien Preise mittels Superreplikation schon
Optimierungsmethoden benétigt werden.

2.26 Beispiel: Gegeben sei ein Drei-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit den Parametern und
Werten aus Beispiel 2.11 und der Call-Option aus Beispiel 2.21. Aus Abschnitt 2.5.1 ist be-
kannt, dass unter Berticksichtigung von Bemerkung 1.2 alle replizierbaren Claims die Form
H = Xo(r,r,r) + A\1(21,16,6) > 0, Ao, A\; € R haben miissen. Sei D¢, := {H € V, |H >
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Cr} und Dy, = {H € V, |H < Cr}. Fiir ein beliebiges dquivalentes Martingalmaf Q
und einen beliebigen replizierbaren Claim H gilt

Eq(H) = (=14 2ps)(1,1X0 + 21A1) + (2 — 3ps)(1, LA + 16A1) + ps(1, 1hg + 16X;)
= 1,1Xo+ 11,

Um nun den Claim H* € V. mit Eq(H*) = infgep, Eq(H) zu finden, ist folgendes
Minimierungsproblem zu Iosen:

Minimiere 1,1)\g+ 11X\,

unter den Bedingungen 1,1\g+ 21X\; > 11
1,1 g+ 16N > 6
1,1Ag +6XA; > 0.

I

Als Lésung ergibt sich \g = —4 und A\ = %, damit ist H* = (11, %, 0) und Eq(H*) =

Daraus folgt infyep, Eq(vH) = 2, also in der Tat derselbe Wert, wie in Beispiel 2.21 d
Wert suppep Ep(vCr).

=

Um den Claim H, € V; mit Eq(H.) = supyco Eq(H) zu finden, ist folgendes Maximie-
H
rungsproblem zu l6sen:

Maximiere 1,1\g+ 11\
unter den Bedingungen 1,1\g+ 21X\; < 11
L1+ 16N < 6
1,1Ag+ 6 < 0.

Da mit \g = A\ = 0 eine nichtnegative untere Schranke fiir die Losung existiert, ist die

Nichtnegativitdt der Lésung garantiert. Als Losung ergibt sich A\g = —% und A\ = g, damit

ist H* = (9,6,0) und Eq(H*) = 3. Daraus folgt supy.q Eq(vH) = 22, also ebenfalls
H

11°
derselbe Wert, wie in Beispiel 2.21 der Wert infpep Ep(vCr).
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2.6 Vervollstandigung unvollstandiger Markte

Gegeben sei ein unvollstandiger Markt. Nach Korollar 2.8 existiert in diesem Markt minde-
stens ein Ast, der weniger linear unabhéngige Volatilitédten als Verzweigungen besitzt. Eine
naheliegende Frage ist nun, ob ohne zusétzliche Voraussetzungen eine bestimmte Anzahl
weiterer Giiter mit geeigneten Volatilitdten in diesen Markt aufgenommen werden kann,
so dass es derartige Aste nicht mehr gibt, und der Markt vollstindig wird.

Das folgende Beispiel zeigt, dass dies im Allgemeinen nicht der Fall ist. Bereits bei einem
einfachen Drei-Stufen-Ein-Perioden-Markt sind Einschrankungen an den risikolosen Zins
zur Erhaltung der Arbitragefreiheit in dem entstehenden vollstdndigen Markt notwendig.

2.27 Beispiel: Gegeben sei der Drei-Stufen-FEin-Perioden-Markt aus Beispiel 2.11. Unter
Berticksichtigung von Bemerkung 1.2 lauten die linear unabhéngigen Volatilitédten des ein-

zigen in diesem Markt enthaltenen Astes o} = (i,4,1) und of = (35, 35, 7o), d.h. es existiert

eine linear unabhéingige Volatilitat weniger als Verzweigungen in diesem Markt.

Um diesen Markt zu einem vollstindigen Markt zu machen, wird das Gut S? mit 0% =
(%, %, I—g) in den Markt mit aufgenommen. Offensichtlich ist 0% linear unabhéngig von

oY und o}, so dass nun genau so viele linear unabhéngige Volatilititen wie Verzweigungen
existieren.

St 21 S? 21
10 16 10 11
6 7

Abbildung 2.11: Drei-Stufen-Ein-Perioden-Markt mit ¢ = 10% nach Aufnahme des zweiten
risikobehafteten Gutes S2

Im Weiteren seien nun unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.2 die Mafke (p], p}, p})
die dquivalenten Martingalmafe des Marktes, der S? als einziges risikobehaftetes Gut ent-
hélt, fiir j = 1,2, sowie (p1, p2, p3) die dquivalenten Martingalmafe des Marktes, der beide
risikobehafteten Giiter S' und S* enthélt. Nach Beispiel 2.11 sind die édquivalenten Mar-
tingalmafe fiir die Mérkte, die nur jeweils eines der beiden risikobehafteten Giiter S' oder
S? enthalten, gegeben durch

i— 05+ ps(oy — 03)

J
P = 3 J

J . J J
o1 —1—p3(o] — 03)
J J
01 — 03

Y
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; oy —i o] —i
P} € | max 50,5 |>

fiir j = 1, 2. Aufgrund der Linearitat der formalen Martingalbedingung sind die dquivalen-

ten Martingalmafse des Marktes, der beide risikobehafteten Giiter enthélt, gegeben durch

die Schnittmenge der dquivalenten Martingalmafke aus den beiden Mérkten, die nur jeweils

eines der Giiter enthalten. Zur besseren Ubersicht gelte o] := o7 (wy), fiir k = 1,2,3 und

j = 1,2. Gesucht ist dann eine Wahrscheinlichkeit p3 = pi = p3, fiir die gilt p} = p?,
1_ 2 d

Dy = Py un

oy —i of —i o5 — i oF — i
p3 € | max q — 700, 7] N | max { — 5,0 05— 5 | -

Zunachst folgt

und

1_ .2 L= 0, p3(05_‘7?1,) _ =05 p3(‘7§_‘7?2,)
P1=pP1 < R ol — ol g2 _ g2 02 _ o2
1 2 1 2 1 2 1 2

oy —oi o2 —02 i— 03 i— o)

P\ I gl T 5252 ) T o252 ol _ gl

1 2 1 2 1 2 1 2

Dy = (i —03)(0) — 03) = (i — 03) (0} — 03)

(03 — 03)(0f — 03) — (03 — 03) (0] — 03)

_i(o] = 03) —i(of — 03) — 0103 + 0307

Ps = o2(ol —0d) — od(0? — 02) — ol02 + 0?0

301 2 3071 103 103

und

1o oi —i  pyloy—o3)  of—i  p3(of — i)
Py =Dy <~ I —— ol — ol g2 _ g2 02 — o2
1 2 1 2 1 2 1 2

ol —oi o —o02 ol —i 0% —1i

P\ ol " 52—02) T ol ol o2_o2

1 2 1 2 1 2 1 2

Dy — (01 = i)(0f = 03) — (0 — i) (0] — 03)

(01 —a3)(0f — 03) — (0f — 03) (0] — 03)

i(o] —05) —i(0f — 03) — gi0] + 0507

<~ D3 2 1 1\ 12 _ 2 _ 1.2 2 1°

o3(of — 03) — 03(0f — 03) — 0105 + 070

Es existiert also tatséchlich ein Wert fiir p3 der in beiden Féllen die Gleichheit liefert. Zu
priifen ist also noch, wann dieser Wert in dem oben angegebenen Intervall liegt. Es folgt

of —i i(of —03) —i(o? — 02) — olos + oio? of —i
Ps< 11 < ool —ol) = ol(0? — 0d) — 0lol + 020} ol — ol <0
1~ 03 3007 307 103 010y 01 — 03
(0] — o?)(io} —io} +i03 — io} + 040l — 020y)
— <0

(0307 —03) — o3(0% — oF) — oloF + s2ad) (o} — o)
o3(01 — i) — ol(0? — i) — oti+ ot

03(01 —03) —o3(0f —03) —ojo5 +ofoy ~

—
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sowie aufgrund der Symmetrie von ps analog

_ 0% — i o2(ot —i) —oi(o} — i) — oli + o%i -0
P3 < 5 ——> .
of — 03 o301 — 03) — 03(0% — 03) — 0103 + 070,

Weiterhin folgt

p3 > 01% — il A ;'(Ui — U%) _i(l %2_ U2>2_ U%UF;—U%Z% T 01% — il >0
03 — 03 03(01 — 03) — 03(07 — 03) — 0{05 +0{oy 03 — O3
— (0] — o) (ioy —iok +i03 — i02 + 0308 — 0303) -
(03(01 — 03) — 03(0f — 03) — 0103 + 0f03)(03 — 03)
o2(o) —i) —ol(o3 — i) — odi+ o%i

o3(01 — 03) —o3(0f — 03) —oj03 +ofoy

sowie wiederum aufgrund der Symmetrie von p3 analog

- o5 —i o3(0s — i) —o3(03 — i) — o3i + 051 <0
b3 > —w5—3 .
03 — 03 03(01 — 03) — o3(0f — 03) — 0103 + 703

Fir die Arbitragefreiheit eines Drei-Stufen-Ein-Perioden-Marktes mit zwei Risikogiitern
sind also folgende Bedingungen zu priifen:

02(oi—i)—ol(03—i)—0ciito}i

e b = >0
1™ o301 —0d)—0] (07 -03)—0{0o3 +o70]
02(0l—i)—ok(0?—i)—olitoZi ol—i 02—
® by 1= 32 A2 257 <0 falls max { <*—, =*—=¢ >0
27 o03(o}—03)—0i(07—03)—0lo5+oi0} ' o3—03’ 03—0%
_ _iloj—03)—i(0f—03)—0joi+aoj07 I
* P8 = oot ologrotey > O falls max o, S p < 0.
Mit den zu Beginn angegebenen Werten fiir die Volatilitaten gilt b = % und by = —i, Wor-

aus direkt folgt, dass der vervollstandigte Markt auch arbitragefrei ist (die dritte Bedingung

1—. 2_ . ..
ist wegen max {02—11 (22—12} = 1> 0 nicht zu priifen).

T__15 _ Y
0y—03 " 05—0% 2

Konkret ergibt sich fiir p; das Intervall

6 1 1 11 o1 1 9
10 10 10 10 10 10 10 10 o I

ps € (max{g_:x’o}’u_:l> n (maX{L_—_?»>O}>£_—_3) = (2’3)’
10 10 10 10 10 10 10 10

in dem

)

Ps= =371 _ —4/11 _ 1 11 1 611 g
(5%~ 1)~ 10 (%~ 1) + im0 S

auch wie erwartet enthalten ist. Es folgt dann p; = pj = p? = }l und py = pt = p2 = %.
Die Existenz des eindeutig bestimmten dquivalenten Martingalmafes belegt noch einmal

die Arbitragefreiheit des vervollstandigten Marktes.

Schon bei geringfiigigen Anderungen der Volatilititen kann jedoch der Markt seine Arbi-

tragefreiheit einbiifen. Sei etwa o2 = (}—(1)7 %, 1—05) Dann gilt b; = —%, woraus sofort folgt,

dass der vervollstandigte Markt nicht arbitragefrei ist. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit

p3 wiirde dann den Wert % annehmen, der fiir p; = —% einen Widerspruch liefert.
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2.7 Zusammenfassende Bemerkungen

Die explizite Bestimmung von Grenzen arbitragefreier Optionspreise gelingt wesentlich
durch die Einfithrung von Randmartingalmafen. Mit Hilfe dieser in Abschnitt 2.4 gefun-
denen Grenzen ist es moglich einen Uberblick iiber die Unvollstéindigkeit von Finanzmérk-
ten zu bekommen. Die Grofe des Intervalls der arbitragefreien Optionspreisspanne, das
entscheidend von den Volatilitdten des Underlyings, dem risikolosen Zins und dem Aus-
iibungspreis der Option abhéngt, ist dann ein Maf fiir die Gréfse der Unvollstandigkeit
des Marktes. Ist das gefundene Intervall klein genug, unterscheiden sich die arbitragefreien
Preise nur so geringfiigig, dass im wesentlichen ein eindeutiger Preis existiert. Bei grofse-
ren Intervallen hingegen miissen zur Auswahl eines eindeutigen Preises weitere Kriterien
herangezogen werden. Es gibt bereits eine Reihe von Anséitzen, die eine solche Auswahl
ermoglichen. Exemplarisch seien hier einige Ansétze angefiihrt.

Eine Moglichkeit besteht in der Auswahl des Preises, der beziiglich aller d&quivalenten Mar-
tingalmafe die geringste Varianz des auftretenden Risikos aufweist. Mehr dazu findet sich
unter anderem in [34], [35] und [39]. Ahnliche Ansétze, die z.B. nur den quadratischen Ver-
lust minimieren, oder in anderer Form das Optimierungsproblem abwandeln, finden sich
auch in [11], [33], [36] und [32]. Einen Uberblick gibt [37]. Eine weitere sehr gingige Vorge-
hensweise zur Auswahl eines Preises besteht in der Optimierung einer geeigneten Nutzen-
funktion in Abhéngigkeit vom Preis. Es wére beispielsweise moglich, beziiglich der Grenzen
arbitragefreier Preise aus Griinden der Fairness den mittleren Preis 22€? CT+SUP pee Or
zuwéhlen. Viele weitere Nutzenfunktionen sind denkbar. In den meisten Fallen werden die
Preise von Derivaten vom Verkdufer festgesetzt werden, so dass die klassische Preisfin-
dungstheorie aus der Okonomie hier auch ein Auswahlkriterium liefern kann. Als Litera-
turbeispiele, in denen der nutzentheoretische Ansatz besprochen wird, seien hier [5], [8],
[17], [18] und [31] angefiihrt.

aus-

Zur Bestimmung der dquivalenten Martingalmake eines diskreten stochastischen Finanz-
marktes stellt sich der Ansatz, der mittels geschickter Aufstellung von linearen Gleichungs-
systemen resultierend aus der formalen Martingaleigenschaft Berechnungen erméglicht, als
glinstigster Weg dar, auch in allgemeinen Mérkten Ergebnisse zu erzielen. Zwar kann fiir
allgemeine Mérkte eine Losung gewohnlich nicht explizit dargestellt werden, jedoch kénnen
im Spezialfall des Ein-Perioden-Marktes aus diesem Ansatz wichtige Erkenntnisse gewon-
nen werden.

Zur Untersuchung mehr-periodiger Finanzmérkte spielt dann die Zerlegung des Marktes
in Ein-Perioden-Markte eine wesentliche Rolle. Dadurch kénnen unter bestimmten Gege-
benheiten auch arbitragefreie Optionspreise in mehr-periodigen Modellen eingeschrankt
werden, wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt. Zwar stellen die dort geforderten Gegebenheiten
eine recht grofe Einschrinkung dar, jedoch dienen die Ausfiithrungen mehr der Verdeutli-
chung des Prinzips der Zerlegung und Zusammensetzung von Mehr-Perioden-Mérkten und
weniger der Berechnung einer allgemeinen Optionspreisformel. Sicherlich ist mit etwas gro-
Kerem Aufwand oder unter Abwandlung verwendeter Methoden eine Abschwéichung der
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zur Berechnung benétigten Voraussetzungen moglich.

Als relativ komplex stellt sich die Problematik der Vervollstandigung von Méarkten dar. Bei
gleichzeitiger Betrachtung mehrerer Wertpapiere in einem Markt liefert selbst der einfach-
ste Fall, wie er in Abschnitt 2.6 angefiihrt ist schon relativ aufwéndige Fallunterscheidungen
zur Bestimmung der Voraussetzungen fiir die Existenz arbitragefreier Preise. Es bleibt zu
kldren, ob es geeignetere Darstellungen der arbitragefreien Preise in Méarkten mit mehreren
Giitern gibt.

Insgesamt zeigt sich, dass bei der Untersuchung allgemeiner, unvollstédndiger, diskreter Fi-
nanzmérkte trotz elementarer Grundlagen komplexe Fragestellungen auftreten und sowohl
bei der Auswahl von Ansétzen zur Untersuchung, als auch bei der Darstellung von Ergeb-
nissen sehr sorgfiltige Arbeit erforderlich ist.



Symbolverzeichnis

C,C echte Teilmenge, Teilmenge oder gleich

0,2 echte Obermenge, Obermenge oder gleich

NN Schnittmenge

U,y Vereinigungungsmenge

{} Mengenklammern

1) leere Menge

€, ¢ ist enthalten in, ist nicht enthalten in

=, # ist gleich, ist ungleich

= ist definiert als

> > grofer, grofler oder gleich

<, < kleiner, kleiner oder gleich

> Summe

I1 Produkt

i Integral

D direkte Summe

x, X kartesisches Produkt

- Implikation

= Aquivalenz

(a,b) offenes Intervall mit unterer Grenze a und oberer Grenze b
a, b] geschlossenes Intervall mit unterer Grenze a und oberer Grenze b
14 Indikatorfunktion (s. S. 10)

A Atomsystem einer zugehorigen o-Algebra

C Preisvektor einer européischen Call-Option

D Preisvektor eines beliebigen Derivats

Dy {HeV,|H>H}

AM, M, — M,

E(Z) Erwartungswert einer Zufallsvariablen Z

Ep(Z) Erwartungswert einer Zufallsvariablen Z bezgl. des Mafes P
E(Z|9) bedingter Erwartungswert einer Zufallsvariablen Z unter einer o-Algebra G

(s. S. 14)
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= |
S

3

3

O a0

o

~.

inf A
A—0
max A
min A
M|
M,

M
{Mn}n:() ..... T
n=20,...,T
N

(Q,F,P)

(2,P)

ee@'ﬂl'@gww
€

»

o-Algebra

Einschrankung des Definitionsbereichs der Funktion f auf die Menge A
(s. S. 10)

Gewinn zum Zeitpunkt n (s. S. 31)

diskontierter Gewinn zum Zeitpunkt n (s. S. 31)

Menge aller diskontierten Gewinne zum Zeitpunkt n =T

o-Algebra

konvexer Kegel der nichtnegativen reellwertigen Zufallsvariablen ohne
Null (s. S. 37)

o-Algebra

risikoloser Zins

Infimum einer geordneten Menge A

A konvergiert gegen 0

Maximum einer geordneten Menge A

Minimum einer geordneten Menge A

Betrag einer Zahl M oder Anzahl der Elemente einer Menge M

Alle Vektoren von M, Teilmenge von R"™, deren Vektoren nur nichtne-
gative Eintrage besitzen

Komplement der Menge M

Endliche Familie von Elementen M,,, n =0,...,T

Index n, der von 0 bis T" lauft

natiirliche Zahlen

Wahrscheinlichkeitsraum mit Grundmenge €2, o-Algebra ¥ und Wahr-
scheinlichkeitsmafs P

Kurzschreibweise fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€, 93(€2), P) mit
endlicher Grundmenge €2

Preisvektor einer européaischen Put-Option

Wahrscheinlichkeitsmafy

Kurzschreibweise fiir P({w})

Menge aller dquivalenten Martingalmafe bzgl. eines Marktes

Menge aller Martingalmafse bzgl. eines Marktes

Handelsstrategie (s. S. 30)

Menge aller Handelsstrategien eines Marktes (s. S. 31)

Menge aller selbstfinanzierenden Handelsstrategien eines Marktes (s. S.
31)

Potenzmenge iiber dem Grundraum 2

risikoloser Zinsfaktor 1 + ¢

Menge der reellen Zahlen

Menge der Vektoren mit n Komponenten aus den reellen Zahlen
Menge der Vektoren mit n Komponenten aus den reellen Zahlen, die
alle nichtnegativ sind

RT x R? x R™

Menge aller Funktionen f: 2 — R
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Preisvektor eines Finanzgutes (s. S. 24)

diskontierter Preisvektor eines Finanzgutes (s. S. 27)
Volatilitat (s. S. 27)

Supremum einer Menge A

o—1(s.S.49)

Diskontfaktor %

Portfolio zum Zeitpunkt n (s. S. 30)

diskontiertes Portfolio zum Zeitpunkt n (s. S. 31)

Menge aller diskontierten Portfolios zum Zeitpunkt n =T
euklidisches Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R"
gewichtetes Skalarprodukt (s. S. 40)

steht senkrecht bezgl. des euklidischen Skalarprodukts
steht senkrecht bezgl. des gewichteten Skalarprodukts (-, )p (s. S. 40)
euklidische Norm eines Vektors z € R™
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