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Zusammenfassung

Deutsch

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Berechnung von Mordell-Weil-Basen
fiir eine elliptische Kurve A iiber einem globalen Funktionenkoérper K. Insbesondere
interessiert uns dabei der Fall char K = 2. Im ersten Teil verwenden wir kohomo-
logische Methoden, um explizite Konstruktionen fiir neue Abstiegs-Abbildungen in
verschiedenen Situationen anzugeben und um ihre Bilder {iber einer Vervollstandi-
gung K, von K zu beschreiben. Weiterhin untersuchen wir, wie sich anhand dieser
lokalen Informationen die Selmergruppe und mit dieser wiederum Schranken fiir den
Rang sowie unabhingige Punkte auf A(K) berechnen lassen. Im zweiten Teil kon-
zentrieren wir uns auf den algorithmischen Aspekt des Problems. Wir beschreiben,
welche Schritte notwendig sind, um unsere theoretischen Uberlegungen in einem Al-
gorithmus umzusetzen und formulieren Aussagen iiber die Laufzeit. Des Weiteren
beschéftigen wir uns mit der Berechnung sowie der Minimierung und Reduktion von
Modellen fiir Kurven vom Geschlecht eins. Im dritten Viertel der Arbeit présentieren
wir Resultate iiber die Hohen von Punkten auf A(K). Diese liefern uns die fehlenden
Bausteine fiir die Durchfiithrung eines unendlichen Abstiegs. Weiterhin kombinieren
wir unsere Uberlegungen zu Hohen und zu den Abstiegs-Abbildungen, um auf diese
Weise explizite Schranken fiir die Héhe ganzer Punkte auf A(K) zu ermitteln. Diese
Schranken verwenden wir, um verschiedene Methoden zur Berechnung aller ganzen
Punkte vorzustellen und zu vergleichen. Im letzten Teil der Arbeit wenden wir unsere
Algorithmen auf eine Vielzahl von relevanten Beispielen an, um die Mdoglichkeiten,
aber auch die Grenzen unser Implementation zu veranschaulichen.

Englisch

This thesis deals with the computation of Mordell-Weil bases for an elliptic curve
A over a global function field K with focus on the case char K = 2. In the first part
we use cohomological methods to construct explicit formulas for new descent maps in
various settings and to describe their images over completions K, of K. Moreover we
examine how this local information can be combined to calculate the Selmer group
which in turn yields upper bounds for the rank and helps calculating points on A(K).
In the second part we focus on the algorithmic aspect of our goal. We describe the
steps that are necessary to turn our theoretical ideas into an algorithm and analyse
its running time. Furthermore we deal with the problems of both computing as well as
minimizing and reducing models of genus one curves. In the third quarter of the thesis
we formulate statements about the height of points on A(K). This yields a way to do
an infinite descent. By combining the results about heights and descent maps, we are
able to compute explicit bounds for the height of integral points on A(K). Using these
bounds we present and compare different methods to compute the integral points. In
the last part our algorithms are applied to a large number of relevant examples to
illustrate the potential but also the limits of our implementation.
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Einleitung

Die Berechnung und Beschreibung ihrer rationalen Punkte gehort zu den fundamen-
talen Problemen fiir eine elliptische Kurve. Der Schwierigkeitsgrad und die Beschaf-
fenheit einer Losung hiangen stark von dem auftretenden Grundkérper ab. Elliptische
Kurven iiber C besitzen iiberabzéhlbar viele C-rationale Punkte und diese kénnen
mit einem eindimensionalen komplexen Torus assoziiert werden. Auf der anderen Sei-
te besitzen elliptische Kurven {iber einem endlichen Kérper nur endlich viele rationale
Punkte. Der Satz von Hasse liefert eine gute Abschétzung fiir ihre Anzahl. Die Unter-
suchung ihrer Gruppenstruktur ist fiir verschiedene kryptographische Fragestellungen
relevant. Der Satz von Mordell-Weil besagt, dass fiir einen globalen Koérper die Grup-
pe der rationalen Punkte endlich erzeugt ist. Der in [Sil86] gegebene Beweis gilt zwar
nur in Charakteristik 0, ldsst sich aber ziemlich direkt auf globale Funktionenkorper
iibertragen. Fiir Beweise unter teilweise noch schwécheren Voraussetzungen siehe zum
Beispiel [Ulm09], [LN59], [Lan83]. Es wird verwendet, dass auch in dieser Situation
die Klassengruppe und Einheitengruppe des Grundkoérpers endlich bzw. endlich er-
zeugt sind. Der Beweis liefert aber keine Anleitung, wie die Erzeuger oder auch nur
ihre Anzahl bestimmt werden kann. Erste Ideen fiir einen Algorithmus zur Beant-
wortung genau dieser Fragen gehen auf Birch und Swinnerton-Dyer [BSD63, BSD65]
zuriick. Sie geben fiir elliptische Kurven {iber Q einen auf Invariantentheorie basieren-
den Algorithmus an, der diese Probleme zwar nicht immer 16st, zumindest aber obere
Schranken und unabhéngige Punkte berechnet. Seitdem hat sich vieles auf diesem
Gebiet getan. Wichtige Resultate sind:

e Den Ansatz von Birch und Swinnerton-Dyer aufgreifend, entwickelt Cremona
einen Algorithmus fiir einen invariantentheoretischen 2-Abstieg. Seine effiziente
Implementation [Cre, Cre97] wird benutzt, um systematisch grofse Mengen an
Beispielen zu untersuchen, siche [Cre06].

e In [MSS96] und [WomO03] beschreiben Merriman, Siksek, Smart und spéter Wo-
mack die Idee fiir einen 4-Abstieg. Diese wird in [Sta05] zu einem 8-Abstieg
erweitert.

e Simon beschreibt in [Sim02] einen Algorithmus fiir einen 2-Abstieg iiber Zahl-
kérpern im Unterschied zu den vorherigen Methoden, die meist auf Kurven iiber
@ beschrankt waren.

e In [Ban04], [CP09], [Fis00| werden Ideen fiir einen 3-, 5- und 7-Abstieg entwi-
ckelt.

e In einer Reihe von Arbeiten untersuchen erst Schaefer und Stoll in [SS04] und
dann Cremona, Fisher, O’Neil, Simon und Stoll in [CFO*08|, [CFO'09| und
[CFO™| allgemeine p- bzw. n-Abstiege. Creutz erweitert diese Idee in [Crel0] zu
p?-Abstiegen.



2 EINLEITUNG

Die oben beschriebenen Methoden kénnen grob in zwei Gruppen unterteilt werden.
Die eine wird als ,direkt” oder ,algebraisch®, die andere als ,indirekt“ oder ,inva-
riantentheoretisch* bezeichnet. Historisch gesehen waren die ersten Methoden alle
indirekt, denn zu der damaligen Zeit waren die fiir die direkte Methode benétigten
zahlentheoretischen Aufgaben noch nicht l6sbar. Doch mit den Weiterentwicklungen
auf dem Gebiet der Klassengruppen- und Einheitengruppenberechnung haben sich
die direkten Methoden mehr und mehr durchgesetzt und auch bei der in dieser Ar-
beit vorgestellten handelt es sich um eine direkte Methode. Fiir einen ausfiihrlichen
Vergleich der beiden Ansétze sei auf [DS98] verwiesen. Die oben aufgezihlten Resul-
tate beziehen sich groftenteils auf elliptische Kurven iiber Zahlkérpern. Doch auch in
Charakteristik p wurden einige Ergebnisse erzielt.

o Kramer stellt in [Kra77] einen 2-Abstieg fiir gewthnliche elliptische Kurven in
Charakteristik 2 vor. Grofte Teile dieser Arbeit basieren auf diesem Artikel.

e Voloch présentiert in [Vol90] einen p-Abstieg in Charakteristik p fiir p > 3. In
[Bro97] werden diese Resultate von Broumas weiterentwickelt.

e In [Ulm91] untersucht Ulmer die Kohomologie, die hinter einem p-Abstieg in
Charakteristik p steht.

e Roberts beschreibt und implementiert in [Rob07] einen 2-Abstieg fiir elliptische
Kurven mit voller 2-Torsion iiber rationalen Funktionenkorpern der Charakte-
ristik p > 5.

Abgesehen von [Rob07] sind diese Arbeiten eher theoretisch und zielen weniger auf
die konkrete Berechnung von Mordell-Weil-Basen ab.

Die Griinde, sich fiir die Berechnung von Mordell-Weil-Basen elliptischer Kurven
iiber globalen Funktionenkorpern zu interessieren, sind zahlreich und gleichen denen
fiir elliptische Kurven iiber Zahlkérpern. Die beriihmte Birch-Swinnerton-Dyer-Ver-
mutung setzt arithmetische Daten wie den Rang der Kurve mit analytischen Daten,
nédmlich der Nullstellenordnung der L-Funktion im Punkt 1 in Verbindung. Thr Beweis
steht auch iiber Funktionenkérpern noch aus. Siehe [Ulm09] fiir einen Uberblick iiber
bekannte Resultate. Die Berechnung von Mordell-Weil-Basen hilft uns, die arithme-
tische Seite besser zu verstehen, indem sie uns nicht nur Auskiinfte iiber den Rang
gibt, sondern auch bei der Beschreibung von Elementen der Shafarevich-Tate-Gruppe
von Nutzen ist. Des Weiteren kann sich die Kenntnis einer Mordell-Weil-Basis fiir
die Losung anderer Fragestellungen als hilfreich erweisen. Ein prominentes Beispiel,
auf das wir im Verlauf dieser Arbeit genauer eingehen werden, ist die Berechnung
ganzer Punkte auf elliptischen Kurven, siehe auch [GPZ94]. Im Allgemeinen ist es
fiir einen n-Abstieg notwendig, Rechnungen in dem Korper, iiber dem die Kurve vol-
le n-Torsion besitzt, durchzufiihren. Daher werden in der Praxis meist sehr kleine n
verwendet. Aus diesem Grunde ist ein 2-Abstieg auch in Charakteristik 2 interessant.
Die Vorteile, die das Rechnen {iber potentiell einfacheren Kérpern bringt, liefern eine
ausreichende Begriindung, sich genauer mit der tendenziell komplizierteren Theorie
dahinter zu beschiftigen.

Ziel dieser Arbeit ist es, explizite Methoden zur Berechnung von Mordell-Weil-Ba-
sen iiber globalen Funktionenk6rpern anzugeben und diese auch algorithmisch umzu-
setzen. Dabei untersuchen wir, in wie weit sich die Methoden, die iiber Zahlkérpern
verwendet werden, auch auf globale Funktionenkorper iibertragen lassen. Auf diese
Weise befreien wir den Ansatz von Roberts [Rob07] von den bei ihm verwendeten
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Einschrankungen und verallgemeinern seine Arbeit. Des Weiteren untersuchen wir
Methoden, die kein Analogon in Charakteristik 0 besitzen. Dazu greifen wir die Ideen
der oben zitierten Arbeiten zu p-Abstiegen in Charakteristik p auf und untersuchen,
wie sie sich algorithmisch umsetzen lassen. Zu dem bei Kramer in [Kra77] beschriebe-
nen 2-Abstiegen fiir gew6hnliche elliptische Kurven in Charakteristik 2 konstruieren
wir einen 4-Abstieg und einen 2-Abstieg fiir supersingulére elliptische Kurven. Wah-
rend das Augenmerk zuvor eher auf der Berechnung des Ranges lag, kombinieren wir
unsere Resultate mit Ergebnissen von Cremona, Fisher und Stoll und stellen die bis-
lang eher abstrakten Elemente der Selmergruppen als explizite homogene Radume dar.
Diese verwenden wir, um unabhingige Punkte auf elliptischen Kurven zu berechnen.
Anschlieffend iibertragen wir Sikseks unendlichen Abstieg — siche [Sik95] — auf unsere
Situation und zeigen, wie sich auf diese Weise unabhéngige Punkte zu einer vollen
Mordell-Weil-Basis erweitern lassen. Die von uns beschriebenen Algorithmen haben
wir fiir elliptische Kurven iiber rationalen Funktionenkorpern in Magma [BCP97] im-
plementiert. Die Implementationen sollten sich aber ohne grofse Schwierigkeiten auch
auf beliebige globale Funktionenkorper erweitern lassen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel geben wir eine kurze Zusammenfassung der benétigten Grund-
lagen. Anschliefsend beschreiben wir, wie Abstiegs-Abbildungen in verschiedenen Si-
tuationen konstruiert werden konnen. Wir beweisen eine Orthogonalitdtsaussage fiir
die Bilder der Abstiegs-Abbildungen iiber lokalen Korpern und verwenden diese, um
Aussagen iiber eben jene Bilder zu treffen. Danach zeigen wir, wie sich die lokalen
Informationen zu globalen kombinieren lassen und beschreiben, wie diese zur Kon-
struktion unabhéngiger Punkte auf der elliptischen Kurve verwendet werden kénnen.

Das zweite Kapitel widmet sich den algorithmischen Aspekten des Problems. Wir
beschreiben, welche Schritte fiir einen Abstieg durchgefiithrt werden und wie sich diese
algorithmisch realisieren lassen. Des Weiteren geben wir Auskunft iiber die Komple-
xitat einiger Unterprobleme und analysieren, wie sich verschiedene Teilschritte be-
schleunigen lassen.

Im dritten Kapitel beschéftigen wir uns mit Hohen. Wir beschreiben, wie die ka-
nonische Hohe verwendet werden kann, um aus unabhéngigen Punkten eine Mordell-
Weil-Basis zu berechnen. Des Weiteren stellen wir Methoden zur Berechnung ganzer
Punkte auf elliptischen Kurven in Charakteristik 2 vor.

Im vierten Kapitel geben wir zahlreiche Beispielrechnungen an, die wir mit unse-
rer Magma Implementation durchgefiihrt haben. Anhand dieser veranschaulichen wir
die Laufzeiten der verschiedenen Schritte. Des Weiteren vergleichen wir verschiedene
Methoden zur Berechnung ganzer Punkte.

Im fiinften Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber die nicht in dieser
Arbeit behandelten Methoden zur Berechnung des Ranges einer elliptischen Kurven
iiber einem globalen Funktionenkdrper. Weiterhin zeigen wir einige Richtungen fiir
zukiinftige Arbeiten auf.

Der Anhang gibt eine kurze Zusammenfassung iiber endliche flache Gruppensche-
mata und ihre Kohomologietheorie, welche wir zuvor verwendetet haben.
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Kapitel 1

Die Abstiegs-Abbildung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Abstiegs-Abbildungen. Der erste Abschnitt
beschreibt die theoretischen Grundlagen ihrer Konstruktion und gipfelt in den damit
ermittelten expliziten Formeln in den Lemmata 1.3.4, 1.3.7, 1.3.9 und 1.3.12. An-
schlieffend beweisen wir in Theorem 1.4.2 eine allgemeine Orthogonalitdtsaussage und
verwenden diese in den Aussagen 1.4.9, 1.4.12, 1.4.16 zur Beschreibung der lokalen
Bilder der zuvor konstruierten Abbildungen. Wir kombinieren die lokalen Aussagen
zu den globalen Resultaten 1.5.1, 1.5.5 und 1.5.6. Des Weiteren beschreiben wir in
Abschnitt 1.6 die Konstruktion von expliziten Modellen fiir homogene Réume in den
verschiedenen Situationen und zeigen, wie diese zur Berechnung unabhingiger Punkte
auf den jeweiligen elliptischen Kurven verwendet werden kénnen.

1.1 Notation

Im Verlauf der Arbeit werden wir von verschiedenen Notationen regelméfig Gebrauch
machen. Mit K bezeichnen wir einen globalen Koérper, von dem wir annehmen, dass er
in einem festen algebraischen Abschlufs K liegt und mit K®°P C K bezeichnen wir den
separablen Abschlufs von K. Die Galoisgruppe Gal(K®°P/K’) nennen wir die absolute
Galoisgruppe von K und schreiben abkiirzend auch Gk . Fiir eine Bewertung v von
K werden wir die Vervollstandigung von K an v mit K, und den Bewertungsring von
K, mit R, bezeichnen. Fiir den Restklassenkorper von K, verwenden wir das Symbol
k. Ist K ein globaler Funktionenkorper, so verlangen wir, dass der Konstantenkorper
gleich der volle Konstantenkorper ist.

Ist C eine algebraische Kurve iiber K und K’ O K ein Erweiterungskorper, dann
nennen wir die Menge der Punkte von C' mit Koordinaten in K’ die K’-rationalen
Punkte von C' und schreiben C(K’). Da wir K mit einem Teilkorper von K, identi-
fizieren kénnen, ergibt es auch Sinn, von den K,-rationalen Punkten einer Kurve C
iiber K zu reden. Die von uns betrachteten Kurven sind im Allgemeinen glatt und
projektiv. Je nach Situation betrachten wir Punkte auf Kurven manchmal als in einen
affinen und manchmal als in einen projektiven Raum eingebettet.

Ist ¢ : A — B eine Isogenie zweier elliptischer Kurven A und B iiber K, so bezeich-
nen wir mit A[¢] ihren Kern und reden von der ¢-Torsion oder den ¢-Torsionspunkten.
Die Vereinigung der Kerne aller Isogenien nennen wir die Torsionsuntergruppe Agg,.
Fiir den Schnitt von A(K"') und A[¢] oder Aiop schreiben wir A(K')[¢] bzw. A(K")tor-
Bei allen diesen Teilmengen handelt es sich um Untergruppen von A beziehungsweise
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6 KAPITEL 1. DIE ABSTIEGS-ABBILDUNG

von A(K'). Ist die Isogenie die Multiplikation mit einer ganzen Zahl n, so bezeichnen
wir sie auch [n], sprechen aber von den n-Torsionspunkten und schreiben A[n] fiir sie.
Wir benutzen die Bezeichnung ¢V fiir die duale Isogenie zu ¢.

1.2 Grundlagen

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Definitionen und Aussagen lassen sich in ver-
schiedenen Biichern nachlesen. Neben vielen anderen kommen dafiir zum Beispiel die
Biicher [Sil86], [Sil94], [Lan78] und [KM85] in Frage.

Sei A eine elliptische Kurve iiber einem globalen Funktionenkérper K der Cha-
rakteristik p gegeben durch die Weierstrafs-Gleichung

y2 + a1y + asy = 8 + a2x2 + asx + ag.
Dann bezeichnen wir mit A®") die durch die Weierstras-Gleichung
y2 + afu Ty + agny =23+ agnxQ + ainx + agn

gegebene elliptische Kurve. Die Abbildung F™ : A — AP (2,9) — (2P",y?") ist
eine Isogenie. Wir nennen sie p™-Frobenius, aber wenn klar ist, was p und n sind,
schreiben wir gelegentlich auch nur Frobenius. Mit V" : A®") — A bezeichnen wir
die duale Isogenie des p™-Frobenius und nennen sie die p”- Verschiebung. Sowohl bei
F™ als auch bei V" handelt es sich um eine zyklische Isogenie vom Grad p".

Wir nennen A gewdhnlich, wenn A nichttriviale Punkte der Ordnung p besitzt und
supersinguldr, falls das nicht der Fall ist. Es zeigt sich, dass A genau dann gew6hnlich
ist, wenn V™ fiir ein und somit alle n separabel ist.

In Charakteristik 2 ist eine elliptische Kurve genau dann gewthnlich, wenn der Ko-
effizient a; der Weierstrafi-Gleichung ungleich null ist. In diesem Fall kénnen wir eine
Variablentransformation durchfiithren und erhalten eine kurze Weierstrafs-Gleichung
der Form 4% + a12y + 22 + az2? + ag = 0 mit Diskriminante A = afag # 0. Dann ist
(0, /ag) der nichttriviale 2-Torsionspunkt. Die Weierstrak-Gleichungen supersingulé-
rer elliptischer Kurven hingegen lassen sich iiber Korpern der Charakteristik 2 immer
in die Form y? + azy + > + a4z + ag = 0 mit Diskriminante A = a3 # 0 bringen.

Wir nennen eine elliptische Kurve A iiber einem Funktionenkoérper K konstant,
wenn sie eine Weierstraft-Gleichung besitzt, bei der alle Koeflizienten a; im Konstan-
tenkorper von K liegen. Wir nennen A isotrivial, wenn K eine endliche Erweiterung
L besitzt, so dass A iiber L konstant ist. Es zeigt sich, dass A genau dann isotrivial
ist, wenn die j-Invariante j(A) im Konstantenkorper von K liegt.

Fiir eine elliptische Kurve A iiber einem lokalen Korper K,,, definieren wir Unter-

gruppen
Ao(Ky) :={P € A(K,) |Reduktion von P liefert nichtsinguldren Punkt auf

reduzierter Kurve}

Ay (Ky) :={P € A(K,)|Reduktion von P liefert neutrales Element der Gruppe

der nichtsinguldren Punkte der reduzierten Kurve}

Der Satz von Mordell-Weil besagt, dass fiir eine elliptische Kurve iiber einem
globalen Korper K die Untergruppe der K-rationalen Punkte endlich erzeugt ist, d.h.

A(K) ~ 2" P A(K o
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mit A(K )i endlich. Ein Beweis findet sich zum Beispiel bei [Lan83|. In diesem Kon-
text bezeichnen wir r als den Rang von A(K) und Erzeuger des freien Anteils als
eine Mordell- Weil-Basis. Im Folgenden werden wir uns der Frage widmen, wie sich
unter bestimmten Voraussetzungen Aussagen iiber den Rang und iiber unabhéngige
Punkte auf A(K) machen lassen. Die Technik, von der wir dabei Gebrauch machen
wollen, nennt sich Abstieg und basiert darauf, die Kardinalitit oder sogar Erzeuger
der Menge A(K)/nA(K) fiir ein n € N=2 zu finden. Da die Berechnung der Torsions-
punkte vergleichsweise einfach ist, gehen wir davon aus, dass uns diese bekannt sind.
Somit liefern uns die Kardinalitét oder Erzeuger von A(K)/nA(K) den Rang von
A(K) bzw. eine maximale unabhéngige Menge von Punkten auf A(K). Die Berech-
nung der Faktorgruppe A(K)/nA(K) selbst lidsst sich mitunter auf die Berechnung
anderer Faktorgruppen reduzieren. Sei dazu B eine weitere elliptische Kurve iiber K
und ¢ : A — B eine K-rationale Isogenie vom Grad n mit dualer Isogenie 1. Dann
ist die Sequenz

0 — A(K)[Y] = A(K)[n] — B(K)[¢"] = B(K)/¥(A(K))
— A(K) /nA(K) — A(K) /4" (B(K)) = 0 (1.2.1)

exakt. Kennen wir den Rang oder Erzeuger fiir B(K)/y(A(K)) und A(K) /¢ (B(K)),
so auch fir A(K)/nA(K).

1.3 Die Abstiegs-Abbildung

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass K ein Koérper der Charakteristik p ist. Insbe-
sondere interessieren uns dabei globale Funktionenkérper sowie ihre Vervollstandigun-
gen beziiglich einer Bewertung. Fiir elliptische Kurven A und B {iber K und eine iiber
K rationale Isogenie ¢ : A — B bezeichnen wir einen Gruppenmonomorphismus von
B(K)/¥(A(K)) in eine geeignete Gruppe Ry als eine 1)-Abstiegs-Abbildung. Im Fol-
genden untersuchen wir die Konstruktion solch einer Abbildung in unterschiedlichen
Fillen. Als erstes betrachten wir fiir ¢ die Multiplikation mit einer zur Charakteristik
p teilerfremden Primzahlpotenz grofer gleich zwei. Anschliefend untersuchen wir die
Situation fiir ¢ die p™-Verschiebung oder den p™-Frobenius. Wie im vorherigen Ab-
schnitt beschrieben, sind wir an Informationen iiber die Faktorgruppe A(K)/nA(K)
interessiert. Diese lassen sich mit Blick auf die exakte Sequenz 1.2.1 durch die Berech-
nung der Bilder der Abstiegs-Abbildungen finden. Daher sollten die Gruppen R, eine
Form besitzen, in der Rechnungen moglichst einfach durchzufiihren sind. Des Weite-
ren verlangen wir, dass die Abstiegs-Abbildungen als Verbindungshomomorphismen
zwischen gewissen Kohomologiegruppen entstehen. So kénnen wir sicher gehen, dass
die spéter verwendeten Techniken zur Berechnung des Bildes funktionieren.

Wir stellen die Konstruktion der V"™- und F"™-Abstiegs-Abbildung zunéchst in
voller Allgemeinheit vor. Wenn wir aber explizite Formeln angeben, dann beschréanken
wir uns auf die Félle m = 1 und m = 2. Der Grund dafiir ist, dass grofere Werte
von m zum gegenwartigen Zeitpunkt fiir praktische Zwecke kaum verwendet werden
koénnen. Der Rechenaufwand, der fiir einen Abstieg fiir grofere Werte von m sowohl
bei der in den folgenden Abschnitten beschriebenen Berechnung der Selmergruppen,
als auch bei der Berechnung von Modellen fiir die homogenen Réume, anfallt, ist im
Allgemeinen zu grof.
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1.3.1 n teilerfremd zur Charakteristik

Ist K ein Zahlkérper oder die Vervollstdndigung eines Zahlkorpers, so wurde die
Konstruktion von n-Abstiegs-Abbildungen schon fiir verschiedene n detailliert un-
tersucht. In der Einleitung dieser Arbeit findet sich eine Ubersicht iiber einige der
wichtigsten Resultate. Die verwendeten Techniken lassen sich relativ direkt auf Kor-
per K der Charakteristik p > 5 koprim zu n {ibertragen und fithren zu entsprechenden
Abbildungen. Grund dafiir ist, dass wir unter diesen Voraussetzungen ebenfalls mit
einer kurzen Weierstrafi-Gleichung und — da die Multiplikation mit n separabel ist
— mit Methoden der Galoiskohomologie arbeiten kénnen. Roberts konstruiert zum
Beispiel auf diese Weise in [Rob07] eine 2-Abstiegs-Abbildung fiir einen rationalen
Funktionenkérper K und eine elliptische Kurve A mit voller 2-Torsion iiber K. Diese
beiden Einschréankungen kénnen wir mit den bei [Sim02] oder [WomO03| beschriebe-
nen Techniken leicht beseitigen. Der Ubergang von rationalen zu beliebigen globalen
Funktionenkérpern verlduft analog zu dem Ubergang von Q zu Zahlkérpern. Ist nicht
die volle 2-Torsion rational, so miissen gewisse Rechnungen in dem Kérper, in dem
sie liegt, durchgefiihrt werden. Damit beantworten wir die entsprechenden Fragen, die
Roberts in seiner Arbeit unter ,Possible directions for further work* stellt. Da sich we-
der die verwendeten Werkzeuge noch die konstruierten Abbildungen stark von denen
iiber Zahlkérpern unterscheiden, verweisen wir an dieser Stelle nur auf die zitierten
Arbeiten.

1.3.2 V™-Abstieg
1.3.2.1 Allgemein

In diesem Abschnitt wollen wir eine V™-Abstiegs-Abbildung «,, konstruieren. Wir
nehmen an, dass A eine gewdhnliche elliptische Kurve ist. Die Uberlegungen zu super-
singuldren A folgen spéter. Bei der Konstruktion von «,, arbeiten wir mit Wittvek-
toren. Wir geben hier nur kurz grundlegende Definitionen und Aussagen an. Details,
Beweise und weitere Aussagen kénnen zum Beispiel in [Lor90] und [Haz09] nachgele-
sen werden.

Sei K ein Korper der Charakteristik p, dann bezeichnen wir mit W (K') die Menge
der Folgen = = (xg, x1, . ..) in K. Wir versehen W (K) mit zwei inneren Verkniipfungen
+ und -. Dabei berechnet sich fiir x = (2, z1,...) und y = (yo,y1,...) aus W(K) die
(n + 1)-te Komponente von z oy mit o € {+,-} tiber (zoy), = S (0, Y0, -, TnyYn)-
Hierbei ist S, ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. So gilt zum Beispiel

(x+y)o=z0+yo0, (x+y)1 =z1 +y1 + 25 +yh — (o +v0)"/p,

(z-y)o = (zoyo), (x-y)1 = x{y1 + yox1.

Mit diesen Verkniipfungen wird W (K') zu einem kommutativen Ring, in dem (0,0, .. .)
das additive und (1,0,0,...) das multiplikative neutrale Element sind. Auf den Witt-
vektoren haben wir den Frobenius-Operator

F:W(K)— W(K), (zg,x1,...) — (z5,27,...)
und die Verschiebung

Ve W(K) — W(K), (!L‘(),Q?l,...) — (07.’1,‘0,$1 )
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Sie geniigen der Relation
p(zo,z1,...) = VF (2o, 21,...) = FV (20, 21,...) = (0,25, 27,...).

Fiir m € N liefert V"W (K) ein Ideal von W (K). Den Faktorring W (K)/V™(W (K))
bezeichnen wir mit W, (K) und identifizieren ihn mit Wittvektoren der Lénge m. Da
V und F kommutieren, liefert uns F' auch einen Endomorphismus von W,,(K). Die
Abbildung

P Wh(K) = Wp(K),z— Fr—=x

ist additiv und liefert daher einen Endomorphismus der additiven Gruppe von W,,, (K).
Fiir ein Element a € K gilt a? = a genau dann, wenn a im Primkoérper liegt. Daher gilt
ker p = W,,,(Fp) C W, (K). Somit ist ker p zyklisch und (1,0,0,...,0) ein Erzeuger.
Dieser liefert einen Isomorphismus ker o ~ Z/p™Z. Die Komponenten der Urbilder un-
ter p sind die Nullstellen separabler Polynome, daher ist p : W,, (K5°P) — W, (K5°P)
surjektiv. Die Artin-Schreier-Witt-Theorie beschéftigt sich mit dem Zusammenhang
zwischen Untergruppen von W,,(K) und abelschen Erweiterungen von K. Die wich-
tigsten Aussagen dazu fasst der folgende Satz zusammen.

Theorem 1.3.1. Sei K ein Korper der Charakteristik p.

1. Sei a = (ag,-..,am—-1) € Wp(K) und @ = (ag,...,am—1) € Wn(KP) ein
Urbild von a unter p. Sei L = K(ag,...am—1) der Erweiterungskérper, der
durch Adjunktion der Komponenten von a an K entsteht. Dann ist L/K eine
zyklische Erweiterung vom Ezxponenten p™.

2. Jede zyklische Erweiterung von K vom Ezponenten p™ entsteht auf diese Weise.

3. Die Abbildung U — K(p~1(U)) liefert eine Bijektion zwischen den Untergrup-
pen U von W, (K), die p(Wp,(K)) enthalten und den abelschen Erweiterungen
von K vom Ezponenten p™. Hierbei entsteht K (p~1(U)) durch Adjunktion der
Koordinaten simtlicher Urbilder der Elemente aus U.

Beweis. Ein Beweis findet sich bei [Lor90] auf Seite 26. O
Ist L/K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G, so operiert G durch
o(xg, X1, Tm—1) := (0x0,0%1,...0Lm_1), 0 € G

auf W,,,(L). Diese Operation versieht W,, (L) mit einer G-Modulstruktur. Dabei ist
Wi (K) C W, (L) genau die Menge der G-invarianten Elemente. Der Homomorphis-
mus @ ist G-dquivariant. Fiir die absolute Galoisgruppe Gx von K ist daher die
folgende Sequenz eine kurze exakte Sequenz von G g-Modulen:

0 = Wi (Fp) = Wi (K5P) & W, (K*¢7) — 0

Wir nennen sie Artin-Schreier-Sequenz. Sie induziert eine lange exakte Sequenz in
Kohomologie:

0= Win(Fp) = Wi (K) S W, (K) = H (G, W (F,)) — HY(G g, W, (K5°P)).
(1.3.1)
Nach dem Satz Hilbert 90 wissen wir, dass H'(G g, W, (K®P)) = 0 gilt (siehe
[Lan02] oder [Haz09]). Somit gilt Wy, (K) /oW, (K) ~ H' (G, W, (Fp)). Dieser Iso-
morphismus ldsst sich explizit angeben: Fiir v € W,,,(K) gibt es ein w € W, (K3°P)
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mit p(w) = v. Nun bilden wir v auf die Abbildung & : Gx — W,,(Fp), 0 — o(w) —w
ab und erhalten den gewiinschten Isomorphismus. Diese Konstruktion des Verbin-
dungshomomorphismus ist wohlbekannt und der Beweis der Wohldefiniertheit 14sst
sich in jedem Buch iiber Galoiskohomologie nachlesen (siche zum Beispiel [Ser97]).
Die Surjektivitét folgt aus H'(Gx, W,, (K5P)) = 0.

Fiir eine gewohnliche elliptische Kurve A ist die Verschiebung V™ fiir alle natiir-
lichen Zahlen m eine separable Isogenie mit zyklischem Kern der Ordnung p™. Daher
besteht fiir jeden Punkt P € A(K®P) das Urbild unter V™ aus p™ verschiedenen
Punkten in A®™)(KP). Die folgende Sequenz abelscher Gruppen ist somit exakt

0 — AP (K=P) V] — AP (K5P) S A(KP) - 0.

Sei nun G g die absolute Galoisgruppe von K. Durch Anwenden der Automorphismen
auf die Koordinaten der Punkte operiert Gx auf den Gruppen obiger Sequenz. Da
auch die auftretenden Homomorphismen mit der Gruppenoperation vertréiglich sind,
haben wir eine kurze exakte Sequenz von GG x-Modulen. Solche induzieren lange exakte
Sequenzen in Kohomologie:

0= AC(I)V™) = AP(K) 5 A(K) %5 HY (G, AP (KP)[V™))

Die Punkte auf A und A®™), die invariant unter der Gruppenoperation bleiben, sind
genau die K-rationale Punkte, also besitzt der Verbindungshomomorphismus den
gewiinschten Kern. Wie schon bei der Artin-Schreier-Sequenz beschrieben, ist dieser
durch P+ (0 — o(Q) — Q) fiir ein Q € AP™)(K*°P) mit V"™ (Q) = P gegeben. Die
Kohomologiegruppe H*'(G g, AP™)(K5P)[V™]) lésst sich sehr explizit beschreiben,
wenn die V™-Torsion rational ist, d.h. wenn A®™)(K3P)[V™] = AC™)(K)[V™] gilt.
In diesem Fall ist A®™)(K)[V'™] eine zyklische Gruppe der Ordnung p™, auf der G
trivial operiert. Fixieren wir Erzeuger, so bekommen wir Isomorphismen zwischen
AP (K)[V™), Z/p"Z und W, (F,). Dann sind aber auch H' (G, AP™) (K3P)[V™])
und H*! (G K> Wm(IFp)) isomorph. Zusammen ergibt das einen Homomorphismus

am : AK) = Wi (K) /oW (K)

mit ker o, = V™(A®P")(K)). Dieser ist die gesuchte V"-Abstiegs-Abbildung. Er
bildet einen Punkt P € A(K) wie folgt ab: Sei Q € A®™)(K®P) mit V"(Q) = P
beliebig. Da ein 0 € Gk auf @ durch Addition eines p™-Torsionspunkts operiert
und da diese nach Voraussetzungen K-rational sind, ist K(Q), der Korper, der durch
Adjunktion der Koordinaten von ) entsteht, eine zyklische Erweiterung von K vom
Exponenten p™. Solch eine Erweiterung korrespondiert zu einem Wittvektor w €
Wi, (K°°P). Dabei ist die von w erzeugte Untergruppe U von W, (K5P) /oW, (K3°P)
eindeutig. Sei nun ¢ : AP")(K)[V™] — W,,(F,) ein fester Isomorphismus und o
ein Erzeuger der Galoisgruppe von K(Q)/K. Wir bilden P auf p(wy) € W,,,(K) ab,
wobei wg der Erzeuger von U ist, der o(wg) —wg = ¢(0(Q) — Q) erfiillt. Fiir konkrete
n und p lasst sich diese Abbildung durch einen expliziten polynomiellen Ausdruck in
den Koordinaten des Punktes P beschreiben.

Bemerkung 1.3.2. In diesem Abschnitt wird in den Aussagen und Rechnungen Ga-
loiskohomologie verwendet. Alles funktioniert aber analog, wenn wir stattdessen die
im Anhang beschriebene spezialisierte Version flacher Kohomologie verwenden. Da
Rechnungen in Galoiskohomologie im Allgemeinen einfacher sind, haben wir uns hier
fiir Erstere entscheiden.
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1.3.2.2 Der Fall m =1

In [Vol90] und [Kra77] geben Voloch und Kramer Konstruktionen fiir Homomorphis-
men o : A(K) = K/p(K) mit ker a; = V(AP (K)) an. Dabei gilt p(z) = 2P — 2 und
wir identifizieren W1 (K) mit K. Wir interessieren uns besonders fiir den Fall p = 2.
Daher nehmen wir fiir den Rest des Abschnittes an, dass die Charakteristik von K
gleich zwei ist. Dieser Fall wird von Kramer detailliert betrachtet. Er arbeitet mit der
oben beschriebenen Weierstra-Gleichung 42 + a1zy + 2° + as2? + ag = 0 und gibt
fiir o7 die durch

r+ax _ ag
(.’IJ, y) = a2 = a2z?
1 1

beschriebene Abbildung an. Kramer zeigt durch konkrete Rechnungen, dass diese ein
Homomorphismus mit dem gewiinschten Kern ist. Fiir elliptische Kurven mit der oben
beschriebenen Weierstraf-Gleichung, ist die Verschiebung durch

2, .2
+ajag y+asxr+ag agly+ asx +ag)  ajag
V:A® 5 A - (2 L
» (@,9) atx a$ + a2 + x

gegeben. Sei nun P = (z,y) € A(K) und K(Q) die zyklische Erweiterung, die durch
die Adjunktion der Koordinaten eines Urbilds von P unter V entsteht. Einfache Rech-
nungen zeigen, dass K(Q) isomorph zu K (z(Q)) ist, d.h. dass wir die ganze Erweite-
rung schon durch Adjunktion der z-Koordinate bekommen. Daraus folgt unmittelbar,
dass die Erweiterung K (Q) isomorph zu der durch das Polynom 2 +¢+(x+as)/a? er-
zeugten Artin-Schreier-Erweiterung ist, und die im vorherigen Abschnitt beschriebene
Gleichheit gilt.

1.3.2.3 Der Fall m = 2

Die Konstruktion, die Voloch in [Vol90] verwendet, um fiir p > 3 einen Homomor-
phismus a7 @ A(K) — K/p(K) mit kera; = V(AP (K)) zu bestimmen, kénnen
wir iterieren. Damit bekommen wir ein Verfahren, das fiir beliebige m € N und ge-
wohnliche elliptische Kurven A mit p > 3 und K-rationaler p™-Torsion auf A®™),
eine explizite Beschreibung der Abbildung oy, : A(K) = Wi (K)/p(Wp(K)) mit
ker o, = V(A®P™)(K)) berechnet. Fiir tatsichliche Anwendungen scheint das aber
weniger geeignet. Zum einen wird die Abbildung «,, mit wachsendem m und p schnell
sehr kompliziert, zum anderen ist es eine starke Einschrankung zu verlangen, dass die
p™-Torsion K-rational ist. Aber der Fall p = 2 und m = 2 lasst sich noch in der
Praxis gewinnbringend verwenden. Wir untersuchen ihn im Folgenden genauer. Sei
also die Charakteristik von K gleich zwei und A durch y? +ajzy+ 23 +asz® +ag =0
gegeben.

Lemma 1.3.3. Die Kurve A® gegeben durch y? + ajry + 23 + a3z? + ag = 0 besitzt
genau dann K -rationale 4-Torsion, wenn ay = a3(s? + s) fiir ein s € K gilt. Dann
sind (a3ag,afs*ag + a?) und (afag,a$sag + af + aSag) die Punkte der Ordnung 4.

Beweis. Wir wissen, dass T = (0,a2) der nichttriviale 2-Torsionspunkt auf A(*) ist.
Dabher gilt es nun zu untersuchen, wann es einen Punkt S € A®(K) gibt, der [2]S = T
erfiillt. Wir bekommen fiir die z-Koordinate von S die Gleichung z*+afag = 0. Diese
besitzt immer die eindeutige Losung = afag. Nun ist zu untersuchen, wann das die
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z-Koordinate eines Punktes auf A (K) ist. Die Gleichung

2, 6 6 3, 442, 4
Y~ + ajasy + ajag + asajag +ag =0

besitzt eine Losung y € K genau dann, wenn

2 _ afa3 + ajaiag + ag
Y1+ = 12,2
aj’ag

L3y
a? 2 8

eine Losung y; € K besitzt und die Relation ist gegeben durch y; = aﬁy%. Letztere
1
Gleichung ist wiederum genau dann iiber K 16sbar, wenn
4

2 _ %
Y2 + Y2 = CL?
es ist und zwischen den Losungen besteht die Relation yz = y1 + 2§. Die Transforma-

1

2
tion y3 = ys + Z—% + Z—% liefert dann die Gleichung

2 _ %
y3+y3_a%

und diese ist genau dann iiber K 1ésbar, wenn as = a?(s? + s) gilt. Das liefert uns die
gesuchten Punkte der Ordnung 4. O

Lemma 1.3.4. Sei A durch die Gleichung y? + aizy + 23 + a3(s? + s)a? + ag = 0
tber K definiert. Die Abbildung

ag (A(K) = Wi (K)/p(Wa(K)),

2
ag agy ag Sag + ag ag
@y) =\ o5 s st o, T 2.2 T
ajxr®’ ajx ajx ajx ajx

ist der zuvor beschriebene Homomorphismus mit Kern ker ag = V2 (A(4)(K)),

Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle P = (z¢,y0) € A(K) mit einem Urbild Q = (z1,41)
unter V2 und o ein Erzeuger der Galoisgruppe von K (Q)/K die Gleichheit

U(Q—-0(Q) =w—ow

gilt. Hierbei ist w ein Urbild von az(P) unter p und ¥ ein fester Automorphismus
von ker V2 nach Wy (Fy) gegeben durch die Wahl eines Erzeugers von ker V2, der auf
eine Erzeuger von W5 (F3) abgebildet wird. Diese Gleichheit lasst sich durch explizite
Rechnungen — siehe Abschnitt 6.3.1 im Anhang — verifizieren. Der Verbindungshomo-
morphismus A(K) — H'(G g, ker V?) ist dadurch bestimmt, dass ein Punkt P auf den
Kozykel o — @Q — 0(Q) abgebildet wird. Der Isomorphismus aus der Artin-Schreier-
Sequenz Wa(K)/p(Wa(K)) — HY(Gx, Wa(Fs)) ist analog durch v — (o — w—o(w))
mit w ein Urbild von v unter p gegeben. Die Rechnung beweist, dass die Hinterein-
anderausfiihrung des Verbindungshomomorphismus und des Isomorphismus die be-
hauptete Form besitzt. O
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1.3.3 F™-Abstieg
1.3.3.1 Allgemein

In diesem Abschnitt wollen wir eine Abbildung 8,, mit den zuvor beschriebenen Eigen-
schaften konstruieren. Wie auch beim V'™-Abstieg, liefert uns die Kohomologietheorie
wichtige Werkzeuge. Fiir den F"-Abstieg geniigt Galoiskohomologie nicht mehr. Wir
miissen eine allgemeinere Theorie verwenden. Eine kurze Zusammenfassung der beno-
tigten Aussagen sowie Verweise zu einer ausfiihrlichen Behandlung der Themen finden
sich im Anhang.

Sei K ein Korper der Charakteristik p, dann ist die folgende Sequenz von Garben
abelscher Gruppen iiber K exakt. Fiir eine genauere Erklarung zu diesen Garben sei
auf den Anhang {iber Gruppenschema verwiesen.

0— Hpm *)Gmp*"; Gm — 0.

Wir bezeichnen sie als die Kummer-Sequenz. Sie induziert eine lange exakte Sequenz
in Kohomologie.

0 = iy (K) = G (K) ™S Gou(K) *5" HY(K, ) — HY (K, Gya)

Nach Satz Hilbert 90 — siehe zum Beispiel [Wat79] — wissen wir, dass H (K, G,,) = 0
gilt. Somit gilt G, (K)/G,,(K)P" = K*/(K*)?" ~ H' (K, uym) unter dg .
Sei nun A eine gewohnliche elliptische Kurve iiber K. Dann ist

0— A[F™"] — A LA™ S0

eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen iiber K. Als solche induziert
sie eine lange exakte Sequenz in Kohomologie:

0 — HOK, A[F™)) — HO(K, A) 5 HO(K, A®™) °2% /Y (K, A[F™))

Besitzt A®™) volle p™-Torsion iiber K, dann sind ker V™ und Z,/p™Z isomorph.
Dieser Isomorphismus ist dadurch gegeben, dass ein fest gewihlter Erzeuger P’ von
ker V™ (K) auf 1 abgebildet wird und wurde von uns bereits im vorherigen Abschnitt
bei der Konstruktion einer V"*-Abstiegsabbildung verwendet. Wie im Anhang 6 iiber
Gruppenschema beschrieben, sind ker F* und ker V™ sowie pup,m und Z/p™Z jeweils
dual unter der Cartier-Dualitdt. Fiir eine endliche K-Algebra R sind die Dualitéts-
paarungen gegeben durch

ker F(R) x ker V""(R) — R*, (P, P') — e(P, P')
mit e die Weil-Paarung — sieche Bemerkung 6.1.6 im Anhang — und
wpr(R) x Z/p™Z(R) — R*, (i) = ("

Es sind also auch A[F™] und p,~ als K-Gruppenschemata isomorph. Mit der Be-
zeichnung = fiir den oben beschriebenen Isomorphismus

ker V™(R) — Z/p™Z, P' — 1
bekommen wir

ker F"™(R) — (ket V)P (R) — (Z/p™Z)P (R) — pupm(R)
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P —e(P,.)  e(P,E(.) — e(P,E(P")

einen Isomorphismus ep: : ker F™ — pu,m, fiir den das Diagramm

ker I x ker V" —— G,

//ll,pnl X Z/me Gm

kommutiert. Die Zeilen sind dabei durch die Paarungen der Cartier-Dualitét gegeben.
Die Komposition der von eps auf den 1-Kozykeln induzierten Abbildung und §pm
liefert somit den Homomorphismus mit den gewiinschten Eigenschaften

B : APV K) — K> J(K*)P".

Sein Kern ist ker 3, = F™(A(K)). Wir konstruieren 3, explizit. Die Idee dafiir findet
sich schon bei [Vol90] und auch bei [Sil86, X.1]. Sei P’ ein Punkt der Ordnung p™
in A®™)_ also ein Erzeuger von ker V™. Nach den Voraussetzungen ist P’ iiber K
definiert. Dann gibt es nach dem Satz von Riemann-Roch eine rationale Funktion f
mit Divisor p™ P’ —p™O’ wobei O’ der unendliche Punkt von A®") ist. Wir kénnen f
berechnen und so skalieren, dass f o F™ = g?" fiir ein g € K(A) gilt. Nun definieren
wir eine Abbildung

1, fiir P = O
B AP (K) — KX J(K*P", P S f(—P')7L, fiir P=P' .
f(P), sonst

Es bezeichne §pm den Verbindungshomomorphismus AP (K) — HY(K, A[F™]).
Verwenden wir Cech-Kohomologie, so ist dpm durch

P (1®z9,1®yq) — (tg®1Lyo®1)

gegeben, wobei Q = (zg,yq) € A(K) ein Punkt mit F™(Q) = P ist und sich das
Minus auf das Gruppengesetz bezieht. Analog bezeichne dx ,,, den Verbindungshomo-
morphismus der Kummer-Sequenz, gegeben durch

b KX = HY (K ), 0 (185)/(b©1),
wobei bP" = a gelte.

Lemma 1.3.5. Sei P’ € ker V"'(K) ein K-rationaler Punkt der Ordnung p™ und sei
B die oben beschriebene Abbildung mit (f) = (p™P' —p™0O'’). Bezeichne e die Weil-
Paarung, so wie sie z.B. in [KM85] definiert ist. Dann gilt fiir alle P € AP™)(K) die
Beziehung 6g.m(Bm (P)) = e(8pm (P), P').

Beweis. In [Sil86, X.1.1] gibt Silverman einen Beweis dieser Aussage fiir den zur
Charakteristik teilerfremden Fall unter Benutzung von Galoiskohomologie an. Dieser
lasst sich auf unseren Fall und Cech-Kohomologie iibertragen. Sei Q = (zg,yg) ein

Punkt in A(K) mit F™(Q) = P und sei 3,,(P) = ¢*" (Q) = 4*", das heift v € K
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mit v*" € K. Nun haben wir

e(dp(P),P)=¢e((1®20,1®yg) — (xq ®1,yo ® 1), P')
_9((1®z,1®yq))
-~ 9((mq@1,yg ©1))
_ 199((zq,9q))
9((rq,yq)) ® 17

Da gP" = f o F'™ gilt, haben wir

m

9((x0,yQ))"" = f(xp,yp) ="
also
9((zq, Q) = .
Auf der anderen Seite gilt

~ m _1®’}/
TR1

O

Als Ergebnis sehen wir, dass sich die abstrakte Abbildung der Kohomologiegrup-
pen B, durch die explizite Formel von (3, auswerten ldsst.

Bemerkung 1.3.6. Voloch gibt in [Vol90] einen anderen Beweis dafiir, dass B die
gewtinschte Abbildung ist. Auch dieser Beweis ldsst sich ohne grofe Schwierigkeiten
fir unsere Situation und m > 2 anpassen. Da die Technik weniger allgemein ist,
verzichten wir an dieser Stelle darauf.

1.3.3.2 Der Fallm =1

Gegeben sei eine gewohnliche elliptische Kurve A und ein Punkt P der Ordnung p auf
A®P)(K), dann lasst sich eine Funktion f mit Divisor (f) = (pP’ — pO’) zum Beispiel
mit Magma berechnen. Voloch gibt fiir p > 3 eine auf Gunji zuriickgehende allgemeine
Konstruktion an und Kramer zeigt, dass fiir A : y? + ayzy + 2% + asz? + ag = 0 die
Abbildung

x, firx#0
Br: AD(K) — KX /(K*)?, (x,y) = { ag, firz=0
1, fur (z,y) =0

die gewiinschte ist.

1.3.3.3 Der Fall m = 2

Wir haben gezeigt, dass fiir einen Korper K der Charakteristik 2 und eine durch
A y? 4 ayzy + 2° 4 asx? + ag = 0 definierte elliptische Kurve die Kurve A®) genau
dann K-rationale 4-Torsion besitzt, wenn ag = a3(s% + s) fiir s € K gilt. Als Resultat
unser vorherigen Uberlegungen bekommen wird das folgende Lemma.
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Lemma 1.3.7. Die Abbildung
aiag, fir (x,y) =T
Ba s AD(K) — KX [(KX)", (w,9) = q 1, fir (x,y) = O’
(y + 1/ajx® + afs*z), sonst

ist die gesuchte F2-Abstiegs-Abbildung. Hierbei ist T = (a3ag, a$s*ag + a) ein Punkt
der Ordnung 4.

1.3.4 Supersingulire Kurven
1.3.4.1 Allgemein

In den vorherigen Abschnitten haben wir angenommen, dass A eine gewohnliche el-
liptische Kurve ist. Fiir supersingulére elliptische Kurven A kénnen wir dhnliche Re-
sultate erzielen.

Lemma 1.3.8. Fir eine supersinguldre elliptische Kurve A sind ker F™ und ker V™™
als endliche flache Gruppenschemata tiber K isomorph.

Beweis. In diesem Fall ist die Verschiebung auch rein inseparabel, faktorisiert also
durch den Frobenius. Da deg F™ = deg V'™ gilt, folgt die Behauptung. O

1.3.4.2 Der Fall m =1

Da ker F' und ker V' einerseits isomorph andererseits aber auch dual sind, sind sie
aufgrund von Klassifikationsresultaten von Oort und Tate [OT70] — siehe auch Pro-
position 2.1 in [Ulm91] - isomorph zu @, dem Kern des Frobenius auf G,. Analog
zu den gewohnlichen elliptischen Kurven haben wir exakte Sequenzen

0= A[F] > A5 AP 0

und
O—>@¢p—>Ga£>Ga—>0

von Garben abelscher Gruppen (siehe 6.1 und 6.2). Nun betrachten wir die induzierten
langen exakten Sequenzen in Kohomologie. Nach Hilbert 90 gilt H!(K, @) ~ K/KP.
Fixieren wir einen Isomorphismus ker /' — av,, dann bekommen wir einen Homomor-
phismus

B1: AP(K) — K/K?

mit ker 51 = F(A(K)). Fiir V verlduft alles analog.

Ist die Charakteristik von K gleich 2, so kénnen wir einen Isomorphismus zwischen
ker F' und @ explizit angeben. Dieser wird von einem Isomorphismus der korrespon-
dierenden Hopfalgebren induziert. Siehe Anhang 6.1 fiir eine Definition und relevante
Eigenschaften. Die Hopfalgebra von @ ist K|[x]/(2?), die von ker F' bekommen wir,
indem wir die projektiven Koordinaten auf der Kurve zu y = 1 skalieren. Details
finden sich im Anhang unter 6.3.2. Mit dem resultierenden Isomorphismus der Grup-
penschemata kénnen wir wie zuvor beschrieben eine Abstiegs-Abbildung konstruieren.
Ausfiihrlichere Informationen finden ich im Abschnitt 6.3.2 im Anhang. Als Resultat
bekommen wir die folgende Aussage.



1.3. DIE ABSTIEGS-ABBILDUNG 17

Lemma 1.3.9. Die Abbildung
Bi: AD(K) —» K/K?, (x,y) — 1/a2z.
ist die gesuchte F-Abstiegs-Abbildung.

Zum Beweis des Lemmas koénnen die erforderlichen Eigenschaften auch direkt
nachgepriift werden.

Fiir die Verschiebung gehen wir analog vor. Wieder starten wir mit einem Isomor-
phismus ker V' — @y der Gruppenschemata und dem davon induzierten Isomorphis-
mus H'(K,ker V) — H'(K,as) der Kohomologiegruppen. Da wir wollen, dass die
Abstiegs-Abbildungen mit der Weil-Paarung vertraglich sind, miissen wir an dieser
Stelle den richtigen Isomorphismus verwenden. Ziel ist also, dass das Diagramm

ker F x ker V —— G,, (1.3.2)
i l lid
@92 X @2 Gm

kommutiert. Dabei ist die obere Zeile durch die Weil-Paarung und die untere durch
die Selbstdualitdt gegeben. Die Abbildung ker F' — @ ist der in Lemma 6.3.1 fixierte
Isomorphismus. Dieses Diagramm korrespondiert zu dem Diagramm der Hopfalge-
bren:

Klker F] ® K[ker V] Kz, 271 (1.3.3)

] d

Klz]/(2?) ® Kz]/(2?) <—— K[z, 27|

Die Abbildung K[z, 21| — K|[z]/(z?)® K[z]/(x?) ist durch z — 1®1+2®z, verglei-
che zum Beispiel [Sha63, Beweis Thm 2|, und K|[z]/(2?) — K[ker F] ist nach Lemma
6.3.1 durch = — x gegeben. Wir wollen nun die obere Zeile genauer untersuchen.

Lemma 1.3.10. Die Weil-Paarung e : ker F' x ker V' — G,,, induziert die Abbildung
Klz,271 = Klker F] @ K[ker V], 2+ 1 ® 1 + azx @ x der Hopfalgebren.

Beweis. Fiir den Beweis dieser Aussage berechnen wir den Wert, den die Weil-Paarung
fiir zwei beliebige Punkte P € ker F und P’ € kerV annimmt, als Ausdruck in
geeigneten Koordinaten der Punkte. Dieser Ausdruck liefert uns direkt den gesuchten
Morphismus der Hopfalgebren. Da die Gruppe der K’-rationalen Punkte der Kerne
des Frobenius und der Verschiebung fiir alle Kérpererweiterungen K'/K trivial ist,
geniigt es nicht, diese zu betrachten. Wir miissen mit S-rationalen Punkten arbeiten,
wobei S ein endliches, affines K-Schema ist. Der resultierende Beweis verlauft dhnlich
dem in [Sil86, III.8] nur unter deutlich allgemeineren Voraussetzungen. Er findet sich
im Anhang unter 6.3.3. O

Korollar 1.3.11. Fiir die Hopfalgebrenmorphismen K|[z]/(2?) — Klker V], x + azx
und K|x]/(z?) — K[ker F|, z — z kommutiert Diagramm 1.3.5.

Dieser Isomorphismus der Hopfalgebren liefert uns wiederum einen Isomorphismus
H'(K,ker V) — H'(K, az). Benutzen wir diesen in

A(K) — HY(K,ker V) = HY(K, az) — K/K?,

so erhalten wir nach einer Rechnung, die analog zu der fiir ker F' verlauft, das folgende
Ergebnis.
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Lemma 1.3.12. Die Abbildung
a1 A(K) = K/K?, (2,9) —

ist die gesuchte V -Abstiegs-Abbildung. Sie ist mit der zuvor beschrieben Abbildung [y
vertrdaglich, in dem Sinne, dass Diagramm 1.3.2 kommutiert.

1.3.4.3 Der Fall m = 2

Da im supersinguliren Fall die Verschiebung V : A®) — A rein inseparabel ist, ldsst
sie sich als Hintereinanderausfithrung von F : A®) — A®") und einem Isomorphismus
¥ : A®") —5 A schreiben. Der Kern von F? ist somit isomorph zum Kern von F oV,
also zum Kern der Multiplikation mit p auf A. Nach [Oor66| sind die Gruppenschema-
ta ker F2, ker V2 und A[p] isomorph zu einem mit Ms bezeichneten endlichen, flachen
Gruppenschema. Diese Isomorphie kann mdéglicherweise bei der Konstruktion explizi-
ter Abstiegs-Abbildungen verwendet werden. Vergleiche dazu auch die Beschreibung
von Alp] in [Ulm91].

1.4 Lokale Bilder

1.4.1 Allgemein

Sei ¢ : A — B eine Isogenie der iiber dem globalen Kérper K definierten elliptischen
Kurven A und B. Wie schon in den vorherigen Abschnitten verwendet, liefert das
eine exakte Sequenz von Garben abelscher Gruppen iiber K. Siehe dazu auch unser
Erklarungen im Anhang.

0—kery - A— B—0

Diese induziert eine lange exakte Kohomologiesequenz und die 1-Abstiegs-Abbildung
entspricht dem Verbindungshomomorphismus B(K)/¢(A(K)) — H'(K, ker ) ver-
kniipft mit einem Monomorphismus, der eine explizite Darstellung der ersten Koho-
mologiegruppe von ker liefert. Im Folgenden sei v eine Stelle von K und K, die
dazugehorige Vervollstandigung.

Definition 1.4.1. Wir definieren die lokale Selmergruppe Sel(K,, ) von ¢ als das
Bild des Verbindungshomomorphismus

B(K,)/Y(A(K,)) = HY(K,, ker)).

Die globale Selmergruppe definieren wir als die Menge der Elemente in H' (K, ker 1)),
deren Restriktion auf H'(K,, ker) fiir alle Stellen v in Sel(K,,1) liegt. Gelgent-
lich betten wir H*(K,ker ) oder H*(K,,ker ) mit Hilfe eines Monomorphismus in
eine andere Gruppe ein. Das Bild der Selmergruppe bezeichnen wir dann ebenfalls
als Selmergruppe. Die Shafarevich-Tate-Gruppe HI(K, A) ist der Kern der Abbildung
HY(K,A) — [1, HY(Ky, A) und mit UL(K, A)[¢)] bezeichnen wir wiederum den Kern
der von ¢ induzierten Abbildung III(K, A) — (K, B).

Die globale Selmergruppe Sel(K, 1) ist endlich und die folgende Sequenz ist exakt:
0 — B(K)/Y(A(K)) — Sel(K, ) — HI(K, A)[¢)] — 0.

Die Endlichkeit der globalen Selmergruppe gilt fiir beliebige 1, doch das zu beweisen
ist schwierig. Wir sind aber an ihr nur fiir bestimmte Isogenien 1 interessiert und fiir



1.4. LOKALE BILDER 19

diese beweisen wir die Aussage jeweils und geben sogar Aussagen iiber ihre Kardina-
litdt an. Im Allgemeinen ist es einfacher, die globale Selmergruppe zu berechnen, als
das Bild der Abstiegs-Abbildung zu bestimmen. Im Folgenden werden wir uns mit
der Berechnung der lokalen Selmergruppen beschéftigen. Dabei werden wir von der
Cup-Produkt-Paarung

U: HY(K,, kery) x H (K, kery") — H*(K,,G,,) (1.4.1)
Gebrauch machen. Details dazu finden sich bei [Sha86] und [Sha63].

Theorem 1.4.2. Bezeichnen o und 8 die 1) - bzw. 1)-Abstiegs-Abbildung. Die Grup-
pen a(A(K,)) = Sel(K,,v") und B(B(K,)) = Sel(K,,v) sind orthogonale Komple-
mente unter der Cup-Produkt-Paarung.

Beweis. Das Diagramm

HO(K,, AY) x H'(K,, A) H2(K,,Gu)

T e

HY(K,, ker¢p¥) x HY(K,, ker 1))

kommutiert. Hierbei ist die untere Paarung durch das Cup-Produkt 1.4.1 und die
obere durch [Mil06, Thm. 7.8] gegeben. Die vertikalen Abbildungen sind die passenden
Homomorphismen der langen exakten Kohomologiesequenzen von

0—kery 4 A—B—=0

und der dualen Sequenz [Mil08, Thm 9.1]. Die Kommutativitit folgt aus der Kon-
struktion der oberen Paarung, vergleiche [Mil06, C.5] oder [Sha67|. Seien nun mit
b € Sel(K,,v) C HY(K,,ker¢) und a € Sel(K,,%") C H'(K,,kerv") Elemen-
te der jeweiligen Selmergruppe bezeichnet, d.h. es gibt P € H(K,,B) = B(K,)
bzw. Q € H°(K,,AY) =2 H(K,,A) = A(K,) mit a(Q) = a und 3(P) = b. Be-
zeichnen (.,.); und (.,.)s die obere bzw. untere Paarung des obigen Diagramms und
v HY(K,,kervy) — H*(K,, A) die von der Inklusion induzierte Abbildung. Es gilt
(a,b)2 = (Q,(b))1 = (@,0); = 0, wegen der Exaktheit der Kohomologiesequenz.
Folglich sind die beiden Selmergruppen orthogonal. Sei nun & € H'(K,,ker)) mit
(a,b')s = 0 fiir alle a € Sel(K,,v"), d.h. (Q,c(t/)); = 0 fiir alle Q € H°(K,,AV).
Da (.,.); eine exakte Dualitidt der beiden Gruppen liefert, gilt ¢(b’) = 0 und somit
b € Sel(K,, v).

O

Wie wollen diese Aussage fiir 1» = V™ und ¢V = F™ anwenden. Wie schon bei
der Konstruktion der Abstiegs-Abbildungen unterscheiden wir zwischen gewthnlichen
und supersinguléreren elliptischen Kurven.

1.4.2 n teilerfremd zur Charakteristik

Sei also A eine elliptische Kurve in kurzer Weierstral-Form iiber dem lokalen Koérper
K,. Brumer und Kramer beweisen in [BK77], dass wenn die Charakteristik p des
Restklassenkorpers von K, koprim zu 2 ist, die Gleichheit

#A(Kv)/2A(KU> = #A(Kv)p]



20 KAPITEL 1. DIE ABSTIEGS-ABBILDUNG

gilt. Dazu wird eine Untergruppe M von endlichem Index von A(K,) konstruiert,
auf der sich Kern und Bild der Multiplikation mit 2 gut beschreiben lassen. Dann
folgt das Resultat aus der Euler-Charakteristik der exakten Kern-Kokern-Sequenz
der Multiplikation mit 2 von

0—>M— AK,) — A(K,)/M — 0.

Als M kann dabei zum Beispiel der Kern der Reduktion A;(K,) gew&hlt werden.
Dann konnen wir ausnutzen, dass diese nach [Sil86, VII.2.2] isomorph zu einer for-
malen Gruppe ist. Wir sehen #A4;(K,)[2] = #A:(K,)/2A:(K,) =1, da die Multipli-
kation mit 2 auf A;(K,) ein Isomorphismus ist. Die Formel und die Argumentation
bleiben richtig, wenn wir 2 durch ein beliebiges aber zur Charakteristik p des Rest-
klassenkorpers von K, teilerfremdes n ersetzen. Dieses Ergebnis lasst sich leicht auf
andere Isogenien verallgemeinern. Da wir bei dem V™- und F""-Abstieg etwas anders
vorgehen, verzichten wir an dieser Stelle darauf.

Wir koénnen die Kardinalitdt von A(K,)[n] durch Faktorisieren des n-Divisions-
polynoms ermitteln. Kennen wir die Kardinalitét von A(K,)/nA(K,) und haben wir
eine explizite Formel fiir die Abstiegs-Abbildung, so ldsst sich das lokale Bild mit
einem randomisierten Algorithmus wie in [Wom03, 1.7] beschrieben, berechnen.

1.4.3 Gewohnliche elliptische Kurven

Fiir den gesamten Abschnitt sei A eine gewohnliche elliptische Kurve iiber dem lokalen
Korper K, der Charakteristik p. Wir sind dabei hauptséchlich an dem Fall p = 2
interessiert. In diesem Fall gehen wir immer von einer Weierstraf-Gleichung der Form
y? 4+ a1zy + 22 + ax® + ag = 0 mit ganzen Koeffizienten aus. Weiterhin verlangen wir,
dass die volle V™-Torsion von A®") bereits iiber K, definiert ist. Dann bilden die
lokalen V™- und F™-Abstiegsabbildungen in die Gruppen W,,(K,)/pW,,(¥X,) und
KX/(KX)P" ab. Viele Aussagen und Argumente haben ihren Ursprung in [Ulm91]
und [Kra77].

Das folgende Lemma zeigt, dass wir uns auf Kurven, deren Weierstrafs-Gleichungen
ganze Koeflizienten haben, beschrianken konnen.

Lemma 1.4.3. Seiu € K, und A’ durch y*+ua,zy+2>+u?asz? +ubag = 0 gegeben.

1. Die Abbildung (z,y) — (u?z,u3y) liefert einen iber K, definierten Isomorphis-
mus A — A'.

2. Die Bilder der V - und V?2-Abstiegs-Abbildungen oy und o sind auf A(K,) und
A'(K,) gleich.

3. Die Bilder der F- und F2-Abstiegs-Abbildungen B1 und Ba sind auf A(2i)(Kv)
und (A")2)(K,) firi=1,2 gleich.

Beweis. 1. Das ist bekannt. Siehe z.B. [Sil86, A.1.1].

2. Wir geben hier die Rechnung fiir as an. Die Rechnung fiir o7 verlduft analog.
Sei (70, v0) € A(K,) und (u?xo,u3yo) der korrespondierende Punkt auf A’'(K,).
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Wir bezeichnen mit o/ die V2-Abstiegs-Abbildung auf A’(K,). Dann gilt

ag  agYo ag Sag + ag a?
a2((1’0ay0))( 3 27 3.3 + + + 464>

atx’ a3z} ajxmo atzd ajx}
u6a6 u6a6u3y0 'LL6(Z6 su6a6 + u6a6 ulza%
w2autzd’ udatubay  utatulzg u?aluted utafudzd
/ 2 3
= as((u“zo, u’yo))-
3. Das folgt aus der Orthogonalitit 1.4.2.
0

Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Cup-Produkt-Paarung entspricht fiir
gewoOhnliche elliptische Kurven einer aus der lokalen Klassenkorpertheorie bekannten
Paarung, vergleiche [Sha72|, [Ser79).

Theorem 1.4.4. Sei K,, die Vervollstindigung von K an einer Stelle v, dann ent-
spricht die Cup-Produkt-Paarung

U: HY(K,, ker V™) x H (K, ,ker F™) = H*(K,,G,,)
genau der Artin-Schreier- Witt-Paarung
[) s Win(K) /Wi (Ky) X KK/(K;()pm — Q/Z.

unter der zuvor beschriebenen Identifikation von H'(K,,ker V™) und H*(K,,ker F™)
mit Wi (Ky) /oW (K) und KX /(KX)P" . Das Bild der unteren Paarung liegt dabei
in 1/pmZ)Z C Q/Z und kann daher mit Z/p™Z identifiziert werden.

Beweis. Die bendtigten Aussagen finden sich bei [Sha86, I11.4 Bsp. (8)] und [Sha63,
Beweis Thm. 4] oder [Mil06, Bemerkung II1.7.5| O

Bemerkung 1.4.5. Diese Paarung ist eine Verallgemeinerung der bekannten Ar-
tin-Schreier-Paarung siehe ([Ser79] und [FV93]). Als Hauptquelle fiir Aussagen tber
die Artin-Schreier- Witt-Paarung dient der Artikel [Tho05]. Dort ist neben wichtigen
FEigenschaften beschrieben, wie sie sich fiir gegebene Elemente explizit auswerten ldsst.

Das folgende Lemma gibt Auskunft iiber die F2-Selmergruppe. Die analoge Aus-
sage {liber die F-Selmergruppe findet sich in [Kra77, Prop. 2.2].

Lemma 1.4.6. Sei A eine elliptische Kurve tiiber K,, mit einer Weierstraf-Gleichung
der Form y? + a1zy + 2> + a3 (s® + 8)2% + ag = 0. Sei die Charakteristik von K, gleich
2, seien Aq(K,) und AYL)(KU) die Kerne der Reduktion auf A(K,) bzw. A (K,) und
bezeichne mit U, die Menge U, = {u € R} |v(u — 1) > n}. Das Diagramm

0— Ay (K,) —2 AW (K,) —Zs Uy oy (KXY (KX)t —0

I[ B2

0— > A(K,) — o AO(K) — 2 oty —— >0

dessen Zeilen exakt sind, kommutiert.
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Beweis. Der Beweis funktioniert wie in [Kra77|. Es gilt

x? 4 4 a‘llx‘l 3 a‘ll:cy + a3 + a§84x2
ytgtase) -0 =5 P
aj Y Y Y
. y2 + a‘llxy + aff(s8 + 54):52 + aé y2 + affs8x2 + aé
B y> y>

2
_ z z
=1+ a‘llu 4 (z + a‘lls4z2 + aEfsE;,z3 + aé—Q + a‘llaés‘l—2
Y Y

mit z := (x/y) und einer Einheit u des Bewertungsrings. Da (z,y) aus A(14) (K,) ist,
haben z und y beide eine negative Bewertung und es gilt sogar 2v(y) = 3v(z) =
—6r. Somit hat z die positive Bewertung r. Da die Bewertung aller Koeffizienten
nicht negativ ist, liegt das Element in Uy, (q,)(K*)*. Da die Abbildung (z,y) — z/y

ein Isomorphismus zwischen AYL)(KU) und dem Bewertungsideal ist, siehe ([Sil86,
VII.2.2]), folgt die Surjektivitdt von

B : A§4)(Kv) — U4v(a1)(K'u>< )4/(K7§< )4

unter Verwendung von Hensels Lemma, indem wir fiir ein beliebiges Element aus
Usp(ar)(KX)*/(KX)* das geeignete z im Bewertungsideal konstruieren. O

Korollar 1.4.7. Es gelten die folgenden Gleichheiten:
[l B+ Usogar) (K)?/ ()] = [AP () = AP (K)/[AKL) + Au(K)]

(K2 /(K2 Im ) = 2(#k) @A(K,) = A(K,)]/[AP(K,) : AP (K,)]
I By = Usy(an) (K (K'Y = [AD(K,) = APV (K)/[A(K,) = Ay (K,)]

(KX /(K : Tm ] = 4(#K) " “V[A(K,) + A (K,)]/[AD(K,) : AP(K,)]

Wir erinnern, dass das Bild von f3; gleich der lokalen F*-Selmergruppe ist. Die V-
Selmergruppe ist also endlich, die F'-Selmergruppe besitzt unendlich viele Elemente.

Beweis. Der erste Teil ist genau Proposition 2.2 in [Kra77] und der zweite Teil 14sst
sich analog durch Anwendung des Schlangenlemmas auf obiges Diagramm beweisen.
Hierbei ist k£ der endliche Restklassenkorper von K,,. O

Bemerkung 1.4.8. Mit Hilfe von Tates Algorithmus kénnen wir die Indizes
[A(K,) : Ay (K,)] und [A®)(K,) : AP)(K,)]

und damit die rechten Seiten der obigen Gleichheiten berechnen. Uber die Ortho-
gonalitat aus Theorem 1.4.2, liefern die zweite und vierte Gleichung die (endliche)
Kardinalitit der lokalen V- und V2-Selmergruppe. Siehe dazu auch die Bemerkung
nach Prop. 2.8 in [Kra77].

Damit bekommen wir hiufig schon eine vollstindige Beschreibung der lokalen
Bilder.
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Korollar 1.4.9. Hat A gute Reduktion, also v(A(A)) =0, dann gilt

i

Sel(K,, F') = Up(K.)? /(K))*

und
Sel(K,, V') = Wi(k) + p(Wi(Ky))/p(Wi(K,))

mit k wie zuvor und i = 1,2.

Beweis. Fiir i = 1 ist das Prop. 2.4 in [Kra77]. Zum Beweis der ersten Gleichheit be-
rechnen wir den Index von Up(K )% /(KX)? in Sel(K,, F?) unter Verwendung von
1.4.7. Da A und damit auch A® gute Reduktion haben, gilt A(K,) = Ag(K,). Der
Index von A;(K,) in Ag(K,) ist in diesem Fall gleich der Kardinalitit der reduzierten
Kurve. Da aber die reduzierten Kurven von A und von A®") unter dem Frobenius
isomorph sind, sind die Indizes gleich. Fiir den zweiten Teil der Aussage miissen wir
das orthogonale Komplement von Up(K )% /(K)? unter der Artin-Schreier-Witt-
Paarung bestimmen. Dabei folgt Wi(R,) + p(Wi(K,)) C (Ug(KX)? /(KX)*)* aus
dem folgenden Lemma 1.4.11. Die andere Inklusion folgt dann entweder aus Kardi-
nalitétsgriinden oder, indem wir die expliziten Formeln zur Berechnen der Paarung
verwenden, um fiir a & (Wi(R,) + p(W;(K,)))/o(Wi(K,)) ein b € Ug(K)? /(KX)?
mit [a,b) # 0 zu konstruieren. Jedes Element aus (W;(R,) + p(W;(K,)))/o(W;(K,))
besitzt einen Représentanten in Wj(k) 4+ o(W;(K,)). Das folgt direkt aus Abschnitt
2.3.1.1. O

Bemerkung 1.4.10. Diese folgende Aussage gilt fiir beliebige i € N>° und beliebige
p € P, interessiert uns aber nur fir i =1,2 und p = 2.

Lemma 1.4.11. 1. Sei a = (ag,...,ai—1) in W;(K,). Dann besitzt a modulo
p(W;(K,)) einen Reprisentanten o’ = (af,...,a;_y), bei dem fir alle Indizes
0<j<igita; € R, oder v(a;) ist negativ und nicht durch die Charakteristik
p von K, teilbar. Wir nennen a’ reduziert.

2. Seien m und u zwei ganze Zahlen, u > 0 und sei a = (ag,...,a;—1) € W;(K,)
ein reduzierter Wittvektor mit v(a;) > — {W%J Sei b € U,KP'/KP". Dann
gilt firu>m

[a,b) = 0.

3. Sei a = (ag,...,a;—1) € W;(K,) ein reduzierter Wittvektor und existiere ein
Index 0 < j <i—1 mitv(a;) < — L)_%J Dann gibt es ein u € U, KP' /K"
mit

[a,u) # 0.

Beweis. Diese Aussagen stammen direkt aus [Tho05]. Die erste ist Proposition 4.1,
die zweite eine geringfiigige Modifikationen von Proposition 4.3. Fiir den dritten Teil
verwenden wir erneut Proposition 4.3. Nach den Voraussetzungen existiert ein j mit
—p" I (a;) = maxp{—p' " "Fu(ay)} = m/. Wihle u == 1 + w 7™ 4+ O(z™ 1),
Dann liegt v € U,y C U,,. Der Eintrag von [a,u) an der j-ten Stelle ist gegeben

durch Tr(fv(aj)um/ag.’:(:;). Dieser Wert ist ungleich 0 fiir eine geeignete Wahl von
’ J

U, da v(a;) #0 mod p gilt. O
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Bemerkung 1.4.12. Hat A keine gute Reduktion, so ist Usjy(a,)(K)* /(K)?" mit
Korollar 1.4.7 nur eine Untergruppe endlichen Index von Sel(K,, F?). Uber das or-
thogonale Komplement von Us;y(ay) (K ) /(KX)* bekommen wir eine Obermenge
der V*'-Selmergruppen. Das Lemma 1.4.11 liefert untere Schranken fir die Bewer-
tung der Komponenten eines reduzierten Wittvektors im orthogonalen Komplement
von Ugiv(al)(KUX)Qz/(K;()T und somit fiir das Bild von «;. Bemerkung 1.4.8 liefert
uns die Kardinalititen von Sel(K,,V) und Sel(K,,V?). Kennen wir ihre Kardina-
litaten, so kénnen wir auch Reprdsentanten fir die endlichen Gruppen Sel(K,,V)
und Sel(K,,V?) berechnen. Dazu kénnen wir zum Beispiel solange zuféllig Punkte
auf A(K,) konstruieren und ihre Bilder unter a; berechnen, bis wir das gesamte Bild
bestimmt haben. Details dazu finden sich im Abschnitt 2.3.1.

1.4.4 Supersingulire elliptische Kurven

Fiir eine supersingulére elliptische Kurve iiber einem lokalen Korper der Charakte-
ristik 2 bilden die lokalen Abstiegs-Abbildungen in die additive Gruppe K,/K? ab.
Ein Reprisentantensystem fiir K, /K2 sind die Laurentreihen aus K, = k((m)), die
von null verschiedene Koeffizienten nur an den ungeraden w-Potenzen besitzen. Die
Ableitung d/d7 nach der lokalen Uniformisierenden ist also injektiv auf K, /K2 und
liefert einen Isomorphismus auf ihr Bild. Das kénnen wir verwenden, um einige Aus-
sagen iiber die lokalen Selmergruppen Sel(K,, F)) und Sel(K,,V) zu beweisen. Wie
auch bei den gewohnlichen elliptischen Kurven, ldsst sich die Cup-Produkt-Paarung
effektiv auswerten.

Lemma 1.4.13. Sei K, ein lokaler Kdrper der Charakteristik 2. Dann entspricht die
Cup-Produkt-Paarung

U: HY(K,, ker V) x H (K, ,ker F) = H*(K,,G,,)
der Paarung
K,/K?x K,/K?> = 7/2Z, (f,g) — Tr res(f dg/dn).
Dazu fassen wir Z/27 = $7./7 als Untergruppe von Q/Z auf.

Beweis. Das ist die direkte Folgerung aus den in Abschnitt 1.3.4.2 konstruierten Iso-
morphismen zwischen ker F' und @y sowie ker V' und @s. Diese sind mit der Duali-
tatspaarung vertriglich. Somit folgt die Aussage aus der Paarung fiir @s, siche den
Beweis von Theorem 2 in [Sha63]. O

Bemerkung 1.4.14. Die Paarung auf K,/K? x K,/K?2 kénnen wir mit begrenzter
Prizision auswerten. Nach der Konstruktion in Abschnitt 1.3.4.2 sind Sel(K,, V') und
Sel(K,, F') orthogonale Komplemente unter ihr.

Lemma 1.4.15. Sei A die durch y? +asy+x® +asx+ag = 0 gegebene supersinguldre
elliptische Kurve iiber K, und P = (zp,yp) € A(K,). Dann besitzt xp mod K?2
einen Reprdisentanten x'p mit

(ag) v(ag) 2v(a3)
2 7 3 7 3

v(z'’p) > min {0, Y ,v(az) + 1, v(aq) + 2,v(ag) + 4} .

Da die V- und F-Abstiegs-Abbildung einen Punkt auf seine x-Koordinate bzw. das
a§2-fache seiner x-Koordinate abbildet, bekommen wir durch diese Ungleichung untere
Schranken fir die Bewertung der Elemente der lokalen Selmergruppen.
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Beweis. Gilt v(z,) > min{0, ”(g‘*), ”(g“), 2”(3‘13)} so ist nichts zu zeigen. Sei also v(xp)
kleiner als das Minimum. Dann haben wir v(zp) = —2k und v(yp) = —3k fiir ein
k € N>Y. Bezeichnen wir mit db abkiirzend die Ableitung db/dr eines b € K, nach

einer lokalen Uniformisierenden 7, so erhalten wir
(daz)yp + az(dyp) + x5 (dzp) + (day)zp + as(dzp) + dag = 0.

Folglich v(2%(dzp)) = —4k +v(dzxp) > min{v(as) — 3k — 1,v(as) — 2k — 1, v(ag) — 1}.
Daraus folgt dann v(dzp) > min{v(as),v(as)+1,v(ag)+3}, also gilt die Behauptung.
O

Lemma 1.4.16. Sei die Notation wie zuvor mit A eine minimale Weierstraf3-Glei-
chung mit v(asz), v(ag), v(ag) > 0 und habe A gute Reduktion, d.h. v(az) = 0. Dann
gilt Sel(K,,V) = R, + K2 und Sel(K,, F) = a3 °R, + K2.

Beweis. Sei (zp,yp) ein Punkt auf A(K,). Nach Lemma 1.4.15 besitzt 2 p modulo K2
einen Repréisentanten in R,. Das beweist — zusammen mit den rationalen Funktionen
fiir die Abstiegs-Abbildungen — Sel(K,,, V) C R, + K2 und Sel(K,, F) C angv +K2.
Die andere Richtung folgt dann aus der Orthogonalitdt. Dafiir verwenden wir, dass
das orthogonal Komplement von R, /K2 wieder R,/K? ist, wie sich unschwer an der
Formel aus Lemma 1.4.13 fiir die Paarung als Spur des Residuums erkennen l&sst.
Wir kénnen das aber auch direkt beweisen. Dafiir zeigen wir, dass fiir alle r € R,
ein z € K, existiert mit r + 22 ist die z-Koordinate eines Punktes auf A (K,).
Angenommen die reduzierte Kurve A(?) besitzt einen nichttrivialen Punkt (zq,%o).
Das ist nach Hasse der Fall, wenn der Restklassenkorper mehr als vier Elemente
besitzt. Da der Frobenius auf endlichen Korpern surjektiv ist, finden wir ein z € R,,
so dass 2’ = r+ 22 durch die Restklassenabbildung auf xy abgebildet wird. Sei y € R,
ein Lift von yo. Dann gilt v(y?+a3y+a"2+ai2’+a2) > 1 und somit ist 2’ nach Lemma
2.3.1 die z-Koordinate eines Punktes auf A (K, ). Daraus folgt die Behauptung. Sei
also der Restklassenkdrper von K, isomorph zu Fs oder Fo2 und sei 7 € R, gegeben.
Da A;(K,) isomorph zu einer formalen Gruppe ist (siehe dazu [Sil86, VII.2.2]) besitzt
A(K,) einen Punkt P = (zp,yp) mit v(zp) = —2 und v(yp) = —3. Damit ist
(z',y') := F(P) ein Punkt auf A®)(K,) mit v(z') = —4 und 2’ = 2% ist ein Quadrat.
Definiere z := zp, x := r+ 22 und y := ¢ + 9. Einsetzen in die Weierstraf-Gleichung
von A® liefert das Polynom

p(9) = 9% + a3+ + 222 F 2t Fagr

in der Variablen §. Fiir v(r) > —v(z%) = 8 gilt v(r® + 7222 + r2* + a4r) > 1 und
somit besitzt p(g) nach Lemma 2.3.1 eine Nullstelle in K, welche uns einen Punkt
auf A®)(K,) mit r + 22 als z-Koordinate liefert. Es verbleiben also die Fille mit
0 < wv(r) < 8. Ziel ist es, fiir diese jeweils Elemente 2/ € K2, y' € K, zu bestimmen,
mit z ;=7 + 2’ und y := 3’ + 9, so dass das Polynom

p(i) = 9% +asg + ¥ + a3y +2° + ajx + a

eine Nullstelle in K, besitzt. Das ist der Fall, fiir v(y? + a3y’ + 2% + +a2x + a) > 1.
Daher suchen wir nun nach solchen x = r + 2’ und y’. Angenommen wir beschran-
ken uns auf 2’ € K2 mit v(2’) > —4. Dann gilt auch v(y’) > —6. Sei 7 eine lokale
Uniformisierende. Um v(y"? + a2y’ + 23 + +ajz + a?) > 1 zu erreichen, sind dann

r, 2,y a2, a3 und a2 modulo 7%, 7% 7, 77, ©® bzw. 7 relevant. Zu entscheiden, ob
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es fiir alle as, a4, ag und r solche z’ und gy’ gibt, ist nun ein endliches Problem.
Ein einfaches Magmaprogramm — siehe auch Bemerkung 1.4.17 — zeigt nach weni-
gen Stunden die Existenz von z’ und 3’ und vervollstandigt so unseren Beweis fiir
Sel(K,, F) = a3 R, + K2. Fiir Sel(K,, V) verfahren wir analog. O

Bemerkung 1.4.17. Es geniigt nicht, sich auf ' mit v(z') > —2 zu beschrinken.
In einigen Fillen wird v(z') = —4 bendtigt. Wenn wir mit A?) arbeiten, dann sind
die Koeffizienten der Weierstraf$-Gleichung Quadrate und somit die Koeffizienten der
Reihenentwicklungen an den ungeraden m-Potenzen gleich null. Da wir r modulo Qua-
drate abindern kénnen, kénnen wir annehmen, dass alle Koeffizienten an geraden
w-Potenzen gleich null sind. Wir haben also

a3 = a3+ a3 7 + a3 ot + a3 5w + O(x)
ai = ai,o + ailﬂ'Q + a4’27r4 + 0(71'5)
ag = ag 5+ O(m)
r=rm+ 13w + 50 + e’ 4+ O(x0)
Y=y e C+y st Pty ar tty s Py om Py am 4o+ O(n)

¥ =z g b r_om 2 4 mg + 2o 4 2yt + 2 + 2T + O(?Tg)

Indem wir untersuchen, wann die reduzierte Kurve nichttriviale Punkte besitzt, ken-
nen wir auch as g, as0 und ago. Wir haben also 9 unbekannte Koeffizienten aus Fa2
fiir a3, a%, a% und r. Das liefert uns 49 = 262144 Gleichungssysteme in den 14 Koef-
fizienten von x' und y'. Sie zu losen nimmt relativ wenig Zeit in Anspruch. Fir Fq
verfahren wir analog.

Bemerkung 1.4.18. FEinen dritten Beweis fiir Lemma 1.4.16 liefert das Lemma
1.2 in [Ulm91]. Dort wird bewiesen, dass in der betrachteten Situation die Isomorphie
Sel(K,, F) = H'(R,,ker F) gilt und aufgrund der langen exakten Kohomologiesequenz
konnen wir R,/R? als Untergruppe von H' (R, ker F) auffassen (und fiir V analog).

Bemerkung 1.4.19. Die lokalen V- und F-Selmergruppen sind fir supersinguldre
elliptische Kurven keine endlichen Gruppen. Fir elliptische Kurven, die den Vor-
aussetzungen von Lemma 1.4.16 geniigen folgt das direkt aus der Aussage des Lem-
mas. Fiir die anderen lisst sich diese Aussage mit derselben Technik verifizieren: Die
Kurven A und A® besitzen einen K,-rationalen Punkt und wenn wir zu dessen x-
Koordinate ein v € R, mit ausreichend grofler Bewertung addieren, bekommen wir
die x-Koordinate eines weiteren Punktes. Auf diese Weise kdnnen wir unendlich vie-
le Punkte konstruieren, deren x-Koordinaten modulo K? in verschiedenen Klassen
liegen.

1.5 Globale Selmergruppen

In diesem Abschnitt wollen wir die obigen Uberlegungen zu den lokalen Selmergruppen
kombinieren, um die globalen Selmergruppen zu beschreiben.
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1.5.1 n teilerfremd zur Charakteristik

In [CFOT08], [CFO'09] und [CFO™] beschreiben Cremona, Fisher, O’Neil, Simon und
Stoll Ideen zur Berechnung der n-Selmergruppe fiir elliptische Kurven {iber Zahlkor-
pern fiir beliebige n. Thre Methoden lassen sich auch auf globale Funktionenkorper,
deren Charakteristik n nicht teilt, ibertragen. Viele der Ergebnisse sind aber eher
theoretischer Natur und lassen sich in der Praxis fiir n > 5 nur bedingt verwenden.
Die existierenden Implementationen fiir einen 2-Abstieg iiber Zahlkérpern kénnen wir
mit kleineren Modifikationen auch in unserer Situation anwenden. Sie liefern uns eine
Einbettung der globalen 2-Selmergruppe in ein Produkt endlicher Gruppen

Ki(S;,2) :={be K} /(K[)?|v(b) =0 mod 2 fiir alle v ¢ S,},

wobei K; ein endlicher Erweiterungskoérper von K und S; eine endliche Menge von
Bewertungen von K; ist. Ausfiihrliche Informationen sowohl zu Eigenschaften der
K;(S;,2) als auch zur Berechnung der globalen Selmergruppe finden sich in [Sim98],
[Sim02] und [WomO03].

1.5.2 Gewohnliche elliptische Kurven

Sei A die durch die Weierstrak-Gleichung 3% + a12y + 2> + as2? + ag = 0 gegebene
gewohnliche elliptische Kurve iiber dem globalen Kérper K der Charakteristik 2. Ziel
ist es, die globalen V- und F'-Selmergruppen fiir i = 1,2 zu beschreiben. Dazu geben
wir jeweils erst endliche Obermengen an und sortieren anschlieffend die Elemente aus,
die nicht in allen lokalen Selmergruppen enthalten sind. In dem gesamten Abschnitt
setzen wir fiir 4 = 2 voraus, dass die V2-Torsion von A {iber K definiert ist, also
dass ay = a?(s? + s) fiir ein s € K gilt.

Proposition 1.5.1. Es gibt (effektive) Divisoren D; € Div(K), so dass alle Elemente
aus Sel(K, V") einen Reprisentanten b = (bo,...,bi—1) € W;(K) mit b; in L(D;)
besitzen. Hier bezeichnet L(D;) den Riemann-Roch-Raum des Divisors D; und es gilt
0<j<i—1<1. Alle Stellen, an denen A und somit auch A@) gute Reduktion
besitzt, liegen nmicht im Triger der D;.

Beweis. Sei v eine Stelle von K mit v(A(A)) = 0 und seien die Koeffizienten ay, as
und ag v-ganz. Jedes b = (bg,...,b;_1) € Sel(K,V?) kann auch als Element von
Sel(K,, V') aufgefasst werden. Dann besitzt es aber modulo p(W;(K,)) einen Re-
prasentanten b = (bp,...,b;_;), bei dem die v-Bewertung aller Komponenten nicht
negativ ist. Ohne Einschrankung kénnen wir dabei annehmen, dass b in W;(K) liegt.
Unter Verwendung des starken Approximationssatzes konnen wir w(b;) < w(bj) fiir
alle Stellen w € Pg \ {wo} fordern. Nach endlich vielen Schritten gilt w(b’) > 0 fiir
alle aufser endlich viele Stellen. Die verbleibenden Stellen sind wq sowie der Tréger von
(A(A)) und die weiteren Pole der a;. Mit demselben Vorgehen und unter Verwendung
der Bemerkung 1.4.12 konnen wir die Bewertungen der Komponenten von &’ auch an
den anderen von wq verschieden Stellen durch Schranken, die nur von der Bewertung
der Koeflizienten abhéngen, nach unten beschranken. Durch die Addition geeigneter
Elemente aus o(W;(K)), deren Komponenten nur an wg Pole haben, reduzieren wir
die Bewertung von b’ an dieser Stelle. Wiirden wir beliebige Pole erlauben, so kénn-
ten wir erneut Bemerkung 1.4.12 verwenden. Da wir aber nur Pole an wg zulassen,
bekommen wir eine schlechtere Schranke, die zusétzlich zu wg(aq) auch von dem Ge-
schlecht von K und dem Grad von wg abhéngt. Ist wy eine Stelle vom Grad 1, so
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folgt das direkt unter Betrachtung der Sequenz der Polzahlen. Hat wq einen gréfteren
Grad, so héngt die Schranke zusétzlich davon ab, fiir welches n die Leitkoeffizienten
der Laurentreihenentwicklung der Elemente in L(nwg) \ L((n — 1)wg) den gesamten
Restklassenkorper von wq liefern. O

Bemerkung 1.5.2. Um die Divisoren D; explizit anzugeben, bendtigen wir nur die
Pole und Nullstellen von A(A) und von den a;, so wie das Geschlecht von K.

Lemma 1.5.3. Sei v # wqg eine Stelle mit v(A(A)) = 0 und v(a;) > 0. Weiterhin
sei b= (by,...,bi—1) € Wi(K) ein Wittvektor mit b; € L(D;) der Reprdsentant einer
Nebenklasse modulo p(W;(K)). Dann liegt die Klasse von b in Sel(K,, V?).

Beweis. Die Komponenten von b liegen in £(D;). Da v nicht im Tréger der D; ist,
liegen die b; auch in R,. Die Beschreibung von Sel(K,,, V*) nach Korollar 1.4.9 beweist
die Behauptung. O

Es verbleiben endlich viele Stellen. Fiir diese kénnen wir die lokalen V-Selmer-
gruppen nach Bemerkung 1.4.12 berechnen und iiberpriifen, welche der endlich vielen
Elemente in allen enthalten sind.

Fiir die F*-Selmergruppen verfahren wir &hnlich.

Lemma 1.5.4. Sei S C Px eine endlich Menge der Bewertungen von K. Dann ist
die Menge K(S,p') := {a € K*/(K*)?" |v(a) =0 mod p* fiir alle v ¢ S} endlich.
Sie sitzt in der exakten Sequenz

0= OF ¢/(0F% )P — K(S,p') = Cl(Ok,s)/p'Cl(Ok.s5) — 0.

Hierbei bezeichnen OIX(’S und Cl(Ok g) die S-Einheiten- bzw. S-Klassengruppe.

Beweis. Die Beweise aus [PS97, 12.6] oder [Sim98, 11.4.2] lassen sich einfach auf unsere
Situation iibertragen. O

Bemerkung 1.5.5. Erzeuger der S-FEinheiten- und S-Klassengruppe lassen sich theo-
retisch und fiir ausreichend einfaches K auch praktisch berechnen. Mit ithnen kénnen
wir die Elemente aus K(S,p®) darstellen. Fiir S den Triger des Hauptdivisors von
A(A) zusammen mit den Polen der Koeffizienten ist K(S,2%) nach Korollar 1.4.9
eine endliche Obermenge von Sel(K, F*).

Nun kénnen wir genau wie bei der V?-Selmergruppe verfahren. Da die lokalen F'-
Selmergruppen unendlich sind, {iberpriifen wir nicht, welche Elemente aus K (S, 2¢) in
allen Sel(K,, F'*) liegen, sondern welche der Elemente orthogonal zu allen Sel(K,, V')
sind. Wegen Korollar 1.4.9 kénnen wir uns auf die Stellen, die in S liegen, beschran-
ken. Die Artin-Schreier-Witt-Paarung lésst sich wie bei [Tho05] beschrieben, effizient
auswerten. Weitere Details finden sich auch in Abschnitt 2.3.

1.5.3 Supersingulire elliptische Kurven

Sei A die durch % +azy +23 + a4 +ag = 0 gegebene supersinguliire elliptische Kurve
iiber dem globalen Korper K der Charakteristik 2. Wie auch bei den gewo6hnlichen
elliptischen Kurven kénnen wir eine endliche Obermenge der globalen Selmergruppen
angeben.
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Proposition 1.5.6. Es gibt (effektive) Divisoren Dy und Dy € Div(K), so dass alle
Elemente aus Sel(K, F) und Sel(K,V) einen Reprisentanten in L(Dp) bzw. L(Dy )
besitzen.

Beweis. Hier kénnen wir wie bei Aussage 1.5.1 vorgehen. Das Lemma 1.4.15 liefert
uns obere Schranken fiir die Pole der Elemente der globalen Selmergruppe. Wie schon
im Beweis von Lemma 1.5.1 bekommen wir unter Verwendung des starken Approxi-
mationssatzes eine weitere Stelle wp, an der Pole auftreten kénnen. Doch auch hier
ist die Polordnung durch einen von der wg-Bewertung der Koeffizienten und vom
Geschlecht von K abhéngigen Wert beschréankt. O

Bemerkung 1.5.7. Wir kinnen anhand der Bewertungen der Koeffizienten und In-
varianten von K die Divisoren Dg und Dy explizit berechnen.

Nun wollen wir fiir ein Element a aus K/K? entscheiden, ob es in Sel(K, F) liegt
(fiir Sel(K,V) verfahren wir analog). Das Lemma 1.4.16 reduziert dieses Problem
auf die Untersuchung endliche vieler Stellen v. Fiir diese erzeugen wir — wie auch
bei den gewdhnlichen elliptischen Kurven — Punkte und testen auf Orthogonalitéit
unter der Cup-Produkt-Paarung. Dabei sind wir mit einigen kleineren Schwierigkeiten
konfrontiert. Details finden sich in Abschnitt 2.3.

1.6 Globale Bilder

1.6.1 Allgemein

Das Berechnen des Bildes einer Abstiegs-Abbildung steht im Zusammenhang mit der
Theorie der prinzipal-homogenen Raume. An dieser Stelle geben wir eine kurze Zu-
sammenfassung bekannter Resultate. Fiir ausfiihrlichere Informationen sei auf Kapitel
X in [Sil86] und auf [CFS10] verwiesen. Da wir in einigen Féllen mit unser speziel-
len flachen Kohomologietheorie arbeiten, unterscheiden sich unsere Definitionen und
Beweise leicht von denen in den angegeben Quellen. Vergleiche dazu [Mil80, III.4].
Im Folgenden werden wir gelegentlich auch nur von homogenen R&umen sprechen,
gemeint seien aber immer prinzipal-homogene Ridume. Sei ¢ : A — B eine Isoge-
nie der {iber dem globalen Korper K definierten elliptischen Kurven A und B. Den
Verbindungshomomorphismus

8y : B(K) — H*(K, ker1)

haben wir 1)-Abstiegs-Abbildung genannt. Ziel dieses Abschnitts ist es, das Bild Im dy,
fiir ¢ gleich [n], V? oder gleich F* zu beschreiben. Wir wissen bereits, dass Im 0y eine
Untergruppe der endlichen Gruppe Sel(K, ¢) ist. Die Sequenz

0 — B(K)/y(A(K)) % HY(K,kerv)) — H' (K, A)[)] — 0,

die wir durch das Herausfaktorisieren des Kerns von d,, — wir bezeichnen die resultie-
rende Abbildung wieder mit 6, — und das Einschrinken von H'(K, A) auf den Kern
von 1 erhalten, ist exakt. Folglich gilt Imdy, = ker (Hl(K, kery) — HY(K, A)[w])
Das Bild von 4, besteht also aus Elementen, deren Bild in H*(K, A) unter der von der
Inklusion kert) — A induzierten Abbildung trivial ist. Die Gruppe H!(K, A) selbst
steht in 1 : 1-Korrespondenz zu Isomorphieklassen von prinzipal-homogenen Rau-
men. Siehe [Sil86, X.3.6] und [Mil80, III.4.6]. Dabei wird das neutrale Element von
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H'(K, A) mit der Klasse von A identifiziert. Ein homogener Raum C ist in derselben
Klasse wie A genau dann, wenn C'(K') nicht leer ist. Wir kénnen also das Bild von 4
berechnen, indem wir jedes Element £ aus Sel(K, ) iiber die Inklusion als Element
von H'(K, A) auffassen, einen Repriisentanten C der zu ¢ korrespondierenden Isomor-
phieklasse homogener Rdume wahlen und iiberpriifen, ob C' einen K-rationalen Punkt
besitzt. In diesem Licht betrachtet, liegt ein Element ¢ € H'(K, ker) in Sel(K, ),
wenn ein (und damit jeder) Repréasentant C' der korrespondierenden Klasse fiir alle
v € Pk einen Punkt iiber K, besitzt. Die globale Selmergruppe korrespondiert zu
den Isomorphieklassen iiberall lokal trivialer homogener Raume.

Da ein prinzipal-homogener Raum C fiir C(K) nicht leer zu A isomorph ist, han-
delt es sich bei ihnen um Twists von A. Das heifst, jeder solche homogene Raum C
ist iiber dem algebraischen Abschluf K zu A isomorph. Insbesondere hat C' das Ge-
schlecht eins. Im Folgenden werden wir fiir eine Kurve C' vom Geschlecht eins auch
Geschlecht-Eins-Kurve schreiben. Besitzt C' einen K-rationalen Divisor vom Grad n,
so sprechen wir auch von einer Geschlecht-Eins-Kurve vom Grad n. Fir konkrete
Rechnungen benétigen wir ein explizites Modell fiir C' eingebettet in einen geeigneten
projektiven Raum. Ein detaillierter Uberblick iiber verschiedene Modelle und Eigen-
schaften von Kurven vom Geschlecht eins findet sich in [Fis08] und ein etwas kiirzerer
in Abschnitt 2.4.1.

Ist C ein homogener Raum fiir den zuvor erwéhnten -Abstieg, dann zeigt uns
ein Punkt P € C(K) nicht nur, dass das zu C korrespondierende Element aus
H'(K,ker) im Bild von &, liegt, sondern liefert uns auch ein Urbild unter §, und
somit einen Punkt auf B(K), sofern die Uberlagernung C' — B konkret gegeben
ist, was fiir gewohnlich der Fall ist. Daher bezeichnen wir die zu den Elementen der
-Selmergruppe gehorigen homogenen Riume auch als 1p-Uberlagerungen. Es wird
angenommen, dass die naive Hohe des Punktes auf B(K) um den Faktor deg 1) grofer
ist, als die von P (zumindest unter den richtigen Voraussetzung, die sich hauptséchlich
darauf beziehen, dass C' ein geeignetes Modell bendtigt). Das ist ein weiterer Vorteil
dieser Technik.

1.6.2 n teilerfremd zur Charakteristik

In [CFOT08], [CFO109] und [CFO*] beschreiben die Autoren die Berechnung globaler
n-Selmergruppen iiber Zahlkérpern. Sie geben sehr allgemeine Konstruktionen zur
Berechnung von Modellen fiir die homogenen Rdume an. Viele ihrer Resultate lassen
sich auf globale Funktionenkorper der Charakteristik p teilerfremd zu n iibertragen.
Allerdings sind wir dort mit denselben Problemen wie iiber Zahlkérpern konfrontiert.
Zum einen bendtigt das Berechnen von algorithmisch giinstigen Gleichungen fiir die
homogenen Rdume die Berechnung einer Losung eines Problems iiber zentral-einfache
Algebren, fiir welches nur in Spezialfillen ein effizienter Algorithmus existiert, zum
anderen werden verschiedene andere Rechnungen fiir wachsendes n fiir praktische
Zwecke schnell undurchfiihrbar.

Das klassische Verfahren zur Berechnung der homogenen Raume fiir n = 2 basiert
darauf, die Losungen einer homogenen Gleichung vom Grad 2 in drei Variablen zu
parametrisieren, denn diese definieren Geschlecht null Kurven und sind daher bira-
tional dquivalent zu einer projektiven Gerade, und diese dann in eine weitere solche
Gleichung einzusetzen. Vergleiche [Sim02] oder [Wom03]. Uber einem rationalen Funk-
tionenkorper konnen wir dabei den in [vHCO6| vorgestellten Algorithmus verwenden.
Das ist genau das, was in [Rob07]| gemacht wird. Fiir Kegelschnitte iiber nichttrivialen
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Erweiterungen eines rationalen Funktionenkorpers miissen wir etwas anders vorgehen.
Der Algorithmus, den wir dafiir verwenden, basiert auf dem in Magma implementier-
ten Algorithmus zum Lésen von Kegelschnitten iiber Zahlkérpern. Die Idee dafiir geht
zuriick auf Legendre und wird in [CR03] mit Legendre-Typ-Reduktion bezeichnet. Da-
bei verwenden wir Gitterreduktion, um sukzessive die Koeffizienten des Kegelschnittes
zu reduzieren. Entweder finden wir dabei eine Losung oder wir transformieren die re-
duzierte Gleichung in eine Normgleichung in einer quadratischen Erweiterung und
Losen diese mit einem generischen Algorithmus, siehe zum Beispiel [Fie97]. Die Theo-
rie der Gitterreduktion im Zusammenhang mit globalen Funktionenkdrpern findet
sich in [Sch96].

1.6.3 Gewohnliche elliptische Kurven
1.6.3.1 Der Fall m =1

Sei K ein globaler Koérper der Charakteristik 2. Im Folgenden werden wir die Koho-
mologiegruppen H! (K, ker V) und H' (K, ker F) — wie schon zuvor beschrieben — mit
den Gruppen W1 (K)/p(W1(K)) = K/p(K) bzw. K* /(K*)? identifizieren. Fiir ein
Element v € K/p(K) fithrt die Suche nach einem P = (z,y) € A(K) mit oy (P) = v
zu den Gleichungen

T+ as

y? + arzy 4+ 22 + apx? + ag = 0 und oy (z,y) = p =v+2242
1

in den Variablen z,y und z. Diese definieren eine Kurve C,, iiber K. Wir kénnen die
Variable x eliminieren und mit Hilfe einiger elementarer K-rationaler Transformatio-
nen erhalten wir die glatte, ebene, affine — siche Abschnitt 2.4.1.4 fiir die Glattheit —
Kurvengleichung

Y2+ (a12% + a2z + (aBv 4 aya2))y + advzt + (aBv + a3 + aya0)2®
+ (av? + ajv + a2)2® + (av? + a1a3)z + aSv® + aadv + ag = 0.

Gleichungen der Form y2 +p(2)y+q(z) = 0 mit degp < 2 und deg(q) < 4 beschreiben
nach [Fis08] Geschlecht-Eins-Kurven mit einem K-rationalen Divisor vom Grad zwei.
Das koénnen wir auch iiber die Funktionenkorper direkt zeigen.

Lemma 1.6.1. Die zu C, gehdrige projektive Kurve hat das Geschlecht g = 1, ist
glatt und besitzt einen K -rationalen Divisor vom Grad 2.

Beweis. Wir kénnen O, als die durch (z + a2)/a? = v + 2% + z definierte Uberlage-
rung der elliptischen Kurve A auffassen. Auf der Seite der Funktionenkérper haben wir
eine Artin-Schreier-Erweiterung des elliptischen Funktionenkorpers K (A). Der Erwei-
terungsgrad ist 2. Der Divisor {iber der unendlichen Stelle von K (A) liefert also einen
K-rationalen Divisor dieses Grades. Das Geschlecht kénnen wir iiber die verzweigten
Stellen bestimmen. Wir wenden dazu [Sti93, I11.7.8] an. Das Element (x + as)/a? hat
eine nichtnegative Bewertung an allen Stellen, die nicht iiber der unendlichen Stelle
von K (A) liegen. Die Erweiterung ist dort also unverzweigt. Des Weiteren gilt

Y 2+ Y +o:+a4 . y2+a1xy+m3+a49:2 _ Gg
ax a1 a? ajx? ajx?’

Folglich ist die Erweiterung an allen Stellen unverzweigt, hat also dasselbe Geschlecht
wie K(A), ndmlich eins. In [Sti93] wird angenommen, dass die Konstantenkérper der
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Funktionenkdrper vollkommen sind. Das ist in unser Situation zwar nicht der Fall,
die von uns verwendeten Aussagen gelten aber auch fiir nicht vollkommene Konstan-
tenkdrper. Die Glattheit des obigen Modells folgt aus der Diskriminante zusammen
mit Abschnitt 2.4.1.4. O

Fiir Kurven in der zuvor beschriebenen Form kénnen wir Gleichungen fiir die
Jacobische angeben, siehe [Vil]. Aus der Gleichheit der j-Invariante folgt, dass C,, ein
Twist von A®?) ist.

Da C, eine iiber K-definierte Uberlagerung von A ist, liefert jeder K-rationale
Punkt auf C, auch einen K-rationalen Punkt auf A.

Bemerkung 1.6.2. Wir kénnen die Glattheit von C, auch beweisen, ohne die Dis-
kriminante zu verwenden. Dazu verwenden wir, dass A selbst glatt iber K ist. Der
Morphismus C, — A gegeben durch die Uberlagerung C, von A iber die Gleichung
(v + ag)/a? = v + 2% + z ist unverzweigt. Das gilt, denn nach obiger Argumentation
sind alle Stellen unverzweigt. Ausserdem sind alle Erweiterungen der Restklassenkdr-
per Artin-Schreier- Erweiterungen, also separabel. Weiterhin ist C,, — A flach. Der
Grund dafiir ist, dass A requldr ist, also durch die Spektren diskreter Bewertungsringe
R; dberdeckt wird. Damit wird C,, von den Spektren von endlichen, torsionsfreien R;-
Algebren tberdeckt und daraus folgt die Flachheit. Somit ist C,, — A étale und damit
auch glatt. Die Komposition der glatten Morphismen C, — A und A — Spec K ist
glatt, also ist C, glatt iber K. Vergleiche auch [Vol90, Bemerkung 1.4]

Seinun b € K*/(K*)2. Die Suche nach einem P = (z,y) € A®) (K) mit 3,(P) = b
liefert die Gleichungen y? + a?zy + 2® + a32% + a2 = 0 und z = bz2. Die durch diese
Gleichungen definierte Varietdt lésst sich durch einige elementare Umformungen in
die durch y? + a?bry + a?agbr* + a3b?z? + b = 0 definierte ebene, affine, glatte
Kurve (Y transformieren. Wie schon zuvor beschrieben, handelt es sich hierbei um
eine Geschlecht-Eins-Kurve vom Grad 2 geméf [Fis08]|. Auch das lésst sich mit dem
folgenden Lemma direkt zeigen:

Lemma 1.6.3. Die zu Cy gehirige projektive Kurve hat das Geschlecht g = 1, ist
glatt und besitzt einen K -rationalen Divisor vom Grad 2.

Beweis. Der Funktionenkorper K (C}) ist eine rein inseparable Erweiterung des ellipti-
schen Funktionenkorpers K (A(Q)) und entsteht durch Adjunktion einer Quadratwurzel
von x an K(A®)). Da der Erweiterungsgrad 2 ist, liefert die Konorm der unendlichen
Stelle von K (A(®) den gewiinschten Divisor. Die Aussage iiber das Geschlecht bewei-
sen wir mit Tates Geschlechtsformel. Diese findet sich in [Tat52] oder [Sal06, 9.5.20].
Sei g das Geschlecht von K (Cp), dann gilt

29=2- ) sq

QGPK(A(Q))

mit
rg deg Q fir 2| rg
S =
@ (rg —1)deg@ fiir2 1 rg

und

_ 2
ro = max, (vl +0)}
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Nun berechnen wir rg. Ist Q = O die unendliche Stelle von K (A®), so gilt fiir die
Bewertung v ((y/z)? + x) = vg(ady/x + a3 + a2 /x?) = —1. Diese ist ungerade, also
maximal. Daher gilt rg = —2 in diesem Fall. Sei nun @ der nichttriviale 2-Torsions-
punkt von K(A®)). Dann gilt vg(z) = 2 und v(y + ag) = 1. Somit ist y + ag eine
lokale Uniformisierende dieser Stellen. Eine einfache Rechnung zeigt

x+1/(a3ag)(y + ag)® = 1/(aa2)(y + ag)® + O((y + ag)*).

Ist also a?ag ein Quadrat, so gilt rg = 3, sonst rg = 2. Fiir eine Stelle @, die nicht
im Tréger von (z) auftritt, gilt 7g > 0. Tates Geschlechtsformel zeigt

29=2- )  sq=2-2+2 > sq < 2.
QEP L (4(2) QEP . (4(2))\supp((2))

Also gilt ¢ < 1. Wir nehmen einer Konstantenkorpererweiterung mit dem algebraisch
Abschluf K des Konstantenkdrpers vor und erhalten K(Cj) als Erweiterung von
K(A®). Betrachten wir K(A()) als Erweiterung des rationalen Funktionenkdrpers
K (x), sehen wir, dass es ein a € K gibt, mit = + a ist lokale Uniformisierende von
Q. Hier verwenden wir noch, dass iiber der Stelle z + a von K(z) zwei Stellen von
K(A®) liegen. Da a ein Quadrat in K ist, gilt a = u? und v(z+u?) = 1. Somit haben
wir rg = 1. Insgesamt gilt 2¢’ = 24+ 2 — 2 also ¢’ = 1, wobei ¢’ das Geschlecht von
K (Cy) bezeichnet. Da das Geschlecht bei einer Konstantenkdrpererweiterung nicht
wachsen kann (vergleiche [Sal06, 8.5.3]) gilt 1 < ¢’ < g < 1. Die Glattheit des obigen
Modells folgt aus der Diskriminante zusammen mit Abschnitt 2.4.1.4. O

Wie auch bei dem V-Abstieg kénnen wir mit Hilfe der Jacobischen beweisen,
dass es sich bei (% um einen Twist von A handelt. Da wir C} als iiber K definierte
Uberlagerung von A konstruiert haben, liefern K-rationale Punkte auf Cj eben
solche auf A®).

1.6.3.2 Der Fall m = 2
Wir gehen davon aus, dass die Weierstrafs-Gleichung von A die Form
v  +arzy + 2 +al(s® +s)at +ag =0

besitzt. Nach Lemma 1.3.3 besitzt A® volle V2-Torsion und wir identifizieren die
Kohomologiegruppen H!(K,ker V?) und H'(K, ker F?) wie zuvor beschrieben mit
den Gruppen Wa(K)/p(W2(K)) bzw. K> /(K*)*. Ein v = (vg,v1) € Wa(K) liegt im
Bild von as, genau wenn die Gleichungen

v+ arzy + 2 +ai(s® +s)at +ag =0

und
2
s aeY ag sag + ag ag
aw(r,y) =55 33+ 1+t ——35+ 757 = Wo,v1)+ ©(20,21
(@,y) (a%xwa‘f:v?’ ajx atx? ajxt (o, v1) + (20, 21)

eine Losung (z,v, 20,21) € K* besitzen. Fassen wir die Gleichung der Wittvektoren
als zwei Gleichungen iiber dem Korper auf, so erhalten wir drei Gleichungen in vier
Variablen. Sie definieren eine Kurve.
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Lemma 1.6.4. Der Funktionenkdrper dieser Kurve hat das Geschlecht 1 und besitzt
einen K -rationalen Divisor vom Grad 4. Sie ist birational dquivalent zu einer tiber K
definierten glatten Kurve C,, und C, ist gegeben als der Schnitt der Nullstellenmengen
zweier homogener Polynome vom Grad 2 in 4 Variablen im P3.

Beweis. Mit Blick auf die Konstruktion der V2-Abstiegs-Abbildung in Lemma 1.3.2,
kéonnen wir den Funktionenkorper als eine Erweiterung von K (A) durch einen Turm
bestehend aus zwei Artin-Schreier-Erweiterungen auffassen. Die Konorm der unend-
lichen Stelle von K (A) liefert den gesuchten K-rationalen Divisor vom Grad 4. Wir
zeigen nun, dass die Artin-Schreier-Erweiterungen unverzweigt iiber K(A) sind. Da-
zu gehen wir wie in Lemma 1.6.1 vor. Nach Aussage 2.1 in [ThoO5] geniigt es zu
zeigen, dass fiir alle vp € Pg(a) €in z = (20,21) € Wa(K(A)) existiert, so dass die
Bewertung der Komponenten von as(x,y) + (vo, v1) + p(z) grofer gleich 0 sind. Da
(vo, v1) € Wa(K), die Komponenten also konstant in K (A) sind, ist ersichtlich, dass
die Aussage auf Grund der Dreiecksungleichung fiir Bewertungen fiir alle (vg, v1) gilt,
wenn sie fiir vg = 0, v; = 0 gilt. Die Komponenten von

< ag  agy a6 sag + ag a? )

2,.2° ;3.3 1 2,2 4.4
aix?’ ajw aix ajx aix

haben Pole nur fiir x = 0, also fiir die zu dem nichttrivialen 2-Torsionspunkt korre-
spondierende Stelle von K (A). Wir betrachten nun

(Y % 2 2 96
z= (alx’ a1x+a%+(8 +S)+a%x2>'

Eine ldngere Rechnung unter Verwendung der Weierstraft-Gleichung und der Rechen-
regeln flir Wittvektoren zeigt

(x+ay s*(x+ay)  xHay |y
042(3%19)‘*‘@(2)—( 2 a2 + o2 +a§

und die Komponenten dieses Wittvektors haben keine Pole fiir z = 0.

Um das beschriebenes Modell C, fiir die Kurve zu finden, kénnen wir wie folgt
vorgehen. Sei mit D der K-rationale Divisor vom Grad 4 bezeichnet. Mit Hilfe von
Magma kénnen wir eine Basis des Riemann-Roch-Raums £(D) berechnen, welche wir
mit by, ... b4 bezeichnen. Die Relationen der b;b; liefern uns zwei quadratische Formen
in den Variablen x1,...,x4 und das gewiinschte Modell ist deren Schnitt, vergleiche
[Sad09]. Wir konnen explizite Gleichungen fiir das Modell angeben. Als Ergebnis
bekommen wir rationale Funktionen in den a; und den Eintragen des Wittvektors v als
Koeffizienten der quadratischen Formen. Da diese sehr lang und uniibersichtlich sind,
verzichten wir an dieser Stelle darauf, sie hier aufzulisten. Die benétigten Rechnungen
kénnen aber mit Magma schnell durchgefiihrt werden. Die Diskriminante zeigt, dass
das Modell glatt ist. Wie in Bemerkung 1.6.2 sehen wir, dass die durch die Gleichung
der Wittvektoren definierte Kurve eine étale-Uberlagerung von A und somit glatt ist.
Da die Kurve als K-rationale Uberlagerung von A konstruiert wurde, liefern ihre K-
rationalen Punkte auch Elemente aus A(K). Um das explizit zu machen, sehen wir,
dass x in £(2D) enthalten ist und sich daher als Linearkombination der b;b; schreiben
lésst. O

Sei b € K* der Reprisentant eines Elements aus K> /(K*)*. Dann bekommen
wir Gleichungen
y: +ajry + 2 +af(s® + st +ag =0
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und
Ba(z,y) =y + 1/ajx? + afs*z = bzt

Diese definieren eine Kurve.

Lemma 1.6.5. Der Funktionenkdrper dieser Kurve hat das Geschlecht 1 und besitzt
einen K-rationalen Divisor vom Grad 4. Sie ist birational dquivalent zu einer tiber K
definierten glatten Kurve Cy, und Cy ist gegeben als der Schnitt der Nullstellenmengen
zweier homogener Polynome vom Grad 2 in 4 Variablen im P3.

Beweis. Wir schreiben den durch die Weierstrag-Gleichung von A und By (x,y) = b
definierten Funktionenkdrper E als rein inseparable Erweiterung von K(A) vom Grad
4. Dann kénnen wir diese Aussage mit der schon bei Lemma 1.6.3 verwendeten Technik
beweisen. Fiir alle b € K* hat das Element 1/b(y+1/a}z?+afs*z) nach Konstruktion
den Divisor 4T — 40, wobei T zu einem nichttrivialen 4-Torsionspunkt auf K (A®)
korrespondiert. Tates Geschlechtsformel beweist die Aussage.

So wie zuvor beschrieben bekommen wir iiber die Berechnung einer Basis 1, ..., 24
von £(D) und der Relationen der x;x; das gesuchte Modell Cj,. Hierbei ist D der K-
rationale Divisor vom Grad 4 von E, der iiber der unendlichen Stelle von K (A) liegt.
Als Resultat erhalten wir die durch die Gleichungen

q1 = 1/(at*agb)x? 4+ 1/(atag)zoxs + o3,

2 47 2
g2 = 124 + 25 + a7bx3.

definierte projektive Kurve. Thre Glattheit folgt unter Verwendung der Diskriminante.
O

1.6.4 Supersingulire elliptische Kurven

Sei A eine supersingulére elliptische Kurve iiber einem Koérper der Charakteristik 2.
Fiir ein Element b € K/K? fiihrt die Suche nach einem P = (z,y) € A(K) mit
a1(P) = b zu den Gleichungen

v +asy+2° +agr +ag =0 und oy (z,y) =z = b+ 2°.

Diese definieren eine Kurve C%. Elimination von x gefolgt von der Transformation
y — y + 23 liefert die Kurvengleichung

y? 4+ azy + bzt + az2® + (ag +0*)2% + agh +ag + 0> = 0.

Wie schon bei den gewohnlichen elliptischen Kurven gesehen, beschreibt solch eine
Gleichung nach [Fis08| eine Geschlecht-Eins-Kurve mit einem K-rationalen Divisor
vom Grad 2. Auch hier kénnen wir das direkt mit Hilfe der Funktionenkérper nachwei-
sen. Die Argumentation verlduft genau wie bei Lemma 1.6.3. Bei dem supersingulédren
F-Abstieg verfahren wir analog. Wir bekommen die Gleichungen

y? +ady + 2%+ ar + a2 =0 und By (z,y) = a3’z = b+ 2%
Diese liefern uns die definierende Gleichung

y? 4+ ady 4+ aSbz* + a32® 4 (aSb? + aZa)2? + alh® + aZa3b 4+ a2 =0
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einer Kurve vom Geschlecht eins mit einem K-rationalen Divisor vom Grad 2. Mit
Hilfe der Diskriminante zeigen wir, dass die beiden korrespondierenden projektiven
Modelle glatt sind. Anders als in den vorherigen Fillen, kénnen wir nicht sicher sein,
dass b aus der globalen Selmergruppe stammt, da wir diese nur approximiert haben.
Folglich gibt es endlich viele Stellen v — sieche Abschnitt 1.5.3 — fiir die wir nicht sicher
sind, ob Cj, einen K ,-rationalen Punkt besitzt. Das kénnen wir analysieren, bevor wir
Cp auf K-rationale Punkte untersuchen, sieche dazu Abschnitt 2.3.2.

1.7 Keine volle p?-Torsion

Bei dem V?2- und F2-Abstieg gewohnlicher elliptischer Kurven haben wir vorausge-
setzt, dass die volle p?-Torsion von A®) jiber K definiert ist. In diesem Abschnitt
zeigen wir, wie man vorgehen kann, falls das nicht der Fall ist. Wir beschrénken uns
dabei auf die Charakteristik p = 2 und verwenden die zuvor beschriebene Weierstraf-
Gleichung fiir gewohnliche elliptische Kurven. Ist die Charakteristik von 2 verschieden,
dann ist ein analoges Vorgehen moglich. Wir haben bereits gezeigt, dass die 2-Torsion
von A® immer bereits iiber K definiert ist. Weiterhin wissen wir, dass nach Lemma
1.3.3 A™ volle 4-Torsion iiber L = K () besitzt, wobei L die durch v2+~+as/a? = 0
definierte Artin-Schreier-Erweiterung ist. Im Folgenden nehmen wir an, dass L eine
echte Erweiterung von K ist und bezeichnen die Galoisgruppe Gal(L/K) mit G = (g).
Sei T ein Erzeuger fiir ker V2(L). Es existieren Gruppenhomomorphismen

i AK) — HY (K, ker V),
i A(L) = HY (L, ker V'
Bix : AZ)(K) = HY(K ker F"
Bit A®)(L) = HY(L, ker F?).

b

b

)
)
)
)

Diese sind die Verbindungshomomorphismen der Kohomologiesequenzen. Sei ein Iso-
morphismus der L-Gruppenschemata ker V2 und Z/47Z sowie ker F? und 4 fixiert.
Wie zuvor beschrieben sind H!(L,ker V) und H'(L,ker F?) zu Wy(L)/p(W2(L))
bzw. L* /(L*)* isomorph, was wir bereits zur Konstruktion der Abstiegs-Abbildungen
in Abschnitt 1.3.2.3 und 1.3.3.3 ausgenutzt haben. Unter Verwendung der zuvor ein-
gefithrten Techniken kénnen wir mit Hilfe von a1, und Bz 1, Informationen tiber A(L)
gewinnen. Diese liefern uns auch Aussagen tiber den Rang und Erzeuger von A(K).

1.7.1 VZ2-Abstieg

Unser Ziel ist es, die Kardinalitdt und Erzeuger fiir A(K)/V?(A™(K)) zu bestimmen.
Bezeichnen wir mit ® die Untergruppe (A(K) N VZ(A®M(L)))/V?(AW(K)), dann
haben wir die folgende exakte Sequenz

0—®— AK)/V2 AW (K)) — AL)/VZ(AY(L)).

Die Kardinalitiit des Bildes von A(K)/VZ(A®(K)) in A(L)/V?(A® (L)) zusammen
mit der von ® liefern uns die gesuchte Kardinalitit von A(K)/V?(A®(K)). Ebenso
bekommen wir Erzeuger fiir A(K)/V2(A®(K)) wenn wir Erzeuger von ® und von
dem Bild von A(K)/V?(A®(K))in A(L)/V?(A® (L)) kennen. Da V2 eine separable
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Isogenie ist, der Kern also étale ist, stimmt die zuvor verwendete flache Kohomologie
mit der Galoiskohomologie iiberein. Siehe Anhang 6.2. Daher arbeiten wir in diesem
Abschnitt immer mit letzterer. Als erstes untersuchen wir ®.

Lemma 1.7.1. Wir kénnen ® mit einer Untergruppe von H' (G, ker V?) identifizie-
ren.

Beweis. Das findet sich bei [Sil86] im Beweis von VIII.1.1. O
Lemma 1.7.2. Die Gruppe H* (G, ker V2) besitzt zwei Elemente.

Beweis. Die 1-Koketten bestehen aus allen Abbildungen ¢ von G nach ker V2. Auf-
grund der Kozykelbedingung gilt £(id) = 0 fiir alle £ € Z1(G, ker V2). Des Weiteren
gibt es zwei Korénder, ndmlich g — (¢(0) —0) =0und g — ¢(T) —T =3T —-T = 2T.
Somit sind g — 0 und g — T Repriisentanten der Elemente aus H' (G, ker V?2). O

Die Berechnung eines nichttrivialen Elements in ® kénnen wir auf das Berechnen
von Punkten auf geeigneten homogenen Rdumen zuriickfiihren. Dafiir bedarf es einiger
Uberlegungen. Es sei daran erinnert, dass fiir P € A(K) und ein Urbild Q von P unter
V die Erweiterung K (Q) mit der durch oy i (P) erzeugten Artin-Schreier-Erweiterung
K(p~'(a1,x(P))) iibereinstimmt, vergleiche Abschnitt 1.3.2. Im Folgenden werden
wir die V-Abstiegs-Abbildung auf A(K), A(L), A® (K) und A® (L) zur Vermeidung
unndtiger Indizes mit o x oder a1 bezeichnen und, falls die Situation es erfordert,
darauf hinweisen, welche gemeint ist.

Lemma 1.7.3. Sei P der Reprisentant eines Elements aus ® und liege P nicht in
VZ(AW(K)). Sei Q € AP(K) mit V(Q) = P. Dann gilt K(Q) = L.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt P € VZ(A® (L)) und somit K(R) C L fiir alle
R € AW mit V3(R) = P, und wegen P ¢ VZ(A®(K)) gilt sogar Gleichheit. Folglich
gilt K(Q) = K oder K(Q) = L. Angenommen wir haben K(Q) = K. Sei S der
nichttriviale 2-Torsionspunkt von A, Dann ist Q4+ S das zweite Urbild von P unter
V in A®(K). Sei T ein Punkt der Ordnung 4 auf A®, dann gilt V(T) = S und
K(T) = L. Weiterhin gelte V(R) = Q und K(R) = L fiir ein geeignetes R € A®.
Somit erzeugen die Urbilder von @ und S unter V beide L, also a1 x(Q) = a1,k (S)
und daher gilt oy x(Q + S) = 0. Die Urbilder von @ + S unter V sind folglich K-
rational. Also gilt P € V2(A®(K)) als Widerspruch zur Voraussetzung. O

Das Lemma kann als notwendiges Kriterium fiir #® = 2 angesehen werden. Damit
® ecinen nichttrivialen Punkt besitzen kann, muss ein P € A(K) existieren, fiir das
K(V~Y(P)) = L gilt. Die Konstruktion solch eines Punktes wollen wir auf das Finden
von Punkten auf {iber K definierten homogenen Raumen zuriickfithren. Die Frage, ob
ein Punkt P € A(K) mit K(V~1(P)) = L existiert, ist iquivalent zu der Frage, ob ein
Element b € K/p(K) im Bild von aq i auf A(K) liegt. Das wiederum ist dquivalent
zu der Frage, ob ein homogener Raum C}, einen K-rationalen Punkt besitzt. Ist das
nicht der Fall, wissen wir, dass ® trivial ist. Kénnen wir aber einen K-rationalen
Punkt auf Cp finden, so liefert uns das einen Punkt P € A(K) mit K(V~!(P)) = L.
Fiir einen nichttrivialen Punkt in ® ist nicht nur das Urbild unter V', sondern auch das
Urbild unter V2 iiber L definiert. Ersteres gilt fiir alle Punkte auf A(K), die von K-
rationalen Punkten auf Cy kommen. Zweiteres untersuchen wir nun. Unterschiedliche
Punkte auf Gy, liefern P und P’ auf A(K) mit P— P’ € V(A (K)) und vice versa. Sei
nun solch ein P fest gewiihlt. Wir fragen uns, ob wir P modulo V (A(?)(K)) ab#indern
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kénnen, so dass P + V(M) € V2(AW(L)) liegt mit M in A®)(K) geeignet. Dann
wiirde P + V(M) ein nichttriviales Element in ® liefern. Bezeichne Q + M € A?)(L)
ein Urbild von P + V(M) unter V. Das Urbild von @ + M unter V ist L-rational
genau dann, wenn o (Q+ M) =0 mod p(L) gilt. Hier ist mit oy ;, die V-Abstiegs-
Abbildung auf A®)(L) bezeichnet. Wir suchen also ein M mit a; (M) = —a1.1(Q).
Allerdings soll M iiber K definiert sein, so dass M = —(@Q keine Moglichkeit ist.
Da a; (M) = a%/(a3x(M))? einen Repriisentanten in K besitzt, ist die Gleichheit
o1,,(M) = —oq,,(Q) nur moglich, wenn es ein z € L gibt, mit —ay,,(Q) + p(2) € K.

Lemma 1.7.4. Die Fasern der von der Einbettung K — L induzierten Abbildung
t: K/p(K) = L/p(L) sind entweder leer oder zweielementig.

Beweis. Sei b = b +byy € L beliebig. Dann besitzt b ein Urbild unter ¢ genau wenn es
ein z in L mit b+ p(z) € K gibt. Wir schreiben z € L als z = 21 + 297y mit 27 und 23 in
K. Dann haben wir b+ p(z) = (by + z3a2/a? + p(21)) + (b2 + p(22))7. Die Gleichung
by + p(22) = 0 besitzt keine oder zwei Losungen in K. Angenommen es gibt zwei
Lésungen. Dann unterscheiden sie sich um den Wert 1. Sie liefern unterschiedliche
Urbilder in K/p(K), da az/a? nicht in p(K) liegt. O

Gibt es kein z € L mit —ay,.(Q) + p(2) € K, dann ist @ trivial. Anderenfalls
bekommen wir —aq, (@) = ¢; mod p(K) fiur explizite Werte ¢; € K, i = 1,2. Es
gibt ein M € A®(K) mit oy (M) = ¢; + p(K) fiir ein i € {1,2} genau dann,
wenn der korrespondierende homogene Raum D, einen K-rationalen Punkt besitzt.
In diesem Fall ist die Klasse von V(Q+ M) € A(K) das gesuchte nichttriviale Element
in ®. Zusammengefasst flihren wir die folgenden Schritte durch:

1. Berechne P € A(K) mit K(“V’l(P)) = L durch das Finden eines Punktes auf
einer iiber K definierten V-Uberlagerung von A.

2. Berechne @ mit V(Q) = P und Urbilder ¢; und ¢; in K/p(K) von ay,1(Q)
unter ¢ : K/p(K) — L/p(L).

3. Berechne M € A®)(K) mit oy (M) = ¢; oder ay, i (M) = ¢z durch das Finden
eines Punktes auf einer iiber K definierten V-Uberlagerung von A®).

4. Das gesuchte Element in ® ist V(Q + M).

Nun untersuchen wir das Bild von A(K)/VZ(A®(K)) in A(L)/V?(A®(L)). Die
Inflations-Restriktions-Sequenz (vergleiche [Mill3, Bemerkung 1.35]) ist exakt und
liefert uns

0— HYG,ker V%) — HY (G, ker V) ™= HY(Gp, ker V)€,

Lemma 1.7.5. Ein Element ¢ € HY(Gp,ker V?) wird von G fiziert, genau wenn
fiir den zu & korrespondierenden Wittvektor w € Wa(L) gilt gw — w € p(Wa(L)).
Das heifst, die Wirkung von G auf H*(Gp,ker V2) ist mit dem Isomorphismus nach
Wo(L)/p(Wa(L)) vertraglich.

Beweis. Die Wirkung von G auf H (G, ker V2) erfolgt durch (g¢)(o) := g(£(g~tog)).
Sei w € Wa(L) und v ein Urbild von w unter p, so dass {(0) = ov — v gilt. Dann
gilt (g€)(0) = g(g~togv —v) = ogv — gv. Somit ist ¢ invariant unter G, genau wenn
ov—v = ogv — gv fiir alle o € G, gilt. Das ist dquivalent zu gv — v = o(gv — v) und
somit zu gv — v € Wa(L), also p(gv —v) = gp(v) — p(v) = gw — w € p(Wo(L)). O
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Lemma 1.7.6. Das Bild von Sel(K,V?) unter der Restriktionsabbildung liegt in
Sel(L, V)&,

Beweis. Sei 14 die Einbettung A(K) — A(L). Dann gilt fiir P € A(K) die Gleichheit
a2,1,(ta(P)) = res(ag,x (P)). Diese gilt auch fiir die Vervollstdndigungen beziiglich
einer Stelle v von K. Damit gilt die Aussage nach der Definition der Selmergruppen.

O

Indem wir die G-invarianten Elemente von Sel(L,V?) bestimmen, bekommen
wir unter Beriicksichtigung des moglicherweise nichttrivialen Kerns der Restrikti-
onsabbildung auf den Selmergruppen eine obere Schranke fiir die Kardinalitdt von
Sel(K, V?). Nun wollen wir fiir solch ein G-invariantes Element b entscheiden, ob es
im Bild von as x liegt. Das bedeutet wir untersuchen, ob es ein P € A(K) gibt
mit res(ag x(P)) = a2.0(ta(P)) = b+ p(z). Indem wir z = (21,22) € Wa(L) als
z = (211 + 2127, 221 + 2927) mit zij € K schreiben, p(z) formal berechnen und die
Eintrage der Wittvektoren ag, 1, (¢4 (P)) und b+ p(z) vergleichen, bekommen wir vier
Gleichungen iiber K in den Variablen zi1,...,2z20,x und y so wie die Weierstraf-
Gleichung fiir A. Sie bilden eine Uberlagerung von A durch einen Turm aus vier
Artin-Schreier-Erweiterungen.

Lemma 1.7.7. Fir ein b € Wo(L)/eWs(L), das einem Reprdsententen der Form
b = (bo,b1 + boy) mit by, by € K besitzt, existiert eine glatte, projektive, iber K
definierte Kurve Cy. Dabei ist Cy, der Schnitt zweier Quadriken, hat das Geschlecht 1
und besitzt einen K -rationalen Divisor vom Grad 4. Seib € Sel(L,V?)%. Das Element
b liegt im Bild von res o i genau dann, wenn b die zuvor beschriebene Form hat und
die Kurve Cy, einen K -rationalen Punkt besitzt.

Beweis. Liegt b = (bo,0 + bo,17,b1,0 + b1,17y) im Bild von resoag g = a1, 0 L4, so gibt
es (z,y) € A(K) und z € Wy(L) mit

ag  agy ag  Yag + ag a?
-, ==+ 71— = (bgo + bo17v,b10+0b + o(2).
(a%:ﬁ G T as T a2 1 (bo.o +bo,17, b0 + b1.17) + ()

Folglich kénnen wir annehmen, dass b modulo p(z) von der Form b = (bg, by + bo7)
ist, fiir ein z € W (L). Die Wittvektoren z € Wh(L) fiir die

(bo, b1 + boy) + ©(£) = (bg, by + byy)

mit b), b} € K gilt, sind genau die der Form Z = (2o, 21 +2¢7), wie eine kurze Rechnung
zeigt. Wir suchen also zg, z; € K mit

as  agY ag Yag + ag a?
, — = (bo, b1 + boy) + (20, 21 + 207)-
<a%x2 adr® " alx alx? izt (bo, b1 + boy) + 9(20, 21 + 207)

Formales Ausrechnen und Vergleichen der Eintrige liefert uns eine Uberlagerung von
A durch zwei Artin-Schreier-Erweiterungen in den Variablen zy und z;. Die korre-
spondierende Erweiterung des Funktionenkorpers K (A) hat Grad 4. Somit liefert uns
die Konorm der unendlichen Stelle von K (A) den gesuchten K-rationalen Divisor D
vom Grad 4. Zur Berechnung des Geschlechts gehen wir genauso vor, wie bei ratio-
naler 4-Torsion und zeigen mit einer fast identischen Rechnung, dass die Erweiterung
unverzweigt ist. Wie schon bei dem V?2-Abstieg mit voller 4-Torsion berechnen wir
das Modell C} mit Hilfe einer Basis der Riemann-Roch-Raums £(D) und zeigen, dass
es glatt ist. O
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Bei C}, handelt es sich also mit der Notation von [Fis08] um eine Geschlecht-Eins-
Kurve vom Grad 4.

1.7.2  F?-Abstieg

Wir sind daran interessiert, den Rang und Erzeuger fiir A (K)/F?(A(K)) zu be-
stimmen. Wie bei dem V2-Abstieg liefert uns die Einbettung A (K) — A®) (L) eine
Abbildung AW (K)/F?(A(K)) — A®(L)/F?(A(L)).

Lemma 1.7.8. Die Abbildung AW (K)/F?(A(K)) — A®(L)/F?(A(L)) ist injektiv.

Beweis. Ein Punkt P € A®(K) liegt im Kern, wenn P € A®(K) N F2(A(L)) gilt.
Das bedeutet die Koordinaten von P sind vierte Potenzen in L. Da L/K separabel
ist, miissen die Koordinaten schon vierte Potenzen in K sein und somit liegt P in

F2(A(K)). O

Lemma 1.7.9. Sei b} + by, € L* mit b, € K der Reprdisentant eines Elements,
das ein Urbild in A®(K) unter der Abstiegs-Abbildung B2, besitzt. Dann gibt es
Elemente by, by € K mit b} 4+ by = by + by mod (L*)* und b3 + bybs + b3a3/af ist
eine vierte Potenz in K.

Beweis. Gebe es (z9,10) € A®(K) ein Urbild von b} + ~*b) unter S5 1. Das heifit
es gilt yo + 1/atxd + aiyzg = () + ybh)2* fiir ein z € L. Koeffizientenvergleich
liefert die Existenz von b; und by (alternativ ist 4* ebenfalls ein primitives Element
von L/K). Unter Verwendung der Weierstrafl-Gleichung verifizieren wir

(o + 1/aia)? + (yo + 1/atwo)(atwo) + a3/af(atwo)* = 1/afzg + ag € K*.
O

Bemerkung 1.7.10. Da es einfach ist zu entscheiden, ob zu gegebenen (b + ybl)
solch ein z € L existiert, liefert uns das ein Kriterium, mit dem wir zeigen kénnen,
dass bestimmte Elemente aus Sel(L, F?) kein Urbild in A® (K) besitzen. Das kénnen
wir nutzen, um eine bessere Abschitzung fiir die Kardinalitit von AW (K)/F?(A(K))
zu bekommen. Des Weiteren sei von nun an immer angenommen, dass die Reprdsen-
tanten by + v*by in dieser Form vorliegen.

Lemma 1.7.11. Sei ein Element b aus Sel(L,ker F?) C L*/(L*)* gegeben. Dann
besitzt b ein Urbild in AW (K) unter B2 genau dann, wenn sich b modulo (L*)* in
die oben beschrieben Form bringen ldsst und wenn eine bestimmte tber K definierte
glatte, projektive Geschlecht-Fins-Kurve Cy, vom Grad 4 einen K-rationalen Punkt
besitzt. Dabei ist Cy, der Schnitt zweier Quadriken.

Beweis. Mit obigem Lemma konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an-

nehmen, dass b = b; + v*by in der oben beschrieben Form vorliegt. Nun gibt es ein

Urbild genau dann, wenn es einen Punkt (z,5) € A®(K) und 21, 2, € K gibt mit
y+ 1/ajz? = b1z} + boas/al23,

4 4 4 4
a7T = b1z + bazy + baz7.

Zusammen mit der Weierstrak-Gleichung fiir A haben wir also 3 Gleichungen in den
Variablen x, y, 21 und 2z, {iber K. Nun zeigen wir, dass diese einen Funktionenkorper
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vom Geschlecht 1 mit einem K-rationalen Divisor vom Grad 4 definieren. Seien zu-
néchst by und by ungleich null. Der Fall b6y = 0 verlduft &hnlich. Multiplizieren der
Gleichungen mit by und b; und anschliefendes Addieren eliminiert z; und liefert

b (y + 1/a‘fx2) + bla%x = (b% + byby + a%/a?bg)zg.

Aufgrund des obigen Lemmas ist b2 + bi1by + a3/a$b3 eine vierte Potenz in K. Wir
konnen z9 substituieren und erhalten

bo(y + 1/ajaz?) + biate = ()%

Das liefert uns eine rein inseparable Uberlagerung von A vom Grad 4. Die Konorm
der unendlichen Stelle liefert uns den gesuchten K-rationalen Divisor vom Grad 4. Um
das Geschlecht zu berechnen, gehen wir wie bei Lemma 1.6.3 vor. Unter Verwendung
der zuvor bewiesenen Relation fiir by und by beweisen wir die Aussage mit Tates
Geschlechtsformel. Wie schon zuvor beschrieben, kénnen wir nun fiir konkrete by, by
die Kurve in die von Fisher beschrieben Normalform bringen. Alles Weitere lauft
genau wie bei einem F2-Abstieg ab, bei dem die volle 4-Torsion in A® (K) liegt. [

Zusamengefasst ist die Situation dhnlich wie bei einem 2-Abstieg ohne volle 2-
Torsion iiber einem Zahlkérper K, vergleiche [Sim02|. Fiir die Berechnung der Sel-
mergruppen muss iiber einem Erweiterungskorper gerechnet werden, aber die Bestim-
mung des Bildes der Abstiegs-Abbildung basiert auf der Berechnung von K-rationalen
Punkten auf Kurven vom Geschlecht eins, die eine spezielle Form besitzen.
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Kapitel 2

Algorithmische Details

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem algorithmischen Aspekt der zuvor
beschriebenen Theorie und untersuchen die zu 16senden Teilprobleme. Zusétzlich for-
mulieren wir in den Abschnitten 2.4.2 und 2.4.3 Aufgaben, deren Wichtigkeit erst er-
sichtlich wird, wenn konkrete Rechnungen durchgefiihrt werden sollen (vergleiche auch
Beispiel 4.4). Wir treffen in den Lemmata 2.2.1 und 2.3.8 Aussagen iiber die Komple-
xitdt einiger Schritte. In Abschnitt 2.6 beschreiben wir kurz unsere Implementation
der vorgestellten Algorithmen und vergleichen sie mit bestehenden Programmen.

2.1 Der Algorithmus

Sei A eine elliptische Kurve iiber dem globalen Funktionenkoérper K. Wir wollen einen
Algorithmus angeben, der den Rang und eine maximale Menge unabhéngiger Punkte
von A(K) berechnet. Da angenommen wird, dass diese Probleme algorithmisch sehr
schwierig zu berechnen sind, kénnen wir nicht hoffen, sie fiir alle Instanzen zu l6sen.
Wenn wir sie nicht 16sen koénnen, wollen wir zumindest obere und untere Schran-
ken fiir den Rang sowie moglichst viele unabhéngige Punkte berechnen. Im vorheri-
gen Kapitel haben wir bereits die Losung dieser Aufgaben auf die Untersuchung von
B(K)/¥Y(A(K)) und A(K)/v(B(K)) fiir eine K-rationale Isogenie ¢ : B — A redu-
ziert und die theoretischen Grundlagen der dafiir verwendeten Methoden beschrieben.
Im Folgenden wollen wir uns mit den dabei auftretenden algorithmischen Problemen
beschéftigen. Auch wenn viele der Aussagen in beliebiger Charakteristik gelten, for-
mulieren wir unsere Ergebnisse hier fiir char(K) = 2, da dieser Fall sich am stirksten
von den bekannten Resultaten fiir Zahlkoérper unterscheidet. Weiterhin nehmen wir
an, dass alle bendtigten Torsionspunkte K-rational sind. Die Unterschiede, die auftre-
ten, wenn diese erst iiber einem Erweiterungskorper L definiert sind, sind in Abschnitt
1.7 aufgefiihrt. Die Auswirkungen auf die Laufzeit finden sich unter 2.2.2. In diesem
Kapitel beschreiben wir noch nicht die Berechnung von Mordell-Weil-Basen. Mit der
dafiir benotigten Erweiterung des Erzeugendensystems einer Untergruppe endlichen
Index von A(K) zu einer Basis beschéftigen wir uns erst in Kapitel 3.

Wie schon zuvor beschrieben, unterscheiden sich unsere Methoden zur Untersu-
chung von A(K)/v%(B(K)) in verschiedenen entscheidenden Details, abhéngig davon,
ob A gewohnlich oder supersingulér ist, K-rationale 1-Torsion besitzt oder nicht, die
Charakteristik von K den Grad von v teilt oder nicht. Das grobe Vorgehen bleibt
aber immer dasselbe. Statt direkt mit Punkten auf der Kurve zu arbeiten, betten wir
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A(K)/y(B(K)) mit einer Abstiegs-Abbildung ¢ in eine geeignete Gruppe R ein. Die
Berechnung des Bildes von § lésst sich in drei grofse Teilschritte zerlegen.

1. Berechnung einer endlichen Untergruppe Ry € R mit Imé C Ry.

2. Berechnung aller Elemente r € Ry, die in der i)-Selmergruppe, also dem Schnitt
tiber die Bilder von ¢ angewendet auf A(K,)/vy(B(K,)) fir alle Vervollstédndi-
gungen K, liegen.

3. Berechnung aller Elemente s der Selmergruppe, die ein Urbild unter § besitzen.

Wir wollen nun auf die einzelnen Teilschritte ndher eingehen und auflisten, welche
Aufgaben darin jeweils gelost werden miissen. Wir geben eine grobe Einordnung der
Komplexitat der auftretenden Probleme und vergleichen diese mit der Komplexitét
analoger Probleme bei einem 2-Abstieg iiber einem Zahlkérper. Wir fixieren dabei
einen Korper K und untersuchen die Laufzeit fiir verschiedene elliptische Kurven
iber K. Die Inputlidnge, relativ zu der wir Laufzeiten messen, sei dann die Summe
der Grade der Koeffizienten der Kurve. Diese Festlegung hat den Vorteil, dass die
Resultate gut mit den Ergebnissen in [SS97] vergleichbar sind. Der Nachteil ist, dass
auf diese Weise die Abhéngigkeit der Laufzeit von ,Eigenschaften* von K verschleiert
wird. Hinter dem Begriff ,Eigenschaften” verbergen sich in diesem Kontext unter
anderem das Geschlecht von K, die Kardinalitdt des Konstantenkorpers und die Hohe
der definierenden Gleichung. Vergleiche dazu auch [Hes02]. Da diese Werte in der
Praxis einen grofsen Unterschied machen, gehen wir kurz auch auf ihre Auswirkungen
ein. Wenn wir uns mit algorithmischen Problemen befassen, gehen wir davon aus,
dass der globale Funktionenkérper K als eine endliche, separable Erweiterung eines
rationalen Funktionenkorpers k(t) gegeben ist. Den ganzen Abschluss von kft] in K
bezeichnen wir als die (endliche) Maximalordnung Ok von K.

2.2 Berechnung der endlichen Untergruppe R,

Wenn A eine gewdhnliche elliptische Kurve ist, ist das Bild der V?-Abstiegs-Abbil-
dung eine Untergruppe von W;(K)/p(W;(K)), fir eine supersinguldre Kurve bilden
die V- und F-Abstiegs-Abbildung beide nach K/K? ab. In den Aussagen 1.5.1 und
1.5.6 haben wir bewiesen, dass die Elemente im Bild einen Représentanten in einem
bestimmten Riemann-Roch-Raum £(D) besitzen bzw. bei dem die Komponenten des
Wittvektors in geeigneten L£(D;) liegen. Wir sind also mit zwei Aufgaben konfron-
tiert. Zum einen miissen wir jeweils einen geeigneten Divisor D, zum anderen eine
Basis von £(D) berechnen. In den Beweisen der beiden Aussagen sehen wir, dass
sich die gesuchten Divisoren aus den Pol- und Nullstellendivisoren der Koeffizienten
und der Diskriminante von A berechnen lassen. Es gibt Algorithmen zur Berechnung
des Hauptdivisors eines Elementes eines globalen Funktionenkorpers. Ihre Laufzeit
héngt polynomiell vom Grad des Elements und von den Eigenschaften des Funktio-
nenkorpers ab. Ist der Divisor D bestimmt, so kann mit dem in [Hes02] vorgestellten
Algorithmus eine Basis fiir £(D) effizient berechnet werden. Die Laufzeit dafiir ist
ebenfalls polynomiell im Grad von D und auch in den ,Figenschaften“ von K. Aus
den oben angegebenen Beweisen ist direkt ersichtlich, dass der Grad von D linear vom
Grad des Nullstellendivisors der Diskriminante und von den Graden der Poldivisoren
der Koeffizienten abhéngt. Die Kardinalitdt der so erzeugten endlichen Obermenge
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wachst exponentiell im Grad von D. Die Basis der Exponentialfunktion ist die Kar-
dinalitét des Konstantenkorpers, da £(D) ein Vektorraum iiber diesem ist.

Fiir den F’-Abstieg einer gewthnlichen elliptischen Kurve lisst sich eine endliche
Obermenge des Bildes wie in Bemerkung 1.5.5 beschrieben iiber die S-Klassen- und
S-Einheitengruppe von K berechnen. Hierbei ist S eine endliche Menge von Stellen.
Sie lasst sich, wie schon der Divisor D, iiber die Pole und Nullstellen der Koeffizien-
ten berechnen. Die Klassen- und Einheitengruppe eines globalen Funktionenkorpers
K konnen theoretisch und auch — sofern K nicht zu kompliziert ist — praktisch be-
rechnet werden. Die Laufzeit dafiir hdngt polynomiell von der Summe der Grade
der Stellen in S, also polynomiell von der Inputldnge, ab. Als Resultat erhalten wir
ein Z/2'Z-Erzeugendensystem der gesuchten endlichen Menge. Hierbei ist die Lin-
ge des Erzeugendensystems polynomiell in der Summe der Grade der Stellen von S
und somit im Input, allerdings besitzt die von dem Erzeugendensystem aufgespannte
Gruppe eine exponentielle Kardinalitdt. Die Laufzeit der Berechnung der S-Klassen-
und S-Einheitengruppe hingt aber stark vom Geschlecht und von der Kardinalitit des
Konstantenkorpers ab, siche [Hes99]. Wir diirfen also nicht vergessen, dass die daraus
resultierende Konstante fiir festes K sehr grof sein und fiir komplizierte Koérper eine
Durchfithrung dieses Schritts unmdoglich machen kann.

Die Aufgaben, die wir in diesem Teilschritt 16sen miissen, sind fast dieselben, die
auch bei einem 2-Abstieg iiber einem Zahlkorper K’ (oder fiir char(K) > 5 ) anfallen.
Dort ldsst sich eine endliche Obermenge des Bildes iiber Gruppen K’(S,2) beschrei-
ben. Siehe auch Abschnitt 1.5.1. Dabei bekommen wir S iiber die ,Faktorisierung* der
Diskriminante und K’(S,2) iiber die S-Klassen- und S-Einheitengruppe. Als Analo-
gon zu dem Lemma 2 in [SS97] erhalten wir als Zusammenfassung unserer vorherigen
Uberlegungen die folgende Aussage.

Lemma 2.2.1. Wir kénnen ein Erzeugendensystem einer endlichen Obergruppe der
Bilder der F*- und V- Abstiegs- Abbildung aus Schritt 1 mit Laufzeit polynomiell in der
Héhe der Koeffizienten berechnen. Die Lange des Erzeugendensystems ist polynomiell.

Bemerkung 2.2.2. Wenn wir nicht annehmen, dass die volle 4-Torsion von A®) K-
rational ist, dann hat das einen grofien FEinfluss auf die asymptotische Laufzeit von
Schritt 1 fiir den F?- und V2-Abstieg. In diesem Fall sind Rechnungen in dem Erwei-
terungskorper K' von K, iber dem besagte Torsionspunkte definiert sind, notwendig.
Wir kénnen die Eigenschaften des Koérpers, tber dem gerechnet wird, nicht ldnger
als Konstanten auffassen. Sie hingen nun von der Inputldnge ab und beeinflussen die
asymptotische Laufzeit, da mit wachsenden Koeffizienten von A auch K' komplizier-
ter wird. Schon die Laufzeit der Berechnung der S-Klassen- und S-FEinheitengruppe
wdchst mindestens subexponentiell im Geschlecht, wir konnen also nicht linger davon
ausgehen, dass dieser Schritt in polynomieller Zeit zu bewerkstelligen ist.

In den auftretenden Gruppen W;(K)/p(W;(K)), K/K? und K> /(K*)? kénnen
wir effizient rechnen. Die Berechnung des Gruppengesetzes erfolgt iiber Représen-
tanten und unter Verwendung der Arithmetik von K. Um zu entscheiden, ob ein
Représentant das neutrale Element beschreibt, miissen wir ein oder zwei Polynome
vom Grad 2 oder 4 iiber K faktorisieren. Fiir K/K? und K*/(K*)? ist das fiir den
Reprisentanten r das Polynom T? —r € K[T]. Fiir W;(K)/p(W;(K)) bekommen wir
i Polynome direkt aus einem polynomiellen Ausdruck fiir p.
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2.3 Berechnung der Selmergruppe

In diesem Schritt wird iiberpriift, welche Elemente der zuvor berechneten endlichen
Gruppe Ry die in Abschnitt 1.4.1 beschriebenen lokalen Bedingungen erfiillen, also in
der i-Selmergruppe liegen. Dies kann auf unterschiedliche Weise geschehen. Die erste
Methode geht laut [WomO03] auf Stoll zuriick, findet sich aber auch schon in [SS97].
Hier werden die lokalen Bilder direkt berechnet. Die zweite Methode ist klassisch und
basiert darauf, homogene Rdume auf lokale Liosbarkeit zu untersuchen. Problematisch
ist, dass die zu untersuchende Menge exponentiell groff ist. Wie in [SS97, Abschnitt
3| beschrieben, lisst sich das teilweise umgehen, indem wir mit einem Erzeugenden-
system arbeiten, siche auch Abschnitt 2.3.1.4.

2.3.1 Selmergruppen iiber die Berechnung der lokalen Bilder

Grundidee dieser Methode ist, dass fiir alle Bewertungen v von K eine Restriktions-
abbildung res : R — RY existert, so dass das Diagramm

A(K) J$(B(K)) — 1%
A(K,) [9(BK,)) — R

kommutiert. Hierbei ist R je nach Situation durch W;(K)/p(W;i(K)), K*/(K*)%
oder K/K? gegeben und RV analog nur mit K, statt K definiert. Die Abbildung &,
ist durch dieselbe rationale Funktion wie § gegeben. Die Abbildung res resultiert aus
der Einbettung K — K. Details finden sich in Abschnitt 1.4.1. Die -Selmergruppe
besteht nun aus allen Elementen r € Ry mit res(r) € Imd, fiir alle v € Px. Wollen
wir fiir ein r feststellen, ob es in Sel(K, ) liegt, so konnen wir natiirlich nicht al-
le Bewertungen v separat iiberpriifen. Die Aussagen 1.4.7 und 1.4.9 fiir gewthnliche
sowie 1.4.16 fiir supersinguldre Kurven A beschreiben das Bild von 4, fiir fast alle
Vervollstdndigungen und zeigen res(r) € Sel(K,, ). Die endlich vielen noch zu un-
tersuchenden Bewertungen kénnen, wie in Bemerkung 1.4.12 beschrieben, berechnet
werden, indem wir die Stellen bestimmen, an denen A keine gute Reduktion besitzt.
Diese kénnen mit Tates Algorithmus effizient berechnet werden. Das Problem ist also
darauf reduziert, fiir explizit gegebene r € Ry und v € Pg zu entscheiden, ob r im
Bild von 6, liegt. Dazu erzeugen wir randomisiert Punkte auf A(K,) und berechnen
ihr Bild unter 6,.

2.3.1.1 Lokale Lésbarkeit von Artin-Schreier-Gleichungen

In Charakteristik 2 reduzieren wir die Konstruktion von Punkten auf A(K,) auf die
Approximation von Lésungen der Gleichung T2 + aT + b = 0 iiber K.

Lemma 2.3.1. Seien a,b € K, und gelte v(a) = 0. Dann gilt:
1. Fiir v(b) < 0 und v(b) ungerade besitzt T? + aT + b = 0 keine Losung in K,.

2. Fir v(b) < 0 und v(b) gerade ezistert ein u € K, mit v(b+ u® + au) > v(b).
Die Gleichung T? + aT + b = 0 besitzt eine Losung in K, genau dann, wenn
T? +aT + (b+ u? + au) = 0 eine Lisung in K, besitzt.
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3. Fiir v(b) > 0 besitzt T? + aT + b = 0 zwei verschiedene Lisungen in K,.

4. Fiir v(b) = 0 besitzt T?> + aT + b = 0 zwei verschiedene Lisungen in K, genau
dann, wenn die modulo dem Bewertungsideal reduzierte Gleichung zwei verschie-
dene Liosungen tiber dem Restklassenkorper besitzt.

Beweis. 1. Fiir alle u € K, gilt v(u? + au + b) < v(b), also ist die Gleichung nicht
16sbar.

2. Der lokale Korper K, ist zu k((m)) isomorph, wobei k der Restklassenkorper
und 7 eine lokale Uniformisierende ist. Sei nun b = b_5, 72" + O(7~2"*1). Da
b_o, ein Quadrat in k ist, also b_a, = u3, tut u := ugm~" das Gewiinschte. Der
zweite Teil der Aussage ist klar.

3. Das folgt aus Hensels Lemma.

4. Sei b = by + O(7), a = ag + O(w) und gelte by = & + apcy mit ¢y € k. Dann
reduziert die Transformation T' — T'+c¢g das Problem auf die vorherige Aussage.
O

Bemerkung 2.3.2. Ist die Bewertung von a ungleich null, so konnen wir die Glei-
chung durch die Transformation T — 7T in die Form des obigen Lemmas brin-
gen. Das Lemma liefert direkt einen Algorithmus, der entscheidet, ob die Gleichung
T? +aT + b = 0 dber K, losbar ist, und, falls das der Fall ist, eine Lésung appro-
zimiert. Ist b= Y1, by + O(x" ™) und a = 3172 amt + O(x"TR/241) | dann
konnen wir fiirn > 0 die Losbarkeit entscheiden und eine Losung bis auf O(x" 1) ge-
nau approximieren. Dabei miissen wir nur eine Gleichung der Form T?+aoT +by = 0
und Quadratwurzeln iber dem Restklassenkdrper l6sen bzw. berechnen. Dieses Vorge-
hen hat den Vorteil, dass keine Laurentreihen aufwendig invertiert werden miissen.
Die Berechnung von a/mw" und b/w?"(®) entspricht nur einem Shift und ist im All-
gemeinen wesentlich schneller als die Berechnung von b/a®.

Sei nun A durch die Weierstraf-Gleichung y? + ajxy + 2 + asx? + ag = 0 oder
y? + asy + 23 + agx + ag = 0 gegeben. Wihlen wir zufillig ein z € K,, so liefert
uns das eine Gleichung der oben beschriebenen Form in y. Da die Koeffizienten von
A urspriinglich in K liegen, kénnen wir sie mit beliebiger Prézision approximieren.
Abhéngig davon, wieviele Stellen von = wir festlegen, konnen wir ein y entsprechend
genau bestimmen.

Bemerkung 2.3.3. Der oben beschriebene Algorithmus funktioniert analog fir Glei-
chungen der Form TP +aT +b = 0 in Charakteristik p. Dann kann er zwar nicht ohne
Weiteres zur Konstruktion lokaler Punkte verwendet werden. Das ist aber unproble-
matisch. Fir Charakteristik p > 5 oder p = 0 verwenden wir die kurze Weierstrafs-
Gleichung y? — x3 — ax — b = 0 und benutzen schrittweise Approzimation, um zu
untersuchen, ob x° + ax + b fir zufillig gewdhlte x ein Quadrat ist. Der Aufwand
dafiir ist in etwa derselbe und entspricht dem Aufwand der Berechnung x> + ax + b.

2.3.1.2 Gewohnliche elliptische Kurven

Sei also A eine gewohnliche elliptische Kurve in Charakteristik 2, ¢ = V? fiir i = 1,2
und v € Pg. Dann haben wir die Abstiegs-Abbildungen

@iy A(K,)[VIAC)(K,)) — Wi(K,)/o(Wi(K,))

s
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Biw : APV (K, JVIAK,)) — K ().

Nach Bemerkung 1.4.8 kennen wir die endliche Kardinalitit von Sel(K,,V?). Wie
zuvor beschrieben erzeugen wir nun Punkte P € A(K,) und berechnen «; ,(P). Fiir
einen Représentanten a von «; ,(P) in W;(K,) kénnen wir durch i-faches Anwenden
des unter Lemma 2.3.1 beschrieben Algorithmus entscheiden, ob es ein ¢ € W;(K,)
gibt mit p(c) = a. Somit kénnen wir mit Repriisentanten arbeiten und diese Uberle-
gung fiir einen effizienten Test auf Gleichheit verwenden. In der Praxis finden wir mit
diesem Vorgehen nach kurzer Zeit ein Reprasentantensystem fiir das Bild von «; ,. Ist
nun ein r + p(W;(K)) € Wi(K)/p(W;(K)) gegeben, so kénnen wir res(r) berechnen
und durch elementweisen Vergleich testen, ob es im Bild liegt oder nicht.

Da die lokale F*-Selmergruppe nicht endlich ist, kénnen wir das obige Vorgehen
nicht verwenden, um zu entscheiden, ob ein r € K> /(K*)? im Bild von §;, liegt.
Stattdessen testen wir, ob r zu dem zuvor berechneten Bild von «; ,, orthogonal unter
der Artin-Schreier-Witt-Paarung ist. Da Im 3; , = (Im ai,v)l, koénnen wir so unser
Problem in endlich vielen Schritten losen. In [Tho05, S. 699 - 701] beschreibt Tho-
mas, wie die Artin-Schreier-Witt-Paarung algorithmisch ausgewertet werden kann.
Dafiir wird nur Arithmetik iiber Laurentreihenkorpern sowie die Spur iiber endlichen
Ko6rpern benétigt.

Die Laufzeit dieses Schritts unterscheidet sich von dem entsprechenden Schritt in
Charakteristik 0. Wahrend in Charakteristik 0 die Kardinalitét der lokalen Bildmen-
gen in O(1) liegt, hingt sie bei uns exponentiell von der Bewertung von a; ab. Es ist
nicht klar, ob dieser Teil des Algorithmus sich im Allgemeinen in polynomieller Zeit
durchfiihren ldsst. Angenommen, wir verfiigen iiber ein Orakel, das uns ein minimales
Erzeugendensystem des lokalen Bildes berechnet. Dann sind dieses Erzeugendensys-
tem und das Erzeugendensystem der endlichen Obermenge beide polynomiell lang,
und die Aufgabe ist darauf reduziert, den Schnitt der beiden Erzeugnisse zu berech-
nen. Auf diese Weise kénnen wir auch das orthogonale Komplement eines lokalen
Bilds als Kern einer linearen Abbildung bestimmen.

2.3.1.3 Supersingulire elliptische Kurven

Fiir eine supersingulére elliptische Kurve A in Charakteristik 2 und v = V haben wir
lokale Abstiegs-Abbildungen

a1 A(KL) ) V(AD(K,)) = K, /K? und By, : AP(K,)/V(A(K,)) — K,/ K.

Die Berechnung der V- und F-Selmergruppe verlauft analog, so dass wir das hier nur
exemplarisch fiir Sel(K, V) beschreiben. Wollen wir fiir ein Element r € K/K? testen,
ob es in der V-Selmergruppe liegt, sind wir mit zwei Problemen konfrontiert. Zum
einen gestaltet sich das Rechnen in K,/K? schwierig. Ist ein Element a in K, nur
mit beliebig hoher, aber begrenzter Prézision bekannt, dann kénnen wir nicht zeigen,
dass es in K2 liegt, es also Repriisentant des neutralen Elements aus K, /K2 ist. Ein
Element aus K, geschrieben als Laurentreihe in einer lokalen Uniformisierenden 7,
ist genau dann ein Quadrat, wenn alle Koeffizienten ungerader m-Potenzen 0 sind.
Das l&sst sich nicht mit endlicher Prézision entscheiden. Somit kénnen wir nicht ohne
weiteres in K, /K? mit Reprisentanten in K, arbeiten. Zum anderen sind nach Be-
merkung 1.4.19 weder Sel(K,, V) noch Sel(K,, F') endlich. Wir behelfen uns, indem
wir — dhnlich wie bei dem gew6hnlichen F-Abstieg — von der Cup-Produkt-Paarung
Gebrauch machen. Wie zuvor beschrieben, erzeugen wir Punkte P auf A (K,) und
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berechnen ihr Bild unter gy ,. Da Sel(K,, F') und Sel(K,, V') orthogonale Komplemen-
te sind, kénnen wir alle Elemente r entfernen, deren Einbettung res(r) in K, nicht
orthogonal zu (1 ,(P) steht. Das ladsst sich auch mit begrenzter Prézision bewerk-
stelligen. Fiir die Auswertung der Paarung wird Arithmetik {iber K, und die Spur
iiber dem Restklassenkdrper benétigt. Auf diese Weise bekommen wir nach endlich
vielen Schritten nur eine verbesserte Approximation der globalen Selmergruppe. Die
verbleibenden Elemente kénnen mit der unter Abschnitt 2.3.2 beschriebenen Methode
weiter untersucht werden.

2.3.1.4 Optimierung

Das oben beschriebene Vorgehen lésst sich an einigen Stellen beschleunigen. Es bietet
sich zum Beispiel bei der Konstruktion von Punkten auf A an, die x-Koordinate nicht
vollsténdig zufillig zu wihlen (wie auch immer das zu bewerkstelligen wiére).

Lemma 2.3.4. Sei A durch die Gleichung y? + ayxy + 22 + agx? + ag = 0 tiber dem
lokalen Korper K,, der Charakteristik 2 gegeben und gelte v(a;) > 0 fir i € {1,2,6}.
Sei (X,Y) € A(K,).

1. Firv(X)=s<0 gits=0 mod 2 und fiir X =Y ;o z;m" mit T eine lokale
Uniformisierende gilt x; = 0 fiir s < j < 5 und j ungerade.

2. Seiv(X) = s >0 und ag = Y 0 a6 . Sei ag kein Quadrat in K,, dann
ist Smax = min{j € N|j ist ungerade und as; # 0} wohldefiniert. Es gilt die
Ungleichung v(X) < Smax-

Beweis. Sei also v(X) = s < 0. Da v(a;) > 0 und (X,Y) der Weierstrak-Gleichung
geniigen, gilt v(X?) = 3s = v(Y?) = 2r = 0 mod 2. Fiir die anderen Terme gilt

dann v(a1 XY) > 35, v(aaX?) > 2s, v(ag) > 0. Also gilt Y? = X3 + O(w%s) und
somit sind die Koeffizienten aller 7/ von X3 mit 3s < j < %s gleich null. Da s
nach Voraussetzung gerade ist, zeigt formales Ausmultiplizieren von X2 den ersten
Teil der Behauptung. Sei nun v(X) > Spmax > 0. Dann gilt auch v(Y) > 0 und
somit v(a1 XY) > Smax, V(X3) > Smax und v(asX?) > Spax. Damit haben wir aber
Y2 = ag+O(mmaxt1). Da syay nach Konstruktion ungerade und ag s, ., # 0 ist, stellt

das einen Widerspruch dar und damit gilt auch der zweite Teil der Behauptung. [

Bemerkung 2.3.5. Eine analoge Aussage lasst sich auch fiir supersinguldre Kurven
mit Weierstraf-Gleichung y? + asy + x® 4+ agx + ag = 0 formulieren und mit derselben
Technik beweisen.

Geben wir uns eine untere Schranke s,;, vor und senken diese, falls notig, weiter
ab, so haben wir spin < v() < Smax- Da wir z nur bis zu einer gewissen vorgegebenen
Prézision bendtigen, konnen wir die endlich vielen Koeffizienten ungleich null zufillig
und gleichverteilt aus dem endlichen Restklassenkorper wahlen.

Eine weitere Optimierung lasst sich durch die Ausnutzung der Gruppenstruk-
tur erreichen. Wir wissen, dass es sich bei den globalen und lokalen Selmergruppen
— wie der Name schon sagt — um Gruppen und bei den Abstiegs-Abbildungen um
Gruppenhomomorphismen handelt. Das kann auf zwei Arten benutzt werden. Ange-
nommen, wir wollen das Bild von §, ermitteln und wir kennen bereits eine Unter-
gruppe U = (l1,...,1l,) C Imd,. Ist nun P € A(K,) mit §,(P) =1 ¢ U, dann gilt
(,l,...,1,) € ImJ,. Wir miissen also nicht fiir jedes Element des Bildes einen kor-
respondierenden Urbildpunkt konstruieren. Fiir P € A(K,) mit v(z(P)) < 0 ist die
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Bewertung der z-Koordinate von nP in etwa nv(z(P)). Wir kommen durch die Aus-
nutzung der Gruppenstruktur im Allgemeinen also mit einer héheren unteren Schran-
ke fiir die Bewertung der z-Koordinate aus. Haben wir das Bild von 4, bestimmt
und wollen fiir Elemente testen, ob sie darin liegen, so hilft uns die Gruppenstruktur
erneut. Angenommen, wir haben bereits gezeigt, dass fir {ry,...,ry } die Bedingung
res(r;) € Im 4§, erfiillt ist, dann ist sie auch fiir alle Elemente in der von den r; erzeug-
ten Untergruppe erfiillt. Das ist besonders niitzlich, wenn die zu testenden Elemente
nicht als eine Liste, sondern iiber ein Erzeugendensystem gegeben sind. Das ist bei
uns der Fall, da die unter Abschnitt 2.2 konstruierten endlichen Obermengen iiber
Riemann-Roch-Riume oder Mengen der Form K (.S,2¢) gegeben sind und wir fiir die-
se jeweils ein Erzeugendensystem berechnen kénnen. Auch bei der Berechnung der
Elemente, die orthogonal zum Bild einer Abstiegs-Abbildung sind, erweisen sich Er-
zeugendensysteme als hilfreich. Indem wir Erzeuger des lokalen Bilds in die Paarung
einsetzen, konnen wir diese als Linearformen auffassen. Die Berechnung der orthogo-
nalen Elemente reduziert sich, wenn sie iiber ein Erzeugendensystem gegeben sind,
auf das Berechnen von Kernen von Matrizen.

2.3.2 Selmergruppen iiber die lokale Losbarkeit von homoge-
nen Riumen

Die zweite Methode funktioniert unabhéngig davon, ob wir in der Lage sind, die loka-
len Bilder der Abstiegs-Abbildung zu berechnen oder nicht. Sie verwendet die in Ab-
schnitt 1.6.1 vorgestellte Theorie der homogenen Raume. Sei ¢ : A(K)/¢¥(B(K)) = R
die -Abstiegs-Abbildung und r» € R gegeben. Dann liegt r im Bild von § genau dann,
wenn C,.(K) # 0 gilt fiir C, eine zu r korrespondierende Kurve vom Geschlecht eins
iiber K. Notwendig fiir die Existenz eines K-rationalen Punktes auf C, ist die Exis-
tenz von K,-rationalen Punkten fiir alle Vervollstdndigungen K, von K. Die lokalen
Bedingungen an ein Element r sind nun, dass C,.(K,) # 0 fiir alle Bewertungen v gilt.
Diese Bedingung ist fiir fast alle Stellen erfiillt. Das folgt aus der in Abschnitt 2.3.1
gegebenen Argumentation. Alternativ kénnen wir auch benutzen, dass die Reduktion
von (). fir fast alle v eine Kurve vom Geschlecht eins iiber dem Restklassenkorper
ist, die nach dem Satz von Hasse Punkte besitzt, welche sich mit Hensels Lemma
zu Punkten iiber K, liften lassen. Wir miissen also auch mit dieser Methode lokale
Bedingungen nur an endlich vielen Bewertungen v iiberpriifen und kénnen die bend-
tigten v, wie schon zuvor beschrieben, finden. Wie in Abschnitt 1.6 gezeigt, kann C,.
entweder als Nullstellenmenge eines Polynoms der Form

q=y*+ (ax® + bx + o)y +do* +ex® + fa® +gr+h
oder zweier Polynome
Q= Z a; jr;z; und qo = Z bi,j i T
1<i<j<4 1<i<;j<4

beschrieben werden. Weitere Informationen dazu finden sich im Abschnitt 2.4.1. Ist
C, in ersterer Form, so liefert die Transformation u := 22 und anschiefendes Homo-
genisieren eine Beschreibung von C). als Schnitt der Quadriken

@ = vy% + auy + by + cyv + du® + exu + fuv + grv + ho®

q2:x2—|—uv
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Wir geben daher nur an, wie diese Modelle auf lokale Losbarkeit {iber K, unter-
sucht werden konnen.

Sei also K ein globaler Korper und g = (g1, g2) das Modell einer Geschlecht-Eins-
Kurve tiber K gegeben als der Schnitt zweier homogener Gleichungen ¢; und ¢ vom
Grad 2 in vier Variablen. Wir schreiben

a1 = E Qi jTi T

1<i<j<4

und ¢» analog mit Koeffizienten b; ;. Sei v eine Bewertung von K mit lokaler Unifor-
misierender m und bezeichne K, die Vervollstdndigung von K beziiglich v. Nach einer
Skalierung kénnen wir annehmen, dass die Koeffizienten a;; und b; ; in R, liegen.
In [Sik95] gibt Siksek einen Algorithmus an, der entscheidet, ob ¢ eine Losung tiber
K, besitzt. Dabei setzt er voraus, dass die Charakteristik des Restklassenkorpers von
K, ungleich 2 ist. Doch auch ohne diese Voraussetzung arbeitet der Algorithmus kor-
rekt. Der Beweis dafiir unterscheidet sich nur in wenigen Details von dem in [Sik95]
gegebenen. Grund fiir die Unterschiede ist, dass wir in Charakteristik 2 die quadrati-
schen Formen q; und ¢o nicht mehr als ¢; = 27 M;x, mit 27 = (21 29 23 24) und M;
eine symmetrische Matrix, schreiben kénnen. Gelte im Folgenden char(K,) = 2. Wir
definieren Matrizen

0 a2 a13 aia

a2 0 a3 aza
A=

a13 a3 0 asg
ai4 azq aza O
und B analog. Grundidee fiir den Algorithmus ist eine Verallgemeinerung von Hensels

Lemma.

Lemma 2.3.6. Sei Xo € R\ 7R} mit
QI(XO) = QQ(X(]) =0 mod 7T25+1.

Ezistieren weiterhin keine Elemente A und p in R, mit min{v(X),v(n)} = 0 und
MXy — uBXo = 0 mod 7L, Dann gibt es X € RE mit ¢1(X) = ¢2(X) = 0 und
X = X, mod #*1,

Beweis. Wie bei [Sik95] folgt diese Aussage direkt aus Theorem 5.21 in [Gre69]. O

Mit Hilfe dieser Aussage konnen wir entscheiden, ob es ein X € KZ* gibt mit
¢1(X) = ¢2(X) = 0, indem wir solch ein X modulo geeigneter m-Potenzen appro-
ximieren. Letzteres ist ein endliches Problem und ldsst sich im Zweifel iiber eine
Brute-Force-Suche in exponentieller Zeit 16sen. Eine ausfiihrliche Beschreibung des
Algorithmus findet sich in [Sik95, 5.2.1]. Die folgende Aussage dient als Abbruchkri-

terium.
Lemma 2.3.7. Seien Xy € RY mit
¢1(Xo) = @2(Xo) =0 mod 7°

und A\, € R, mit min{v(\),v(u)} = 0 gegeben, so dass NAXy — uBXo =0 mod 7°
gilt. Dann gilt
min(a, 8) < v(A(g)).
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Beweis. Diese Aussage findet sich unter 5.2.1 in [Sik95] und der Beweis in Charak-
teristik 2 verldauft analog. Nur an einer Stelle gibt es einen kleinen Unterschied: Da
wir nicht von dem dort in B.0.1 definierten ,,Combinant* Gebrauch machen kénnen,
definieren wir die Diskriminante A(q) eines solchen Modells wie in [Fis08]. Siehe auch
Abschnitt 2.4.1.4. Der Rest des Beweises aus [Sik95] kann direkt ibernommen werden.
Mit Hilfe von Magma berechnen wir unter Verwendung der Voraussetzungen, dass die
Ungleichung v(A(¢')) > k mit kK = min(«, 8) auf fiir die allgemeiner definierte Dis-
kriminante gilt. O

Der obige Algorithmus approximiert eine Losung, aber eigentlich geniigt es uns,
ein Entscheidungsproblem zu lésen. In [MSS96] findet sich ein Algorithmus, der genau
das in polynomieller Zeit macht. Doch selbst wenn sich dieser auch auf Charakteristik
2 ibertragen liefe, verbliebe hier das Problem, dass die exponentiell vielen Elemente
aus Ry untersucht werden miissen.

In der Praxis ist diese Methode deutlich langsamer als die unter Abschnitt 2.3.1
beschriebene. Zwar kénnen wir auch hier von der Gruppenstruktur Gebrauch machen,
um die Anzahl der tatséchlich zu iberpriifenden Kurven zu reduzieren. Dennoch ist es
im Allgemeinen effizienter, erstere Methode zu verwenden, wann immer das méglich
ist. Zusammengefasst bekommen wir die folgende Aussage:

Lemma 2.3.8. Wir kénnen ein Erzeugendensystem der F'- und V*-Selmergruppen
aus Schritt 2 mit Laufzeit exponentiell in der Héhe der Koeffizienten berechnen. Die
Linge des Erzeugendensystems ist polynomiell.

2.4 Globales Bild

In diesem Schritt wird {iberpriift, welche Elemente r der ¢-Selmergruppe wirklich im
Bild von § liegen. Wie in Abschnitt 1.6 beschrieben, korrespondiert das zu der Frage,
welcher iiberall lokal 16sbare homogene Raum einen K-rationalen Punkt besitzt. Das
Geschlecht dieser homogenen Riume ist eins. Es ist hinlénglich bekannt, dass das
Lokal-Global-Prinzip nicht fiir Geschlecht-Eins-Kurven gilt, siehe [Sik95, 4.8] oder
Absatz 4.1 fiir ein Beispiel in Charakteristik 2. Somit kann das Bild von § eine echte
Teilmenge der 1-Selmergruppe sein.

In Abschnitt 1.6 geben wir an, wie in den verschiedenen Situationen definierende
Gleichungen fiir die prinzipal-homogenen Rdume konstruiert werden kénnen. Fiir ein
Element r der 1)-Selmergruppe und ¢ : A(K)/¢(B(K)) — R ergeben sich diese aus der
Weierstraft-Gleichung A(z,y) = 0 und der Gleichung §(z,y) = r. Die so konstruierten
Kurven lassen sich auf bestimmte Normalformen bringen.

In diesem Abschnitt verzichten wir auf eine genaue Analyse der Laufzeiten. Grund
dafiir ist, dass kein Algorithmus bekannt ist, der die zentrale Aufgabe — das Entschei-
den, ob eine iiberall lokal 16sbare Geschlecht-Eins-Kurve einen globalen Punkt besitzt
oder nicht — fiir alle Instanzen 16sen kann. Wir beschranken uns darauf, anzugeben,
welche Schritte in der Praxis mehr oder weniger Probleme bereiten.

2.4.1 Modelle fiir Kurven vom Geschlecht eins

In diesem Abschnitt fassen wir kurz einige Resultate {iber Modelle fiir Kurven vom
Geschlecht eins zusammen. Die wichtigsten Quellen sind [Fis08] und [CFS10]. Wir
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beschrianken uns dabei auf eine Auswahl an fiir unsere Zwecke relevante Aussagen
und Modelle. Fiir umfangreichere Informationen sei auf obige Arbeiten verwiesen.

Sei C' eine glatte Kurve vom Geschlecht eins definiert iiber dem Koérper K und
sei D ein K-rationaler Divisor vom Grad n auf C. Fiir n > 3 bezeichnen wir das
durch das vollstéindige lineare System |D| definierte Modell in P"~1 als Geschlecht-
Eins-Modell vom Grad n. Fiir n = 1 besitzt C einen K-rationalen Punkt, also auch
eine WeierstraR-Gleichung, fiir n = 2 liefert |D| eine zweifache Uberlagerung von
P!. Diese bezeichnen wir als Geschlecht-Eins-Modell vom Grad eins bzw. zwei. Fiir
manche Aufgaben arbeiten wir mit einem geeigneten affinen Teil. Diesen bezeichnen
wir dann ebenfalls als Geschlecht-Eins-Modell vom Grad n. Folglich ist diese Definition
konsistent mit der in Abschnitt 1.6.1 gegebenen fiir eine Geschlecht-Eins-Kurve vom
Grad n.

2411 n=1

Der Fall n = 1 ist klassisch und wird schon bei [Sil86] behandelt. Sind 1,z und
1,z,y Basen der Riemann-Roch-Riume £(2D) und £(3D), so geniigen die Elemente
1,2,22, 2% y, 2y,y? € L(6D) einer linearen Relation und diese liefert uns nach einer
geeigneten Skalierung eine Weierstraf-Gleichung der Kurve. Wir nennen zwei solche
Modelle K-aquivalent, wenn sie iiber die Substitution

r=u?r +r y=udy +ulsz’ +1t

mit u,r, s,t € K, u # 0 zusammenhéngen. Sind dabei r,s,t € Og und u € Oj, so
sprechen wir von Og-Aquivalenz. Fiir die durch [u,r, s,t] wie oben gegebene Trans-
formation wird die Determinante als det([u, 7, s,t]) ;= u~! definiert.

2412 n=2

Ahnlich wie fiir n = 2 besitzen die Riemann-Roch-Riume £(D) und £(2D) Ba-
sen 1,z und 1,z,y,22. Die Elemente 1,z,22, 23, 2%, y, 2y, 2%y, y? liegen in dem 8-
dimensionalen Riemann-Roch-Raum £(4D). Sie geniigen also einer linearen Relation.
Bei dieser ist der Koeffizient von y? ungleich null, da sich sonst y als Quotient zweier
Polynome in x schreiben liefse und das fithrt zu einem Widerspruch. Somit bekommen

wir eine Gleichung der Form
y? + (az® 4 bz + c)y + da* + ex® + fa? + gr +h =y + p(x)y + q(x) = 0.

Homogenisieren der Polynome p(z) und ¢(z) zu P(z, z) und Q(z, 2) liefert ein Modell
der Kurve in einem gewichteten projektiven Raum. Wir nennen zwei Modelle K-aqui-
valent, wenn sie sich durch eine Transformation der Form

(', 2") = (x, 2)B
y = ufly + 7’09:2 +rxz+ r222
mit B € GL(2,K), u,70,71,72 € K, i # 0 ineinander tiberfithren lassen. Fiir solch eine

Transformation ist die Determinante als det([u, o, 71, 2, B]) := pdet B definiert. Wir
sprechen von Og-Aquivalenz, wenn B € GL(2, Ok),ro, 71,72 € Ok, p € O gilt.
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2413 n=4

Ist D ein K-rationaler Divisor vom Grad 4 auf C, so besitzt £(D) eine Basis der Form
Z1,...,24. Die 10 Elemente x;x; fiir 1 < i < j < 4 liegen in dem 8-dimensionalen
Riemann-Roch-Raum £(2D), daher erfiillen sie zwei unabhéngige lineare Relationen.
Diese liefern uns Gleichungen der Form

q1(x1, 22,23, 24) = E a; jrir; =0
1<i<;<4

@2(x1, 2, T3, 4) = E bijriz; =0
1<i<j<4

Der Schnitt der durch diese Gleichungen definierten Quadriken liefert uns ein Modell

unserer Kurve im P3. Wir nennen zwei Modelle (qi(x1,...,74),q2(21,...,24)) und
(¢ (2, ... xh), g5 (2, ..., x))) K-Aquivalent, wenn sie sich um eine Transformation
der Form
(01, 65) = (a1, g2)A
(2),...,2)) = (v1,...,724)B

mit A € GL(2,K) und B € GL(4, K) unterscheiden. Sind A und B invertierbare
Matrizen iiber O, so bezeichnen wir die Modelle als Og-aquivalent. Die Determi-
nante der durch A und B gegebenen Transformation ist als det([A, B]) := det Adet B
definiert.

2.4.1.4 Invarianten und Transformationen

Eine Invariante vom Gewicht k eines Geschlecht-Eins-Modells ist ein polynomieller
Ausdruck F in den Koeffizienten, der in Bezug auf die oben genannten Transforma-
tionen g der Gleichung F o g = det(g)¥F geniigt. Analog zur Diskriminante fiir die
Weierstraft-Gleichung einer elliptischen Kurve werden in [CFS10] Diskriminanten auch
fiir Geschlecht-Eins-Modelle vom Grad 2 und 4 definiert. Dort wird gezeigt, dass diese
Diskriminanten A fiir n = 1, 2 und 4 je eine Invariante vom Gewicht 12 sind. Sie ist
als explizit gegebener polynomieller Ausdruck in den Koeffizienten fiir ein konkretes
Modell einfach zu berechnen. Wie bei Weierstraf-Gleichungen elliptischer Kurven ist
die Diskriminante von null verschieden, genau wenn die Kurve glatt ist. Vergleiche
[Fis08, Seite 3]. Wir interessieren uns besonders fiir Modelle, die Twists elliptischer
Kurven beschreiben. Deren Diskriminante ist ungleich null, vergleiche Theorem 1.1
in [CFS10].

Wollen wir nun zeigen, dass ein Element r der V?- oder F'-Selmergruppe im Bild
der Abstiegs-Abbildung liegt, so miissen wir beweisen, dass eine korrespondierende
Geschlecht-Eins-Kurve C). mit einem Divisor vom Grad 2 oder 4 einen K-rationalen
Punkt besitzt. Dazu kénnten wir ein Modell fiir C,. wéhlen und einen Punkt darauf
angeben. Dabei besitzen Modelle mit kleinen Koeffizienten mit héherer Wahrschein-
lichkeit einen Punkt mit kleinen Koordinaten als Modelle mit groften. Klein bedeutet
fiir ein Element a des Funktionenkorpers K, dass der Grad des Poldivisors (a)so, also
die naive Hohe von a, klein ist. Wir sind daher an einem Modell fiir C, mit moglichst
kleinen Koeffizienten interessiert. Um ein solches zu finden, starten wir mit einem be-
liebigen Modell und wenden die jeweiligen Transformationen an, um ein dquivalentes
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mit kleineren Koeffizienten zu konstruieren. Dabei gehen wir in zwei Schritten vor.
Im ersten — genannt Minimierung — bestimmen wir ein K-dquivalentes Modell mit
kleinerer Diskriminante. Im zweiten Schritt — genannt Reduktion — wenden wir dann
Transformationen an, die die Diskriminante invariant lassen, um ein Modell mit kleine-
ren Koeffizienten zu bestimmen. Beide Schritte sind notwendig. Ist die Diskriminante
groff, so konnen die Koeffizienten auch nicht sehr klein werden. Transformationen,
die die Diskriminante reduzieren, konnen in diesem Zuge sehr grofte Koeffizienten
produzieren, was eine anschlieffende Reduktion notwendig macht. Wir bezeichnen ein
Modell als ganz, wenn die Koeffizienten in O liegen. Offensichtlich besitzt jede Ge-
schlecht-Eins-Kurve ein ganzes Modell. Solch eines sei unser Ausgangspunkt fiir die
Minimierung und Reduktion. Um die Analogie zu den Zahlkérpern zu wahren, be-
schéftigen wir uns erst einmal nur mit solchen Transformationen, die unser Modell
wieder in ein ganzes iiberfiihren.

2.4.2 Minimierung

In [CFS10] wird ein Algorithmus angegeben, der Geschlecht-Eins-Modelle vom Grad
2 und 4 iiber einem lokalen Korper K, beliebiger Charakteristik minimiert. Dabei
wird ein Modell mit Koeffizienten in R, in ein anderes solches transformiert. Fiir
das transformierte Modell ist die Bewertung der Diskriminante minimal unter allen
K,-dquivalenten Modellen mit Koeffizienten in R,. Dieser Algorithmus ist eine Ver-
allgemeinerung von Tates Algorithmus zur Berechnung lokaler minimaler Weierstraf-
Gleichungen elliptischer Kurven. Durch die sukzessive Minimierung beziiglich aller
Stellen, an denen die Bewertung der Diskriminante gréfer gleich 12 ist, bekommen
wir einen Minimierungsalgorithmus fiir globale Funktionenkorper. Ist dabei die Klas-
sengruppe von Ok trivial, dann berechnen wir auf diese Weise ein global minimales,
ganzes Modell. Ist die Klassengruppe nicht trivial, so miissen wir entweder endlich
viele weitere Pole zulassen und bekommen nur ein S-ganzes Modell oder wir geben
uns mit einem Modell zufrieden, das zwar ganz ist, dessen Diskriminante aber nicht
beziiglich aller Bewertungen minimal sein muss. Da der Minimierungsalgorithmus in
[CFS10] detailliert und in der bendtigten Allgemeinheit beschrieben ist, verzichten wir
an dieser Stelle auf eine ausfiihrliche Beschreibung. Um zu entscheiden, beziiglich wel-
cher Stellen minimiert werden muss, ist es notwendig, den Nullstellendivisor (A)q der
Diskriminante zu berechnen. Selbst wenn die Diskriminante unserer urspriinglichen
elliptischen Kurve A klein ist, kann die eines homogenen Raums sehr grofs werden.
Daher kann diese Berechnung mitunter Schwierigkeiten bereiten. Die Anzahl der Re-
duktionsschritte des Algorithmus lésst sich durch den Grad von (A)g beschrinken. In
jedem Schritt miissen die Koeffizienten in den Restklassenkorper abgebildet und nach
einigen Rechnungen wieder nach Oy geliftet werden. Es werden einfache Rechnungen
in K und iiber dem Restklassenkorper durchgefithrt. Fiir eine globale Minimierung ist
es notwendig, geeignete lokale Uniformisierende mit dem starken Approximationssatz
zu berechnen. Alle diese Operationen kénnen durchgefiihrt werden und in der Praxis
dauert dieser Schritt meist nicht sehr lang. Die Charakteristik hat hier kaum Einfluss
auf die Laufzeit. Diese ist also in etwa dieselbe wie {iber einem Zahlkoérper.

2.4.3 Reduktion

In [CFS10] geben Cremona, Fisher und Stoll einen Algorithmus zur Reduktion von
Geschlecht-Eins-Modellen vom Grad n {iber Q an. Dazu zeigen sie, dass die Koeffizien-
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ten der Gleichung betraglich klein werden, wenn ein bestimmtes Skalarprodukt ¢¢ in
C" ,nah“ am Standardskalarprodukt ist. Anhand der Operation der Torsionspunkte
auf den Punkten der Geschlecht-Eins-Kurve berechnen sie eine Gram-Matrix fiir ¢¢
und reduzieren diese mit Hilfe von LLL. Diese Methode lésst sich nicht ohne weite-
res auf Zahlkorper oder globale Funktionenkorper iibertragen. Es treten verschiedene
Probleme auf: Weder lassen sich die darstellenden Matrizen der Operation der Tor-
sionspunkte ausreichend schnell berechnen, noch ist klar, welches damit zusammen-
héngende Objekt berechnet und reduziert werden muss, damit auch die Koeffizienten
des Modells reduziert werden. Daher geben wir an dieser Stelle eine andere Methode
an. Diese unterscheidet sich, je nach Grad des zu reduzierenden Modells und abhén-
gig davon, ob K ein rationaler Funktionenkdrper ist oder nicht. Wir beschranken uns
auf Modelle vom Grad 2 oder 4 {iber globalen Funktionenkorpern der Charakteristik
2, auch wenn sich alles ohne Schwierigkeiten in beliebiger Charakteristik verwenden
lsst.

2431 n=2

Beschreibe ¢ = y? + P(z, 2)y + Q(x, 2) ein Geschlecht-Eins-Modell vom Grad 2 iiber
einem rationalen Funktionenkorper k(t). Hierbei sei k = Fom ein endlicher Korper
und P(z,2) = az? + bxz + 22, Q(w,2) = da* + ex®z + f2222 + gw2® + hz* mit
a,...,h € k[t]. Wir wollen nun eine Transformation

(z, 2) = (2, 2)B, y = p~ry + rox® + rizz + rez?

bestimmen, so dass das transformierte Modell ¢’ ,schéner” wird. Da wir ¢ zuvor mi-
nimiert haben, verlangen wir, dass sich A(gq) und A(g’) nur um eine Einheit in k[t]
unterscheiden und dass die Koeffizienten von ¢’ ebenfalls in k[t] liegen. Die Model-
le ¢ und ¢’ sollen daher k[t]-dquivalent sein. In einem spéteren Schritt wollen wir
auf dem Modell ¢’ nach k(t)-rationalen Punkten suchen. Das geht einfacher, je klei-
ner die Koeffizienten sind. Der von uns verwendete Suchalgorithmus, siehe Abschnitt
2.4.5, behandelt alle Koeffizienten gleich, daher ist unser Ziel, das Maximum der Gra-
de der Koeffizienten zu minimieren. Damit ist erkldrt, wann ein Modell ,schéner
als ein anderes ist. Wir bezeichnen das Maximum der Grade der Koeffizienten eines
Grad-2-Modells auch als seine Héhe. Der von uns vorgestellte Algorithmus ist ein
Greedy-Algorithmus, der in drei Schritten vorgeht.

Im ersten Schritt reduzieren wir die Grade der Koeffizienten a, b und ¢ von P(z, 2)
mit einer unimodularen Transformation (x,z) — (z,z)B. Ausmultiplizieren zeigt,
dass solche Transformationen den Koeffizienten b invariant lassen, wir dessen Grad
also nicht reduzieren kénnen. Verbleiben a und c. Da

B =
10

unimodular ist, kénnen wir davon ausgehen, dass dega > deg c gilt. Nun transformie-
ren wir mit

1 A
0 1

wobei A = \gt# so gewiihlt ist, dass max{deg(b)), deg(cA?)} = deg(a) gilt und \g € k
eine Nullstelle der Gleichung der Leitkoeffizienten von a + b\ + ¢A? ist. Existieren
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solch ein p oder Ag nicht, beenden wir diesen Schritt und gehen zum néchsten iiber,
ansonsten iterieren wir dieses Vorgehen, solange es geht.

Im zweiten Schritt reduzieren wir die Grade der Koeffizienten d, ..., h von Q(z, 2)
durch geeignete Transformationen y + y + rox? + rixz + ro22. Diese lassen a, b und
¢ invariant. Wie im vorherigen Schritt bestimmen wir rg = ro ot"°, r1 = 71 0t** und
ro = rooth? mit r; o € k und p; € N, so dass die Grade der transformierten Koef-
fizienten kleiner gleich den der urspriinglichen Koeffizienten sind und der maximale
Grad sogar echt kleiner ist. Die r; o bekommen wir, indem wir das Gleichungssys-
tem der Leitkoeflizienten 16sen. Es besteht aus fiinf Gleichungen vom Grad kleiner
gleich 2 in drei Variablen iiber k£ und meist sind einige der Gleichungen trivial. Die-
sen Schritt wiederholen wir, solange das Gleichungssystem der Leitkoeffizienten eine
Lésung besitzt, und gehen dann zum dritten Schritt iiber.

Der dritte Schritt ist relevant, wenn nach dem zweiten das Maximum der Grade
der Koeffizienten von Q(z, z) grofer ist als die Grade der Koeffizienten von P(x, z). In
diesem Fall schreiben wir die Eintrége von B sowie die r; als Polynome beschrankten
Grades mit unbekannten Koeffizienten. Die Bedingung degdet B = 0 zusammen mit
der Bedingung, dass der maximale Grad der Koeffizienten durch die Transformation
kleiner wird, liefern ein Gleichungssystem iiber k. Besitzt es keine Losung, erhéhen
wir die Grade der r; und der Eintrdge von B. Diesen Schritt wiederholen wir, bis
der maximale Grad der Koeffizienten von Q(x, z) kleiner gleich einer vorgegebenen
Schranke ist oder bis die auftretenden Gleichungssysteme zu schwierig werden.

Die ersten beiden Schritte des Algorithmus laufen sehr schnell, da die auftre-
tenden Gleichungen einfach zu 16sen sind. Doch der dritte Schritt ist kritisch. Fiir
eine grofte Anzahl von Variablen sind selbst Systeme von Gleichungen kleinen Grades
iiber endlichen Ko6rpern nicht mehr 16sbar. Das Losen basiert auf der Berechnung von
Grobnerbasen und der Aufwand dafiir wichst sehr stark. Je nach Situation miissen
wir entscheiden, wieviel Zeit wir diesem Schritt geben wollen.

Der beschriebene Algorithmus arbeitet heuristisch. In Bezug auf seine Approxi-
mationsgiite lassen sich einige Aussagen treffen.

Lemma 2.4.1. Sei P(z,z) = ax? + bxz + cz? mit dega > degc gegeben und sei es
nicht moglich, durch eine Transformation der Form z — z+ Ax den Grad des grif$ten
Koeffizienten zu reduzieren. Dann ist das auch mit beliebigen GL(2, k[t])- Transforma-
tionen nicht maglich.

Beweis. Fiir deg(b) > deg(a) ist keine Reduktion moglich, da alle GL(2, k[t])-Trans-
formationen b invariant lassen. Somit gelte deg(a) > deg(b). Wenn wir durch eine
Transformation z — z + Az den Grad von a nicht reduzieren kénnen, dann gibt es
dafiir zwei mogliche Griinde:

1. Es gilt 2(deg(a) — deg(b)) + deg(c) > deg(a) und deg(a) # deg(c) mod 2. Die
erste Bedingung sagt dabei, dass fiir eine mdgliche Reduktion deg(a) = deg(cA?)
gelten muss, die zweite, dass das nicht moglich ist.

2. Oder es gilt 2(deg(a) — deg(b)) + deg(c) = deg(a), aber die Gleichung der Leit-
koeffizienten besitzt keine Losung im k.

In den anderen Fillen konnen wir direkt eine Transformation angeben, die den Grad
von a reduziert. Sei nun B € GL(2, k[t]) beliebig. Dann wird a zu p2a + pAb + N\%e.
Fiir alle Polynome p gilt dieselbe Aussage iiber die Grade und die Leitkoeffizienten
wie oben, so dass keine Reduktion moglich ist. O
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Bemerkung 2.4.2. Optimalitit fir die Grade der Koeffizienten von P(x, z) lisst sich
also einfach erreichen. Sind nach dem ersten Schritt die Grade aller Koeffizienten
von @ kleiner gleich dem mazimalen Grad der Koeffizienten von P, so ist durch
die Schritte zwei und drei keine weitere Reduktion mdglich. Wir kénnen diese also
weglassen. Das liefert uns ein vorzeitiges Abbruchkriterium, unter dem der Output
unseres Algorithmus optimal ist. Des Weiteren liefert uns die Héhe der Koeffizienten
von P nach dem ersten Schritt eine untere Schranke fiir die Hohe aller Koeffizienten
k[t]-dquivalenter Modelle.

Da der dritte Schritt am aufwendigsten ist, kénnen wir schon nach dem zweiten
stoppen und uns mit der bis dahin berechneten Reduktion zufrieden geben. Oft ist das
sinnvoll, fiir einige Beispiele liefert dieses Vorgehen aber ziemlich schlechte Ergebnisse.

Beispiel 1. Sei g = y? + (#1022 + z2)y + t*ta* +92* dber Fao(t). Im ersten Schritt
reduzieren wir den Grad von a durch z — z + t'%2. Das liefert uns die Gleichung
y? + (z2)y = (Y + )2t + 921, Die Koeffizienten von P(w,z) lassen sich nicht
weiter reduzieren. Durch eine Transformation y — y + rox? + rixz + rez? lisst sich
der Grad von d nicht reduzieren.

Alternativ kénnen wir uns auf GL(2, k[t])-Transformationen beschrinken und diese
zur simultanen Reduktion der Koeffizienten von P und () verwenden. Auch das liefert
fiir bestimmte Beispiele schlechte Ergebnisse.

Beispiel 2. Sei q = y? +xzy +t2"a* + "3z +t2* diber Fo(t) mit n € N. Durch eine
GL(2, k[t])- Transformation ldsst sich der Grad von d nicht reduzieren. Das liegt daran,
dass degd # degh mod 4 und aufgrund der Grade daher keine Reduktion madglich ist.
Vergleiche dazu den Beweis von Lemmma 2.4.1. Die Substitution y — y+t"z? liefert
die Gleichung y? 4 xzy + tz* und somit fiir ein grofes n eine deutliche Verbesserung.

Das Problem der Reduktion von Geschlecht-Fins-Modellen l&sst sich auch iiber
beliebigen globalen Funktionenkoérpern K formulieren. Hier hat das Modell Koeffi-
zienten in der endlichen Maximalordnung Ok und wir suchen ein Og-dquivalentes
Modell mit kleinen Koeffizienten. Die Rolle des Grads eines Polynoms nimmt der
Grad des Poldivisors eines Elements in K ein. Der oben beschriebene Algorithmus
lasst sich fiir diese Situation anpassen. In jedem Schritt suchen wir Transformatio-
nen, die den maximalen Pol der Koeffizienten reduzieren. Dabei machen wir von der
in [Sch96] beschriebenen Gitterreduktion iiber globalen Funktionenkérpern Gebrauch.
Wenn wir iiber rationalen Funktionenkorpern zur Reduktion ein A der Form Ayt* be-
stimmen mussten, dann miissen wir iiber K ein A der Form At#'b; + ... A,tF"b,
bestimmen. Hierbei ist {b1,...b,} eine reduzierte k[t]-Basis von Ok. Die \; € k be-
stimmen wir wieder als Losungen eines Systems von Gleichungen kleinen Grads. Der
Aufwand dafiir wiachst mit dem Grad [K : k(t)]. Die anderen Schritte lassen sich
analog anpassen.

Der vorgestellte Algorithmus basiert darauf, die Pole der Koeffizienten schrittweise
durch das Losen von Gleichungssystemen iiber endlichen Kérpern zu reduzieren. Die-
ses Vorgehen ldsst sich nicht ohne Weiteres auf Zahlkérper iibertragen. Daher ist es
schwierig, ihn mit dem Algorithmus aus [CFS10] zu vergleichen. Ein Vorteil ist, dass
auch von den Transformationen y — y + rox? + r1x2 + ro2? Gebrauch gemacht wird,
wéhrend sich der Algorithmus aus [CFS10] auf die von der GLs erzeugte Untergrup-
pe der Transformationsgruppe beschrinkt. Vergleiche dazu Beispiel 2. Des Weiteren
arbeitet man bei der Reduktion iiber Zahlkérpern mit Matrizen mit Eintragen aus R
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und C, was eine sorgfaltige Analyse der benotigten Prézision notwendig macht. Dieses
Problem haben wir mit unserem Ansatz nicht.

2432 n=4
Beschreibe der Schnitt der Quadriken

= E Qi jTilj, Q2 = E bijxix;

1<i<j<4 1<i<j<4

mit a; j, b; ; € k[t] das Modell einer Geschlecht-Eins-Kurve vom Grad 4. Ziel ist es,
ein k[t]-Aquivalentes Modell zu finden, das das Maximum iiber die Grade der Koeffizi-
enten minimiert. Wie zuvor bezeichnen wir das Maximum der Grade der Koeffizienten
als die Hohe des Modells. In [CFS10] wird ein Reduktionsalgorithmus fiir Grad-4-Mo-
delle iiber Q vorgestellt. Dieser berechnet zuerst eine geeignete Transformationsmatrix
A € GL(2,Z) und (q7, ¢5) = (q1, ¢2) A, ordnet dann (q}, ¢5) ein Skalarprodukt zu und
reduziert die dazugehorige Gram-Matrix mit LLL. Wie schon fiir Modelle vom Grad
2 treten Schwierigkeiten auf, wenn wir dieses Vorgehen auf iiber globalen Funktionen-
korpern definierte Schnitte von Quadriken tibertragen wollen. Wir geben daher eine
andere Methode an.

Wir gehen dabei &hnlich, wie bei den Grad-2-Modellen vor. Das heifst, wir ma-
chen Ansitze flir Transformationsmatrizen, bei denen wir die Eintrége als Polynome
beschrankten Grads mit unbekannten Koeffizienten auffassen. Formales Ausmultipli-
zieren liefert uns ein Gleichungssystem iiber dem endlichen Konstantenkorper, dessen
Lésungen zu Transformation, die den maximalen Grad der Koeffizienten reduzieren,
korrespondierenden. Bei den Transformationsmatrizen beschrinken wir uns auf uni-
modulare obere Dreiecksmatrizen mit Eintrdgen beschréankten Grads. Der Grund da-
fiir ist, dass auf diese Weise die resultierenden Gleichungssysteme relativ einfach zu
16sen sind. Bei Experimenten mit allgemeineren unimodularen Transformationen sind
wir schnell auf Gleichungssysteme gestoften, fiir deren Losung Magma sehr viel Zeit
benétigt. Wann immer wir keine Transformation finden, die den maximalen Grad
der Koeffizienten reduziert, fiihren wir eine zuféllige Transformation durch, die den
Maximalgrad invariant ldsst und beginnen unsere Suche von Neuem. Auf diese Weise
sollen allgemeinere Transformationen modelliert werden.

Diese Heuristik ist fiir kleine Konstantenkorper in der Praxis ziemlich schnell.
Vergleiche Abschnitt 4.3. Es ist einfach, Modelle zu konstruieren, bei denen sich der
Maximalgrad nicht durch obere Dreiecksmatrizen reduzieren lédsst, nach einer Permu-
tation aber eine Reduktion md&glich ist. Zum Beispiel besitzt

the? a2 a2 422=0

td21%+x§+x§+x3:0

fiir do > d; > 1 diese Eigenschaft. Offensichtlich ldsst sich weder durch eine Addition
eines k[t]-Vielfachen der zweiten Gleichung zur ersten noch durch eine Substitution
Ti =X+ j>i Ajz; der Maximalgrad ds reduzieren. Die Addition des t%2=d1_fachen
der ersten Gleichung zur zweiten liefert aber eine unimodulare Transformation, die den
Maximalgrad reduziert. Die zufélligen Permutationen sind also notwendig. Dariiber
hinaus zeigen Beispiele aus der Praxis, dass es von Vorteil ist, sich nicht auf zufillige
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Permutationen zu beschrinken, sondern zufillige Transformationen, die Hohe nicht
erhohen, zuzulassen.

Die Vor- und Nachteile dieser Methode im Vergleich zu der in [CFS10] fiir Zahl-
korper entsprechen denen im Fall n = 2. Auch die Ubertragung auf beliebige globale
Funktionenkorper 1auft so, wie es dort beschrieben ist.

2.4.4 'Wahl der Maximalordnung

Bei der Reduktion und Minimierung einer Geschlecht-Eins-Kurve haben wir versucht,
ein Modell mit méglichst kleinen Koeffizienten in Ok zu finden. Dabei sind wir ana-
log zum Zahlkorperfall vorgegangen. Im Gegensatz zu Zahlkorpern hingt fiir einen
globalen Funktionenkérper K die endliche Maximalordnung Ok von der Darstellung
von K ab. Durch einen geeigneten Wechsel des separierenden Elements von K konnen
wir eine beliebige endliche Menge von Stellen zu den ,unendlichen Stellen machen.
Dadurch ist mitunter eine bessere Reduktion und Minimierung moglich.

Beispiel 3. Sei K = Fy(t) und C das durch y? +tzy+ 23 +t°(t+1) gegebene Modell
einer Geschlecht-Eins-Kurve vom Grad eins. Die Diskriminante dieses Modells ist
t'(t + 1), es gibt also kein dquivalentes Modell mit Koeffizienten in Fo[t] und einer
Diskriminante kleineren Grads. Die Transformation (x,y) — (t2x,t3y) liefert die
neue Gleichung y? +xy+ 23+ (t+1)/t. Fiir u := (t+ 1)/t ist Fo(t) isomorph zu dem
rationalen Funktionenkérper Fo(u). Die Gleichung besitzt Koeffizienten in Falu] und
thre Diskriminante ist gleich u, also von kleinerem Grad.

Wir wissen, dass die Diskriminante A eine Invariante vom Gewicht 12 ist. Es bietet
sich also an, zu untersuchen, ob es ein Element u € K gibt, mit deg(u'?A) < deg(A).
Angenommen solch ein u existiert. Nach einer Transformation mit der Determinante
u bekommen wir eine endliche Menge an Stellen S bestehend aus den Polen der
Koeffizienten des transformierten Modells. Wéhlen wir ein geeignetes separierendes
Element, so konnen wir die Reduktion wie zuvor beschrieben durchfiihren.

2.4.5 Berechnung rationaler Punkte beschrinkter Hoéhe auf
Geschlecht-Eins-Kurven

Wie bereits erwahnt liegt ein Element r der ¥-Selmergruppe im Bild der Abstiegs-Ab-
bildung ¢ : A(K)/¢¥(B(K)) — R genau wenn eine bestimmte Geschlecht-Eins-Kurve
C, einen K-rationalen Punkt P besitzt. Aus diesem Punkt P ldsst sich dann ein-
fach der Représentant eines Urbilds von r auf A(K) berechnen. Fiir die in dieser
Arbeit betrachteten Isogenien besitzen die Kurven C; spezielle Modelle, die wir als
Geschlecht-Eins-Modelle vom Grad 2 und 4 bezeichnet haben. Da wir — wie zuvor
beschrieben — jedes Grad-2-Modell in eines vom Grad 4 transformieren koénnen, ist
unser Problem darauf reduziert, einen K-rationalen Punkt auf dem Schnitt zweier
Quadriken (g1, ¢2) zu bestimmen. Diese Aufgabe wird als sehr schwierig angesehen.
Zur Losung wird fiir Punkte X = (z1 : 29 : 23 : 24) € P3(K) getestet, ob sie auf
beiden Quadriken liegen, das heift, ob ¢;(X) = ¢2(X) = 0 gilt. Da die Quadriken
aufgrund vorheriger Minimierung und Reduktion kleine Koeffizienten besitzen, be-
steht die Hoffnung, dass, falls solch ein Punkt existiert, auch einer mit kleiner Hohe
existiert. Unsere Suche beginnt also mit solchen X und falls wir dabei nicht fiindig
werden, gehen wir zu Punkten mit grofserer Hohe iiber. Um die Suche effizient zu ge-
stalten, machen wir von einem Siebalgorithmus Gebrauch, der auf Elkies zuriick geht —
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siehe [ELk00] — und schon in [Wom03] fir K = Q und in [Rob07] fiir einen rationalen
Funktionenkdrper K beschrieben ist. Dieser Algorithmus ldsst sich auf Geschlecht-
Eins-Modelle vom Grad 4 iiber beliebigen globalen Funktionenkorpern iibertragen.
Wir geben an dieser Stelle nur eine kurze Zusammenfassung des Vorgehens an. Fiir
umfangreichere Informationen sei auf die oben zitierten Arbeiten verwiesen. Die Idee
hinter dem Siebalgorithmus ist, dass fir X € P3(K) mit ¢;(X) = ¢2(X) = 0 auch
vp(q1(X)) = vp(q(X)) = oo gilt, wobei vp die zu einer Stelle P € Pk gehorige
Bewertung ist. Statt also beliebige X € P3(K) durchzuprobieren, beschrinken wir
uns auf Teilmengen, deren Vereinigung alle Punkte mit vp(q1(X)),vp(g2(X)) > d
fiir ein bestimmtes festes d € N enthilt. Die Konstruktion dieser Teilmengen ge-
schieht in mehreren Schritten. Bezeichne kp den endlichen Restklassenkorper von P
und (g1, g2) die reduzierten Quadriken tiber kp. Nach Konstruktion haben ¢; und go
Koeffizienten in Ok . Die Stelle P sei eine endliche, an der das Geschlecht-Eins-Modell
(q1, g2) gute Reduktion hat. Als erstes berechnen wir die Menge aller Xy € P3(kp) mit
d1(Xo) = 32(Xo) = 0. Das ist ein endliches Problem. Unter Verwendung der Resultan-
te konnen wir es durch die Faktorisierung von O(#kp) vielen Polynomen vom Grad
kleiner gleich 4 iiber kp lsen. Nun berechnen wir fiir jedes X, ein Gitter L, C O,
das von alle Lifts von X aufgespannt wird. Unter Berechnung der Taylor-Entwicklung
erster Ordnung von (q1, g2) berechnen wir ein echtes Untergitter von Lﬁ(o, in dem fiir
jeden Gitterpunkt y gilt vp(q1(y)) > 2, vp(g2(y)) > 2 und in dem jeder Vektor
y € O% mit vp(qi(y)) > 2, vp(g2(y)) > 2 und y kongruent zu einem Vielfachen von
Xo modulo P enthalten ist. Durch Taylor-Entwicklungen héherer Ordnung kénnen
weitere Untergitter konstruiert werden, so dass vp(q1(y)) > d, vp(g2(y)) > d gilt.
Das Ok-Untergitter, wieder mit Lx, bezeichnet, das wir am Ende erhalten, ist {iber
eine Basis {b1,...,bs} gegeben. Wir wollen nun fiir alle Gitterpunkte y beschréankter
Hohe testen, ob ¢1(y) = g2(y) = 0 erfiillt ist. Sei also eine Schranke fiir die Hohe gege-
ben. Wir wollen alle Gitterpunkte unterhalb dieser Schranke erzeugen. Ist K = k(t)
ein rationaler Funktionenkorper iiber dem endlichen Konstantenkorper k, dann ist Ok
gleich dem Polynomring k[t]. Wir konnen mit der in [Rob07, Kapitel 7] beschriebe-
nen Methode die Basismatrix in ,weak Popov Form* iiberfiihren. Sei die resultierende
Basis mit {b,...,b,} bezeichnet. Dann bekommen wir Schranken dy, ..., dy4, so dass
alle gesuchten Gitterpunkte in der Menge {A1b] + ... A4b) | N; € k[t], degA\; < d;}
liegen, also leicht zu erzeugen sind. Dieses Vorgehen ldsst sich auf beliebige globale
Funktionenkérper K iibertragen. Sei dazu K = k(t,u) eine Erweiterung des rationa-
len Funktionenkérpers k(t) vom Grad n. Dann ist O ein freier k[t]-Modul vom Rang
n. Bezeichne eine k[t]-Basis von Og mit {uq,...,u,} und eine Ok-Basis von Lx,
mit {b1,...,bs}. Dann ist {u;b;} eine k[t]-Basis des Gitters. Mit dem in [Sch96] be-
schriebenen Algorithmus kénnen wir daraus eine reduzierte Gitterbasis {V/,...,b},}
berechnen. Da die Laufzeit der Gitterreduktion {iber globalen Funktionenkorpern po-
lynomiell vom Rang des Gitters abhéngt, ist dieses Vorgehen unproblematisch. Der
Reduktionsalgorithmus arbeitet mit Laurentreihenentwicklungen von Elementen aus
K, daher miissen wir uns ein paar Gedanken {iber die benétigte Prézision machen,
aber auch das bereitet keine Schwierigkeiten. Aus den Hohen der reduzierten Ba-
sisvektoren bekommen wir Schranken fiir die Grade der Koeffizienten einer k[t]-Li-
nearkombination eines Punktes, dessen Hohe unter unserer vorgegebenen Schranke
liegt. In [Rob07] werden verschiedene Methoden angegeben, wie das Durchprobieren
der Gitterpunkte effizient gestaltet werden kann. Grob gesprochen sind das die fol-
genden: Bezeichne b}, ..., b, eine reduzierte k[t]-Basis und by, ..., by eine reduzierte
Ok-Basis des Gitters. Entweder wir iterieren tiber alle Koeffizienten \; in k[t] mit
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Grad kleiner gleich d; und testen ob ¢, (S b)) = qo (3057 Aibl) = 0 gilt. Oder wir
schreiben einen Punkt X = Zle Aib; mit \; eine Unbekannte in O . Diesen generi-
schen Punkt setzen wir dann in ¢; und g2 ein, um neue Quadriken in den Variablen
Ai zu bekommen. Darauf suchen wir dann nach Punkten, zum Beispiel, indem wir
iiber alle Werte fiir ein oder zwei der ); iterieren und die resultierenden Gleichungen
mit Hilfe von Resultanten oder Techniken fiir Kegelschnitte untersuchen. Als dritte

Méglichkeit kénnen wir auch einen Punkt X als X = Y77, A;b} schreiben, wobei die

=
N = Z?;O )\i,jtj Polynome mit unbekannten Koeffizienten sind. Diesen Punkt setzen
wir dann in ¢; und ¢2 ein und bekommen ein System von Gleichungen in den J; j, das
wir versuchen zu l6sen. Am leichtesten lassen sich die erste und die dritte Methode
vergleichen. Bei beiden versuchen wir dasselbe Gleichungssystem in den \; ; zu l6sen,
bei der ersten durch vollstdndige Enumeration, bei der dritten {iber Grobnerbasen.
Im Allgemeinen wird daher die dritte Methode deutlich schneller sein, dafiir kommt
die erste mit konstant viel Speicher aus, wohingegen der Speicheraufwand zur Berech-
nung von Grobnerbasen stark mit der Anzahl der Variablen wéchst. Aufterdem ldsst
sich die erste Methode leicht parallelisieren. Wobei das nur bedingt relevant ist, da die
beschriebenen Methoden beide eine grofle Anzahl an Gittern untersuchen miissen und
das fiir beide einfaches Parallelisieren ermoglicht. Fiir einen Vergleich anhand einiger
Beispiele siehe Abschnitt 4.5. Es verbleibt die Frage, wie die Stelle P zu wéhlen ist.
Wie schon bei [Rob07] beschrieben, wichst mit steigendem Grad von P nach Hasse
auch die Anzahl der Punkte auf dem Schnitt der reduzierten Quadriken und damit die
Anzahl der zu untersuchenden Gitter. Da eine Kurve vom Geschlecht eins {iber einem
Korper mit ¢ Elementen O(q) viele rationale Punkte besitzt, ist dieses Wachstum ex-
ponentiell in deg P. Andererseits wéchst die Diskriminante der Gitter mit dem Grad
der Stelle P und somit sinkt die Anzahl der Gitterpunkte mit beschrinkter Hohe.
Unter Abschnitt 4.5 wird die Wahl der Stelle anhand einiger Beispiele untersucht.

2.5 Kombinieren von Abstiegs-Abbildungen

2.5.1 V- und V2-Abstieg

Seien 9 : B — A und v : C — B Isogenien der elliptischen Kurven A, B und C
iiber dem Koérper K. In Absatz 1.4.1 haben wir die exakte Sequenz

0 = A(K)/¢1(B(K)) = Sel(K, 1) — HI(K, B)[¢1] = 0

angegeben. Bezeichnen wir die Komposition ¥ o 19 mit ¢ : C' — A, so erhalten wir
folgendes kommutatives Diagramm:

A(K)/$(C(K)) — Sel(K, ¢) —— HI(K, C)[¢] ——=0

lid iﬂ& J{ﬂ&
A(K) /1 (B(K)) — Sel(K, 1) —— II(K, B)[¢1] —=0
Die vertikalen Abbildungen sind dabei durch die Identitdt auf A(K) und durch ¢y auf
den Kohomologiegruppen induziert. Ein Beweis fiir die Kommutativitat fiir ¢4 = [m)

und ¢ = [m"] findet sich in [Sil86, X.4]. Der allgemeine Fall lisst sich durch eine
einfache Rechnung mit Cech-Kozykeln verifizieren. Damit ist auch die Sequenz

0= A(K)/¢1(B(K)) = ¢2(Sel(K, ¢)) = ¢o(II(K, C)[¢]) — 0
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exakt, vergleiche [Sil86, X.4.12|. Kénnen wir also das Bild von Sel(K, 1)) unter der
von 19 induzierten Abbildung berechnen, so liefert uns das eine Approximation fiir
das Bild von A(K)/v1(B(K)), die mitunter genauer ist als die ¢1-Selmergruppe.

Seien A eine gewohnliche elliptische Kurve iiber einem globalen Koérper K der
Charakteristik 2 und +; und 1, die Verschiebung V : A®) — Aund V : A®W — A®),
Gelte weiterhin #AW[V?2](K) = 4. In dieser Situation kénnen wir

V : Sel(K, ker V?) — Sel(K, ker V)
explizit beschreiben. Diese Abbildung ist die Einschrankung von
V. HY Gk, ker V?) — H (G, ker V), (o +— T,) — (0 +— V(T,))
auf die Selmergruppen. Wie schon in Abschnitt 1.3.2 beschrieben gilt
ker V? ~ Wy(Fy) und ker V ~ Wi (Fy) = Fy.

Fir
[ Wa(F2) — Fa, (vo,v1) = vo

kommutiert das Diagramm

ker V2 LA kerV .

Wg (Fg) f4> FQ

Betrachten wir das dazugehorige Diagramm der ersten Kohomologiegruppen, so sehen
wir, dass die Abbildung

HY (G, Wa(Fs)) = H(Gk,Fy)

durch
(U = (UO',Oa Ua,l)) = (0' — 1}070)

gegeben ist. In dem kommutativen Diagramm

HY Gy, ker V2) —L—~ HY (G, ker V)

W2 (K)/p(Wa(K)) K/p(K)

ist somit die untere horizontale Abbildung durch (vg,v1) — vy gegeben.

Angenommen unsere Aufgabe ist die Berechnung der Kardinalitdt und der Erzeu-
ger von A(K)/V(A®)(K)). Dazu wollen wir fiir ein Element r € Sel(K, V) C K/p(K)
untersuchen, ob es im Bild der V-Abstiegs-Abbildung liegt. Nach Abschnitt 1.6 miis-
sen wir dazu einen K-rationalen Punkt auf einer Geschlecht-Eins-Kurve C, finden.
Falls unsere Suche erfolglos bleibt, kénnen wir die V2-Selmergruppe berechnen. Da
die Abstiegs-Abbildungen durch

a1 s A(K) V(AP (K)) — Wi (K)/p(Wi (K))

ae
H [E—
(z,v) a%xQ
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az : A(K)/VE(AW(K)) = Wa(K)/p(Wa(K)),

e s )

2,27 ;3.3 1 2.2 1,4
ajx?’ ajx aix aix aix

gegeben sind, sehen wir direkt, dass r € K der Reprisentant eines Elements aus dem
Bild von V : Sel(K, V?) — Sel(K, V) ist, genau wenn es ein Element in Sel(K, V?) gibt
mit Représentanten (r,7’) € Wa(K), r’ beliebig. Gibt es keinen solchen Wittvektor,
dann wissen wir, dass C,. keinen K-rationalen Punkt besitzt. Ist (r, ') ein Urbild von
r unter V und P € A(K) mit as(P) = (r,r’), dann gilt a1(P) = r. Da es auf dem
zu (r,r") korrespondierenden homogenen Raum Cf, .y im Allgemeinen K-rationale
Punkte kleinerer Hohe als auf C. gibt, bietet es sich manchmal an, auf diese Weise
Erzeuger von A(K)/V(A®)(K)) zu bestimmen. Ein analoges Vorgehen ist moglich,
wenn A (K) keine volle V2-Torsion besitzt.

2.5.2 F- und F?-Abstieg

Seien die Isogenien ¢; : B — A, ¢ : C — B und ¢ : C — A wie zuvor und
bezeichnen 1y, 3 und 1" die dualen Isogenien. Angenommen, wir sind daran in-
teressiert, eine Mordell-Weil-Basis fiir A(K) zu berechnen, indem wir Erzeuger fiir
A(K)/[deg 1] A(K) ermitteln. Wir haben bereits einen v-Abstieg durchgefithrt und
auf diese Weise Erzeuger fiir A(K)/¢1(B(K)) berechnet. Nun sind wir an Erzeugern
fiir B(K)/vy(A(K)) interessiert, da uns deren Bilder unter 1); ein Erzeugendensys-
tem fiir 11 (B(K))/[deg1](A(K)) liefern. Die Menge [deg 1] A(K) zerfallt modulo
[deg¥]A(K) in deg)o viele disjunkte Klassen. Anders ausgedriickt: Jede Klasse in
A(K)/[degn] besitzt deg o viele Urbilder unter der kanonische Abbildung

Ty, 2 A(K)/[deg Y]A(K) — A(K)/[deg 1] A(K).

Ist ein b € Sel(K,v7) gegeben und sei P € B(K) der Reprisentant eines Urbilds
von b unter der 1)’ -Abstiegs-Abbildung, dann definiert ¢ (P) eine eindeutige Klasse
modulo [deg11]A(K). Anstatt direkt nach P zu suchen, kénnen wir auch ermitteln,
in welche Klassen 1 (P) + [deg 1] A(K) modulo [degy]A(K) zerfillt, also welche
Urbilder ;(P) unter my, besitzt, und versuchen, ein @ € C(K) zu bestimmen, fiir
das 9 (Q) in einer dieser Klassen enthalten ist. Der Vorteil liegt darin, dass es auf diese
Weise mitunter moglich ist, das Problem auf das Finden von Punkten kleinerer Héhe
zu reduzieren. Angewendet auf obige Situation bekommen wir ¢} = F und 4" = F2.
Seien nun Elemente b, € K*/(K*)* und b € K*/(K*)? gegeben mit b; = £2(Q)
und b = B,(P) fiir Q € AW (K) und P € A®?(K). Im Folgenden identifizieren wir
die Klassen modulo (K*)* und modulo (K*)? jeweils mit einem Reprisentanten in
K und schreiben fiir beides nur b; bzw. b.

Lemma 2.5.1. Die Punkte V(Q) und P liegen in derselben Klasse modulo F(A(K)),
genau wenn by =b mod (K*)? gilt.

Beweis. Angenommen V(Q) = P mod F(A(K)) und sei Q = (z,y) € AW (K). Dann
2 4 2
gilt B1(P) = B1(V(Q)) = TE4%  Weiterhin gilt 32(Q) = y + 1/az? + as*z und

a‘llw
da ajx(y + 1/ata? + ajstz) = y? + afs82? + ag und 22 + a}a? beides Quadrate in K
sind, gilt die Behauptung. Gelte nun b; = b mod (K*)? und b; = 82(Q), b = 1 (P).
Dann haben V(Q) und P dasselbe Bild unter 1, liegen also in derselben Klasse. O
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Bemerkung 2.5.2. Fine dquivalente Formulierung der Aussage des Lemmas ist,
dass das Diagramm

A (K) [ FHA(K)) 2 K% /(K7)

v |

AR(K)/F(A(K)) 2 KX (%)

kommutiert. Hierbei ist mg durch
mr s KX J(K)* = KX/ (K*)?, a(K*)* = a(K*)?
gegeben.

Ist nun ein b € Sel(K,F) C K*/(K*)? gegeben und wir kénnen keinen K-rat-
ionalen Punkt auf dem korrespondierenden homogenen Raum Cj bestimmen. Dann
kénnen wir Sel(K, F?) C K* /(K*)* berechnen. Mit Hilfe von Polynomfaktorisierung
liisst sich entscheiden, welche Repriisentanten der Klassen aus Sel(K, F'?) sich nur um
ein Quadrat von einem Représentanten flir b unterscheiden. Ist C%, der homogene
Raum solch eines Elements b; und R € Cy, (K). Dann liefert uns R einen Punkt @
auf AW (K) und V(Q) € A®(K) ist der Repriisentant eines Urbilds von b unter ;.
Wir bekommen auf diese Weise sogar ein notwendiges Kriterium dafiir, dass ein b aus
K>*/(K*)? im Bild von $3 liegt:

Lemma 2.5.3. Sei b€ K*/(K*)%. Angenommen b liegt im Bild von 31. Dann gibt
es ein Element by € Sel(K, F?) mit by ist ein Quadrat in K* also by = b3 und byb ist
ebenfalls ein Quadrat in K*.

Beweis. Sei P = (xg,yo) ein Punkt auf A®)(K) mit 8;(P) = o = b. Dann ist das
Bild F(P) = (23,92) von P unter F ein Punkt auf A (K) und es gilt

1
Ba(F(P)) = yj + —7p + a1s'ag
1

1
= (yo + — 2 + ais’xo)?
ai
Unter Verwendung der Weierstrafs-Gleichung fiir A®) sehen wir direkt, dass das Ele-
ment by := (yo + 1/a222 + a?s?z)? sowohl im Bild von s liegt, als auch ein Quadrat
ist, dessen Wurzel sich nur um ein Quadrat von b unterscheidet. O

Bemerkung 2.5.4. Diese Aussage ldsst sich auch durch die Untersuchung des obigen
Diagramms beweisen.

2.6 Implementation

Zum gegenwartigen Zeitpunkt existieren nur sehr wenige Implementationen von Algo-
rithmen zur Berechnung von Mordell-Weil-Basen fiir elliptische Kurven iiber globalen
Funktionenkérpern. Zum einen sind die Algorithmen aus [Rob07], die eine maxima-
le Menge unabhéngiger Punkte fiir Kurven iiber rationalen Funktionenkoérpern mit
voller 2-Torsion und Charakteristik grofer gleich 5, und zum anderen ist die Idee
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aus [Kra77| zur Berechnung der V- und F-Selmergruppe fiir gewohnliche elliptische
Kurven {iber rationalen Funktionenkérpern der Charakteristik 2 in Magma [BCP97]
implementiert. Des Weiteren verfiigt Magma iiber einen Algorithmus, der auf ande-
rem Wege — siehe auch Abschnitt 5.1 — in sehr speziellen Situationen Aussagen iiber
den Rang und iiber unabhéngige Punkte trifft. Implementationen fiir diese Aufgaben
existieren unseres Wissens nach in keinem anderen Computeralgebrasystem.

Im Zuge dieser Arbeit wurde ein Grofsteil der vorgestellten Algorithmen in Magma
implementiert. In Charakteristik grofier gleich 5 wurden die Algorithmen von Roberts
von uns auf beliebige globale Funktionenkérper und unabhéngig von den Torsions-
punkten erweitert. Fiir Charakteristik 2 haben wir uns auf rationale Funktionenkor-
per beschrankt. Wir haben eine eigene Implementation der Berechnung der V- und
F-Selmergruppen gewohnlicher elliptischer Kurven — siehe Absatz 4.7 fiir einen Ver-
gleich der Geschwindigkeiten — sowie eine Implementation zur Berechnung der V2-
und F?2-Selmergruppe und der V- und F-Selmergruppe supersingulirer elliptischer
Kurven angefertigt. Des Weiteren wurden Algorithmen zur Berechnung von Modellen
fiir die homogenen R&aume und fiir die Minimierung und Reduktion dieser sowie fiir
die Suche nach Punkten auf ihnen von uns implementiert. Dariiber hinaus wurde ein
Algorithmus von Siksek fiir den unendlichen Abstieg — siehe Abschnitt 3.1 — von uns
auf Funktionenkorper verallgemeinert.



Kapitel 3

Hohen und Anwendungen

Dieses Kapitel unterteilt sich grob in zwei Hilften. In der ersten schétzen wir in
Lemma 3.1.1 die Differenz der naiven und der kanonischen Héhe in Charakteristik p
ab und wenden das auf den unendlichen Abstieg an. In der zweiten ermitteln wir
explizite Schranken fiir die Hohe S-ganzer Punkte in Charakteristik 2. Das resultiert
in den Aussagen 3.2.3 und 3.2.4. Des Weiteren stellen wir verschiedene Methoden zur
Berechnung aller S-ganzen Punkte vor.

Bei der Definition der Héhe halten wir uns an [Sil86, VIII.6,VIIL.9] und [Sil94,
II1.4]. So ist die Hohe h(a) fiir ein Element a eines (globalen) Funktionenkdrpers
definiert als der Grad der Funktion a, also als der Grad des Poldivisors von a. Die
naive Hohe h(P) eines Punktes P auf einer elliptischen Kurve A ist definiert als die
Hohe seiner 2-Koordinate und die kanonische Héhe i (P) ist iiber den Grenzwert

h(P) := lim N~2h([N]P)

N—o0

definiert.

3.1 Unendlicher Abstieg

Eine maximale unabhéngige Menge {Pi,...,P,} von K-rationalen Punkten auf A
stellt ein Erzeugendensystem einer Untergruppe des freien Anteils von A(K) dar.
Diese Untergruppe hat endlichen Index, da sie eine maximale unabhéngige Menge
von Punkten enthélt. Um solch ein Erzeugendensystem zu einer Mordell-Weil-Basis
zu erweitern, konnen wir so, wie bei Siksek [Sik95] beschrieben, vorgehen. Die dort
beschriebene Methode basiert darauf, den Index der von den gegebenen Punkten
erzeugten Untergruppe nach oben abzuschédtzen. Das liefert eine endliche Menge po-
sitiver S-ganzer Zahlen n, fiir die getestet werden muss, ob es Koeffizienten A1, ..., A,
und Q € A(K) gibt, mit Ay P; + - -+ A P, = nQ und nicht alle A; durch n teilbar. Ist
das der Fall, so wird die Untergruppe entsprechend vergrofert. Siksek stellt den Al-
gorithmus in seiner Arbeit fiir elliptische Kurven iiber Zahlkérpern vor. Aber er lisst
sich ohne grofte Schwierigkeiten auch in Charakteristik p anwenden. Die Idee dhnelt
der zur Berechnung der Einheitengruppe fiir einen Zahlkérper wie zum Beispiel in
[PZ97] und [vS91] beschrieben. Wir fassen den freien Anteil von A(K) zusammen mit
der kanonischen Héhe als ein Gitter auf und benutzen Methoden aus der Geometrie
der Zahlen. Eine untere Schranke fiir die Hohe eines Punktes unendlicher Ordnung in
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A(K) liefert uns eine Abschétzung fiir den Regulator. Nun berechnen wir den Regula-
tor des von Py, ..., P, erzeugten Untergitters und bekommen so eine obere Schranke
fiir den Index. Diese Methode funktioniert unabhéngig von der Charakteristik von K.
Alles was wir bendtigen ist eine Abschétzung der Differenz der kanonischen und der
naiven Hohe. In [Sil90] zeigt Silverman, wie solch eine Abschétzung iiber Zahlkorpern
berechnet werden kann. Dazu zerlegt er die kanonische Héhe in die Summe der lokalen
Hohen und schétzt fiir diese jeweils die Differenz ab (siehe dazu [Lan78, I11.4, IIL.5]).
Dasselbe Vorgehen ist auch iiber globalen Funktionenkérpern moglich:

Lemma 3.1.1. Sei A eine elliptische Kurve tiber einem globalen Funktionenkdrper
K gegeben durch eine Weierstraf$-Gleichung, deren Koeffizienten S-ganz sind. Sei A
die Diskriminante und j die j-Invariante von A. Dann gilt fir alle P = (z,y) € A(K)
die Ungleichung

—5h() ~ O < h(P) ~ h(P) < Th(A) + Gy,

Hierbei sind C7 und Cy Konstanten, die von den Polen der Koeffizienten der Weier-
strafS-Gleichung abhdngen und explizit berechnet werden kénnen.

Beweis. Wir gehen wie bei [Sil90] beschrieben vor.

W(P) —h(P) =23 (P) — Y log” |1,

1 + 0 l=2 -3 +
ZQZ_ﬂlog |J|v+22)‘v(cv Z,Cy y)_log |‘T|’U

vgS veS
> QZ 10g+ | 7 1o —5—22)\ 2z, c3y) —log™t | e %x | —2v(cy)
v¢S veES
= ——h Z 2v(cy)
veS

Dabei nutzen wir die Eindeutigkeit lokaler Hohen aus. Aufgrund dieser gilt fiir einen
Isomorphismus f : A — A’ von elliptischen Kurven die Gleichheit A\, = )\; o f fir
passende lokale Hohen auf A bzw. A’. Weiterhin wird verwendet, dass isomorphe
Kurven dieselbe j-Invariante haben und dass v(¢,) > 0 gilt. Das Element ¢, ist durch
den Isomorphismus, der A auf ein v-ganzes Modell abbildet, gegeben. Fiir die andere
Ungleichung gilt

W(P)— h(P) =23 A(P) = Y log* |1,

1 oo
§22510g+‘A|D+Z2AU(CU2J},CU3y)—IOg+|$‘v
'L)¢S veS

1 + "=2,. =3 +,.-2
<2§Su1°g AL+ o ertner) ~log" | ey 420
v v

—|—Z4v Cy)

veS

cm>—~
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Hier benutzen wir wieder den Isomorphismus von oben und beachten, wie er die
Diskriminante transformiert. O

In seiner Arbeit stellt Siksek eine weitere Abschétzung der Differenz der kanoni-
schen und der naiven Hohe vor. Diese basiert nicht auf einer Zerlegung in lokale Hohen,
sondern darauf, die Differenz zwischen h(2P) und 4h(P) durch explizite Rechnungen
abzuschétzen. Diese Methode funktioniert mit minimalen Modifikationen auch in Cha-
rakteristik p. Unterschiede entstehen dadurch, dass wir in Charakteristik 2 nicht mehr
mit einer kurzen Weierstrafs-Gleichung arbeiten konnen. Dadurch bekommen wir an-
dere Gleichungen, die wir mit Hensel auf lokale Losbarkeit {iber der Vervollstandigung
untersuchen miissen. Statt zu untersuchen, wann ein Element ein Quadrat ist (Glei-
chung von der Form 3? = f(z)) untersuchen wir nun, wann eine Gleichung der Form
y? +y = f(z) 16sbar ist. Das bereitet unter Verwendung von Abschnitt 2.3.1.1 keine
grofsen Schwierigkeiten.

Mit Hilfe der Abschétzung fiir die Differenz der Hohen ist es einfach, den Algo-
rithmus von Siksek auf globale Funktionenkdrper zu iibertragen. Damit sind wir in
der Lage, eine maximale Menge unabhéngiger Punkte zu einer Mordell-Weil-Basis zu
erweitern. In meinem Programm verwende ich eine modifizierte Version von Steve
Donnellys Implementation von Sikseks Algorithmus zur Erweiterungen von Mordell-
Weil-Basen {iber Zahlkdrpern. Wie auch bei der Einheitengruppenberechnung — siehe
[vS91] — wird dabei die Suche nach Koeffizienten A; mit \; Py + -+ + A\ B = nQ
durch die Reduktion modulo verschiedener Stellen und die Verwendung von linearer
Algebra deutlich beschleunigt. Vergleiche [Sik95, 2.3.1].

3.2 Ganze Punkte

Sei A : y? + a1xy + asy = 3 + asx® + asx + ag eine elliptische Kurve iiber einem
Zahlkoérper K und seien die Koeffizienten a; aus der Maximalordnung Og. Dann
nennen wir einen Punkt P = (z,y) € A(K) ganz, wenn x und damit auch y in O
liegen. Nach Siegel wissen wir, dass es in dieser Situation nur endlich viele ganze
Punkte gibt, siehe zum Beispiel [Sil86, X.3.2.1]. Es kénnen sogar explizite Schranken
fiir ihre Hohe angegeben werden. Das Konzept der ganzen Punkte lasst sich auch auf
elliptische Kurven iiber einem globalen Funktionenkdrper K iibertragen. Hier fixieren
wir eine Weierstrafs-Gleichung und eine endliche Menge von Stellen S, verlangen,
dass die Koeflizienten der Weierstraf-Gleichung nur Pole an diesen Stellen haben,
und nennen einen Punkt P = (z,y) € A(K) S-ganz, wenn x und damit auch y keine
Pole aufserhalb von S besitzt. Im Folgenden bezeichnet - wenn nichts anderes gesagt
wird - die Hohe eine Punkts auf einer elliptischen Kurve immer seine naive Hohe, also
die Hohe seiner z-Koordinate.

3.2.1 Hohenschranken fiir S-ganze Punkte

Elliptische Kurven iiber globalen Funktionenkérpern kénnen unendlich viele S-ganze
Punkte besitzen, allerdings nur, wenn ihre j-Invariante algebraisch iiber dem Kon-
stantenkorper ist. Falls die j-Invariante transzendent und die Charakteristik von K
grofser als 3 ist, konnen wir dieselben Techniken wie {iber Zahlkérpern verwenden, um
zu zeigen, dass es nur endlich viele S-ganze Punkte gibt und um eine Schranke fiir
ihre Hohe anzugeben. Wir wollen nun die Situation in Charakteristik 2 betrachten.
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3.2.1.1 Gewdhnliche elliptische Kurven

In [Vol90] beweist Voloch die Endlichkeit der Anzahl der S-ganzen Punkte fiir nicht
isotriviale gewohnliche elliptische Kurven mit einer anderen Methode. Im Folgenden
werden wir diese Methode verwenden, um Héhenschranken fiir eben solche elliptische
Kurven in Charakteristik 2 zu berechnen. Sei also A : % + a2y = 22 + asx? + ag eine
feste Weierstraf-Gleichung einer elliptischen Kurve iiber einem globalen Funktionen-
korper K der Charakteristik 2. In [Kra77, Lemma 1.2] wird gezeigt, dass es sich bei
der Abbildung
v:AK) = H, (x,y) — <x, Zﬁ2>
ajx

fiir H einen Quotienten von K* x agK? um einen Gruppenhomomorphismus mit
kery = 2A(K) handelt. Voloch zeigt in [Vol90, Bemerkung 3.3], dass die Abbildung

f:H— K, (u,v)»—)v—&—p(%ju)

mit 6 = d%s flir ag kein Quadrat ein Isomorphismus ist und Hintereinanderausfiihrung
liefert

ag agdx
CAK) = K, (v,y) = —— +
e ACK) (z,y) o p(gj>
Um mit p zu arbeiten, nehmen wir erst einmal an, dass ag kein Quadrat ist und
zeigen spéter wie das Argument sonst modifiziert werden muss. Wir gehen hier analog
zu Voloch vor, mit dem Unterschied, dass wir explizite Schranken berechnen.

Lemma 3.2.1. Sei (z,y) € A(K) ein S-ganzer Punkt, v € S und n € N ausreichend
grofl. Dann gilt fir v(z) < —n auch v(p(z,y)) > n/2 — C wobei C eine explizit
berechenbare Konstante ist, die nur von den Koeffizienten der Weierstrafs-Gleichung
abhdngt.

Bemerkung 3.2.2. Das bedeutet, dass die Abbildung p stetig in der v-adischen To-
pologie ist. Fir v(x) — —oo also fiir P — O geht das Bild unter u gegen null.

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen v(x) =: —n, v(y) =: —m, v(a;) =: —d;
und verlangen, dass 3n > max{d; + m + n,ds + 2n,dg} gilt. Das ist fiir ausreichend
grofes n der Fall. Dann gilt 2m = 3n. Das bedeutet 2 und z® haben dieselbe v-Be-

wertung und alle anderen Summanden haben eine grofere. Daraus folgt m = %n und

n > d := max{2dy, da, %} Nun schreiben wir n = d + ¢, m = 3(d + ¢). Dann gilt
v(z%) = v(y?) = 3d+3c und das Minimum der Bewertungen der anderen Summanden
ist grofer gleich dem Maximum von 4 +d+c+ 3(d+c¢) = 3d+ Scund d+2(d+c) =
3d+2c und 3d also 3d+ %c. Als Reihen in einer lokalen Uniformisierenden 7 beginnen
also z° und y? bei 7~ (34+3¢) und die anderen erst %c viele Koeffizienten spéter. Da die
Charakteristik 2 ist, hat y? nur Koeffizienten an den geraden 7w-Potenzen. Da (x,v)
die Weierstra-Gleichung erfiillen, miissen bei 2> auch von den ersten %c Koeffizienten
die an den ungeraden m-Potenzen null sein. Folglich kénnen wir ¢ = 2¢; schreiben.
Bezeichnen wir mit 2z’ die Ableitung von z nach 7 und fiir ag analog. Dann gilt
v(z'/x) > ¢ — 1 und mit c2 := v(ag/ag) gilt v((asz’)/(agxz)) > c1 + ca — 1. Die
Bewertung der anderen Summanden ist grofer, also liefert uns das die gewiinschte
Abschétzung fir die Summe. O
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Kennen wir eine maximale Menge unabhéngiger Elemente von A(K)/2A(K), zum
Beispiel eine Mordell-Weil-Basis, dann kénnen wir das endliche Bild von p berechnen
und bekommen Schranken fiir die v-Bewertung der Elemente des Bildes. Mit obigem
Lemma liefert uns das eine untere Schranke fiir das Minimum

min{v(z) | (z,y) ist S-ganzer Punkt in A(K) \ 2A(K)}.

Kombinieren wir diese Schranken fiir alle Stellen aus S, so bekommen wir eine Schran-
ke fiir die Hohe eines S-ganzen Punkts. Kennen wir nicht geniigend unabhéngige
Punkte, so liefern die folgenden Lemmata Aussagen {iber das Bild von p.

Lemma 3.2.3. Sei v € S eine Bewertung, fir die A gute Reduktion besitzt. Gel-
te auferdem v(dag/dmw) = 0 fiir m eine lokale Uniformisierende von v. Dann gilt
v(u(P)) > 0 fir alle P = (x,y) € A(K).

Beweis. Da A nach Voraussetzung gute Reduktion an v besitzt, gilt fiir die Bewertung
der Diskriminante v(A(A)) = v(alag) = 0. Folglich gilt v(a;) = v(ag) = 0, da v nicht
in S liegt.

1. Fall: v(z) =0
Dann haben wir v(=%

aa?
gilt v(9Z) — v(z) > 0. Also gilt v(u(P)) > 0 wie behauptet.
2. Fall: v(z) <0
Dann gilt v(—

= 0. Nach Voraussetzung gilt v(ag) — v( %) = 0. Weiterhin

t5) > 0. Weiterhin gilt v( > 0. Daher ist auch die v-Bewertung des

)
Elements x(y) =1+a1y +ax(f )2+ aﬁ( )? grofer gleich null. Unter Verwendung
7))~

der Ableitungsregeln sehen wir, dass v(9%) —v(z) = v(dgfr ) —v(z2?) fiir z € KX gilt.

Wihlen wir z = £, so folgt v(-3Z) > 0 mit obiger Rechnung.

3. Fall: v(z) > 0

Wir schreiben die Elemente jeweils als Reihen in 7. Als erstes erkennen wir, dass aus
v(ag) — 0 und v(%) = 0 auch ag = ag,0 + a6,17™+ ... mit ag,o # 0 und ag,1 # 0 folgt.
Sei nun v(z) > 1. Dann ist « von der Form x = a:17r +...undy =yo+ i+ ...
Da z und y der Weierstraf-Gleichung genﬁgen gilt yO + a1,0T1Yo™ + ag,0 + ag,1m = 0.
Daher gilt 1 # 0, also v(z) = 1 und 23 = a§ ; /(ag 0ai ). Nun berechnen wir

ae as,0 _o a1 _q 0
= (0]
@ap ~ @3 @ PO
und )
agdx dagx 60 _o9 Q60 _1 0
—_ —_— O .
o drm / dm ) a%J?T + a6717T +0(m)
Ein Vergleich der Koeffizienten liefert v(u(z,y)) > 0. O

Lemma 3.2.4. Sei v eine Stelle, die nicht die Voraussetzungen des vorherigen Lem-
mas erfillt, d.h. v € S oder A hat keine gute Reduktion an v oder v(dag/dm) # 0.
Dann ist v(u(P)) nach unten beschrinkt, praziser v(u(P)) > b,.

Beweis. Wir unterscheiden wieder dieselben Félle.

1. Fall: v(z) =0

Dann gilt v(-3%5) = v(ae) — 2v(a;) und v(4L)
1

von p(z,y) also v(u(z,y)) > min{0,v(ag) — 2v(a1), 20( 247},

dae

> 0. Insgesamt gilt fiir die Bewertung
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2. Fall: v(z) <0

Dann gilt U(aggz) > v(ag) — 2v(a;) und wegen v(9L) > v(z) — 1 gilt v(2L) > —1.
Wir bekommen v(p(z,y)) > min{0, v(ag) — 2v(aq), 21}(%) -2}

3. Fall: v(z) >0

Hier verwenden wir, dass ag kein Quadrat ist, d.h. v(%) = m < oo und dann
auch v(y? +ag) < m+ 1. Aufgrund der Weierstraf-Gleichung ist dann v(x) nach oben
beschrénkt. Die Schranke lasst sich einfach berechnen und héngt von den Bewertungen

der a; ab. Somit haben wir eine untere Schranke fir v(a‘,jgz). Es gilt v(%) > 1.
1

Insgesamt haben wir v(u(x,y)) > b, mit b, abhingig von v(ay),v(az),v(ag) und

v(%f). O

Nun gilt es noch eine obere Schranke fiir die Hohe der S-ganzen Elemente in
2A(K) anzugeben.

Lemma 3.2.5. Sei Q = 2P ein S-ganzer Punkt in 2A(K). Das heifst, fiir alle Stellen
w nicht in S gilt w(xz(Q)) > 0. Dann ist auch P ein S-ganzer Punkt.

x4+a?

Beweis. Sei P = (z,y) und gelte w(x) < 0, dann 2(2P) = “4* . Da wir w(a;) > 0
1
voraussetzen, gilt auch w(x(2P)) < 0. O

Lemma 3.2.6. Seien sowohl P = (z,y) als auch 2P S-ganze Punkte und v € S.
Dann ist v(x) nach unten beschrinkt.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass w(z) < n,, fiir alle Stellen w ¢ S gilt. Nach den

Voraussetzungen gilt w(z) > 0 und w(x4(:§‘;£a6) > 0 sowie w(a;) > 0. Fiir den Zihler
1

gilt dann w(z? + a?ag) < w(aag) oder 4w(x) = w(a?ag) wihrend die Bewertung
des Nenners w(afz?) = 2(w(a1) + w(z)) erfiillt. Also haben wir w(z) < Fw(ag)
oder w(z) = 1w(a}ag). Damit bekommen wir eine Schranke fiir die endlich vielen
Nullstellen von z und somit auch eine fiir die Pole. O

Wenn die 2-Torsion von A K-rational, also wenn ag ein Quadrat ist, dann miissen
wir die obige Argumentation etwas modifizieren:

Lemma 3.2.7. Sei A : y? 4+ a1y + 23 + ax2? + a% = 0 eine elliptische Kurve mit
rationalem 2-Torsionspunkt P = (0,ag). Dann gibt es eine elliptische Kurve A’ mit
Weierstraf$-Gleichung

y2 + a1y + 2> + a2x2 + ai’aﬁ

und eine rationale Isogenie

T €T

x? + a1ag x? + aiag a%aﬁx + a%a%
Y+ + ag
T

V:A%A’,(a:,y)b—)( , 5 3
Die duale Isogenie ist durch

. A £2 /
F:A = A (z,y) = | =.9
ay

gegeben.

Beweis. Das kann mit Velus Formel — siehe zum Beispiel [Koh96, S. 14] — nachgerech-
net werden. O
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Lemma 3.2.8. Sei A eine elliptische Kurve mit rationaler 2-Torsion. Dann ist die
Menge der S-ganzen Punkte P auf A(K) mit P ¢ F(A'(K)) endlich und ihre Hohe
durch eine berechenbare Konstante beschrinkt.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem Fall mit trivialer 2-Torsion und geht auf
Voloch zuriick. Statt der Abbildung i verwenden wir nun die modifizierte Abbildung
po AK) = K, (z,y) — %% mit « ist kein Quadrat. Die Abbildung ist ein Ho-
momorphismus mit Kern F(A'(K)). Explizite Schranken kénnen wir zum Beispiel
bekommen, indem wir mit Hilfe einer maximalen unabhédngigen Menge das Bild von

i/ bestimmen. O

Lemma 3.2.9. Sei P = F(Q) ein S-ganzer Punkt in F(A'(K)). Dann ist Q ebenfalls
S-ganz.

Beweis. F(z,y) = z—z Multiplizieren mit dem S-ganzen Element a? zeigt, dass z2
1

S-ganz ist. 0

Lemma 3.2.10. Die Menge der S-ganzen Punkte in F(A'(K)) ist endlich. Die Hohe
thre Punkte ist durch eine nur von der Weierstraf$-Gleichung abhingige Konstante
nach oben beschrinkt.

Beweis. Wir wissen, wenn P € A(K) S-ganz ist, so ist auch jedes @ € A’'(K) mit
P = F(Q) S-ganz. Hat nun A’ triviale 2-Torsion, dann kénnen wir obige Aussage
anwenden, um die Hohe von @) abzuschétzen. Ansonsten finden wir eine Isogenie auf
eine Kurve A” und wenden das Argument auf A” an. Die j-Invariante der isogenen
Kurve ist jeweils die Wurzel der j-Invariante der ausgehenden Kurve. Daher endet
das Verfahren nach endlich vielen Schritten. Die auftretenden Kurven haben jeweils

dieselbe Struktur in sofern, dass sich nur ag dndert. Daher gilt immer z(F(x,y)) = Z—z
1

Haben wir nach endlich vielen Schritten eine Schranke fiir das Urbild ermittelt, so
laufen wir den ganzen Weg zuriick und bekommen eine Schranke fiir P. O

3.2.1.2 Supersingulire elliptische Kurven

Sei A eine supersingulére elliptische Kurve iiber einem globalen Kérper K der Cha-
rakteristik 2. Dann kénnen wir annehmen, dass A durch eine Weierstrafs-Gleichung
der Form 3% 4 a3y + 22 4+ a4z + ag = 0 gegeben ist. Die j-Invariante von A ist null und
liegt somit im Konstantenkorper. Daher kann es unendlich viele S-ganze Punke auf
A geben. Wir bezeichnen einen Punkt (zg,y0) € A(K) als nicht-quadratisch, wenn
xo kein Quadrat in K ist und werden nun beweisen, dass A(K) fir K = Fya(t) nur
endlich viele nicht-quadratische S-ganze Punkte besitzt.

Lemma 3.2.11. Die durch die Weierstrafs-Gleichung y? + asy + 2> + aux +ag = 0
iber Foa(t) gegebene elliptische Kurve mit as, a4, ag € Foa[t] besitzt nur endlich viele
Punkte (xo,yo) fir die xo,yo € Foalt] gilt und z¢ kein Quadrat ist. Der Grad von xg
ist durch eine explizit berechnenbare Konstante beschrinkt.

Beweis. Gelte deg(zo) > max{3 deg(as), 5 deg(ag), 2 deg(az)}. Dann ist der Grad
von zg gerade. Es gilt deg(zg) = 2n und deg(yo) = 3n. Da xy nach Voraussetzung
kein Quadrat ist, ist m := deg dd% eine gerade natiirliche Zahl. Das bedeutet t("+1)
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ist das Monom von zy mit groftem ungeraden Grad und einem von null verschiedenen
Koeffizienten. Aufgrund der Weierstrak-Gleichung gilt

d(aszyo)  wgdag N d(asxo + ae)

dt dt dt
Daraus folgt
x3dzg
dn +m = deg & < max{3n + deg(as) — 1, 2n + deg(as) — 1, deg(as)}.
Also ist n nach oben beschrankt und damit die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 3.2.12. Mit Blick auf die Abstiegs-Abbildung aus Lemma 1.3.12 sehen
wir, dass alle aufler endlich vielen S-ganzen Punkten im Kern von ay liegen. Wir
haben also méglicherweise unendlich viele S-ganze Punkte auf A(K), die die Bilder
von Punkten auf A (K) unter der Verschiebung sind und endlich viele weitere.

3.2.2 Berechnung aller S-ganzen Punkte

In diesem Abschnitt beschranken wir uns auf gewohnliche elliptische Kurven. Fiir die
Berechnung aller nicht-quadratischer S-ganzer Punkte einer supersingulédren ellipti-
schen Kurve ist ein analoges Vorgehen méglich.

Nun da wir obere Schranken fiir die naive Hohe eines S-ganzen Punktes haben,
koénnen wir diese verwenden, um alle S-ganzen Punkte einer bestimmten Weierstraf-
Gleichung der oben beschriebenen Form zu berechnen. Dazu gibt es verschiedene Még-
lichkeiten. Ein Vergleich der Verfahren an einem Beispiel findet sich in Abschnitt 4.6.

3.2.2.1 Direkt

Die Menge der moglichen z-Koordinaten S-ganzer Punkte ist endlich. Wir kénnen
iber alle Kandidaten iterieren und durch Faktorisieren der Weierstraft-Gleichung die-
jenigen bestimmen, die K-rationale Punkte auf der elliptischen Kurve liefern. Die
Menge der Kandidaten kénnen wir — wie schon bei dem Siebalgorithmus beschrieben
— unter Verwendung reduzierter Ganzheitsbasen explizit konstruieren. Durch Reduk-
tion der Kurve modulo verschiedener Stellen kann diese Menge weiter eingeschrénkt
werden. Alternativ konnen wir Ansétze fiir die z- und y-Koordinaten S-ganzer Punk-
te machen. Einsetzen in die Weierstrafs-Gleichung liefert ein Gleichungssystem in den
Koeffizienten. Dieses kénnen wir mit Hilfe von Grébnerbasen l6sen. Asymptotisch
sind beide Methoden sehr langsam. In der Praxis ist vor allem die Zweite fiir nicht zu
grofe Beispiele durchaus anwendbar.

3.2.2.2 Unter Verwendung der homogenen Riume

Sei a; die V-Abstiegs-Abbildung und Cj, ein homogener Raum fiir das Element b der
V-Selmergruppe der elliptischen Kurve A. Ist (xg,yo) ein S-ganzer Punkt auf A und
gelte oy (zo,y0) = (z + az)/a? = b+ 23 + 2 fiir ein 29 € K. Wir sehen direkt, dass
zp nur an endlich vielen Stellen auferhalb von S Pole besitzen kann. Diese Stellen
und eine untere Schranke fiir die Polordnung von zg lassen sich direkt anhand der
Bewertungen von a; und b ablesen. Des Weiteren liefern uns die unteren Schranken
fiir die Polordnung von x( an den Stellen aus S eben solche fiir zy. Diese sind in etwa
halb so hoch. Statt also nach S-ganzen Punkten auf A zu suchen, kénnen wir auch
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mit den zuvor beschriebenen Methoden nach Sp-ganzen Punkten auf allen homogenen
Réumen Cj suchen. Auf diese Weise konnen deutlich grofiere S-ganze Punkte gefunden
werden.

3.2.2.3 Unter Verwendung von Mordell-Weil-Basen

Wir haben eine obere Schranke fiir die naive Hohe der S-ganzen Punkte auf einer
elliptischen Kurve A. Kombinieren wir diese mit den in Abschnitt 3.1 angegebenen
Schranken fiir die Differenz zwischen der naiven und der kanonischen Héhe, so bekom-
men wir eine obere Schranke fiir die kanonische Héhe der S-ganzen Punkte. Sei nun
{P1,..., P} eine Mordell-Weil-Basis von A(K), dann lésst sich jeder Punkt P € A(K)
schreiben als P = ni Py +---+n,P.+T mit T ein Torsionspunkt und die n; aus Z. In
der Arbeit von Gebel, Pethé und Zimmer [GPZ94] wird bewiesen, wie sich aus einer
Schranke fiir die kanonische Hohe eine obere Schranke fiir die Betrige der Koeffizi-
enten einer Darstellung beziiglich der gegebenen Mordell-Weil-Basis berechnen lésst.
Das von ihnen vorgeschlagene Verfahren funktioniert ohne Weiteres in Charakteristik
p und somit kénnen wir nun in Abhingigkeit von einer zuvor berechneten Mordell-
Weil-Basis {Py,..., P} ein n € ZZ° angeben, so dass fiir alle S-ganzen Punkte P
mit P = niP; + --- + n,.P. + T die n; betraglich kleiner gleich n sind. Dieses Ver-
fahren ldsst sich mit den in [Ker09| beschriebenen Methoden weiter beschleunigen.
Durch die Reduktion der Kurve modulo verschiedener Stellen und Berechnung der
Bilder der Mordell-Weil-Basis unter der Reduktionsabbildung lasst sich die Menge
der moglichen Koeflizienten weiter einschranken. Dabei wird nur von der Struktur
der reduzierten Kurve Gebrauch gemacht, so dass sich die Argumentation ohne Wei-
teres von Charakteristik 0 auf Charakteristik p iibertragen ldsst. Allerdings ist diese
Technik in unserem Fall nicht so entscheidend, da aufgrund der besseren Abschétzung
fiir die naive Hohe S-ganzer Punkte im Funktionenkorperfall, auch die Schranken fiir
die Koeffizienten einer Darstellung in der Mordell-Weil-Basis wesentlich kleiner sind.
Der Hauptteil der Arbeit besteht darin, das Gruppengesetz anzuwenden. Das bietet
Raum fiir weitere Optimierung.

3.2.3 Mordell-Kurven

In [Wil97] beschreibt Wildanger eine auf Mordell zuriickgehende Methode zur Be-
rechnung aller S-ganzen Punkte auf speziellen elliptischen Kurven tiber Zahlkérpern.
Diese wird in [FGP13] von Fieker, Gaal und Pohst auf rationale Funktionenkdrper
iber endlichen Korpern der Charakteristik grofer 3 {ibertragen. An dieser Stelle un-
tersuchen wir, wie ein analoges Vorgehen in Charakteristik 2 aussehen kénnte.

Definition 3.2.13. Eine elliptische Kurve A, tber einem Kérper der Charakteris-
tik 2 gegeben durch eine Weierstrafi-Gleichung der Form y? +xy+ 23 = ag bezeichnen
wir als Mordell-Kurve.

Im Folgenden sei K = Fya(t) der rationale Funktionenkorper iiber einem endlichen
Korper der Charakteristik 2. Sei A, eine Mordell-Kurve iiber K und (X,Y) € Fau[t]?
ein S-ganzer Punkt auf A. Dann besitzt das kubische Polynom

f(T) =T+ XT?+YT +Y?+ X3

die Diskriminante a2, wie sich leicht nachrechnen lisst. Wie in den zuvor zitierten
Arbeiten ist somit das Problem der Bestimmung aller S-ganzen Punkte auf A,, dar-
auf reduziert, Polynome vorgegebener Diskriminante zu berechnen. Leider scheint
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das in Charakteristik 2 relativ schwierig zu sein. Normalerweise werden dazu alle ku-
bischen Erweiterungen vorgegebener Diskriminante konstruiert und in diesen dann
eine Indexformgleichung gelést. Wenn wir aber nur die Diskriminante der endlichen
Maximalordnung vorschreiben, dann gibt es unendlich viele nichtisomorphe kubische
Erweiterungen von Faa(t). Wir kénnten die zuvor berechnete Hohenschranke fiir den
Grad der xz-Koordinate verwenden, um Aussagen iiber die Verzweigung der unend-
lichen Stellen der Erweiterungen zu machen, aber es scheint, als wire das Vorgehen
dann aufwendiger, als das Durchprobieren sédmtlicher moglicher z-Koordinaten wie
zuvor beschrieben.

3.3 Berechnung von Endomorphismen

In [Sool3] prisentiert Soomro einen auf Manin zuriickgehenden Beweis von Hasses
Theorem iiber die Anzahl rationaler Punkte auf elliptischen Kurven iiber endlichen
Korpern. Im Zuge dieses Beweises wird ein Zusammenhang zwischen Endomorphis-
men elliptischer Kurven iiber einem endlichen Korper k und k(¢)-rationalen Punkten
auf eine korrespondierenden Kurve iiber k(t) aufgezeigt. Genauer gesagt, sei F eine
elliptische Kurve {iber k. Aus den Koeffizienten einer Weierstraf-Gleichung von F
kénnen wir direkt die Koeffizienten der Weierstrafs-Gleichung einer elliptischen Kurve
E™ iiber k(t) ablesen, so dass gilt

E™W (k) 2 U = {¢ € Mory(E, E) | [-1] o) = 1o [-1]}.

Diese Isomorphie ist ebenfalls explizit und kann in beide Richtungen durchgefiihrt
werden. Wir sehen direkt, dass Endg(E), der Ring der k-rationalen Endomorphismen
in ¥ enthalten ist. Fiir konkrete Beispiele ist es aber nicht schwierig, Morphismen
in ¥ zu finden, die O nicht auf O abbilden, im Allgemeinen ist also Endg(FE) eine
echte Untergruppe endlichen Index von ¥, siehe [Sool3, Kapitel 5]. Wir kénnen un-
seren Algorithmus zur Berechnung von Mordell-Weil-Basen verwenden, um den Rang
von Endg(F) und unabhingige Endomorphismen fiir elliptische Kurven iiber endli-
chen Korpern k zu bestimmen. Die Koeffizienten von E™ haben fiir alle E kleine
Grade, daher sollte fiir k nicht zu groft in der Praxis zumindest die Berechnung der
Selmergruppen einfach sein. Es sei bemerkt, dass wir auf diese Weise Aussagen iiber
End(F) treffen, wihrend in der Literatur — siehe [Koh96| — die Berechnung von
Endj(E) von Interesse ist. Fiir nichtkommutative Endomorphismenringe besteht hier
ein echter Unterschied.



Kapitel 4

Rechnungen

In diesem Kapitel geben wir einige Beispielrechnungen an. Diese sind auf einem Intel
Core2Duo (64-Bit) System mit 3.00 GHz Taktung mit unserer Magma-Implemen-
tation [BCP97| durchgefiihrt worden. Die Laufzeit verschiedener Schritte ist nicht
deterministisch und kann bei einigen Beispielen stark schwanken. Bei der Selmergrup-
penberechnung sind die Unterschiede fiir verschiedene Durchlédufe desselben Beispiels
klein, doch bei dem Reduktionsalgorithmus kann es einen groften Unterschied machen.

4.1 Ein Beispiel von Kramer
In [Kra77] untersucht Kramer die gewthnliche elliptische Kurve
Ay +ay+ 2+t + 2+ DT+t +1) =0

iber dem rationalen Funktionenkorper Fa(t). Er berechnet Erzeuger fiir die V- und
die F-Selmergruppe. Die V-Selmergruppe hat den Rang 1 und ist von der Klasse von
t erzeugt. Die F-Selmergruppe ist von den Klassen von ¢, t> +¢2 + 1 und t” +t* + 1
erzeugt, hat also den Rang 3. Unser Algorithmus liefert nach 0,5 Sekunden dieselben
Ergebnisse. Anschliefsend beweist Kramer, dass das Bild der F-Abstiegs-Abbildung 31
von der Klasse von t(t5+12+1)(t7 +t*+1) erzeugt ist. Ein Urbild ist zum Beispiel der
nichttriviale 2-Torsionspunkt (0, ¢(t>+t24+1)(t7+t*+1)) auf A (Fy(t)). Somit besitzt
die Shafarevich-Tate-Gruppe II(FF5(t), A) nichttriviale F-Torsion welche von ¢ und
t° + 12 + 1 erzeugt ist. Die korrespondierenden homogenen Réume liefern iiberall lokal
l6sbare Gleichungen ohne globale Losung. So stellt die auf diese Weise entstehende
Kurve

C:vPtazy+ P+t +tadz + 2+t + 5+ 5+t + 2 +1)2' =0

eine Gegenbeispiel fiir das Lokal-Global-Prinzip fiir Geschlecht-Eins-Kurven in Cha-
rakteristik 2 dar.

Die Kurve A besitzt die volle 4-Torsion iiber Fo(t). Unser Algorithmus berechnet
in 52 Sekunden Erzeuger fiir die V2- und F2-Selmergruppe. Die V2-Selmergruppe
besitzt 4 Elemente, die F?-Selmergruppe nur 16. Wihrend ein V- und F-Abstieg uns
eine obere Schranke von 3 fiir den Rang von A(Fy(t)) geliefert haben, betrigt die

7
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obere Schranke fiir den Rang nach einem V?2- und F2-Abstieg nur noch 2. Der durch

2 2
T1%4 + 25 + 253 =0

(T +t* + D)2 + zoxs + (t° + 2 + )22 =0

gegebene homogene Raum reprisentiert ein nichttriviales Element der F2-Torsion von
II(Fy(¢), A).

Kramer dufert die Vermutung, dass der Rang von A(Fa(t)) eins ist und schreibt, es
wére interessant, einen Punkt unendlicher Ordnung auf A(F2(t)) zu finden. Wir wis-
sen bereits, dass das Bild von 1 und 2 von den Bildern der 2- bzw. 4-Torsionspunkte
auf A® bzw. A® erzeugt wird. Wir suchen also ein Urbild eines nichttrivialen Ele-
ments von Sel(Fa(t), V) bzw. Sel(Fa(t),V?). Wir berechnen die korrespondierenden
homogenen Rdume, minimieren und reduzieren diese und erhalten die Modelle

0=t*2? + (3 + Dayzz + (5 + 12 + )23 + tozwy + 25

0=+ 3 +tHa? + (3 + 2 + Dayxg + (° +t* + 2 + t)zyas + (£ + Dy + 23
+ (85 4+t 12+ Dwgxg 4 (E+ Dagwg + (4 + 3 + )2 + (11 + D) sy + (2 + t)2?

und

0

3+ 4+ (O + 2+t Doy + ((° + ¢ + 2 + a3 + 112y
+ (15 3+ 2+ Dl + (B 412 + )aoxs + tPaoxy + (15 + 1+ 3 + 1) 2
+ (O 47+t + 2 + t)xzwy + 23

0 =tz] + 129 + z123 + (t° + 12 + )23 + twgwg + (1% + 3 + )23 + 2374

Dabei benétigt die Minimierung jeweils weniger als eine Sekunde und die Reduktion
zwischen 20 und 30 Sekunden. Auf diesen Kurven suchen wir nach Punkten und finden
auf der ersten nach circa 7 Minuten den Punkt

e L e 2 o T e e e e e e A S A A o S 2
15,413 1 112 449 148 44T 4 45)
und auf der zweiten nach weniger als einer Sekunde den Punkt
t+1L, 2 P+ +t+ L+ B+ 2+ ).
Beide liefern dann den Punkt

<t10+t8+t7+t6+t5+t2+1 t15+t14+t13+t10+t7+t5+t4+t3+1>
t4 ’ t6

auf A(Fy(t)). Dieser hat die kanonische Héhe 10 und mit dem in Abschnitt 3.1 be-
schriebenen Vorgehen zeigen wir, dass er eine Mordell-Weil-Basis bildet.

4.2 Ein Beispiel von Ulmer

In dem Artikel [Ulm02| konstruiert Ulmer die Familie A, von elliptischen Kurven
iiber [Fy(t) definiert durch die Weierstrafs-Gleichung

A, : y2 +ay = 23 2
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Er beweist, dass der Rang von A, (Fy(t)) grofer gleich 2;;1 ist, ohne explizite Punkte

zu konstruieren. Wir benutzen unsere Implementation, um fir g=2undn=1,...,5
Mordell-Weil-Basen zu berechnen. Als Resultat erhalten wir:

n=1:

Mordell-Weil-Basis: (t,0)

n=2:

Mordell-Weil-Basis: (2, %)

n=3:

Mordell-Weil-Basis: (t3,0), (t*,° + t9)
n=4:

Mordell-Weil-Basis: (£° +t° 4 t* +2,¢% + 5 + %), (3,12 + 19 +¢9)
n=2>5:
Mordell-Weil-Basis: (£'2 + ¢, 18 4- 12 +¢9), (¢11,0), (¢'6, 42 420 + ¢18 4 ¢17)

(t22+t20+t16+t15+t11+t10+t6 t33+t32+t31+t26+t24+t23+t16+t15+t12)

t8+t6+1 I (t12+t11+t10+t9+t8+t6+t4+t3+1

Ein einfaches Argument mit Teleskopsummen zeigt uns, dass A,, den Fqa(t)-rationalen
Punkt

n—1 n—1 n—1 0 n—1 0 1 n—1 0 n—2
e G e e A SO A

unendlicher Ordnung besitzt. Um zu zeigen, dass P, keine Torsionspunkt ist, konnen
wir wie folgt vorgehen: Ist P, ein Torsionspunkt, so auch [4]P,,. Wir zeigen nun, dass
es eine Stelle v gibt, an der A gute Reduktion besitzt, fiir die aber [4]P, im Kern
der Reduktionsabbildung ist. Da die Reduktionsabbildung injektiv auf den Torsions-
punkten ist, kann [4] P, keiner sein. Mit Hilfe der Additionsformel berechnen wir die
x-Koordinate von [4] P, und schreiben diese als rationale Funktion in ¢. Wir sehen,
dass der Nenner von #*"~! + 1 und somit auch von ¢ + 1 geteilt wird. Reduzieren
wir den Zahler modulo ¢ + 1, so ist das Ergebnis gleich eins. Die z-Koordinate von
[4] P, hat somit an der zu ¢ + 1 korrespondierenden Stelle v einen Pol, aber an der
Diskriminante A(A,) = t2"*! erkennen wir, dass 4,, an v gute Reduktion besitzt.

4.3 Reduktion

An dieser Stelle untersuchen wir die Laufzeit und die Approximationsgiite des Re-
duktionsalgorithmus fiir Geschlecht-Eins-Modelle vom Grad 4. Da die Reduktion von
Grad 2 Modellen einfacher ist, verzichten wir auf eine Testreihe dazu. Wie schon zu-
vor bezeichnen wir mit der Hohe eines Modells das Maximum {iber die Héhen — in
unserem Fall also das Maximum iiber die Polynomgrade — aller Koeffizienten. Fiir den
Test wihlen wir minimierte und reduzierte Geschlecht-Eins-Modelle ¢; vom Grad 4
fiir homogene Réume verschiedener elliptischer Kurven tiber Fya(t). Dann berechnen
wir zuféllige Fya[t]-dqivalente Modelle ¢/ und wenden den Reduktionsalgorithmus auf
diese nicht-reduzierten Modelle an. Dabei beschrianken wir die Laufzeit jeweils nach
oben, stoppen aber, wenn die Hohe des zu reduzierenden Modells kleiner gleich der
unseres urspriinglichen Modells ist.
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Grundkorper

red. Modell

Hoéhe g;

Anzahl Bsp

Hoéhe vor Red.

& Hohe vor Red.
Hoéhe nach Red.

@ Hohe nach Red.
@ Laufzeit in Sek.

Fa(t)
q1

1000

6 —20

13.0

2

2

5.9 (max. 60)

Fa(t)

42

2

1000

6 — 20

12.5

2—-10

2.7

21.6 (max. 60)

Fa(t)

a3

2

1000

6 —20

12.8

2—10

2.9

24.1 (max. 60)

q =22 + (P +t+ Dayas + (2 +t + VDwyog + tad +tad + 2+t + Vageg + 273,
x% + (2 +)xry + tm% + xox3)

g2 =((t* +t + Dayws + (2 + Dayzg + 23 + t2wows + (12 + Dagwy + (2 + t)23
+ (8 + Dagaq + (t+1)a7,
22+ (t + V)zoxs + tod + x324)

g3 =((® + D)2t + (2 + Dayag + zyzg + (2 +t + )23 + (¢ + Dagxy + (£ + )23

+ trsry + tQmZ,

222 + (2 + Dayze + x124 + (62 + )23 + toowy + (2 + )23 + (¢ + 1)zz24

+ (2 + 1)a?)

Grundkorper
reduziertes Modell
Hohe g;

Anzahl Bsp.

Hohe vor Red.

& Hohe vor Red.
Hohe nach Red.

& Hohe nach Red.

@ Laufzeit in Sek.

Fa2(t)

da

2

1000

12 — 22

17.3

2—-13

3.6

130.1 (max. 180)

Fas (t)

ds

2

1000

13 —-20

17.2

10—-14

12.9

300 (max. 300)

Fas(t)

ds

2

1000

13 -20

17.2

10—-14

13.0

600 (max. 600)
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ga = (P +t+ 72T + (P82 + P2t + ) zws + (P + 9%+ 7 )ras + (17 + 1))

+ (Y + vt + Y)w2ws + a3 + (v + yt)a],

(t+7%)21 + 9 z1ws + (1 + t+y)ziwa + (E+7)23 + (787 + 9t + Daaws

+ (V1 + ) wara +72ad + (v + vt + 22wz + 472
g5 = (2] + w324,

(V1 + 9%t + 7O m12 + 9P mrms + (012 + 9Tt + 4 a2y + 23

+ (2 4+t +47)a)

Bei den Modellen g4 und g5 bezeichnet v jeweils einen Erzeuger der multiplikativen
Gruppe von Fy2 bzw. Fys mit Minimalpolynom 72+~ +1 = 0 bzw. 4° +~v+1 = 0. Die
Laufzeit ist fiir alle Beispiele in Sekunden angegeben. Die Zahl in Klammern dahinter
gibt die obere Schranke fiir die Laufzeit an. Fiir kleine Konstantenkérper berechnet
der Reduktionsalgorithmus schnell und zuverléssig Modelle mit kleinen Koeffizienten.

Doch schon fiir Konstantenkorper mit 32 Elementen ist er auch nach 10 Minuten im
Mittel noch weit von einem optimalen Modell entfernt.

4.4 Grofie Koordinaten

Die gewohnliche elliptische Kurve
A+ + 2+ 2+ Doy + 28 + (P + 2 +t3) =0

iiber Fo(t) hat — wie Magma berechnet — den analytischen Rang 1. Die V-Selmergruppe
ist von ¢/(#3 +t + 1) und die F-Selmergruppe von dem Bild des nichttrivialen 2-Tor-
sionspunkt auf A (K) erzeugt. Somit besitzt A(K) einen Punkt unendlicher Ord-
nung genau dann, wenn t/(t3 + ¢ + 1) ein Urbild unter a; besitzt. Dieses Urbild
korrespondiert zu einem Punkt auf
=+ (P B+ D)2+ B+ O+t D+ O+ OO BT O 4 40
+E2 )y + O+ B+ 2 )t (R O O B+ D)2
+ (Mt Ot P )2+ (0 M 0
A A o e e A S L (i o A o A o o A At A S A S 2

Minimierung und Reduktion liefern uns nach wenigen Minuten das Grad 4 Modell

q =t*2? + (P 3 4+ Daywg + (t+ Dagag + 2oyxy + 303 + (t+ Dagag + (¢ 43
+ 12+ Dagzy + (t+ )aszg + (81 +12)22

g =t + 12+ V)2 + (¢ 3 4+ Doy + (t* + 82+ 12 + Ozyws + Payzg + (1 +12)
23+ (t+ Dagws + (* + 63 + 2 + Dagwy + (8 + 2 + )23 + (¢ + V)wzzy + 323

auf dem wir nach Punkten sieben. Der Siebalgorithmus findet allerdings nach mehr
als 2 Stunden keinen nichttrivialen Punkt. Daher fiihren wir einen weiteren Abstieg
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durch. Die V2-Selmergruppe wird von dem Wittvektor

t 10 P 4
Bt 172441 419 415 44T 13 + 12 4+ 1

erzeugt. Der korrespondierende homogene Raum ist durch die Gleichungen

(10 4ttt B 4 2 bt Dt 4+ (27 120 2 20 119 T
+t16+t14+t12+t11 +t7+1)$1$3+(t22+t21 +t18+t17+t16+t15+t8
+t6+t5—|—t3+t—|—1)x1x4+(t25—|—t23+t22+t20+t19—|—t13—|—t9—|—t7+t6
+ 2 Das 4 (B3 F 20 2T 2 et M B T 15 4 Dz
+<t26+t25+t24+t23+t21+t18+t17+t16+t14+t13+t10+t8+t7
3 Doy + (B3 + 132 4631 1129 1428 124 1120 420 1419 418
1Tt M 13 12 10 g g6 3 ) (628 12T 1
8 M S T Pt B 4 gy + (P B 120 19 18
17 4 14 4410 446 143 4 )2 = 0

(t19+t15+t13+t11 +t10+t9+t8+t6+t2+t)$?+(t28+t27+t26+t24
22 2 20 1T 16 1 13 12 10 T 46 g
+1)I1$3+(t23+t22+t21 +t18+t16+t15+t12+t11 —|—t10+t3+t2
+t)rywg + (120 4122 12 10 18 10 1S gl I g8 T 4 4O
—|—t5+t2+1)£§+(t32+t29+t27+t26+t25+t23+t21 +t20—|—t18+t15
+t13+t11 +t9+t7+t6+t4+1)$2$3+(t27+t26+t24+t22+t21 +t20
10t 10 1 S S S ot 4 Dagry + (835 4+ 3 430
+t28+t27+t24+t23+t18+t16+t15+t13+t10+t9+t8+t6+t5+t4
+ 4t D)ad + (2 22T 125 2 20t Bt Doyt
(5t B 20 B T P M P L B T P P )2k =0

gegeben. Reduktion liefert uns nach wenigen Minuten das Fy[t]-dquivalente Modell

¢, =8+t + t)zywg + (P + ) zras + (B3 + 2+t + Dayag + (88 + 2 + 63 +12)a2
+ (10 4+ t* + ) wows + (t1 + )22 + (15 + 1 + 13 + Dagay + (¢ + t4)2?

gy =t + )22 + (5 + 3 + ) zyws + (O + 0+ 13 + Dayay + (® + )22 + (° +t*

+ Dagws + (18 + 3 + 12 + t)wowy + (P + 2 + 12 + Va2 + (15 +1° + 3 + %)

Auf diesem finden wir mit unserem Sieb nach weniger als 20 Sekunden den nichttri-
vialen Punkt

O+ t, 0+t 3, 0 81T 1O+ 2, 1B 1Y
und dieser liefert uns den Punkt

( R o e e e O e e e e e e e A e e i )
(t16+t14+t12+t10+t6+t4+1’ t24+t23+t19+t18+t17+t16+t14+t6+t5+t4+t3+tz+l
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unendlicher Ordnung auf A. Er hat die kanonische Hohe 37/2. Dieses Beispiel illus-
triert die Vereinfachung, die sich durch Reduktion und Minimierung erreichen lisst.
Des Weiteren zeigt es Grenzen fiir die Hohe von Punkten, die durch einen V- oder
F-Abstieg gefunden werden konnen und veranschaulicht die Notwendigkeit hoherer
Abstiege.

Die Kurve A ist das Resultat einer Suche nach elliptischen Kurven mit kleinen
Koeffizienten, die keine Mordell-Weil-Basis aus Punkten kleiner Hohe besitzen. Meist
besitzen elliptische Kurven mit &hnlich kleinen Koeffizienten deutlich kleinere Erzeu-
ger.

4.5 Sieben

In einer Testreihe untersuchen wir die Wahl der Stelle, die die Gitter definiert. Im
Allgemeinen gilt fiir eine feste Hohenschranke: je grofer der Grad der Stelle, desto
mehr Gitter miissen untersucht werden und desto schneller geht die Untersuchung
eines einzelnen Gitters. Ist die elliptische Kurve iiber Fy(t) definiert und wéhlen wir
eine Stelle vom Grad d, dann hat die reduzierte Kurve in etwa ¢ viele Punkte, d.h.
wir miissen ¢? viele Gitter untersuchen. Jedes Gitter hat eine Diskriminante vom Grad
5d und den Rang 4. Ist h eine Hohenschranke und ist der Grad jedes Gittervektors
kleiner gleich h, dann miissen pro Gitter ¢*"~>¢ Gittervektoren untersucht werden.
Das folgt direkt aus den moglichen Koeffizienten einer Linearkombination fiir einen
Gittervektor unter der Schranke h. Fiir die Konstruktion eines Gitters miissen einige
Rechnungen durchgefiihrt werden. Schatzen wir die dafiir benotigte Zeit durch eine
Konstante C; ab und die Zeit zum Testen eines Gittervektors durch Cy bekommen
wir fiir die Gesamtlaufzeit
Clqd + qdc2q4h—5d.

Im Allgemeinen wird Cy deutlich grofer als Cy sein. Diese Abschitzung der Laufzeit
hat einige Schwéchen. Zum einen ist die Abschétzung der Anzahl der zu untersu-
chenden Vektoren zu klein, wenn die Grade von einem oder mehreren der reduzierten
Basisvektoren grofer gleich h sind. Das ist hdufig der Fall, wenn A und d in etwa gleich
groft sind. Zum anderen wird, wenn wir mit Grobnerbasen oder Resultanten arbeiten,
nicht jeder Gittervektor einzeln untersucht. Wir miissen also Cy¢*"*~>¢ durch einen an-
deren von ¢, h und d abhingigen, schwer zu bestimmenden Wert ersetzen. In [Rob07]
wird vorgeschlagen, den Grad der Stelle minimal zu wéhlen unter der Nebenbedin-
gung, dass fiir alle Punkte unterhalb der Hohenschranke mindestens ein Koeffizient
bei der Darstellung als Gitterpunkt beziiglich einer reduzierten Gitterbasis gleich null
ist, also in etwa d = %h. Fiir kleine Konstantenkorper erweist sich diese Wahl auch bei
uns als gut. Wir haben 100 Beispiele iiber F5 berechnet und nach Punkten mit naiver
Hohe kleiner gleich 15 gesucht. Zur Konstruktion der Gitter haben wir eine Stelle vom
Grad 7, eine vom Grad 12 und eine vom Grad 14 verwendet. Dabei ist 12 = % <15
der von Roberts vorgeschlagene Grad. Die resultierenden Laufzeiten lagen je nach
Beispiel und verwendeter Methode zwischen 4 und 7 Minuten. Fir jede Stelle war die
auf Resultanten basierende Methode am schnellsten und die Differenz der Laufzeiten
betrug im Allgemeinen weniger als 30 Sekunden. Bei der Verwendung, der auf der
Lésung von Gleichungssystemen iiber Fo basierenden Methode waren die Differenzen
der Laufzeiten im Schnitt grofer, doch betrugen sie auch hier meist weniger als eine
Minute. Verwenden wir hingegen eine deutlich kleinere Stelle, zum Beispiel vom Grad
4, so dauert die Berechnung meist mehr als eine Stunde. Eine weitere Testreihe iiber
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Fys zeigt dhnliche Ergebnisse. Fiir grofere Konstantenkorper dndert sich die Situa-
tion. Schon iiber Foio benétigt das Berechnen aller Gitter fiir eine Stelle vom Grad
2 mehr als 5 Stunden (es sind iiber eine Millionen Gitter) wihrend das Sieben nach
Punkten der Hohe kleiner gleich 4 mit einer Stelle vom Grad 1 weniger als 15 Minuten
bendtigt.

Nun untersuchen wir die in Abschnitt 2.4.5 vorgestellten unterschiedliche Metho-
den, um nach Gitterpunkten zu suchen, die auf dem Schnitt zweier iiber dem globalen
Funktionenkorper K definierten Quadriken liegen, genauer. Diese basieren entweder
auf der Losung eines Gleichungssystems iiber dem endlichen Konstantenkdrper & von
K — durch Grobnerbasenberechnung oder durch vollstdndige Enumeration — oder
auf der Berechnung von Resultanten und der Faktorisierung von Polynomen iiber
K. An dieser Stelle vergleichen wir die Methoden anhand einiger Beispiele. Dazu sei
K = Fya(t). Wir erzeugen zufillig elliptische Kurven und berechnen Modelle vom
Grad 4 fiir ihre homogenen Réume. Auf diesen Kurven sieben wir dann nach Punk-
ten. Fiir Kurven tiber Fo(¢) und bei relativ kleinem Suchbereich unterscheidet sich die
Laufzeit aller drei Methoden nur geringfiigig. Liegt diese zwischen wenigen Sekunden
und circa 3 Minuten (je nach Suchbereich), so ist bei den gerechneten Beispielen die
Differenz der Laufzeit zwischen der Verwendung von Grobnerbasen und der vollstan-
digen Enumeration meist kleiner als 1% der Gesamtlaufzeit, mit mal der einen mal
der anderen Methode im Vorteil. Die auf Resultanten basierende Methode ist immer
etwas schneller als die anderen beiden. Die Differenz betragt zwischen 2% und 10%
der Gesamtlaufzeit. Dieses Verhalten ldsst sich auch fiir gréfsere Suchbereiche mit
Laufzeiten zwischen 10 Minuten und einer Stunde feststellen.

Mit wachsender Grofe des Konstantenkorpers wird die Resultantenmethode im
Vergleich zu den anderen beiden langsamer. Wihrend tiber Fqs (¢) bei Laufzeiten zwi-
schen 30 Sekunden und 30 Minuten alle Methoden in etwa gleich schnell sind, mit mal
der einen und mal der anderen im Vorteil, so ist schon iiber Fo7(t) die Resultanten-
methode bei allen Beispielen am langsamsten. Doch auch hier betrdgt die Differenz
nur einen Bruchteil der Gesamtlaufzeit. Fiir Foi0(¢) sind die Unterschiede gravierend.
Beispiele, bei denen die auf Grobnerbasen basierende Methode wenige Minuten be-
notigt, konnen von den anderen beiden Methoden auch in mehreren Stunden nicht
gelost werden.

Die Resultantenmethode hat den Vorteil, dass sie auch Punkte finden kann, deren
Hohe grofser als die vorgegebene Schranke ist. Grund dafiir ist, dass die Koeffizienten,
die durch das Faktorisieren bestimmt werden, nicht beschrankt sind. In der Praxis
tritt diese Situation fiir sehr kleine Suchbereiche hiufig auf. Und auch bei grofieren
ist es nicht schwierig, homogene Réume zu finden, bei denen die Resultantenmethode
Punkte findet, die anderen beiden aber erfolglos bleiben. Fiir Kurven iiber Fo(¢) und
Laufzeiten zwischen 20 Sekunden und 20 Minuten war das bei uns fiir 6 von 100
Beispielen der Fall.

4.6 Berechnung ganzer Punkte
Die Kurve A iiber Fa(t) gegeben durch die Weierstrak-Gleichung
Y 4aoy=2 + (PO B+t B2 )

besitzt viele ganze Punkte. Wir berechnen sie mit Hilfe der verschiedenen Methoden
und vergleichen die benétigte Zeit. Die V- und F-Selmergruppe lassen sich in weniger
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als einer Sekunde berechnen. Eine Suche nach kleinen Punkten liefert uns Urbilder fir
die Abstiegs-Abbildungen und so kénnen wir in kurzer Zeit eine Mordell-Weil-Basis
bestehend aus den drei Punkten

PHt+ 1L, 0+ 4+ +t+1), B+ + 60+ + 83+t +1),
<t3+1 t12+t”+t10+t5+t4+t3+t2+t+1)

th 7 6

berechnen. Mit der unter Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Technik berechnen wir, dass
die Grade der z-Koordinaten ganzer Punkte kleiner gleich 12 sind. Magma benétigt
weniger als 4 Sekunden, um zu testen, fiir welche der 2' méglichen z-Koordinaten
eine y-Koordinate existiert. Auf diese Weise finden wir 20 ganze Punkte. Die V-
Selmergruppe besitzt 4 Elemente. Jeder ganze Punkt auf A kommt von einem ganzen
Punkt auf einem der vier homogenen Riume C; der Form y? + P;(2)y + Q;(z) = 0.
Der Grad der z-Koordinate der gesuchten ganzen Punkte auf den C; ist kleiner gleich
6. Statt 2'3 Elemente zu untersuchen, kénnen wir uns mit dieser Technik auf die Un-
tersuchung von 4 - 27 = 2 Elemente beschrinken. Magma findet auf diese Weise in
weniger als einer Sekunde die 20 ganzen Punkte auf A. Alternativ kénnen wir einen
Ansatz fiir z und y machen und das Gleichungssystemen der Koordinaten 16sen. Das
Gleichungssystems besteht aus 37 Gleichungen (der Grad von z? ist 36) in 32 Va-
riablen (Grad von x plus Grad von y plus 2). Magma kann es durch einen auf die
Berechnung von Grobnerbasen iiber Fy spezialisierten Algorithmus in weniger als ei-
ner Sekunde 16sen und wir bekommen wieder dieselben 20 ganzen Punkte. Aus der
Schranke fiir die naive Hohe eines ganzen Punktes berechnen wir, dass die Koeffizien-
ten von Darstellungen ganzer Punkte beziiglich unserer Mordell-Weil-Basis betraglich
kleiner gleich 8 sind. Das liefert uns 9 - 17 - 17 — 1 = 2600 zu untersuchende Punkte.
Das Durchprobieren aller dieser berechnet uns ebenfalls in weniger als 4 Sekunden die
gesuchten 20 ganzen Punkte. Betrachten wir die Struktur der modulo der endlichen
Stellen vom Grad 1 reduzierten Kurve, dann kénnen wir die Anzahl der Koeffizien-
ten weiter einschrinken. Statt der 2600 Punkte miissen wir dann nur 1446 Punkte
untersuchen. Vergleiche [Ker09].

Zum Vergleich berechnen wir die ganzen Punkte auf y? + 2y = 2% + (2 +t + 1)
tiber Fa3(t). Der Rang dieser Kurve ist nur 1 und wir finden nach wenigen Sekunden
einen Erzeuger P = (¢, t+1). Eine obere Schranke fiir den Grad der z-Koordinate ist
4. Das Testen aller moglichen z-Koordinaten bendtigt circa 8 Sekunden, das Losen
des Gleichungssystems circa 55 Sekunden. Eine Schranke fiir den Koeffizient eines
ganzen Punktes dargestellt beziiglich der Mordell-Weil-Basis ist 2, in weniger als einer
Sekunde kénnen beide Punkte getestet werden. Jede der Methoden findet nur die
ganzen Punkte P und —P.

4.7 Vergleich mit Magma

Ein Algorithmus zur Berechnung der V- und F-Selmergruppe gewthnlicher ellipti-
scher Kurven iiber rationalen Funktionenkérpern existiert bereits in Magma. Er ba-
siert auf derselben theoretischen Grundlage wie unser Algorithmus. Zum Vergleich
haben wir beide auf verschiedene zuféllig erzeugte Beispiele mit unterschiedlichen
Konstantenkoérpern und unterschiedlichen Schranken fiir die Grade der Koeffizienten
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angewendet. Als Resultat bekommen wir die folgenden durchschnittlichen Laufzeiten.
Die Varianz in den einzelnen Testreihen ist mitunter sehr grof. Neben einem Vergleich
mit der Laufzeit der existierenden Implementation sollen die Abhéngigkeit dieser von
der Grofse der Koeffizienten und dem Konstantenkorper veranschaulicht werden.

Grundkoérper  max. Grad a;  Anzahl Bsp. @ Laufzeit @ Laufzeit Magma

Fo(t) 4 100 0.5s 19s

Fa(t) 7 100 0.7s 17.8 s

Fo(t) 14 100 2454 s -

Faz(t) 3 100 0.5s 10.3 s
Faz(t) 5 100 6.9 s 331.75 s
Foz(t) 7 100 2779 s 2636.7 s

Fas (t) 3 100 29s 172.1 s
Fas(t) 5 100 1578.0 s -

Faa(t) 3 100 75.5 s 1545.1 s

In Magma ist ein Algorithmus implementiert, der fiir elliptische Kurven iiber Fam (t)
mit Koeffizienten a; € Fom [t] und deg a; < i eine Mordell-Weil-Basis berechnet. Ist der
Konstantenkorper gleich Fo, dann benotigt die Rechnung je nach Grofie der Koeflizien-
ten, Rang und Hohe der Erzeuger der elliptischen Kurve zwischen circa einer Sekunde
und zwei Minuten. Es ist relativ schwierig die Laufzeit dieses Algorithmus mit der un-
seres zu vergleichen. Viele der Kurven besitzen Punkte mit kleinen Koordinaten, so
dass unser Algorithmus ebenfalls sehr schnell ist, falls die Schranke fiir den Rang, die
uns die Selmergruppen liefern, mit dem tatsdchlichen Rang tibereinstimmt. Ist das
nicht der Fall, so kann unser Algorithmus das Problem nicht exakt losen (zumindest
nicht ohne zusétzliche Rechnungen durchzufiihren). Zum Vergleich folgt ein zuféllig
gewihltes Beispiel vom Rang 2. Fiir die durch y? +taxy+23 + (t>+1)22 +3 +12 + 1 de-
finierte gewohnliche elliptische Kurve iiber F5(¢) geniigen die Grade der Koeffizienten
der Ungleichung deg(a;) < i. Magma berechnet in circa 2 Minuten eine Mordell-Weil-
Basis. Unser Algorithmus bendtigt weniger als eine Sekunde zur Berechnen der V-
und F-Selmergruppe. In jeweils circa 5 Sekunden kénnen minimierte und reduzierte
Modelle fiir die beiden relevanten homogenen Raume berechnet werden und in wei-
teren 5 Sekunden finden wir jeweils einen Punkt auf ihnen. Anschliefend benétigen
wir eine weitere Sekunde, um zu zeigen, dass die beiden gefundenen Punkte bereits
eine Modell-Weil-Basis bilden. Die Laufzeit der Magmafunktion wéachst — wie auch
die unserer Implementation — stark mit wachsender Grofse des Konstantenkorpers,
doch es scheint, als hétte hier Magma bei vielen Beispielen einen Vorteil. Ebenso ist
Magma bei Kurven mit einem sehr groften Erzeuger schneller.
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Schluss

5.1 Weitere Methoden zur Berechnung von Mordell-
Weil-Basen

Abgesehen von der in dieser Arbeit behandelten Methode zur Berechnung der Mordell-
Weil-Basis einer elliptischen Kurve gibt es in der Literatur noch weitere Ansétze. Hier
ein kurzer — moglicherweise unvollstéindiger — Uberblick. Elliptische Kurven iiber ei-
nem Funktionenkorper K kénnen auch mit Flachen iiber dem Konstantenkorper von
K in Verbindung gebracht werden. Siehe Kapitel IIT in [Sil94]. Diesen Flichen lasst
sich eine abelsche Gruppe, die Néron-Severi-Gruppe, zuordnen. Nach einem Theo-
rem von Severi und Néron ist sie endlich erzeugt und das Theorem von Shioda-Tate
stellt eine Verbindung zwischen ihrem Rang und dem Rang der elliptischen Kurve
iber K her, siehe [Sil94], [Ulm09], [Shi99]. In diesen Quellen wird allerdings voraus-
gesetzt, dass der Konstantenkorper von K algebraisch abgeschlossen ist. Eine kurze
Behandlung der Situation fiir endliche Konstantenkdrper findet sich in [Ulm13]. Die
Berechnung des Rangs der Né ron-Severi-Gruppe der korrespondierenden elliptischen
Flache stellt somit eine alternative Moglichkeit dar, um Aussagen iiber den Rang ei-
ner elliptischen Kurve zu treffen. Siehe dazu auch die Bemerkungen in [Ulm04| nach
Theorem 4.2.1 fiir Vorschldge zur Konstruktion von Punkten mit dieser Methode.

Die Birch-Swinnerton-Dyer-Vermutung (BSD) ist fiir elliptische Kurven iiber glo-
balen Funktionenkorpern in vielen Féllen bewiesen. Fiir solche elliptische Kurven
lasst sich der Rang mit analytischen Methoden bestimmen. In [Ulm09] findet sich ein
Uberblick {iber verschiedene Resultate zur Konstruktionen von unendlichen Familien
elliptischer Kurven, fiir die BSD gilt und deren Rang gegen Unendlich strebt. Die
Magma Implementation zur Berechnung des analytischen Rangs ist in der Praxis fiir
Kurven mit kleinen Koeffizienten sehr schnell. Sie bietet uns eine Moglichkeit, den
Rang bestimmter elliptischer Kurven zu ermitteln. Selbst fiir Kurven, fiir die BSD
nicht verifiziert ist, bekommen wir auf diese Weise eine obere Schranke fiir den Rang.
Allerdings hilft uns die Kenntnis der L-Reihe im Allgemeinen nicht bei der Suche nach
konkreten Punkten. Da sich mit der Abstiegs-Methode Punkte mit weit groferer Hohe
finden lassen, als es mit einer direkten Suche méoglich wiire, bleiben die Uberlegungen
dieser Arbeit relevant, selbst wenn BSD vollsténdig bewiesen ist.

Fiir elliptische Kurven vom Rang eins gibt es eine analytische Methode zur Be-
rechnung eines Erzeugers. Einen Uberblick iiber die Resultate und die sich daraus
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ergebenden Moglichkeiten, findet sich in [Ulm04].

5.2 Richtungen fiir zukiinftige Arbeiten

Bei einem 4- (oder 8-Abstieg) fiir eine elliptische Kurve A iiber einem Zahlkorper,
wie in [Wom03|] oder [Sta05] beschrieben, unterscheidet sich das Vorgehen von dem in
dieser Arbeit behandelten Vorgehen bei einem V2- und F2-Abstieg. Anstatt A direkt
mit einer 4-Abstiegs-Abbildung zu untersuchen, wird erst ein 2-Abstieg durchgefiihrt
und anschliefend nehmen die homogenen Rdume C der 2-Selmergruppe die Rolle von
A ein und dienen als Ausgangspunkt fiir weitere Abstiege. Dieses Vorgehen hat eini-
ge Vorteile. Zum einen kdnnen ganz gezielt bestimmte homogene Rdume untersucht
werden und alle, auf denen bereits ein rationaler Punkt gefunden wurde, verursachen
keine weitere Arbeit. Zum anderen sind keine Rechnungen in dem Erweiterungskor-
per, iiber dem A volle 4-Torsion besitzt, notwendig. Es geniigt, wenn A volle 2-Torsion
besitzt. Es stellt sich daher die Frage, wie ein vergleichbares Vorgehen in Charakte-
ristik 2 zu bewerkstelligen ist. Dazu kénnten wir versuchen, die Operation von A auf
einem ihrer homogenen Rédume C zu benutzen, um eine Gruppenstruktur auf C zu
definieren. Mit Hilfe dieser miisste ein Analogon zur Verschiebung und zum Frobeni-
us definiert und dieses zur Konstruktion expliziter Abstiegs-Abbildungen verwendet
werden.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Reduktionsalgorithmus fiir Geschlecht-Eins-Mo-
delle arbeitet fiir Modelle {iber einem rationalen Funktionenkorper mit kleinem Kon-
stantenkorper zuverldssig. Doch fiir grofere Konstantenkorper ist er langsam und
speicherintensiv. Es wére interessant zu sehen, ob sich das Berechnen von Geschlecht-
Eins-Modellen mit kleinen Koeffizienten auf das Finden kurzer Basen eines geeigneten
Gitters reduzieren lasst. Dieses Problem wére nadmlich iiber Funktionenkdrpern effizi-
ent 16sbar. Da etwas vergleichbares zumindest iiber Q moglich ist — siche [CFS10] —
besteht hier Hoffnung.

Eine weitere offene Frage, mit der sich zukiinftige Arbeiten befassen kénnen, ist
in wie weit die vorgestellten Methoden modifizierte werden miissen um F- und V-
Abstiegs-Abbildungen fiir 4 > 2 auch im supersinguldren Fall zu konstruieren.
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Anhang

6.1 Gruppenschema

In diesem Abschnitt des Anhangs geben wir einen sehr kurzen Uberblick iiber Grup-
penschemata. Als Quellen fiir die Definitionen und Aussagen dienten dabei haupt-
séchlich [Sil94], [Mum70], [KM85|, [Wat79] sowie Kapitel 3 von [Sha86]. Ausfiihrliche
Informationen iiber die verwendeten Begriffe der Schematheorie finden sich zum Bei-
spiele bei [Har77]. Viele Begriffe konnten noch deutlich allgemeiner definiert werden
als wir es an dieser Stelle tun.

Definition 6.1.1. Sei S ein noethersches Schema. Ein Gruppenschema tiber S oder
auch S-Gruppenschema ist ein S-Schema 7 : G — S zusammen mit S-Morphismen

00:5S—=G,i:G—>G, n:GxG— G,

so dass die folgenden Diagramme kommutieren:

GXSG GXSG

- -

Iz Iz

S xgG 22 G GxgS -2 G

idx1 ixid
GXSG GXSG GXSG GXSG

Tdiag lll Tdiag lll
G— 52 .G G— 852 .G

wobei diag : G — G xXg G die Diagonaleinbettung ist.

GxsGxsGM G xsa

GxsG—" G
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Kommutiert zusdtzlich das Diagramm

GxsGrt @

) I
twist l /

GXSG

so nennen wir das Gruppenschema kommutativ. Hierbei ist twist : G xgG — G xg G
die Vertauschung der Koordinaten. Ist G affin, so reden wir auch von einem affinen
Gruppenschema.

Wir konnen zeigen, dass G genau dann ein S-Gruppenschema ist, wenn p fiir alle
S-Schemata T' eine Gruppenstruktur auf G(7T') induziert. Im Folgenden beschrinken
wir uns auf affine S. Wir bezeichnen den Ring, dessen Spektrum S ist, wieder mit S
und fordern, dass S noethersch und kommutativ mit 1 ist. Fiir viele Zwecke wird S
sogar ein Korper sein. Fiir uns sind die folgenden Beispiele von besonderem Interesse.

1. Die additive Gruppe G, gegeben dadurch, dass jedes S-Schema T auf die addi-
tive Gruppe seiner globalen Schnitte abgebildet wird.

2. Die multiplikative Gruppe G,,. Hier ist G,,,(T) die multiplikative Gruppe der
invertierbaren globalen Schnitte von 7.

3. Die Gruppe der Wittvektoren W oder abgeschnittenen Wittvektoren W,,. Hier-
bei handelt es sich um eine Verallgemeinerung von G, gegeben durch W (T') ist
die additive Gruppe der Wittvektoren iiber den globalen Schnitten von 7T'. Es
gﬂt Ga = Wl.

4. Jede elliptische Kurve A iiber S ist ein Beispiel fiir ein S-Gruppenschema. Das
wird in [KM85, Thm 2.1.2] bewiesen.

Diese Gruppenschemata sind alle kommutativ und abgesehen von den elliptischen
Kurven auch affin. Im Folgenden seien — wenn nichts anderes gesagt wird — alle Grup-
penschemata kommutativ.

Definition 6.1.2. Wir nennen ein affines Gruppenschema G = Spec A endlich und
flach dber S, wenn A ein lokal freier S-Modul von endlichem Typ ist.

Beispiele fiir endliche, flache Gruppenschemata, die fiir uns wichtig sind, sind die
folgenden. Dabei ist T' ein S-Schema.

1. Endliche konstante Gruppenschemata.

m

2. Die m-ten Einheitswurzeln p,, gegeben durch p,,(T) = {a € G,,(T) | a™ = 1}.

3. Der Kern der Abbildung o : W,,, - W,,, w — F(w) — w fiir S ein Korper
der Charakteristik p > 0. Hierbei ist F' der Morphismus, der auf W, (T') durch
(Wo, .« -« ywm—1) — (wh, ..., wk ) gegeben ist.

4. Das Schema a, fir Charakteristik S gleich p. Hierbei ist @,(T) der Kern der
Abbildung F' : Go(T) = G4(T), a +— a.

5. Der Kern einer Isogenie v : A — B zweier elliptischer Kurven iiber einem
Korper K.
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Definition 6.1.3. Sei G = Spec A ein affines Gruppenschema tber S. Die S-Mor-
phismen

00:5—=>G,i:G—>G, p:GxG— G,

korrespondieren zu S-Algebrenhomomorphismen
e:A—= S 1: A=A A:A—-ARA

genannt Koeinheit, Koinverse und Komultiplikation. Analog zur Definition 6.1.1 las-
sen sie entsprechende Diagramme kommutieren. Wir bezeichnen A zusammen mit den
Abbildungen €,1 und A als die Hopfalgebra von G.

Es besteht eine Korrespondenz zwischen affinen Gruppenschemata und Hopfal-
gebren. Wir wollen das ausnutzen, um zum Beispiel die Isomorphie zweier Gruppen-
schemata zu beweisen, indem wir zeigen, dass ihre Hopfalgebren isomorph sind. Daher
hier einige Beispiele.

1. Die Hopfalgebra des endlichen konstanten S-Gruppenschemas einer endlichen
Gruppe I ist die Algebra ST zusammen mit den Morphismen &, . und A gegeben
durch e(v) = vy, t(v)y = v—y Und A(V)ygy = Uypryr-

2. Das Gruppenschema der m-ten Einheitswurzeln iiber S hat S[z]/(z™ — 1) zu-
sammen mit £(z) = 1, «(z) = 2™~ ! und A(z) = 2 ® z als Hopfalgebra.

3. Fiir Charakteristik S = p > 0 ist S[z]/(2P) zusammen mit e(x) = 0,:(z) = —z
und A(z) =1® 2+ x ® 1 die Hopfalgebra von a,.

Definition 6.1.4. Fiir ein endliches, flaches Gruppenschema G = Spec A sei AP
durch AP :=Homg(A, S) definiert. Das Identifizieren von SP mit S sowie (A® A)P
mit AP @ AP und das Dualisieren der Ringmultiplikation m : A ® A — A und
S-Algebrastruktur v : S — A von A zu mP : AP — AP @ AP und uP : AP — S
macht aus AP eine Hopfalgebra iiber S. Ihre S-Algebrastruktur ergibt sich dabei durch
das Dualisieren der Koeinheit, Koinversen und Komultiplikation von A. Das zu AP
gehdrige S-Gruppenschema nennen wir das Cartier-Duale von G und bezeichnen es
mit GP. Es gilt (GP)P = G.

Einfache Rechnungen zeigen, dass (mpD = @y, gilt. Des Weiteren sind das Cartier-Duale
des endlichen, konstanten Gruppenschemas der zyklischen Gruppe mit m Elementen
und die m-ten Einheitswurzeln isomorph. Fiir eine Isogenie ¢ : A — B zweier ellip-
tischer Kurven A und B iiber einem Kérper K mit dualer Isogenie v : B — A gilt
ker ) = (ker ¢V )P. Diese Aussage findet sich zum Beispiel in [Mil08, 1.9] mit Verweis
auf [Oor66].

Definition 6.1.5. Fir S-Gruppenschemata Gi1,Go und Gz wird ein Morphismus
G1 X G2 — G35 eine Paarung genannt, wenn fir alle S-Schemata T die induzierte
Abbildung G1(T) x Go(T) — G3(T') eine Paarung von Gruppen ist. Wir interessieren
uns hier nur flir Paarungen mit Gs = G,,,. Ist G1 = G = Spec A ein affines, endliches,
flaches Gruppenschema und Go = GP sein Cartier-Duales, dann existiert immer eine
Paarung nach G,,. Sie korrespondiert zu einem S-Algebrenhomomorphismus

Slz, 271 - Ao AP
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Bemerkung 6.1.6. Die explizite Konstruktion solch einer Paarung wenn G der Kern
einer Isogenie ist, wird in [KM85, 2.8] beschrieben. Wir bezeichnen sie auch als (ver-
allgemeinerte) Weil-Paarung.

Wenn wir exakte Sequenzen kommutativer Gruppenschemata betrachten, dann
behandeln wir diese als Garben von abelschen Gruppen fiir den flachen Situs . Nach
[Mil80, II1.1.7] oder [Sha63] ist das legitim. Daher verwenden wir dann auch die ent-
sprechende Definition fiir Surjektivitéit. Beispielsweise ist fiir eine Isogenie ¢ : A — B
elliptischer Kurven iiber einem Koérper K die Sequenz

0—kery - A—B—0 (6.1.1)
von Garben exakt, obwohl die Sequenz
0—kerp(K) = A(K) —» B(K) =0

abelscher Gruppen im Allgemeinen nicht exakt ist. Siehe dazu auch [Mil80, 11.2.15].

6.2 Kohomologie

Fiir eine separable Isogenie ¢ : A — B zweier elliptischer Kurven A und B iiber einem
Korper K ist

0 — ker (K*P) — A(K*?) 5 B(K*P) 0

eine kurze exakte Sequenz von Gi-Modulen. Sie induziert daher eine lange exakte
Sequenz in Galoiskohomologie. Diese ist fiir ¢ = [n] ein wichtiges Hilfsmittel fur
den Beweis des schwachen Satzes von Mordell-Weil. Wir wollen solche induzierten
Kohomologiesequenzen auch fiir inseparable Isogenien, wie zum Beispiel den Frobenius
F: A — A® verwenden. Dabei geniigt die gewohnliche Galoiskohomologie nicht
mehr. Zum einen ist die Sequenz

0 — ker F(K™P) — A(K®P) £ A(2)(Ksep) -0

nicht exakt, da F' auf A(K®°P) nicht surjektiv ist, zum anderen ist ker F'(K’) fiir alle
Erweiterungskorper K’ von K trivial, aber ker F' als Gruppenschema nicht. Im vor-
herigen Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass uns eine beliebige Isogenie eine
exakte Sequenz liefert, wenn wir die elliptischen Kurven und den Kern als Garben
abelscher Gruppen fiir den flachen Situs auffassen, siehe Sequenz 6.1.1. Wir miissen
daher von einer allgemeineren Kohomologietheorie, die mit flachen Uberdeckungen
vertréglich ist, Gebrauch machen. An dieser Stelle geben wir einen sehr kurzen Uber-
blick iiber die von uns verwendeten Objekte und Aussagen. Fiir umfangreichere In-
formationen sei auf [Mil80], [Mil06], [Har77] und [Sha63] sowie die dort angegebenen
Quellen verwiesen. Der von uns betrachteten Kohomologie liegt eine Grothendieck-
Topologie zugrunde. Diese besteht bei uns aus der Kategorie der affinen, endlichen
Schemata iiber einem Kérper K zusammen mit der Uberdeckung durch treue, flache
Morphismen. Fiir eine Garbe G von abelschen Gruppen auf der Kategorie der endli-
chen, affinen K-Schemata — wobei wir uns auf solche Garben abelscher Gruppen, die
von einem kommutativen K-Gruppenschema induziert sind, beschrinken — kénnen
wir unter Benutzung abgeleiteter Funktoren Kohomologiegruppen definieren. Die i-te
Kohomologiegruppe bezeichnen wir mit H*(K,G). Zur expliziten Berechnung solch
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einer H'(K,G) bietet es sich oft an, mit Cech Kohomologie zu arbeiten. Diese wird
im Detail in [Mil80, II1.2], [Har77, III.4] und [Sha63, Abschnitt 2] beschrieben. Sie hat
den Vorteil, dass wir die Elemente der Kohomologiegruppen — &hnlich wie bei der Ga-
loiskohomologie — iber Koketten, Kozykel und Kordnder darstellen konnen. Elemente
aus H'(K, G) besitzen auf diese Weise Repriisentanten in G(K ® ... ® K), wobei das
Tensorprodukt i+ 1 Faktoren beinhaltet. Wir sind hauptséchlich an den Kohomologie-
gruppen H(K,G) fiir i = 0,1 und G ein Gruppenschema interessiert. Dass die Cech
Kohomologie in diesen Situationen mit der zuvor definierten Kohomologie H(K,G)
ibereinstimmt, findet sich in [Mil80, 111.2.10,II1.4.5] und [Sha63, Thm. 1]. Wir nennen
eine endliches flaches K-Gruppenschema G étale, wenn seine Hopfalgebra isomorph zu
einem Produkt von separablen Korpererweiterungen von K ist. Das ist zum Beispiel
fiir den Kern einer separablen Isogenie, fiir endliche konstante Gruppenschema, sowie
die Einheitswurzeln g, und ker p der Fall. Fiir solche Gruppenschemata stimmt die
Cech Kohomologie mit der Galoiskohomologie iiberein, vergleiche [Mil06, Bemerkung
I11.6.12(b)] und [Sha72, S.208]. Da letztere gelegentlich einfacher zu berechnen ist,
wechseln wir je nach Situation zwischen den beiden. Ausfiihrliche Informationen iiber
Galoiskohomologie finden sich in [Ser97]. Wollen wir hervorheben, dass wir mit Ga-
loiskohomologie arbeiten, dann schreiben wir auch H* (G, G) oder H*(G g, G(K*P))
fiir die entsprechenden Kohomologiegruppen.

In verschiedenen Situationen kann gezeigt werden, dass bestimmte Kohomologie-
gruppen trivial sind. Fiir uns sind dabei besonders die mit Satz Hilbert 90 bezeich-
neten Resultate relevant. Sie besagen, dass H! (K, G) = 0 fiir G = G,,, oder G = W,
gilt.

Ist 0 —» G 3 Gy 3 G3 — 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben abelscher
Gruppen auf der oben beschriebenen Kategorie, so induziert sie eine exakte Sequenz

0= G1(K) — Go(K) — G3(K) > HYK,Gy) — H (K, Gs) — H'(K,G5)

in Kohomologie (vergleiche [Mil80, III.4.5]). Hier verwenden wir die bekannte Gleich-
heit H(K,G;) = G,;(K). Siehe [Mil80, II1.2|. Die Abbildung § wird Verbindungs-
homomorphismus genannt und lésst sich {iber Cech Kozykel explizit beschreiben.
Die anderen Abbildungen resultieren aus den durch die Morphismen der Garben W;
induzierten Abbildungen der Koketten. Fiir H'(K,G2) = 0 liefert uns § einen Iso-
morphismus H°(K,G3)/Vs(H(K,Gs)) = H'(K,G). Im Hinblick auf Satz Hilbert
90 wollen wir das auf die exakten Sequenzen

0— pp — G, =G, =0
0—Z/p"Z — Wy, 5 W,, =0

0—>@p—>Gaf>Ga—>0

anwenden. Erstere wird auch Kummer-, zweitere Artin-Schreier-Sequenz genannt.
Eine Paarung G; x G2 — G5 von K-Gruppenschemata wie zuvor beschrieben
induziert eine Cup-Produkt-Paarung

HT(K,Gl) X HS(K, GQ) — HT+S(K, Gg)

Sie lisst sich unter Verwendung von Cech-Kozykeln explizit auswerten, siche [Sha63].
Wir interessieren uns dabei besonders fiir den Fall » + s = 2. Fiir G3 = G,,, und K
einen lokalen Korper bildet die Cup-Produkt-Paarung dann nach H?(K,G,,) = Q/Z
ab. Siehe [Sha63, S.421].
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6.3 Rechnungen und Beweise

In diesem Abschnitt geben wir einige Rechnungen und Beweise, die wir aus Griinden
der Lesbarkeit im Hauptteil der Arbeit ausgelassen haben, an.

6.3.1 Rechnung zur V"™-Abstiegs-Abbildung

In Beweis von Lemma 1.3.4 behaupten wir, dass die Gleichheit
¥(Q-0(Q) =w-—ow

aus einer expliziten Rechnung folgt. An dieser Stelle geben wir sie nun an. Es sei der
Punkt P = (z9,%0) € A(K) beliebig mit einem Urbild Q = (x2,y2) unter V2 und o
ein Erzeuger der Galoisgruppe von K(Q)/K. Habe K(Q) den Grad 4 iiber K. Der
Isomorphismus ¥ sei durch

U : ker V3(K) — Wa(Fy), (atas, aSstag +al) — (1,1)

festgelegt. Formen wir die rationalen Funktionen, die V2 beschreiben, um, so sehen
wir, dass xo eine Nullstelle des Polynoms

(T% + atag)” + atag(aiT)* + woai (T? + ajag)ai T
in K[T] ist. Formales Faktorisieren zeigt uns, dass o durch
ToT1 a%m% a?yo 2 4 4
To—= | ——+—+1 |22+ | — +ajzg+ajs+aj | x1
ae ae Lo

ajrg + (afs + af)af + ajag

Zo

+alyo +

gegeben ist. Dann gilt

2 3
z1(zo +af) | ajyo 2 4.4, 4 4 2 4 2
Yo = < + +ajzo+ais” +ajs+aj | xe + ajasr + ajasxo + ag

i) i)
und
3 4.4 4 2 5 3 6.4 6 2
a ais” + ais)x a ajx a ais” + aijs)x
a(yg):<< 1yO+(1 1)0+1+1>x1+1090+ 1Z/O+(1 15)25
ag ae Zo ae Zo (£33}

(afzo + afs")yo

6.4 6 6
. + (a3s” + aj3s+ al)xg
0

+adxo +ajst +afs+ a%) xo + (

4 7.2 4 9.4 5
ajag alxd + ais*zo + alag)

8.5 8 4 2 146 (ajz 15 To 196)Y0
+a$s® + a¥s* + alag + 1 +

T Lo
8.4 8 8Y .2 105, 104 4 6 o, ais’ag
+ (afs” +afs+aj)xg + (a7 's” +ay 's” + ajas)ro + ajsas + ag + .
To

Das heifit, wir kénnen die Koordinaten von @ und o(Q) als Elemente aus K(z2)
schreiben. Fiir die linke Seite der obigen Gleichung erhalten wir

Q — 0(Q) = (22,92) — (0(x2),0(y2)) = (aiag, als’as + ag) € ker V(K)
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In der gesamten Rechnung bezeichnet z; die z-Koordinate des Punkts V(Q). Wir
kénnen die Komponenten eines Urbilds w von «s(P) in 22 ausdriicken und erhalten

2 2, 2
x1  (z1 4 ajze)ze  z1(a1yo + 2§ + afxo(s + 1)) Yo o ag
=\ 3 + 12 + Tatst o5 )
a?xg alag ajzd airy a? atxd

Anwenden von o liefert

2
T (z1 + afwg)zs Yo 1 s Yo | To as
o(w) = ( 5—+1, 5 szt +5— ot +—5+st—55 |-
aixo a1G6 a1y aq aixo a1xo ai a;xy

Die Berechnung von
w—o(w)=(1,1)

beendet den Beweis. Fiir die Fille [K(Q) : K] =2 und [K(Q) : K] = 1 gehen wir
analog vor.

6.3.2 Rechnung zur Hopfalgebra von ker F' und ker V'

Bei der Konstruktion der F- und V-Abstiegs-Abbildung fiir eine supersingulére el-
liptische Kurve A in Abschnitt 1.3.4.2 fassen wir ker F' und ker V' als endliche flache
Gruppenschemata auf. In einigen Schritten arbeiten wir mit ihren Hopfalgebren. An
dieser Stelle geben wir die Rechnungen an, die wir zuvor weggelassen haben. Sei im
Folgenden also A durch die Gleichung 42 + asy + 23 + a4z +ag = 0 {iber einem Kérper
K der Charakteristik 2 gegeben und bezeichne F : A — A(®) den Frobenius.

Lemma 6.3.1. Die Hopfalgebra von ker F' ist isomorph zur Hopfalgebra von as.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Isomorphie der Algebren. Wie in 6.3.3 gezeigt, liegt
ker F' in dem affinen Teil von A, der durch die Weierstraf-Gleichung in z-z-Koordi-
naten gegeben ist. In diesen Koordinaten ist (0,0) der Nullpunkt und der Frobenius
durch

(z,2) — (22, 2%)

definiert. Daher ist der Koordinatenring von ker F' isomorph zu
Kz, 2]/(2* + a3z + 2 + agzz® + ag2®, 22, 2%)

Die drei Relationen 2% + azz + 2 + aqx2? + agz® = 0, 22 = 0, 22 = 0 implizieren
z = 0. Folglich ist der Koordinatenring von ker F' isomorph zu K[z]/(z?) unter der
Isomorphie

T —x, z+— 0.

Wir zeigen nun, dass diese Isomorphie mit der Koeinheit, der Koinversen und der
Komultiplikation vertréglich ist. Diese sind fiir @y durch e(z) = 0,¢(z) = z und
A(z) =1®x+2®1 gegeben. Da die Elemente von ker F(.S) fiir alle affinen K-Sche-
mata S selbstinvers sind und aufgrund der Koordinaten des Nullpunkts, ist unser
Isomorphismus mit Koeinheit und Koinversem vertrédglich. Fiir die Vertraglichkeit
mit der Komultiplikation verwenden wir die bei [LR87] auf Seite 110 unter (Z()
angegebene Formel, um zu zeigen, dass die z-Koordinate der Summe zweier Punkte
aus ker F'(S) gleich der Summe der a-Koordinaten ist. O

Bemerkung 6.3.2. Mit einer analogen Rechnung finden wir einen Isomorphismus
zwischen den Hopfalgebren von ker V' und as.
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Der Isomorphismus ker F' — @3 induziert auch einen Isomorphismus der ersten
Kohomologiegruppen H'(K,ker F) — H'(K,as). Wir verwenden ihn bei der Kon-
struktion einer F-Abstiegs-Abbildung.

Lemma 6.3.3. Die Abbildung
B1: AP (K) —» K/K?, (z,y) — 1/d2z.
ist die gesuchte F'-Abstiegs-Abbildung.

Beweis. Wir wissen bereits, dass eine Isomorphie K/K? = H'(K, as) unter der Ab-
bildung a ++ 1®b-+b®1 mit b?> = a besteht. Weiterhin wissen wir, dass die Randabbil-
dung 67 : A®(K) — H'(K,ker F) durch 67 (P) = (1®20,1®yg) — (tqg®1,yo®1)
fiir ein Q = (7g,yg) € A(K) mit F(Q) = P bestimmt ist. Verketten wir nun die-
se Homomorphismen mit der zuvor konstruierten Isomorphie von H! (K, ker F') nach
HY(K,as), so erhalten wir 3; mit den gewiinschten Eigenschaften. Es verbleibt zu
zeigen, dass 1 durch die angegebene rationale Funktion beschrieben ist. Dazu ver-
wenden wir das Gruppengesetz in der in [LR87, Theorem 2.2] beschriebenen Form,
um das Bild von §r(P) als Kozykel in ker F(K ® K) in z-z-Koordinaten zu beschrei-
ben. Von dem resultierenden Element nehmen wir die z-Koordinate, die in K @ K
liegt, und schreiben sie in der Form 1 ® b+ b ® 1. Wir erhalten

1b+b®1=1® (1/azzq) + (1/azzqg) ® 1
Dann ist b? = 1/a§:172Q = 1/a%xp das Bild von P = (xp,yp) unter S3;. O

Bemerkung 6.3.4. Auf dieselbe Weise bekommen wir eine explizite Beschreibung
der V -Abstiegs-Abbildung o1. Die Rechnungen verlaufen analog.

6.3.3 Auswertung der Weil-Paarung

Wie schon in Abschnitt 6.1 angegeben, sind fiir eine Isogenie ¢ : A — B zweier ellipti-
scher Kurven {iber einem Kérper K der Kern von 1) und der Kern von ¢V endliche fla-
che Gruppenschemata und ker 1" ist isomorph zum Cartier-Dual (ker¢))? des Kerns
von 1. Cartier-Dualitit induziert eine Paarung von ker 1 x kert)" in das multiplika-
tive Gruppenschema G,,. Wir wollen an dieser Stelle angeben, wie sich die Paarung
— im Folgenden als Weil-Paarung bezeichnet — fiir ¢» = F' den Frobenius zwischen den
supersinguliren elliptischen Kurven A und A(®) auswerten lisst. Das liefert uns die
fehlenden Details fiir den Beweis von Aussage 1.3.10. Die an dieser Stelle angegebene
Konstruktion hélt sich eng an die Vorlagen [KM85, 2.8] und [Oda69, Abschnitt 1]. Bis
zu dem Punkt, an dem wir konkrete Rechnungen angeben, bleiben die Uberlegungen
korrekt, wenn wir statt F eine beliebige Isogenie verwenden. Sei S = Spec R ein affines
Schema mit R eine endliche K-Algebra. Fiir unsere Zwecke geniigen solche Schemata
S, im Allgemeinen kommt man mit deutlich schwécheren Anforderungen an S aus.
Durch einen Basiswechsel fassen wir A und A als elliptische Kurven iiber S auf
und schreiben A/S bzw. A?) /S, wenn wir das hervorheben wollen. Die Nullpunkte
bezeichnen wir jeweils mit O bzw. @’. Da die elliptischen Kurven eigentlich und glatt
iiber K sind, sind sie es nach [Har77, I1.4.8] und [Har77, I11.10.1] auch nach dem Basis-
wechsel. Seien nun P € ker F'und P’ € ker F'V beliebige aber feste S-rationale Punkte.
Nach der Konstruktion der dualen Isogenie — siehe [Oor66, 1.5] — gilt: Der Punkt P’
liegt im Kern von F'V genau dann, wenn das Bild des Cartier-Divisor (P’ — ') in der
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relativen Picardgruppe Pic(A?)/S) im Kern von F* : Pic(A?)/S) — Pic(A/S) liegt.
Hierbei verwenden wir, dass wir Punkte in A(?)/S(S) nach [KM85, 1.2.7] als effektive
Cartier-Divisoren auffassen kénnen. Wir verwenden runde Klammern um Divisoren
zu kennzeichnen. Nach [Oda69, S.66] kommutiert das Diagramm

0 —— Pic(9) Pic(A) Pic(A/S) ——0.

0 — Pic(S) — Pic(A®)) —— Pic(A?)/S) ——=0

Hierbei bezeichnet Pic(A) die Picardgruppe von A als Kurve iiber S und Pic(A/S)
die relative Picardgruppe beziiglich S. Mit F* bezeichnen wir die von F' induzierte
Abbildung sowohl auf den absoluten, als auch auf den relativen Picardgruppen. Wir
sehen direkt, dass Pic(A(?) /S) ~ Pic(A?))/ Pic(S) gilt. Wir kénnen (P’ — ') also als
ein Element von Pic(A(?)) auffassen, das nur modulo Pic(S) eindeutig bestimmt ist.
Das Element (P’ — ') liegt im Kern von F* auf Pic(A®)/S), durch geeignete Modifi-
kation modulo Pic(S) liegt es auch aufgefasst als Element von Pic(A®)) im Kern von
F*. Daher kénnen wir annehmen, dass die zu F*(P'— ') € Pic(A) korrespondierende
Idealgarbe I(F™*(P’'—(Q")) von einem globalen Schnitt g des absoluten Quotientenrings
von A/S erzeugt wird. Folgen wir nun [Oda69, S.67], so sehen wir, dass die Trans-
lation mit P einen Automorphismus 7p des absoluten Quotientenrings liefert. Die
Kette von Isomorphismen auf Seite 67 bei [Oda69] besagt, dass (go7p)/g = (759)/9
einen 04/ g-Isomorphismus von 04,5 darstellt. Dieser entspricht der Multiplikation
mit einem globalen Schnitt von O’ /s und das ist nach Oda ein globaler Schnitt von

OF, also ein Element aus R*.
Wir wollen nun ¢ in unserer Situation bestimmen. Dazu iiberdecken wir A durch
die affinen Teile
Uf = Spec Bj) und U’ = Spec B._
mit
By = Rlz,2]/(z + a32® + 2 + alx2? + a22?)

und
Bl = R[1/x,z/x]/(z/2° + a32% /2 + 1 + a}(z/2)? + a§(2/x)*).

Um zu zeigen, dass U} und U/, eine Uberdeckung von A(?)/S bilden, betrachten wir
die Situation zunichst fiir A®®)/K mit affinen Teilen

Vi = Spec C}), und V., = Spec C

mit

Ch=Klx,2]/(z +a32* + 2% + ajxz? + a22?)
und

C' = K[1/x,z/x]/(z/x> + a22%/2® + 1 + ai(z/x)? + a2 (z/x)?).

Wir betrachten Abbildungen

vy VJ(K) = AD(K), (z,2) = (z : 1 : 2)
und

o V' (R @ (R). (rs (I/r : 1:s/r) firr#0
[ VA(R) > AB(R), ( m{(l:()w) fir
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Es ist offensichtlich, dass alle K-rationalen Punkte von Vj durch vf, auf K-rationale
Punkte auf A®) beschrieben durch projektive Koordinaten, abgebildet werden. Fiir
vl unterscheiden wir zwei Félle. Ist (r,s) € VI (K) mit r # 0, dann impliziert
sr? + a352r +1+ass® + a653 =0
die Gleichheit
(s/r)(1/7) + as(s/r)? + (1/r)* + aa(s/r)>(1/r) + ag(s/r)* = 0
und (1/r : 1 : s/r) ist somit ein Punkt auf A®). Fiir r = 0 gilt die Gleichheit

14 ass? + ags® = 0.

Dann ist aber auch (1 : 0 : s) ein Punkt auf A®). Sei nun umgekehrt ein beliebi-
ger Punkt Q auf A gegeben. Wir beschreiben ihn durch projektive Koordinaten
(xg : Yo : #g) und abhéngig davon ob yg = 0 ist, finden wir ein Urbild auf V oder
Vy. Fiir R eine endliche K-Algebra ist S — Spec K ein treuer flacher Morphismus.
Durch einen Basiswechsel mit S werden V., und Vy zu U/, und Uj. Da V. und Vj
eine Uberdeckung von A?) /K ist, liefert U’ und U}, eine Uberdeckung von A?)/S.
Siehe [Mil80, Bemerkung I1.1.1 (3)]. Alternativ konnen wir auch den obigen Beweis
anpassen. Die Fallunterscheidungen dariiber, ob ein Element gleich null ist oder nicht,
werden zu Fallunterscheidungen ob ein Element ein Nullteiler ist oder nicht. Die Punk-
te auf A)/S(S), deren z-Koordinate ein Nullteiler ist, besitzen kein Urbild in U’ .
Zusammen mit der folgenden Beschreibung der Punkte im Kern von FV sehen wir,
dass die Uberdeckung so gewihlt ist, dass ker FV in U} liegt. Der Schnitt von ker F'V
und U/ ist trivial. Daher gilt

I(P)UL) = IOV U%) = Bingy-

Der Punkt O’ kann auf U} mit den affinen a-z-Koordinaten O’ = (0,0) geschrieben
werden. Ebenso lasst sich P’ auf U} durch P’ = (a,b) mit a und b in R schreiben.
Da er im Kern der Verschiebung liegt und sich diese, weil A supersingulér ist, in die
Verkniipfung des Frobenius mit einem Isomorphismus aufspalten lisst, gilt a®> = 0
und b? = 0. Einsetzen in die definierende Gleichung fiir U}, liefert uns b = 0. Somit ist
das Ideal I(O")(U}) von x und z und das Ideal I(P")(Uj) von x + a und z erzeugt.
Nun iiberdecken wir A durch die affinen Teile

Uy = Spec By und U, = Spec B

mit
By = R[z, 2]/ (2 + a32® + 2% + agx2® + a62®)

und
Boo = R[1/x, 2/2]/(2/2 + a32?/2® + 1+ a4(2/x)* + ag(z/2)?).

Wir kénnen Ideale auf Uj und U, mit F* zuriickziehen, indem wir die Erzeuger
mit F verkniipfen. Dafiir verwenden wir, dass nach [KM85, S.6] Zuriickziehen mit
der Idealbildung kommutiert. Auf diese Weise erhalten wir auf U,, wieder jeweils das
von 1 erzeugte Ideal. Fiir I(F*(P’))(Up) bekommen wir Erzeuger 22 + a und 22, fiir
I(F*(0"))(Up) die Erzeuger z2 und z2. Eine kurze Rechnung zeigt uns, dass das inver-

se Ideal von I(F*(0’))(Uy) ein k[z]-Erzeugendensystem 1, z, % besitzt.
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Multiplizieren der Erzeuger zeigt uns, dass I(F* (P’ — 0'))(Ux) das Einheitsideal ist,
und liefert uns ein Erzeugendensystem fiir I(F*(P'—0"))(Uy). Zwischen diesen Erzeu-
gern bestehen Relationen. Entfernen wir alle iiberfliissigen, so erhalten wir das k[z]-
Erzeugendensystem z, 22 und 1+a(ag(z/x)?+a4(z/x)+az(z/2?)+1/2%). Das Element
g :=1+a(ag(z/7)*+as(z/x)+as(z/z?)+1/2?) liegt auch in I(F*(P'—0"))(Us). Wir
behaupten, es erzeugt I(EF*(0"))(Up) und I(F*(0’"))(Us). Dazu sehen wir g2 = 1,
somit erzeugt g das Einheitsideal auf U,,. Weiterhin gilt

1 z2? + alaez® + agx2? +azz® + 2)  za? + ax®
g z=gz= 3 = 3 =z+aw.
x x
Also handelt es sich auch bei den Erzeugern von I(F*(0"))(Up) um k[z, z]-Vielfache
von g und somit ist g der gesuchte globale Schnitt. Sei nun P € ker F(.5). Nach obigen
Uberlegungen ist P in z-z-Koordinaten von der Form P = (¢,0) mit ¢ € R, ¢ = 0.
Sei X = (x, z) eine weiterer Punkt in z-z-Koordinaten. Dann gilt

X + P = (agcz® + c + x, agez® + ca® + 2)

wie eine Rechnung mit den rationalen Funktionen, die das Gruppengesetz in x-z-Koor-
dinaten beschreiben, zeigt. Wir berechnen damit g(X + P)/g(X). Unter Verwendung

von a? = ¢ = 0 erhalten wir

9(X + P)/g(X) = agac+ 1.

Das Ergebnis ist, wie schon bei [Oda69| angegeben, unabhéngig von der Wahl von
X und liegt in po(S) C G,y (S). Zusammengefasst haben wir die folgende Aussage
bewiesen.

Lemma 6.3.5. Sei S ein endliches affines K-Schema und seien P € ker F(S) und
P’ € ker V(S) fir F und V der Frobenius und die Verschiebung der supersinguld-
ren elliptischen Kurven A und A® dber dem Korper K. Ist A durch die projektive
Weierstraf$- Gleichung

A: y2z + a3y22 + 2% + agxz? + ag2®

und sind P = (z,z) und P’ = (2/,2') in x-z-Koordinaten gegeben, so mnimmt die
Weil-Paarung ausgewertet an P und P’ den Wert 1 + azzz’ an.

Bemerkung 6.3.6. Die Aussage gilt fiir einen beliebigen Kérper K. Fir unsere Zwe-
cke sind dabei globale Kdrper und ihre lokalen Vervollstindigungen von besonderem
Interesse.
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