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Notation

Fiir jeden Multi-Index J = (j1,...,Jn) in N” bezeichnet der kleine Buchstabe j
immer die Lange j1 + --- + j, von J.

Fiir eine Funktion f ist die Ableitung D7 f = f(‘]) = 6‘”83;{1 Oz f.

supp(f) := {z|f(x) # 0} bezeichnet den Triger der Funktion f.

C™ ist der Raum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

C™ ist der Raum der glatten Funktionen.

H ist der Raum der holomorphen Funktionen.

Fiir eine Folge (M,)pen entspricht (mp)pen der Quotienten-Folge (Mp/Mp—_1)pen,
p

mo := My. Es gilt M, = qu.
q=0
Die Folge (M,)pen ist definiert durch M := M, /p! baw. my, := m,/p.

Wir halten uns hierbei somit an Komatsus Notation.
Zitierte Sétze sind {ibersetzt und weitestgehend unserer Notation angepasst, so

wird z. B. bei Thilliez der * ergénzt.

S« bezeichnet den offenen Teilsektor der Riemannschen Fliche ¥ (bzw. fir o < 2
der komplexen Zahlenebene C) mit S, = {z € X| — ag < arg(z) < ag}.

B, (x) bezeichnet die offene Kugel (bzw. Kreis) mit Radius  und Mittelpunkt z.
Ny :={1,2,...}

N :=N; uU{0}

R; :={z € Rlz > 0}



Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit einem klassischen Problem
fiir differenzierbare Funktionen, das im Ursprung auf die Doktorarbeit von
Borel [Bor97] (1897) zuriickgeht. Borel zeigte dort, dass es moglich ist, zu jeder
Zahlenfolge ()\;); € A(N) eine C*°(R)-Funktion f zu finden, deren Ableitungen
im Ursprung mit dieser Folge iibereinstimmen. f heift dann Ausdehnung oder
Extension von (A;);. Der Satz von Borel besagt also, dass der Boreloperator
B: C®(R) = A(N), f (fY(0)); surjektiv ist (A(N) bezeichnet hier den Raum
aller komplexen Zahlenfolgen). Ritt zeigte 1916 in [Rit16]|, dass man zusétzlich
erreichen kann, dass die Ausdehnungsfunktionen holomorph in einem Winkelbereich

gewahlt werden konnen (,Borel-Ritt-Problem®), indem er Funktionen der Form
o

n 1 Pn
E @n? l—exp|——— betrachtete.
n! by, 22

n=1

Eine Variante des Borel-Ritt-Problems besteht in der Frage, ob die
Wachstumsbedingungen, die fiir die Folge (\;); der Ableitungen in 0 gelten, auch
fiir die Ableitungen der Extensionen erhalten werden konnen (ultradifferenzierbare
Variante) bzw. ob stetige lineare Extensionsoperatoren E : A _(N) — & (Q)
existieren, die das Borel-Problem bzw. seine Varianten l6sen. Mityagin zeigte,
dass dies fiir das urspriingliche Borel-Problem nicht moglich ist, wihrend
sich die Existenz von Ausdehnungsoperatoren im ultradifferenzierbaren und
ultraholomorphen Fall unter geeigneten Voraussetzungen zeigen lésst (siehe
Petzsche [Pet88|, Thilliez [Thi00] und Schmets/Valdivia [SV00]). Generell muss

z.B. Non-quasi-Analytizitdt und (M3) vorausgesetzt werden.

Wir werden das Borel-Ritt-Problem fiir ultradifferenzierbare Funktionen un-
tersuchen, d.h. wir werden Folgen ()\;); mit gewissen Wachstumsbedingungen

betrachten. Sie erfiillen die Abschétzung
(%) JeeRL VN [N\ <c 0l M

fiir eine Folge (Mp), und einen Parameter o0 € R,. Dieser trigt wesentlich zur
Grofe des somit gebildeten Raumes Ajps,(N) bei. Der kleinste (d. h. (x) gilt fiir
alle o) wird Beurling-Typ A};(N) und der grokte (d. h. () gilt fiir ein o) Roumieu-
Typ A (N) genannt. Wir werden beide Fille getrennt voneinander betrachten.



Analog lassen sich auch die glatten Funktionen klassifizieren als ,ultradifferenzier-
bare Funktionen Eyr»(R):

A ER Vo RV EN: |fD(@)| <c ol M

Wir betrachten auch die ultraholomorphe Variante, d. h. dass die
Extensionsfunktion zusétzlich auf Sektoren S, holomorph sein soll. Der
Offnungswinkel o wird hierbei beschriinkt durch die Wachstumsbedingung () fiir
(Mp)p, die Schmets und Valdivia in [SV00] einfiihrten bzw. durch den dquivalenten
Begriff | r-streng reguldre Folge“ von Thilliez. Beispielsweise gilt fiir die Gevrey-

Folge (p!*), immer r < k.

Im 1. Kapitel fithren wir die Eigenschaften der Folge (M), ein und erldutern
diese. Grundlage ist hier hauptsichlich die Arbeit |[Thi00] von Thilliez, der
irritierenderweise mit der Folge (M,), arbeitet, diese aber als (M;), notiert.
Seine Ergebnisse schreiben wir daher um in die iiblichere Notation von Komatsu,
wobei wir zeigen, dass er von den gleichen Voraussetzungen wie Komatsu ausgeht.
Thilliez fasst die Standardbedingungen zusammen zur ,streng reguldren Folge".
Wir definieren eine zur Folge assoziierte Funktion, die charakteristisch fiir die
Folge ist. Schlieflich betrachten wir den Wachstumsbegriff von (M,), und beweisen
Lemmata, die zeigen, unter welchen Voraussetzungen das Potenzieren der Folge die

Regularitéit erhélt.

Das 2. Kapitel fithrt dann die ultradifferenzierbaren Raume Ep/(K) geméik
[Kom00] und die & a(K) aus [SV00] ein, bei denen nur jede r-te Ableitung
abgeschéitzt wird. Wir stellen die Konstruktion sektoriell ultraholomorpher
Funktionen aus |[Thi00] vor, die auf Kapitel 1 und den ,duferen Funktionen®

von Beurling beruht. Sie und ihre Abschéitzungen werden spéter weiter verwendet.

Mit dem 3. Kapitel zeigen wir einen alternativen Einstieg mittels der
Gewichtsfunktionen von Braun, Meise und Taylor [BMT90|. Hier werden die
Bedingungen nicht an (M,), sondern an die assoziierte Funktion gestellt
und entsprechend wird Ultradifferenzierbarkeit anders definiert. Komatsu
zeigt in [Kom00], dass diese Theorie unter geeigneten Voraussetzungen durch
Fouriertransformation mit der aus Kapitel 2 {ibereinstimmt. Es folgt die
Konstruktion von solchen ultradifferenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger,
wie z. B. Abschneidefunktionen. Der Grundansatz ist der gleiche wie zuvor, jedoch

werden nun fourieranalytische Mittel eingesetzt.



Die beiden letzten Kapitel behandeln schlieflich die ultradifferenzierbare Variante
des Borel-Ritt-Problems. Zugrunde liegen hier [Thi00| von Thilliez und [SV00]
von Schmets und Valdivia. Die Bedingungen (MO0) und (M1) sind hier stets
Voraussetzung. Entscheidender Aspekt ist das Wachstum der Folge.

Kapitel 4 beinhaltet den Roumieu-Fall und fiihrt mit den Ergebnissen von
Ritt [Rit16] und Petzsche [Pet88| ein. Letzterer bewies, dass (M3) hinreichend
fir die Existenz einer Extension nach &p([—1,1]) ist. Schmets und Valdivia
verallgemeinern dies: Die Bedingung (7,) ist hinreichend fiir Extensionen nach
Dy m([—1,1]), Ly m([0,1]) oder & a([0,00[). Fiir den ultraholomorphen Fall
konstruieren sie einen stetigen, linearen Operator mit dem die Definitionsbereiche
ins Komplexe ausgedehnt werden. Hier ist nun der Beweisansatz anders als in
Kapitel 2. Es folgt damit, dass (7,+1) notwendige Voraussetzung fiir eine Extension
nach Ap(S,),y < r ist. Eine andere Methode, die die Funktionen aus Kapitel 2
nutzt, stellt Thilliez vor. Er zeigt (hier nur fiir » < 2), dass die vorige Extension

schon bei (7,) existiert unter Hinzunahme von (M2).

Das 5. Kapitel befasst sich mit dem Beurling-Fall. Einige Beweise des Roumieu-
Falls kann man anpassen und verlaufen analog. Auch hier ist (v,) hinreichend fiir
Extensionen nach D, ,,([-1,1]), £, ,([0,1]) oder & ;,([0, o). Thilliez beweist mit
einer einfachen Folgerung, dass (7,) notwendige Voraussetzung fiir eine Extension
nach Aj,(Sy),y < r, ist. Mit einem aufwéindigeren Beweis zeigen Schmets und
Valdivia schlieflich, dass (7,41) hinreichende Voraussetzung fiir eine Extension nach
Ay (Sy),v < rist, falls (M2') gegeben ist.



1 Streng regulare Folgen

In diesem Kapitel werden wir zunéchst die Folgen (M,), reeller Zahlen betrachten,
die spater das Wachstum der Ableitungen und Funktionen bestimmen werden.
In erster Linie ist daher das Verhalten fiir grofse p entscheidend und um dieses
begriffich fassen zu kénnen, miissen die Folgen bestimmten Wachstumsbedingungen
geniigen.

Dabei wird die Gevrey-Folge (p!®), a > 1 als ideale Vergleichsbasis herangezogen.

p p
Weitere Beispiele sind (p*), (I'(1 4+ p«)), (p! - H In(k)%), (p!* - Hln(k)ﬁ) oder
k=2 k=2

P
(p!~ - H In(k) ") fiir @ > 1 und 8 > 0.
k=2

Es wird die zu (M), assoziierte Funktion eingefiihrt und vorbereitende Lemmata

fiir das néchste Kapitel werden bewiesen.

1.1 Bedingungen

Thilliez nutzt in [Thi00] fiir eine positive Folge (M),), folgende Regularititsbedin-
gungen (mit einem A € Ry):

(MO*) My =1 und (M), ist nicht-fallend
(M%) M3* < M; M., fir pe Ny

(M2x) M, < APWM;M; fiir p,g € N

M¥ M*
(M3x) 1 <p4*F fiir p € N
2 G, <,

Dies sind genau Komatsus Regularitdtsbedingungen aus [Kom00](Kapitel 0),
jedoch mit (M), aufgeschrieben. Vorerst haben diese selbstverstandlich eine andere

Bedeutung. Im Folgenden werden wir Komatsus Bedingungen benutzen.



1 Streng regulire Folgen 1.1 Bedingungen

Definition 1.1. Eine positive Folge (M), heifit streng reguldr, falls
(MO) Normalisierung: My = 1
(M1) Logarithmische Konvezitit: M,* < M,_1 - M,11 Vp € Ny
(M2) Stabilitdt unter Ultradifferential-Operatoren.:
Myyq < APT9.M,- M, Vp,q€N

M,

(M3) Strenge Non-quasi-Analytizitit: Z
q>p+1 q

<A-p-

fiir ein A € Ry gelten.

(MO) ist eine sinnvolle Festlegung um die Formel-Notation zu erleichtern.
Auferdem sind die spéter betrachteten Rdume stabil gegen Multiplikation mit
einer Konstanten, wie es hier geschieht. Darum nehmen wir sie in die Definition
mit auf. Komatsu beschriankt lediglich auf positive Zahlen.

Die Konstante A wird sinnvollerweise grofer 1 gewéhlt.

Nachfolgend fithren wir den Vergleich von Thilliezs Bedingungen mit
Definition 1.1. Dazu sind Umrechnungen notwendig, um zu sehen, welche Folgen

die Bedingungen tatsdchlich erfiillen und wo Unterschiede auftreten:
1. (M0%) <= (M0+)=(MO0) mit

M,
(MO+) My =0!'-Mj =1 und ('p> ist nicht-fallend.
p!
Fiir grofse p wird dieses Verhalten bereits durch (M1) und (M3) impliziert.
Die Bedingung ist im Kontext dquivalent zu 1 < M, denn aus (M1x) folgt dann
bereits induktiv
My (M MM
* p—1""p+1 p-p+l *
M, < M < M =M,

fir p=1,2,...

2. (M1%) <= (M14)==(M1) mit

Asymptotisch-logarithmische Konvexitdt:

p

(M1+) 5
Mp Sm p71Mp+1 Vpe Ny |



1 Streng regulire Folgen 1.1 Bedingungen

1 2 o2 M .
denn: B My = (My)” < M, - -Mj,
_ My Mpyr _p- My My
(-1 (p+1)! p! (p+1)-p!
1 P

Durch den Vorfaktor il < 1 ist also (M1+) strenger als die logarithmische
p

Konvexitat (M1).

Anschaulich bedeutet dies, dass die Folge kontinuierlich immer schneller wéchst.

3. (M2%) < (M2) |

. ptqg * p+q * x ptq Mp Mq
denn: (p+q)!_Mp+q < APTOMY My = A F?
p+q)!
— Mp+q = APTa. u Mp. Mq

p!-q!
= APTI. <p—(i]-q> My - My < (2A)PT9- M, - M,

Komatsu notiert dquivalent M, < AH? min M M,_,, A,H € R.
0<q<p

Dies ist die einzige Forderung, die das Wachstum nach oben beschrénkt.

4. (M3%) < (M3) ,

M (g+ 1) M, M* M*
denn: 4 — 4 — d < A—ZFL
ZM ;}q!‘(Q'i‘l)MtH-l Z(q+1)M* - My

g>p 1Tt a>p ¢+l P+l
.
:Aw =A-(p+1)- <24.p- M,
pl- My p+1 My i1

Hier stimmen somit beide Autoren tiberein.

Diese Summierbarkeit bewirkt, dass die Folge schnell genug wéchst fiir grofe p.

Thilliez benutzt also die strengeren Forderungen (M0+),(M14),(M2) und (M3)
fiir eine streng regulére Folge.
Wie oben gezeigt wurde, ist (M1+) a priori eine stérkere Forderung als (M1). Gilt
allerdings zusatzlich (M3), so existiert eine dquivalente Folge (siehe Definition 1.8),
die (M1+) statt nur (M1) erfiillt (|Pet88| Proposition 1.1a). In diesem Sinne kénnen
wir im Folgenden oft (M1) <= (M1+) benutzen.
Thilliez betrachtet daher die gleichen ultradifferenzierbaren Funktionen, da deren

Riume unter dieser Aquivalenz (bis auf Konstante) invariant sind.



1 Streng regulire Folgen 1.1 Bedingungen

Die Herkunft und Bedeutung einiger Forderungen ist deutlicher zu verstehen,

wenn wir sie mit der Quotienten-Folge beschreiben: (Vp € Ny)

(m0+) (M0+) «= 1<m, — p<my
(ml) (Ml) <= mp<mpn <= (myp)p ist nicht-fallend
(ml+) (Ml+4) <= m, <mg <= (m,), ist nicht-fallend
1
<= Zimp < mpi1 <= <mp> ist nicht-fallend
P r/,
1

(m3) (M3) <= —<ap?

g>pt1 Mp+1

— 1

/

p=1

— M,
(M3') = Z MLA < 0o Non-quasi-Analytizitat

p=1

Wir sehen erneut deutlich (m1+)= [m; < my, ¥p] =(m0+), falls my > 1.

Eine weitere, schwichere Bedingung ist die
(M2') Stabilitit unter Differential-Operatoren: 3A > 0¥p € N: My q < APTLM,,.

Schmets und Valdivia nennen dies (6). Komatsu schreibt My, < AHPM,,.
Der Schluss (M2)=-(M2') ist klar, wenn wir ¢ = 1 setzen.

Der Riickschluss wiirde einer iterierten Anwendung von (M2') entsprechen: (p < q)
+
Mp+q < Ap+qu+q—1 << AZz:?ﬂrl qu < qu-l—%p(p-i—l)Mq
Um nun auf (M2) zu folgern, miisste eine Konstante ¢ € Ry existieren, so dass:

Apa+3p(p+1) < Cp+qu Vp,g €N, p<gq

q
— <Ap> < A2P@tep
C

Die rechte Seite ist von ¢ unabhdngig und somit der linke Term nach oben
beschriankt fiir festgehaltene p. Fiir p > log,(c) ist aber AP/c > 1. Also ist dies

nicht moglich.

10



1 Streng regulire Folgen 1.1 Bedingungen

Beispiel 1.2. Die Folge (M,), mit M, = exp(p®) erfillt (M2 ), aber nicht (M2).
Beweis. Seien p,q € N, dann ist:

(M2): My11 = exp((p+ 1)) = exp(2p + 1) - exp(p?) < (2P - M,
(M2) : My, = exp((p+ q)%) = exp(2pq) - exp(p?) - exp(¢?) = exp(2pq) - M), - M,

Es existiert aber kein A € R, so dass exp(2pq) < APTY. O

Wir kénnen nun die genannten Bezeichnungen motivieren:

Eine Folge (ap)pen heift konvex, falls
ap < g(ap-1 +apr1) Vpe Ny
gilt. Die logarithmische Konvexitét (M1) sagt aus, dass (log M), konvex ist:

2log M, < log M,,_1 + log M1
= Mg < exp(log M,—1 +log Mpi1) = Mp—1 - Mpiq

(M2') bewirkt, dass die Differentialoperatoren D* mit o € N linear und stetig
in den spéteren Funktionenrdumen operieren (|[Kom00|Theorem 2.10).

Ultradifferential-Operatoren der Beurling-Klasse (Roumieu-) besitzen die
o0

Form Z aa D%, a, € C. Die Koeffizienten miissen dabei mit beliebigen ¢1,co € R
|la[=0

(Vea > 0 Jeq) wie folgt abschitzbar sein: |aq| < clc|2a|/M‘a| .

Diese Operatoren operieren linear und stetig in den zugehoérigen Funktionenrdumen,

falls (M2) gilt ([Kom00| Theorem 2.12).

Die Benennung von (M3) resultiert aus der von (M3').
Fiir eine reell analytische Funktion f mit f*)(z) = 0 fiir alle k € N an einer
Stelle = folgt f = 0. Ein Funktionenraum, der ebenfalls diese Eigenschaft erfiillt,
wird daher quasi-analytisch genannt.
Gilt (M1), so bewiesen Denjoy und Carleman, dass der Raum &p/(2) (siehe
Definition 2.1) genau dann quasi-analytisch ist, wenn (m3’) nicht gilt. Zum Beweis
siehe z. B. [Coh68§|.

11



1 Streng regulire Folgen 1.1 Bedingungen

Dass (M1) und (M3) gegensétzlich zu (M2) sind, ist klar. Aus (M1) folgt
(1) M, -My; < My, firp,geN

durch vollstandige Induktion mit M, 1M, = M,M;m, < M,i,m, < Mpiq41.
Eine Abschétzung, die (M2) von der Gestalt her dhnelt, allerdings Mp;, nach
unten statt nach oben abschétzt. Zusammen genommen ergibt sich fir n,p € N

die Einschachtelung

(2) M} < M, < APZI}:ngg :A%(n—l)(n+2)ng

Petzsche fiithrt in [Pet88] noch weitere Eigenschaften der Folge ein, die hier jedoch
nicht tiefergehend betrachtet werden:

*

m
A Jk €N, : liminf —2 > 1
( N 2
p—o0 mp
0 ) mgp
1/ Mo\ Y/rk=1)
(B2) Ve>0TkeN,k>1: limsup—— kp) .
p—oo Mip M,
2 C li ™ _
(82) e Ny o lim =
1
(M3+) FkeNi: limm) Y — =0
p—o0 mq
q=>kp

(M3+) heifft im Original (7y2). Diese Bezeichnung stédnde aber im Konflikt zum
spiteren (v,). Offensichtlich gelten (8)==(61), (89)==(61) und (M3+4)=(M3).
Die Umkehrungen sind im Allgemeinen falsch.

Gelten (M1) und (M3), so sind (M3) <= (f1), (M3+) <= (89
([Pet88|Proposition 1.1) und (89)==(B2)==(51) ([Pet88]Proposition 1.6).

Schmets und Valdivia fiihren eine weitere Folge ein, die fiir die Beweise in den

Kapiteln 4 und 5 wichtig ist.

Definition 1.3. Fir r € N ist die r-Interpolierende (Np)pen definiert durch

Nirij o= {/M M}, VkeN, je{0,...,r—1}

Dies entspricht einer geometrischen Verfeinerung der Folge (M,), im Sinne von
N = My, und ngpqj = /myp fir k € N, j € {0,...,r — 1}. (MO0) und (M1)
bleiben dabei offensichtlich erhalten. (M3) wird durch Lemma 1.13 gezeigt werden,
sofern r < y(M) gilt. Um (M2) zu zeigen, seien k,l,p,q € Nmit kr <p < (k+ 1)r

12



1 Streng regulire Folgen 1.2 Beispiele

und Ir < g < (I+ 1)r:

(

(M2) M2)
Nptq < Niggrgoy = Mgz < AMP2M My <0 AP M M,

2k+-21+4 4 2 2k+-21+4 4 2
— AZHAHNZ N N, < APHAHN2 NN,

1.2 Beispiele

Da die Gevrey-Folge ein wichtiges Beispiel ist, werden wir die Regularitits-

bedingungen einmal exemplarisch nachrechnen.

Beispiel 1.4. Sei o > 1. Die Folge (My)peny mit My, = p!® ist streng requldr.
(MO+), (M1+), (B1), (32) sind erfillt und (B3), (53) nicht.

|«
Wir betrachten nun die Bedingungen fiir (my)p:

(MO0) und (M0+) gelten, da Mo = 0!* =1 und m,, > 1 fiir p € N;.
(M1) und (M1+) gelten, da (mj), und (m;,), nicht fallen.

Fiir (M2) bedarf es einer elementaren Abschétzung fiir p,q € N:

(p+q)! — <p+q> < 2p+q
plq! q )
— My, = (p+q)® <20FDaplegle — (90)E+a) . ap . p

Bewets. Zunéchst ist m, =

(M3') entspricht der Definition der Riemann’schen Zeta-Funktion:

Zmi —Zpla = ((a) <o

1P >1

Um (M3) zu folgern, bedienen wir uns einem Teilergebnis von Petzsche:

Zitat: Teil von [Pet88| Proposition 1.1
Fiir (M), gelten (M0), (M1+), (M3’) und (BY). Dann gilt (M3).

Die Voraussetzungen sind mit

m* 2 a—1
(BY) inf 2 _ g ) — =207 >20 =1
p>1 my, p>1 pe—
alle erfiillt. Es gilt (7)== (51).
Dass (f82) und somit (89) nicht gelten, zeigt [Pet88](Example 1.7). O

13



1 Streng regulire Folgen

100
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20+

Abbildung 1.1: Skizze (mp)p

1.2 Beispiele

(m1) und (ml+) unterscheiden sich

nur durch einen Faktor, der gegen 1
konvergiert. Man konnte daher glau-
ben, dass die Forderungen fiir grofe p
dquivalent werden. Dass dies nicht so
ist, zeigt folgende Uberlegung:
Sei (Mp), eine streng reguldre Folge
(im Bild (p!'*),). Nebenstehend ist der
Verlauf von (m,,), und (2-my), in diinn
dargestellt. Der Faktor &ndert an der
Regularitét lediglich die Konstante A.

Nun koénnen wir eine streng regulére

Folge (Np), konstruieren, indem wir (n,), zwischen den beiden Kurven wihlen.

Dies ist hier beispielsweise die dicke Linie. Ist diese nicht-fallend, so gilt (ml). Da

sie aber konstant verlaufen kann, gilt an diesen Stellen m, = my, 1 und somit (m1+)

dort nicht. Und dies ist unendlich oft wiederholbar.

Darauf beruhend ist das folgende Beispiel konstruiert.

(p—1)% p gerade

Beispiel 1.5. Sei o > 1. Die Folge (My)pen mit my, =

e, p ungerade
und mg := 1 ist streng requldr.
Sie erfillt (M0+) und (M1+) nicht.
P 1, erade
Beweis. Explizit ist M, = [[me=[] & re :
7=0 0<q<p p, p ungerade
q ungerade
D 0 1 P 3 4 5 6 7
my | 1 1 1| o3 | o3 | 52 | 5o | 7@
M, 1 1 1 3 9 45% 225% | 1575%
Tabelle 1.1: Wertetabelle
Offensichtlich gilt (p — 1)!* < M, < p!“ fiir p € N,
(MO) gilt nach Definition.
(e}
Fiir ungerade p ist m;, = r_ p*~ ! > 1. Hier gilt (M0+).
p Do
Fiir gerade p ist m, = u Somit gilt (MO-+) nicht fiir p = 2 und weitere p

solange log,, 1 (p) < a. Insbesondere ist (MO+) erfiillt ab einem bestimmtem p.

14



1 Streng regulire Folgen 1.3 Assoziierte Funktion

Es ist my, < myy2 fiir p € N. Fiir ungerade p gilt my, = mp41 = my; > my, ;.
Somit gilt (M1), aber nicht (M1+).

Da 27%* <m, < p® fiir p € N gilt, folgen (M2) und (M3) aus Beispiel 1.4:

M2 Mg < (p+q)® <20Ftdepagle < (p4g)l* < 220+aapr pp
ptg S (Ptq p!% p+q M,
g>pr1 - a>p+1 ¢ - (p+1)* ~ Mp+1

Beispiel 1.6. Se: o € Ry.

Fir a > 1 sind (p!*)pen, (0")pen und (I'(1 + par))pen streng reguldr.

Fir o <1 erfillen diese (M3) nicht mehr, (M1) und (M2) gelten jedoch weiterhin.
(M0O+) und (M1+) sind bei o < 1 fiir fast alle p falsch.

Die letzte Behauptung wurde nur stichprobenweise numerisch getestet.

1.3 Assoziierte Funktion

Als néchstes fithren wir eine zur Folge (M,), assoziierte Funktion ein.
Thilliez benutzt

har(t) :== ;zialellg (tPMp) firt >0 und hp(0):=0

Man beachte, dass konsequenterweise in [Thi00] ,,hp+ zu lesen ist.

Komatsu beschreibt die hier benutzte Funktion mit

3) M) = supln <tp . %2)

My = 1 annehmend ist eine Transformation mdéglich durch

-1
el it (tPM,) = <sup (tpMp)_1>
p p

1N? 1\ 7! per 1
— ] -) = 2 M=
(cwmaw (5) 35) oo (-4 (5))

Stellen wir formal um, so ergibt sich die Folge (|[Kom00| Formel 3.2)

hae(t)
(4)

M; = M, - sgg (tP-exp (=M (t))) VpeN
t=>

15



1 Streng regulire Folgen 1.3 Assoziierte Funktion

Sie ist die grofte Folge unterhalb von (Mp),, die My = My, M; < M, und (M1)
erfiillt. Mit ihr sehen wir, dass die assoziierte Funktion charakteristisch fiir die

urspriingliche Folge ist, denn diese lasst sich rekonstruieren:

Zitat: [Kom00| Proposition 3.2
(Mp), erfillt (M1) genau dann, wenn (My), = (M,"),.

Auch (M2) findet sich wieder:

Zitat: [Kom00| Proposition 3.6
(M), erfallt (M2) mit den Konstanten A, H genau dann, wenn

OM(t) < M(Ht) +log A VteR,

In (M2) konnen wir A = 1 wihlen, indem wir H veréndern. Insbesondere gilt

dann fiir s > 1, t € Ry und einem n(s) € N

s M) <2"G) M) <27V M(HE) < ... < M(H"6t)
Somit folgt aus (M2) die Existenz einer Konstanten p(s) > 1, so dass
() s+ M (t) < M(p(s)-t)
fir s > 1 und ¢t € Ry gilt. Bzw. ergibt sich [Thi00|(Formel 10) analog:
(5%) ha(t) < (har(p(s) - 1))°

Fiir s € [0, 1] gelten diese Abschéitzungen trivialerweise mit p(s) = 1.

Weitere Bedingungen der Folge sind an der assoziierten Funktion erkennbar.

Komatsu zeigt:

Zitat: [KomO00| Proposition 3.4

(M,), erfillt (M2') mit den Konstanten A, H genau dann, wenn
log(A/A)

Zitat: [KomO00| Proposition 4.1

(Mp), erfille (M1), dann ist:

> m(t < Mt =1
(M3') — m()dt<oo<:> ()dt<oo<:>§ —F < o0.
o 1 ot MYP
p=0 p

16



1 Streng regulire Folgen 1.3 Assoziierte Funktion

Zitat: [KomO00| Proposition 4.4
(Mp), erfille (M1). (M3) ist genau dann erfillt, wenn

 m(t
JAVp > my : / W;(Q)dtg(A—l—l)m(p)
P

p

f T T
0 1 1 2 3

Abbildung 1.2: hps und M(-) fiir M, = (p!)**

Diese Abbildung zeigt das typische Aussehen der assoziierten Funktionen. Beide
sind stetig und monoton steigend. Aus der Definition ergibt sich, dass sie stiickweise
sogar glatt sind. Die Ubergiinge weisen jedoch Knicke auf.

Es gilt harlf,00) = 1 und M(-)[jo1) = 0.

Das néchste Lemma zeigt eine Art Integrierbarkeit der assoziierten Funktion. Wir

formulieren dabei ein Ergebnis von Komatsu um (|Thi00|Lemma 2.2).

Lemma 1.7. Sei (Mp), eine positive Folge mit (M1) und (M3).

Dann ezistieren Konstanten c1,c¢i > 1 und ca,¢5 > 0, so dass

fiir reelle u > 0 gelten.
Beweis. a) Angewendet wird:
Zitat: [Kom00] Proposition 4.4 | Formel (4.14)

@) | a1y wna 15) = p- [ MO0 < (4 v [T
p
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1 Streng regulire Folgen 1.4 Wachstumskriterien

1 T pmr (L )
/ M <1> ds:l-/ (52 ST
0 S-u u Jo (s-u)” u

1
— . 5 dt | Substitution t = —
u S t s-u

| ()

V
|
o
G
7~
S
S~
|
o
no

Dabei sind ¢; ;= A+ 1 und ¢g :=mq - / t72M(t)dt zu setzen.
0
Da (M3)=(M3') gilt, liefert [Kom00](Lemma 4.1) die Endlichkeit von cs.

b) Da (M1)+(M3)=(Ml%), bis auf eine Aquivalenzkonstante, und
(M3) <= (M3x) gelten, erfiillt (M), ohne Einschrinkung (M1) und (M3).

Somit beweisen wir die zweite Variante analog. O

An diesem Satz zeigt sich eine Schwiche in Thilliezs Notation. Er fordert hier
zusétzlich y(M) > 1 um Komatsus Ergebnis zu benutzen und dies zieht sich auch

durch die spéteren Satze.

1.4 Wachstumskriterien

Nun fehlt uns noch ein Kriterium, das die Wachstumsgeschwindigkeit
charakterisiert. Vor allem interessiert eine untere Abschétzung. Bei Thilliez sind
dies die Begriffe v(M) und v-streng reguldr, bei Schmets und Valdivia ().

Dazu benétigen wir zunichst einen Aquivalenzbegriff.

Definition 1.8. Zwei Folgen (my), und (my,), sind dquivalent (m ~ m'), falls

eine Konstante a € R,a > 1 ewistiert, so dass

a_l-mpgmgga-mp Vp € N

gilt. ~ ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. Die Reflexivitat ist klar (fiir jedes a > 1). Die Symmetrie folgt aus

“tomy) <a-m

ail-mggafl-(a-mp):mp:a-(a -

. . TR . / / " .
Fiir die Transitivitat seien m ~ m’ und m’ ~ m" mit den Konstanten a1, as:

(alag)_l -y, < a2_1 -m; < mg < ay- m; < (a1a2) - my O

18



1 Streng regulire Folgen 1.4 Wachstumskriterien

Héufig wird auch 0 < inf <mf)> < sup <mf> < 00 als Definition verwendet.
Es folgt sofort a™? - M, < M, < a” - M, und M(a™ ') < M'(t) < M(at) fiir t € R.

Der Sinn hiervon ist, dass viele Aussagen oder Bedingungen offensichtlich unter ~

invariant sind, die Konstante aber etwas mehr Spielraum fiir Konstruktionen gibt.

Wir kénnen nun das Wachstum der Folge klassifizieren ([Thi00|Definition 1.7).

Definition 1.9. Sei (M,), eine streng requldre Folge und v € R4..
(M), erfillt die Eigenschaft (P~), wenn eine Folge (M), mit m' ~ m existiert,

ml
so dass (—f) steigt.
P/ p

Und als Notation werden wir Folgendes benutzen ([Thi00]|Definition 1.11).

Definition 1.10. Fir eine streng requldre Folge (M,), definieren wir:

Y(M) :=sup{y € R: (P,) wird erfallt} .
Beweis. Die Existenz wird gesichert durch:
Zitat: [Pet88| Corollary 1.3a
Die Folge (Mp), erfille (M0), (M1) und (MS3).

Dann. ezistieren ein € > 0 und eine Folge (M), mit m’ ~m, so dass (M0),

(M1+) und (M3) von (M,,/p\), erfillt werden.

Es gilt immer 0 < y(M) < oo. O

Anschaulich vergleichen wir hiermit das langfristige Wachstum von (M), mit
dem der Gevrey-Folge ((p!)%),. Offensichtlich gilt v((p!))?) = a.

So wie das Wachstumskriterium ~(M) eingefithrt wurde, koénnen wir
auch die Klasse der streng reguldren Folgen dementsprechend unterteilen
([Thi00]|Definition 1.13).

Definition 1.11. Sei (M), eine streng reguldre Folge und v € R

(M), heifit ~v-streng reguldr, wenn eine streng requlire Folge (M;w)p mit

m" ~ m/7 egistiert.

Folgendes zeigt die Analogie zur Definition von (M) (|Thi00]|Lemma 1.14).

Lemma 1.12. Sei (M,), eine streng requlire Folge und v € Ry mit v < y(M).
Dann ist (M), v-streng requldr.

Beweis. Da 1/(1/y) = ~v < ~(M) gilt, folgt durch Lemma 1.16, dass
(Méw)p = (M;/V)p streng reguldr ist. O
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1 Streng regulire Folgen 1.4 Wachstumskriterien

Offensichtlich ist jede streng regulére Folge 1-streng reguléar.
Ist v > 1, dann wird Lemma 1.17 zeigen, dass eine y-streng regulére Folge streng

regulér ist, so dass eine schliissige Verallgemeinerung vorliegt.

Einen anderen Zugang gibt die Eigenschaft

() p V25 L

1
< 00
peN D e v/ Myq

fir » € N1 ([SV00]Kapitel 2). Sie ist eine Verallgemeinerung von der Bedingung

(M3), welche genau (71) ist, und entspricht obiger Definition im Sinne von

(m{"), erfiillt (m3) :

p

(Mp), r-streng regulir DLl m}(gﬂ 9 <> (my), erfiillt (v,) .
sup —— Z — <
pEN p <’Y>

Wir zeigen eine spéter bendtigte, einfache Folgerung, die die Wirkung der
r-Interpolierenden auf das Wachstum erklart (|[SV00|Lemma 2.3a).

Lemma 1.13. Seir € N,

FEine positive Folge (M), erfillt (v,) genau dann, wenn die r-Interpolierende (v1)
erfullt.

Beweis. Sei (Np), die r-Interpolierende aus Definition 1.3.

” ” np =1 Nkr+j 1
= " supfzf = sup S Z .
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1 Streng regulire Folgen 1.4 Wachstumskriterien

Lemma 1.14. Sei (M),), eine streng requlire Folge und v € Ry mit v < v(M).
Die ~y-Interpolierende (Np), aus Definition 1.3 erfillt die Anforderungen an (Méw)p
aus Definition 1.11.

Beweis. Durch Lemma 1.13 ist (M3) von (N,),, erfiillt. Somit ist diese Folge streng

reguliir. Die Aquivalenz n ~ m!/7 folgt aus

(

pasrl/vy v NTL/Y (M2) M1 1/vy 1/
A M, =A Ny, < Ny < Ny =M, . O

Wir stellen noch einmal den Bezug zur Gevrey-Folge her ([SV00]|Lemma 2.4).

Lemma 1.15. Sei r € Ny und (M,), eine Folge mit (M0) und (M1).
Ist (ﬂf) quasi-steigend, d. h. steigend ab einem Index py, und gilt (52),
P/ p

dann folgt ().

Beweis. Die Folge (Qp)p mit Qp = /M,, p € N, erfiillt (M0), (M1) und (f2),
denn fiir beliebiges € > 0 existiert ein k¥ € N, k > 2, so dass:

1/r
i 1 <Qkp>1/p(k—1) s 1 (Mkp>1/p(k—1) /
imsup — | — =limsup | — [ — <e
p—oo Tip \ @p p—ro0 mpp \ My

Auch (Qp), erfiillt (M0), (M1) und (32), da ([SV00] Lemma 2.2):

x N 1/p(k—1) | 1/p(k—1)
lim sup — <Qk*p> = lim sup kp < p'Q'kp )
poo Gy \ QF p—oo Gkp \ (kD)!Qp
1 (Qup 1/p(k—1) P! 1/p(k—1)
= limsup — [ — ckp | —
P ( Q > ! ((kp)!)

p—0o0 Qkp Qip \/%kk:ppp(k—l)

Se.e.kfl/(kfl) Sg.e

(%) 1 [Qx 1/p(k—1) op(k=1) 1/p(k—1)
—hmsup< p) kp| —————

Zitat: Stirling-Formel, sieche [BSMMO05]| 8.107h
(%) n! ~V2mn (ﬁ>n firn e N
e

Somit existiert k € N, k > 2, so dass fiir p > po:

* — *
Akp Akp

4 _ 1 <Q’,;p>1/p(“> (52)

— <
Q5

N

Damit ist (f1) fiir (Qp), gezeigt, also auch (v1) ([Pet88](Proposition 1.1a)). O
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1 Streng regulire Folgen 1.5 Potenzieren der Folge

1.5 Potenzieren der Folge

Wir stellen fest, dass bei der Definition von (M) die Potenz entscheidend ist.
Naheliegend ist daher die Betrachtung, inwiefern sich das Potenzieren der Folge auf
Regularitdat und assoziierte Folge auswirkt.

Mit dem néchste Lemma verallgemeinern wir die Aussage von [Thi00](Lemma 1.10).

Lemma 1.16. Sei (M,), eine streng regulire Folge und r,s € [0, 00|
mitr+s-y(M) > 1.

Dann ist die Folge (Np)p mit ny = p"-my, streng reguldr und es gilt N(t*) < s- M (t)
firte Ry.

Im Fallr =0, d. h. /s <~y(M), gilt N(t°) = s- M(t) firt e Ry.

Beweis. (M0), (M1) und (M2) sind fiir (N,), klar, da (p!), sie ebenfalls erfiillt.
Es gilt fiir & > 0 und 8 > 0:

o0 1 a+1 1 a+1 [e’e] 1 a+1
- - Z di
2 () <G=) +LL.0) e
_ <1>a+1+ 7aoo
(6) A+l —a e
- (1>“+1+0+ o
pg+1 (B+ 1)«
1+1/a
T B+

Die Voraussetzung an r und s sichert die Anwendung hiervon. Mit den Bezeichnun-
gen aus Definition 1.9/1.10 folgt dann (M3):

> - oy Y e
q=p+1 "q q=p+1 qr(mQ)s q=p+1 qr(mq)s
Jea g M) B 1
=a
q=p+1 a g=Y(M+r
o [@EO0NT 5N |
_a —_— . —
m;hLl Gl qS’Y(M)‘H" p’Y(M)
o+ DNT 14 Y | (6)
S m;_’_l (p+ 1)37(M)+r71

9 1 p+1
<a 1
sy(M)+r—1/ (p+ 1)’°m;+1

1 D
<2a* 1+
N ( S’Y(M)+7“—1> Np+1
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1 Streng regulire Folgen 1.5 Potenzieren der Folge

Fiir die assoziierten Funktionen gilt schlieflich:

)=o) <me () = omeie (3) ==
t°) =supln { ——— | <supln =s-supln| — ) =s- t
P p!TMjf P Mﬁ P M,

Und im Fall » = 0:

£sp 1P
N(ts)zsupln< ) :s-supln<> =s-M((t) . O
p M; » M,

Dieses Lemma ist eigentlich nur zweckméfig fiir den interessanteren Fall s < 1.
Ansonsten ist der Beweis wesentlich trivialer.
Lemma 1.17. Sei (M,), eine streng regulire Folge und s > 1.
S

Dann ist die Folge (Np)p mit ny, := my, auch streng reguldr
und es gilt N(t°) =s- M(t) firt e Ry .

Beweis. (M0), (M1) und (M2) sind wieder klar. Aus mé*s N\ 0 folgt (M3):

00 00 o) 1—s 00
i— i — mq <m1_8. Z i <m1_8.A7p
n., ms m = "p+l m, —  ptl Myt
g=p+1 1 g=p+1 1 g=p+1 1 g=p+1 1 Pt
AL 4 P
M1 Np+1
Die Aussage der assoziierten Funktion gilt wieder durch:
N 1 <t8p> 1 <tp) M(t) 0
t°) = supln =s-supln| — ) =s- t) .
p M P M,

Diese Stelle zeigt den Vorteil von Thilliezs Notation, die die vorhergegangene

Aussage von Lemma 1.16 leichter formulieren ldsst (|[Thi00] Lemma 1.10).

Lemma 1.18. Sei (M),), eine streng requlire Folge und s > 0.
Dann ist die Folge (Np)p mit ny, := (m,,)* auch streng reguldr
und es gilt N*(t°) = s- M*(t) furt e Ry .

Beweis. Es gilt (1 —s)+s-y(M)=1+s-(y(M)—1) > 1, falls (M3) erfiillt ist.

Nach Lemma 1.16 ist somit (IVp), mit n, = plfsmf, streng regulér.

Es folgt nf = "2 = "2 _ (m2)e. Fir di iierten Funkti il
s folgt n, = — = r (m,)°. Fiir die assoziierten Funktionen gi
N () 1 (tsp) Ty n (-2 M*(t) 0
*(t°) = supln | — :spn( . >:5-supn<*):5- *(t) .

p N; p (Mp)s p Mp
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1 Streng regulire Folgen 1.5 Potenzieren der Folge

Auch bei Division mit kleineren Gevrey-Folgen (p!”), bleibt die Regularitit
erhalten (|Thi00]Lemma 1.12).

Lemma 1.19. Sei (M)), eine streng requlire Folge und v € Ry mit v < y(M)—1.

Dann existiert eine streng requldre Folge (MI',)p mit m' ~ m, so dass die Folge

(M;/;/pn)p streng requldr ist.

Beweis. Wir wihlen § € Ry mit v < § < (M) — 1, dann gilt (Ps). Also existiert

eine Folge (M), mit m’ ~ m, so dass (m;/péﬂ)

D p steigend ist.

)p ist eine streng regulire Folge:
klar.

da mp steigend ist.

(M

(M,
0)
(M1),
(M2) M), , <’ My < (Aa)PTIM,M, < (Ad®)PTIM] M|

(M3) Z—<Z—<Aa

gopr1 e gsp

< Ad? 39
Mp41 Myt

Nun zeigen wir die Regularitiit von (M), := (M, /p!?),
(MO) klar.
(M1), da my,/p” steigend ist.

1 . 1

" p+q !/ /
N2 v = g Mo = A MM
plg! 1\
— Ap—‘,—q M//M// < Ap+qM”M”
<(p + q)!> pea b

(3 DI DI

m!
g>p+1 e>p+l 1 g>ptl Mg

(p+1)°*! AN m,
m! ' Z 6 POt /
Pl g>ptl

QS\

IN

O R DA S

mp+1 (p+ 1)6_"/
1
215 ) .
0= Mpt1

Anmerkung 1.20. Die Regularititsbedingungen (MO)-(M3) dbertragen sich in
obigen Lemmata getrennt voneinander. Einzelne Aussagen gelten daher nicht nur

fiir streng reguldre Folgen, sondern analog auch fir Folgen, die z. B. nur (M1) und
(M3) erfiillen.
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2 Ultradifferenzierbarkeit

Hier fithren wir die R&ume der ultradifferenzierbaren Funktionen ein, die in den
folgenden Kapiteln betrachtet werden. Deren induktiver Limes wird mit Roumieu-
Typ (die franzosischen Autoren sagen Carleman-Typ) und der projektive Limes
mit Beurling-Typ bezeichnet. Letzteren werden wir erst spater in Kapitel 5 niher
erlautern.

Wichtig sind insbesondere Funktionen, die auf den Sektoren S, definiert sind. Wir
zeigen die Konstruktion einer dort holomorphen, ultradifferenzierbaren Funktion,

die wir in Kapitel 4 weiter verwenden werden.

2.1 Einfiihrung der Funktionenraume

Sei K € R" ein Kompaktum mit K = K und Q C R" eine offene Menge. Die Rdume
der glatten Funktionen C*°(K) und C*(£2) werden mit der gewohnten Topologie
versehen und wir erhalten so die Funktionenraume £(K) und £(2). Als Unterrdume

hiervon sind die glatten Funktionen mit kompaktem Triger anzusehen:

D(K) = {f € C(K)| supp(f) € K}
D(Q) == {f € C¥(Q)] supp(f) € 2}

Ebenso werden die Funktionen mit nach oben beschranktem Trager eingefiihrt:

L(K) = {f € C*([0,00[")] supp(f) € K}
L(Q) = {f € C([0,00[")[ supp(f) € 2}

Sinnvollerweise wird dabei beispielsweise K = [0,1] gewahlt, so dass f(0) # 0
gelten kann. Offensichtlich ist dann D(]0,1]) C £([0, 1]) € £([0, 1]).

Diese 3 Grundtypen geniigen zur Klassifizierung des Trégers.

Waihrend diese Bezeichnungen recht einheitlich benutzt werden, benutzen die
Autoren leider verschiedene Symbole fiir Ultradifferenzierbarkeit. Wir halten
Thilliezs Symbolik fiir die plakativste und weichen hier von Komatsus Schreibweise
mit den Klammern ab. Prinzipiell ist sie gut, aber sie ist etwas ungliicklich, da der

Unterschied zur spéteren Beurling-Version, z. B. £ (MP)(Q), bei kleiner Druckschrift
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.1 Einfithrung der Funktionenrdume

o

Abbildung 2.1: Funktionen aus £([—1,1]), £(]0, 1]) und D([-1,1])

oder schlechter Handschrift nur mit gutem Auge erkennbar ist.
Zur Definition verwenden wir hier [Kom00|(Kapitel 2). Die holomorphen Réume
entsprechen [Thi00](Abschnitt 2.5).

Definition 2.1. Sei Q eine offene Teilmenge des R", K eine kompakte Teilmenge
des R" (K € R"), 0 € Ry und (M)), eine positive Folge.

Wir definieren folgende Rdume der ultradifferenzierbaren Funktionen:

Emo(K) ={f€&(K)|IC; eRVIJeN"Vz € K: |D’f(x)| < Cro’M;}

En(K) = Emo(K) = lim Ero(K)
>0

analog : Epno (), E1(Q), Dt o (K), Dpi (K), Dai o (2), i (2),
‘CM,J(K)? EM(K)a £M,J(Q)v £J\/[(Q)

Im komplezen Fall sei Q ¢ C=R2.

Wir definieren folgende Rdume der ultraholomorphen Funktionen:

Apto(Q) = HQ) N EMo(Q) und Ap(Q) = H(Q) N En(Q)

Wenn nur die Existenz der Konstante Cy von Interesse ist, wird oft der kiirzere

| D7 f(=)] :
Ausdruck sup ————— < 00 notiert.
x,J O’]Mj
Die Raume &Epno(K) und Dpo(K) sind Banachrdume mit der Norm
| D7 f ()]

| fll, := sup sup , die der kleinstmdglichen Konstanten Cy entspricht.

vek JeNn 09 M
Die Rédume &y (K) und Dy (K) sind als induktiver Limes nur noch (LB)-Raume.

Die reell analytischen Funktionen auf Q bilden den Raum &, (2).

Die folgende Tabelle soll nur einen groben Uberblick iiber die Raum-Notationen
verschaffen und beim Vergleich der verschiedenen Quellen helfen. Die R&ume
besitzen stets die Abschidtzung wie in Definition 2.1. Die Unterschiede liegen

lediglich im Definitionsbereich und beim Tréger.
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.1 Einfithrung der Funktionenrdume

Autor Raum C*(7) | Trager K Quelle hier
e} (K K - En(K
{M(}> [Kom00|Def 2.1 m(K)
Komatsu Dy’ R" K CcR" Dy (K)
Petzsche | EMMr}(Q 0 - Enr(Q
cresene - ) [Kom00|Def 2.5 (&)
DMt Q) | R KcQ Dy (Q)
Dl,{M} R K C [_17 1] DM([_L 1])
Schmet L 0, K c[0,1 Lar(]0,1
chmets 1y | [0,00] [0,1] SVOO]Kap 3 m([0,1])
Valdivia &1y [0, 1] - En([0,1])
NI,{M} [0, oo - Em ([0, 00[)
Thilliez Car () Q - | Thi00]Kap 1.2 En ()

Tabelle 2.1: Vergleich der Raum-Notationen

Schmets und Valdivia fiithren in [SV00|(Kapitel 3) fiir den ein-dimensionalen Fall
noch allgemeinere Rdume ein, die sie mit DZ (uy notieren. Wir fiihren hier eine
andere Notation ein, um sie der obigen Notation anzupassen.

Es stellt sich dabei das Problem, wo wir das r notieren. Ein weiterer Index hinten
stellt Verwechslungsgefahr im Fall der Roumieu-Klasse, z. B. Dy 3(2). Vorangestellt
ist dies jedoch klar. Den hochgestellten Platz mdchten wir frei halten fiir den
Beurling-Fall D, /() in Kapitel 5.

Des Weiteren werden in [SV00] nur o € Ny betrachtet, da dies keine wesentliche
Einschréankung darstellt. Wir schreiben daher die Aussagen und Beweise in 0 € R

um.

Definition 2.2. Sei K eine kompakte Teilmenge in R(K € R), 0 € Ry, r € Ny
und (Mp), eine positive Folge.

Vi eNVke{l,...,r—1}: fUTH(0) =0, }

Drno(K) =4 f € D(E) , . .
1CreRVjeNVz e K : }Djrf(a:)‘ < Cyo’ M;

Fiir alle weiteren Rdume analog.
Einige topologische Eigenschaften wurden von Komatsu betrachtet:

Zitat: Teil von [Kom00| Theorem 2.6

Evi(K), Dy(K) und Dpr(2) sind (DFS)-Raume. Somit sind sie separable,
vollstandige, bornologische Montel- und Schwartz- Riume.

Eni () ist ein vollstandiger Schwartz-Raum.

Insbesondere sind diese Riume semi-reflexiv. Gilt (M2'), so sind sie

nuklear.
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.1 Einfithrung der Funktionenrdume

Zitat: Teil von [Kom00| Theorem 5.12
Es gelte (M1) und (M3'):
Eni(Q) ist ein vollstindiger, bornologischer Montel- und Schwartz-Raum.
Gilt (M2'), so ist er nuklear.

Es ist eine topologisch algebraische Struktur gegeben durch
|[KomO0|(Proposition 2.7) bzw. [Thi00|(Lemma 1.3).

Lemma 2.3. Sei (Mp), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Fir fi € Eme (), fo € Emo,() ist fife € EMoy+0,(2) und es gilt
| f1f2]

Q,01+02 S Hfl”ﬂ,ol ||f2HQ,O'2'

Beweis. Wir benutzen die Leibniz-Formel im Mehrdimensionalen:

() (DX f1)(x)(DE f2)(x)

D7 (fi1f2)(x)|  |KiI=s
(01+02)ij - (01+02)ij
1 3\ (DX f1)(2)] [(D" fo) (2)]
S (0_1 + 02)]' K;J (k) Mk Ml ’ (1)
AP
O 1. N0 R [ AS]
(o1+02)  genn  of M Lenn  abM,
o [OS@ [0 @) .
Kenn  oF My, Lenn  ob M,

Gilt (M3'), so ist Epro(R™) nicht quasi-analytisch und enthélt deshalb nicht-
triviale Funktionen f, die bei 0 flach sind, d. h. D7 £(0) = 0 fiir alle Multi-Indizes
J € N" erfiillen. Mit (M2), r € N, J,K € N* x € R" und einem 6 € (0, x) gilt fiir
diese durch Taylorapproximation an der Stelle 0 (|Thi00]Formel 16):

K K

K\
|K|<r K |=r+1

DX f(0 B DX f(6 B
T = KNPV = R

K>J|K|<r K>J|K|=r+1

flach DKFO) kg
ac DRfO) k-
= > (K- "
K>J|K|=r+1

r=j—1 Pt M,y
< .1 f p+] p
< Wlo - jnf = Il
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.2 Sektoriell holomorphe Funktionen

APTI gPtI M,M;
p!
(Ao [2])F M,

(M2)
< |If]

0. Inf af?

< Aj JM f
i ”f”Qa o= M ;IelN

(7) < || fllq,o A70? Mj exp (‘M* <Aal\xy>>

2.2 Sektoriell holomorphe Funktionen

In den folgenden Sétzen werden wir zu einer reguléren Folge holomorphe Funktionen
konstruieren, die betragsmafig mit der assoziierten Funktion zusammenhéngen.

Zunachst betrachten wir den Fall der offenen rechten Halbebene Si. Dies ist im
Grunde |[Thi00|(Lemma 2.4). Allerdings kommen wir ohne die Verwendung von
(M2) zu dem Ergebnis, indem im Beweis die Konstanten der betrachteten Funktion

modifiziert werden! Zudem haben wir die Konstanten auf eine Seite notiert.

Satz 2.4. Sei (Mp), eine streng requlire Folge, wobei (M2) nicht vorausgesetzt
wird.
Dann ezistieren eine Funktion F € H(S1) und positive Konstanten c¢1 und co, die

nur von (M,), abhdingen, so dass

e (2)) i em ok

fir x +iy € Sy gilt.

Beweis. Fiir z =z 4+ iy € S7 und c3, ¢4, c5 € Ry definieren wir

(8) F(w+iy)::exp<03+04/+oo—M< L >it'z_1 dt >

oo cslt] ) it —z 14+¢2

Thilliez verweist dabei auf die ,klassische Konstruktion dufserer Funktionen von
Hardy-Rdumen HP“ die Beurling studiert hatte. Die Holomorphie ist damit klar
und die Konstanten werden nun passend zur Behauptung bestimmt. Wir benutzen

nun e® = |e?| fiir a,b € R mit:

itz —1 1 _ ite —ty—1 1
§R<it—z '1+t2> _§R<—x+i(t—y)> 1+ ¢2
5 (ite —ty — 1)(—x —i(t — y)) 1
N 2?2+ (t —y)? 1+ ¢2

tey + o +t?x —try 1

22+ (t—y)? 1412
x

a? + (t—y)?
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.2 Sektoriell holomorphe Funktionen

Dieser Term wird Poisson-Kern genannt. Also:

(10)  |F(z+iy)| = exp <C3+C4/+°°—M< L > v dt)

oo cslt| ) a? + (t — y)?

Nun substituieren wir c5t = xs:

“+o0o 2
. cq 1 x
11 Flx+1y)|=exp|c +/ —-M () ds)
( ) | ( y)| p<3 cs |- {L“S| 22 (65_1.%'8—y)2

1 1
Es gilt —M <> >—-M < ) fir |s| > 1, da —M fillt wegen (M1):
x

T
1 2 1 2
[ TE R NPT}y -
ls|>1 zls| ) a2 + (c5 ' ws — y)? z lsj>1 22 + (c5 x5 — y)?
1 o0 1
>-M|(—-])- — ds
x oo L+ (c5 s —2)2
1
=-M <) - arctan (cgls — g) ’oo
X T/ 1—o0
1
x
und da (M1) und (M3) gelten, folgt aus dem Lemma 1.7a mit cg,c7 € Ry:

1 I‘2 +1 1
o) g | ()
Is|<1 z|s| ) 22 + (c5 tws — y)? 1 z|s|

€(0,1]
1
Z 2(—06 - M <> - 07) .
T

Zusammen ergibt dies die untere Abschitzung

1
|F(z +1iy)| > exp <03 —2cqc7 —cq - (m+ 2¢6) - M <>>
T

1
~o (220 ()
x
durch Wahl von ¢4 := (7 + 2¢6) ™" und ¢3 := 2c4¢7.

Zuriick zu (10). Wir berechnen zunéchst

x +x
/ %dt = / %df = arctan é = z
t—yl<a 2+ (E =) —p 27+ E x|, 2
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.2 Sektoriell holomorphe Funktionen

und mit [t —y| <z = |t| < |t —y|+ y| < V2|z + iy| folgt dann aus (M1):

1 x 1 T
12 / M< > dtSM()-
12 lt—yl<a cslt] ) a? + (t — y)? V2es|lz +iy|) 2

w9 Jegr ™ (i) et =0

ist offensichtlich und somit ist dies kombiniert die obere Abschétzung

us 1
F(z+iy)| < exp (0304-M(_)>
F(a+iy) : T

durch Wahl von ¢5 = 1/v/2. O

Bei Thilliez tauchen die Inversen in diesem Satz so nicht auf, da er die assoziierte
Funktion hjs zur Formulierung benutzt. Ohne Inverse ist aber auch eine angepasste

Variante moglich, die die vorige Beweisidee aufgreift.

Satz 2.5. Sei (M,), eine streng reguldre Folge, wobei (M2) nicht vorausgesetzt
wird.
Dann ezistieren eine Funktion F € H(S1) und positive Konstanten c¢1 und co, die

nur von (M,), abhingen, so dass
exp(—ci - M(|z +1y[) — c2) < [F(z +iy)| < exp(=M(z))

fiir x + iy € Sy gilt.

Beweis. Fiir z = x + iy € 51 definieren wir die holomorphe Funktion

I lt|\ itz —1 dt
F iy) = - M —= :
(14) (z +1iy) := exp <7r /_OO <\/§> T 1+t2>

Benutzen wir wieder exp(a) = |exp(a + ib)| fiir a,b € R mit

itz — 1 1 T
(15) g%<it—z'1+t2>_az:2+(t—y)2 ’ =

so erhalten wir:

(16) F(z +iy)| = e 1/+°° (1 L
r+iy)| =exp | — — — |
R e WV ) R R
Die obere Abschitzung erreichen wir nun durch Zerlegung des Integrals an der
t
Stelle v2|z|. Es gilt —M (%) < —M(|z|) fir [t| > V2]z|, da —M fills
wegen (M1).
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.2 Sektoriell holomorphe Funktionen

] ) x / T
M| =) 5———dt < —M(x)- " @t
/t|2\/§|2| <\/§ 2+ (t-y)? (=) t>v3)2| T2+ (t—y)?
:—M(x)-/ %-ldt
t>valz) 14+ (1) 2

1

= —M/(x) - (arctan(oo) — arctan(—o0))
=—M(z) - <g + g)
=—M(x) -w

|t ) T L
und / -M ( ———5dt <0 ist trivial wegen = > 0.
lt1<v3|2] V2] 2%+ (t —y)?

Fiir die untere Abschétzung wird wieder das Resultat von Komatsu angewandt:

Zitat: Teil von [Kom00| Lemma 4.4 , Formel (4.14)
= M) M)
(M1) und (M3) = p-/p 2 dt < (A+1)M(p) +my - 2

Und [Kom00[(Lemma 4.1) liefert die Endlichkeit des letzten Integrals unter

diesen Voraussetzungen.

dt .

()

cs 2|
Pt (t-y)? P

Fiir t > V2|z| und ¢3 := 6 + 4v2 ~ 11.66 gilt
X
y >0 ist

, denn fiir

s lz| (22 + (t—y)?) — 2t = ez |2| (12 — 2yt + |2?) — at?
> eg 2| (t = |2))? = |2] £
= |z] (e3(t — [2])? — )
= |z (Ves(t — [2]) = t)(Ves(t — [2]) + 1)
= 2| (Ves = D)t = Ves [2])((Vies + 1)t — Ves [2])
> |2* (Ves = 1)V2 = Ves)((Ves + 1)V2 — y/e3)

=0

und fiir y < 0 ist es klar. Sicherlich kénnte c3 kleiner gewéhlt werden. Es reicht hier
jedoch die Existenz. Fordern wir noch grofere ¢, so kdnnen wir cs kleiner wihlen

(aber scheinbar nicht beliebig klein).
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.2 Sektoriell holomorphe Funktionen

Damit folgt dann

|t] > z / ( |t ) cs |2|
Vo (T R S v (A dt
/|t|>¢§z| <\@ 2%+ (t - y)? [t V2| v2)

M (t
= —V2¢3 2| - tQ( ) gt | Subst.
12

> —cq- M(|z]) = es | (+)

mit bestimmten positiven Konstanten ¢4 und c5. Mit (M1) gilt:

|t] > x / x
M| —= ) =———-—=dt > —-M(|z]) - ——dt
/It§ﬁ|z <\@ r? 4 (t —y)? (1) <3z T2+ (t —y)?

= eean (L))

> —M([2]) -
Zusammen ergibt sich also:

1 [ |t] x T+ cyq cs
bl B/ (A I S P S M -
2L () it - e -

T+ cCy4 Cs
und ¢ = —. O
T

Dies entspricht der Behauptung mit ¢; :=

Bei den beiden vorigen Beweisen kénnen wir die Abschétzung (5) im Kapitel 1 als
letzten Schritt benutzen, wenn wir die Bedingung (M2) voraussetzen. Wir erhalten

dadurch folgenden Satz.

Satz 2.6. Sei (M), eine streng requldre Folge.
Dann ezistieren Funktionen Fi, Fy € H(S1) und positive Konstanten c1,.._ 4, die nur

von (M,), abhdngen, so dass

a) exp <—M (i)) < |Fi(z +iy)| < exp (Cl - M <m>)

b) exp(—M(cs |z +iy|) — ca) < [Fo(x +1iy)| < exp(—=M(x))

fiir x + iy € Sy gelten.

Sei (Mp), eine streng reguldre Folge. In Kapitel 1 haben wir gezeigt, dass
eine dquivalente streng reguldre Folge (Np), existiert, bei der auch (N,), streng
reguldr ist. Damit kénnen wir in den Ansétzen ((8) und (14)) ausnutzen, dass

M(a™'t) < N(t) < M(at) fiir t € R gilt. Wir beweisen dann analog Folgendes.
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.3 Sektoriell ultraholomorphe Funktionen

Satz 2.7. Sei (Mp), eine streng requlire Folge, wobei (M2) nicht vorausgesetzt
wird.
Dann ezistieren Funktionen Fi, Fy € H(S1) und positive Konstanten c1..._ 4, die nur

von (M,), abhdngen, so dass

a) exp <—M* G)) < |Fi(z +1y)| < exp <01 —cp- M” <|x—11-iy]>>

b) exp(—cs - M*(|x +iy|) — ca) < [Fa(x +iy)| < exp(=M*(z))

fiir x +iy € Sy gelten.

2.3 Sektoriell ultraholomorphe Funktionen

Nun l&sst sich eine Funktion wie in den vorigen Sétzen 2.6/2.7 weiter verwenden
zur Betrachtung allgemeinerer Sektoren S,. Zusidtzlich ist die Funktion, die
wir hier konstruieren, ultradifferenzierbar und gehort somit zur Roumieu-Klasse
([Thi00]Theorem 2.8).

Satz 2.8. Sei (M,), eine streng regulire Folge, wobei (M2) nicht vorausgesetzt
wird, und v € Ry mit v < y(M).
Dann ezistieren eine Funktion G € Ap(S,) und positive Konstanten ci,c,c3, die

nur von vy und (Mpy), abhdngen, so dass

_ (_cl M (ﬁ)) <|G(2)] < exp <C2 —2ar (C31|z|)>

fiir z € S, gilt.

Beweis. Der 'Trick hierbei ist, zunéchst einen zu grofen Sektoren zu betrachten.
Seien also o, € Ry mit v < a < B < ~(M). Auf S, kann zunichst die
Abschétzung gezeigt werden durch Abbildung in den bekannten Fall S7. Die

Ultradifferenzierbarkeit folgt dann aus der Cauchy’schen Integralformel.

Wir betrachten die Folge (NVp), mit ny, := (m;)l/’g, die dank Lemma 1.18 die
gleichen Bedingungen wie (M), erfiillt. Somit kénnen wir Satz 2.7a hier fiir (N,),

anwenden und G definieren durch

—1 Bea
G(z):=F ((cos ;rg) -z1/5> fir z € S,
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.3 Sektoriell ultraholomorphe Funktionen

Die Konstante c4 € Ry wird spéter gewdhlt. Da z — 28 holomorph von S, in
Sayp C S1 abbildet, ist G wohldefiniert und holomorph auf S,.

Dann ergeben sich die behaupteten Abschétzungen aus

-1 Pea cos T
G(2)| = |F ( cos gg) z1/5> > exp <—,304 -N* <§R(21§g)>> | Satz 2.7a

cos T/2p

|G(z)| <exp | Beges — Begcs - N* (M)) | Satz 2.7a

(
— exp <_c4 o (ﬁ)) | Lemma 1.18
(

=exp | Bescs — cace -M*
~—

| Lemma 1.18
||

(cos m/w)ﬂ)

fir z € S,, also insbesondere fiir z € S,. Dabei sind c5,c6 € Ry die Konstanten
aus Satz 2.7a.
¢y = 2/cg wird fiir den néchsten Beweis so gewéhlt.

TQ
Fiir die Behauptung setzen wir also c¢; := ¢4, ¢ := [cgcs und c3 := (cos —)_ﬁ.

2p
Aus der Definition (3) von M*(-) folgt fiir p € N, t € Ry:
(17) —M* ! = —supln 1 :infln(tj‘M’-k)<ln(tp-M*)
t jen  \t- My | jeNn = P
Zuletzt fehlt noch die Zugehorigkeit von G
o 1 zu En(Sy), denn Ay =HNEN.

Sei also fortan z € 5.

Hier wird nun die Cauchy’sche Integralformel
benutzt (siehe z. B. [Wer06] Korollar 11.3.5).
Wiéhlen wir 0 < r < sin(min(1, o — ) - g), so liegt
die offene Kreisscheibe B,|,|(z) in S,. Da r €]0, 1]

ist diese auch klein genug, um den Ursprung nicht abzudecken. Die Bildung des

Abbildung 2.2: Skizze

Minimums ist eher technischer Natur, um z. B. den Fall « — vy = 2 (= r = 0)
zu verhindern. Wiirden wir obige Abschitzungen mit Satz 2.6, also mit M(-),

ausfiihren, so scheitert die folgende Abschéitzung fiir betragskleine z.
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.3 Sektoriell ultraholomorphe Funktionen

Es gilt durch triviale Abschéitzung des Integrals:

: i G
‘G(])(Z)) N 2‘777” . /(93r|z|(2’) ('5—(5))]“ dt

19 = % o] — (Cz - 2(7«]|\z4|)n(+13(1i)||> ) | oben

2 g 2 ()

2 (r]z])i+1

<oy 22 (c2)- ﬁi“z&?; 2l)/ - M an
(19) = exp (c2) - (W)J - M
Somit ist G ultradifferenzierbar. 0

Wenn wir den letzten Teil des vorigen Beweises nidher betrachten, sind weitere
Abschétzungen fiir die Ableitungen dieser Funktion mdéglich (|Thi00]Lemma 2.9).

Lemma 2.9. Sei G die Funktion aus Satz 2.8.
Dann existieren Konstanten c1,..6 € Ry, so dass fir j €N, z € Sy gilt:

a) |690) gclchjexp<_M*( L ))

| s |z]
()"

; 1
< ciMjexp<C5-M*< ))
¢ |z]

Gilt (M2), so kann cs =1 angenommen werden.

b)

Beweis. Sei r wieder wie im Beweis von Satz 2.8.

a) Wir setzen bei (18), mit cg,c7 € Ry, wieder an und rechnen analog:

‘G(j)(z)‘ < (rf; - exp (CG—Q'M* (M)) | (18)
il
< gt (o (Garom) ™ (Garom)

SM(MYMj.exp(—M*(w))

C1 Co

~—
<

C3
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2 Ultradifferenzierbarkeit 2.3 Sektoriell ultraholomorphe Funktionen
b) Wieder mit der Cauchy’schen Integralformel, cg € R:

()"l-

Satz 2.8 ;!
< == 27rz] -
27

i 1
ori /aBm,@ GO - ®

exp (CS - M (W))

@I
< gt (e 0 (=) - (=)

w_j (1= ) |2 M exp <(08+1).M* <1>>

(rlzl)7 ™ (1—=7)-|z]
—r\J

() Mjexp(&i}l)w((l—iwrz\»
Cq4 Cg

Gilt schlieRlich zusétzlich (M2), so konnen wir (5) anwenden, um c5 zu entfernen.
O
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3 Gewichtsfunktionen

Bei der Einfiihrung der assoziierten Funktion in Abschnitt 1.3 wurde erwéhnt, dass
die Bedingungen der Folge an der Funktion wieder erkennbar sind. Eine alternative
Theorie ist daher méglich, indem wir direkt Bedingungen an die assoziierte Funktion
stellen. Mit etwas allgemeineren Anforderungen sind dies die Gewichtsfunktionen,
die Braun, Meise und Taylor in [BMT90] einfiihren.

Auch hier sind ultradifferenzierbare Funktionen einfiihrbar und entsprechen den uns
bereits bekannten aus dem vorigen Kapitel. Wie schon von Thilliez in Abschnitt 2.2
wird zunéchst Beurlings Methodik der duferen Funktionen benutzt. Aufgrund der
schwécheren Voraussetzungen ist das Resultat eine allgemeinere Aussage als der
Satz 2.5.

Um schlieflich ultradifferenzierbare Funktionen mit kompakten Tréger zu konstru-
ieren, nehmen wir nun die Fourier-Transformation zur Hilfe. Somit wird die Existenz
der Rdume Dy (£2) und D, ,(2) (siehe Kapitel 5), 2 C R, garantiert. Beispielsweise

beinhalten diese Rdume die Abschneidefunktionen, die wir spéter benétigen werden.

3.1 Bedingungen

Wir fithren zunéchst die Bedingungen ein ([BMT90|Definition 1.1).

Definition 3.1. Sei w : [0,00[— [0,00[ eine stetige Funktion mit w1 = 0, die
auf [0, co| steigend ist. Wir bezeichnen sie als Gewichtsfunktion, falls sie folgende
Eigenschaften erfillt:

(o) 3K >1Vt>0: w(2t) < K- (14 w(t))

(B) /loo 1w_£t22 dt < oo

m In(1+1¢)
() fim =5

=0
(6) ¢ :[0,00[—= [0,00[, ¢(t) :=w(exp(t)) ist konvex

Fiir t € C" setzen wir fort mit w(t) = w(||t|}1) = w (Z |tj\).
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3 Gewichtsfunktionen 3.1 Bedingungen

(0),(B) und () beschranken das Wachstum vor allem fiir grofse ¢.
Gilt w(tp) > 1, dann folgt fiir n € N aus («) :

w(2™) < -+ < K"w(tg) + in < (2K)"w(to)
j=1

Folglich existieren ¢, € R, so dass w(t) < ¢ [¢|* fiir [¢] > 1.
Aus (B) folgt:

') t 2T t
O:lim/ “()dtznm/ w(t) g
T—00 J_ 14+ ¢2 T—0o [ 14 ¢2

2T

2T — w(T)
> i —dt= 1 R =
> Jim wlr) [ gt = Jim w(r) 5| = Jim 5
2) = 1m 2Dy
T—00 T

(7) liefert die untere Grenze In(t) < k - w(t) fiir & > 0.

(6) hingegen ist auch wichtig fiir kleine t. Auch hier muss somit mindestens
logarithmisches Wachstum vorliegen.
Eine einfache Folgerung aus («) zeigt [BMT90](Lemma 1.2).

Lemma 3.2. Sei w eine Gewichtsfunktion. Aus (o) folgt fir x,y € C":

wz+y) < K- (1+w()+wy)

Beweis.

w(z +y) = w(lz +yl) <w(z+[y]) < w2 max(|z|, |y]))

(@)

< K- (14 w(-max([z], |y[)) < K- (1 +w(z) +w(y)) a

In [BMT90|(Remark 8.9) wird gezeigt, dass die assoziierte Funktion M(-)
dquivalent zu einer Gewichtsfunktion ist, falls die Folge (M)), die Bedingungen
(MO),(M1),(M2), (M3') und

(21) Ik € N: liminf 2 > 1
p—0o0 mp

erfiillt. Letzteres ist eine Abschwichung von (1), welche durch (M3) erfiillt ist.
Eine streng reguldre Folge besitzt also diese Eigenschaften, so dass alle Ergebnisse

der Gewichtsfunktionen somit auch fiir M(-) gelten.
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3 Gewichtsfunktionen 3.2 Fouriertransformation

3.2 Fouriertransformation

Wie in [Wer07]|(Kapitel V.2) eingefiihrt, verstehen wir unter der Fourier-

Transformierten einer Funktion g € L'(R™) die Funktion

g(x) = Fg(x) = (271')_"/2/ g(t) exp(—i(z,t))dt Vzr e R"

n

und . (R") sei der Schwartzraum der schnell fallenden Funktionen:

f schnell fallend <= lim z%f(z) =0 VYaeN"

|z| =00

S (R := { F e C®(R") | DPf schnell fallend V3 € N"}

Dabei ist (-,-) das euklidische Skalarprodukt (x,y) = ijyj.
j=1

Auf diesem Raum gilt bekanntlich die Inversionsformel:

g(x) = F1G(x) = (271')"/2/ g(t) exp(i(z,t))dt Vr eR

n

Den Zusammenhang der Fourier-Transformation mit den ultradifferenzierbaren

Funktionen hat Komatsu mit [Kom00|(Lemma 3.3) erldutert.

Lemma 3.3. Sei K C R" ein Kompaktum mit Lebesque-Mafs |K| und dem
Trdagerfunktional

Hig :R" R, (+ sup(z,()
zeK

a) Ist ¢ € Do (K) mit Norm ||¢|,, dann ist ¢ eine ganze Funktion auf C" mit
~ ¢l
801 < Mo 1K el -exp (-1 (52 ) + Hk(30)

b) Ist © eine messbare Funktion auf R"™ mit

el = <oco

exp M (@) - @(€)

Ly (R")

dann ist o = F 1@ eine ultradifferenzierbare Funktion auf R"™ mit

D’ <”L”- i.Mf VYJeN
sup 1070 < Goynag, M
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3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

Fiir Gewichtsfunktionen konnen wir ebenfalls den Begrift der ultradifferenzierba-
ren Funktionen einfiihren ([BMT90|Definition 3.1).

Definition 3.4. Sei w eine Gewichtsfunktion, wobei (§) nicht vorausgesetzt wird,
K € R" ein Kompaktum und Q@ C R™ eine offene Teilmenge.

a) Fir o € Ry definieren wir den Banachraum

supp(f) C K,

Duo(K) =1 f € C°(R" ~
o < 1 flly == /Rn )f(t)‘eXp(a-w(t))dt < o0

b) Dy(K):= indODw,U(K) und D (K) := projD, +(K).
o—

g—r00
c) D,):= Q@l?(iQDW(K) und D, () = Q@l}l{iﬂl)w (K).

Das Lemma 3.3 zeigt, dass dies mit Definition 2.1 iibereinstimmt.

3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trager

In diesem Abschnitt stellen wir die Konstruktion aus [BMT90|(Kapitel 2) vor. Der
Ansatz entspricht dem aus Abschnitt 2.2 und deshalb werden die Ergebnisse hier
eine Verallgemeinerung darstellen.

Wir tauschen die Koordinaten x <+ y und somit H <> S; (H = obere Halbebene)

um die Aussagen von [BMT90] analog zu denen in Abschnitt 2.2 zu formulieren.

Wir beginnen mit den Real-Teilen des Ansatzes von Thilliez in Satz 2.4, wie wir
in (10) sehen kénnen ([BMT90]|Definition 2.1).

Definition 3.5. Fiir eine Gewichtsfunktion w, wobei () und (§) nicht vorausgesetzt

werden, definiere die harmonische Funktion P, : S1 — [0, 00[ durch

+o0 T

P,(xz+1iy) = ;lr/ w(t)  ———dt

—o0 2 + (t - y)2
Abschitzungen dieser Funktion werden dann in [BMT90|(Lemma 2.2) gezeigt.

Lemma 3.6. P, aus 3.5 ist harmonisch und es gilt fir x + iy € Si:

a) Bo(z +iy) > w(lz +iy|) > w(y)
b) Ve>03A>0:P,(x+iy) <ezx+4Kw(y) + A

(K aus ().
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3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

Beweis. P, ist Real-Teil einer holomorphen Funktion, denn nach (9) gilt

Pw(eriy):%(i/Jroow(t)itZ—l dt )

o it—2z 14+t

Diese Funktionen sind harmonisch, denn aus den Cauchy-Riemann-Differential-

gleichungen fiir holomorphe f = u + iv folgt:

d? d? d? 9?
2t = (3 + ) “) = (5 ~ g ) 1) =

a) Auf Grund der Symmetrie von w und y* geniigt es den Fall y > 0 zu betrachten:

4 [ t) - 4 [ w(t .
pw(xﬂ-y)z/ L w)r :/ witt+y) -z,
7'(' X

oty T2+ (t—y)? 7r x? + 12
24/°Ow(332—}-y)'xdt :4w(:c—|—y)/oo T
. x? + 2 T x? + 2

4 0o
= iz +y) -arctan(f)‘ =w(x +y)
s 1
> w(|z +iyl) > w(y)

Die letzte Zeile gilt, weil w wachsend ist.

b) Sei e > 0 gegeben. Nach Definition 3.1(3) existiert eine Konstante R = R(e) > 1,

so dass
8K [ w(t
(22) / @dt <e ,
m R t
wobei K die Konstante aus Definition 3.1(«) ist. Mit Lemma 3.2 ist dann:

. dr [ w(t+y)
P(:z:+zy):/ AL 2
? T ) T2+ 12

00 +8£ K- w(t)
—o o Jy x4 t2

—4K‘u+w@»+8K"$([f S+ [ ““>dQ

3.2 4
< CK - (14 w(y)) -arctan(§)|

7r x2 + 12 r x? 4t
8K 0 8K [ w(t
<4K - (1+w(y))+ — - w(R) - arctan(g)‘ +x-— iz)dt
T 0 T Jp ot
(22)
<AK - (14w(y)) +4K -w(R) +e-z
Und zuletzt wihlen wir die Konstante A(e) := 4K - (1 + w(R(¢))). O
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3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

Dieses Ergebnis dhnelt dem Satz 2.6b:
Sei @, eine konjugiert harmonische Funktion, so dass P,, + i@, holomorph auf S;
ist. Somit ist auch F, := exp(—P,, —iQ,,) holomorph auf Sj.
Mit obigem Lemma und |F,| = exp(—P,) ergibt sich:

(23) Ve>03A: >0: exp(—ex —4Kw(y) — A:) < |Fy(z +1y)| < exp(—w(z)) .
Es gilt mit den Konstanten cj,cy € R:

(8) = (20) =Ve > 039 > OVz > 20 : w(x) < ex
=Ve > 03A. > 0Vx > 0: w(z) <ex + A
= ex +4Kw(y) + A: > w(z) + 4Kw(y)

> cqw(ez |z +1y|) . | Norméaquivalenz

Da M(-) zu einer Gewichtsfunktion w dquivalent ist, kann diese Abschitzung mit

Satz 2.6b kombiniert werden und wir erhalten:
Jde > 0Ve > 03A. > 0: exp(—ex —c- M(y) — A:) < |F,(x +1y)| < exp(—M(x)) .

Dies entspricht (23), so dass die Abschitzungen aus Satz 2.6 starker sind als
die aus Lemma 3.6. Dies verwundert jedoch nicht, da die Voraussetzungen hier
schwécher sind. Fiir die essentielle Abschitzung des Integrals (22) wird hier die
Bedingung () vorausgesetzt, welche (M3') entspricht ([Kom00] Lemma 4.1). Im
Abschnitt 2.2 iibernimmt [Kom00]|(Proposition 4.4) die wesentliche Rolle, bei der
(M3) Voraussetzung ist. Eine mdogliche Verbesserung des vorigen Beweises, so dass
die Aussagen von Satz 2.6 und Lemma 3.6 dquivalent sind, ist daher nicht zu

erwarten.

Mit den vorherigen Abschatzungen kénnen wir nun eine schnell fallende Funktion
mit einer Halbachse als Trager konstruieren ([BMT90|Lemma 2.3).

Lemma 3.7. Sei w eine Gewichtsfunktion, wobei (0) nicht vorausgesetzt wird.

Dann ezistiert eine Funktion g € (R), g £ 0 mit Trdger in | — 00,0], so dass
9()| < exp(—2K - w(z))

fiir alle x € R gilt. K ist die Konstante aus (o).

Beweis. Sei zunéchst @, eine konjugiert harmonische Funktion, so dass P,, + iQ.,
holomorph auf S; ist. Dann ist somit auch F := exp(—2K - (P, +1Q.)) holomorph
auf S7. Wir definieren f: R — C mit f(y) := F(1 —iy).
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3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

Aus Lemma 3.6a ergibt sich fiir z + iy € Sy
(20 |F(@+ i) = exp(—2K - Pu(z +iy)) < exp(~2K - w(y))

Aus («) und (v) folgt die Abschiitzung
1
(25) aceR+vyeR;w(y)gK.w(,y|_2)+c

Mit der Cauchy’schen Integralformel gilt fiir j € N und y € R:

‘f(j)(y)’ = ‘F(j)(l - iy)‘ - 2j771"1 ‘ /331/2(1131) (1_1};(5)5)]“(%

7! _Supg¢ F(€)

< . < -1
=or T (1/2)it

<127 - exp <—2K-w <|yy — ;)) | (24)

(26) <19 exp(~2-wly) | (25)
=:Cj

(7), (24) und (26) zeigen, dass f € (R) ist. Da die Fourier-Transformation auf
diesem Raum ein Isomorphismus ist, existiert somit ein g € .#(R) mit g = f.
(24) zeigt dann die behauptete Abschitzung.

Sei nun z > 1 und y € R;. Fiir £ € R berechnen wir zunichst das Integral
entlang der Geraden [k, k —i(x — 1)] :

k—i(z—1)
/k F(x —it)exp(iy(t +i(x — 1))dt

(

24)
< |z — 1] - exp(—=2K - w(k)) - exp(0)

k—i(z—1)
(27) = lim F(x —it)exp(iy(t +i(z —1))dt =0

k—oo J1

Mit der Inversionsformel ist dann:
( ) 71 / f (t) ( t)dt

= exp(1

g\y o Py

1 o . .
= Ton /_OO F(1 —it) exp(iyt)dt

44



3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

1 k—i(z—1)
= lim F(x —it)exp(iy(t +i(z — 1))dt | Subst.
21 k=00 ) _k—i(z—1)

—F(x —it)exp(iy(t +i(z — 1))dt

vl

Der letzte Schritt resultiert aus (27) und dem Cauchy’schen Integralsatz ( [, = 0)
auf dem Rechteck R = [k, k, k—i(x—1), —k—i(x—1)], da der Integrand holomorph
ist.

Bilden wir jetzt den Grenzwert x — oo, so folgt mit (24) und (7):

)] < <= / exp(—2K - w(t)) exp(y((1 — 2))dt — 0

= g(y) =0Vy e Ry

Dies ist die Behauptung des Trigers. O

Mit der obigen Funktion g bilden wir nun eine ultradifferenzierbare Funktion mit
kompaktem Triager ([BMT90]Proposition 2.4).

Satz 3.8. Sei w eine Gewichtsfunktion, wobei (0) nicht vorausgesetzt wird.

Dann ezistiert fiir jedes € € Ry eine nicht-triviale Funktion h € D, 1([—¢,¢]).

Beweis. Sei g die Funktion aus Lemma 3.7 und ¢ € R;. Wir diirfen ohne

Einschrédnkung 0 € supp(g) annehmen, denn sonst:

a = sup{x € R|g(z) # 0} und g, := g(- — a)
— Vo eR: |g()] = exp(—iaz) - §(@)] = [§(z)]

Also existiert ein g € Ry, so dass —¢ < 29 < 0 und g(zp) # 0 gelten. Definieren
wir die gesuchte Funktion h : R — C mit

h(z) :=g(zo+ ) -glag —x) VxeR

so ist h € C*°(R) und supp(h) C [—¢, €] klar. Es ist h(0) = g(z0)? # 0.

E(t) \/L /OO g(zo + s)g(xo — s) exp(—ist)ds

Pourier 1 / zo+ s ( / (1) exp(i(zo — s)u)du) exp(—ist)ds
_ % . ( / g(wo + 5) exp(—i(t + u)s)ds) §(u) exp(izou)du
Subst 1 </ g(s) exp(izo(t + u)) exp(—i(t + u)s)ds) g(u) exp(izou)du

5
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3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

ot [ () exling(t -+ 20)du
(28) S —“I)(\/;%Ot) : /_ - G(t — 5)3(—s) exp(—2izos)ds
Damit folgt dann die Ultradifferenzierbarkeit:
o0 (28) 1 . .
/ h(t)‘ exp(w(t))dt < i /lg(t — )| - [g(—s)| exp(w(t))ds dt

exp(—2Kw(t — s) — 2Kw(—s) + w(t))ds dt

exp(—2Kw(t — s) — 2Kw(—s) + K(w(t — s) + w(s) + 1))ds dt

- 2m
= ex\%;f) // exp(—Kw(t —s) — Kw(s))ds dt
= ex\%;f) . (/_Z exp(—Kw(t))dt>2 (2 o0 . 0

Dieses Ergebnis ldsst sich sehr einfach auf mehrere Variablen verallgemeinern
(IBMT90]|Corollary 2.5).

Lemma 3.9. Sei w eine Gewichtsfunktion, wobei (0) nicht vorausgesetzt wird.
Dann existiert fiir jedes n € Ny eine Konstante 6, € Ry, so dass fiir jedes € € Ry

eine nicht-triviale Funktion H € D, s, ([—¢,€|") existiert.

Beweis. Aus Lemma 3.2 folgt:

(29) Vn € Ny 30,,Cn € Ry VEER"™ 1 Spw(t) <D w(ty) + Chn
j=1

Fiir gegebenes € € Ry sei h € C*°(R) aus Satz 3.8. Damit definieren wir
n
H:R"—=C", z— []h()
j=1
Somit ist H € C*°(R") mit supp(H) C [—¢,¢]". Es gilt dann:

/OO ‘f](tl,...,tn) exp(&nw(t))dt:/oo T 7(t5)| exp(Gaw(t))dt

—00 —0o0

j=1
(29) 00 n N n
< / Hh(tj) exp Zw(tj)—i—cn dt
=1 j=1
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3 Gewichtsfunktionen 3.3 Ultradiff. Funktionen mit kompaktem Trédger

= exp(Cy) - ﬁ /°° ‘/ﬁ(t])’ exp (w(t;)) di;
j=1"7%

Satz 3.8
< o0 . ]

Zuletzt wollen wir noch anmerken, dass die Konstante J,, so wahlbar ist, dass die

Funktion H in der Beurling-Klasse liegt ([BMT90]Corollary 2.6).

Lemma 3.10. Sei w eine Gewichtsfunktion, wobei (§) nicht vorausgesetzt wird.

Dann existiert fiir jedes n € Ni wund jedes ¢ € Ry eine nichi-triviale

Funktion H € D, ([—¢,€]").

Beweis. Durch [BMT90|(Lemma 1.6) existiert eine Gewichtsfunktion ws ((6)

t

nicht zwangsldufig) mit lim w(t) = 0. Mit Lemma 3.9 existieren 6, € R,
t—o0 wy(t)

und eine Funktion H € D,,;,([—¢,€]"). Dann folgt fiir jedes 0 € Ry die

Ultradifferenzierbarkeit:

/°° ‘ﬁ(t)‘e"p(w(t»dt = /oo ‘ff(t)’eXp(%wz(t) +e)dt < oo . O

—0o0 —00
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4 Borel-Ritt-Theoreme der

Roumieu-Klasse

Nun werden wir das Problem betrachten, unter welchen Voraussetzungen Funk-
tionen zu gegebenen Ableitungswerten existieren, die zusdtzlich auf einem Sektor
holomorph sind. Dieses Kapitel behandelt dabei vor allem Funktionen aus
ultradifferenzierbaren Réumen und deren Roumieu-Klassen. Auf deren Beurling-
Klassen wird im néchsten Kapitel eingegangen.

Im ersten Teil sind die Definitionsbereiche reell. Im zweiten werden dann die
Sektoren S, auf die reellen Aussagen zuriickgefiihrt.

Im Wesentlichen sind hier das Kapitel 3 von |[Thi00] und Kapitel 5 von [SV00]
Grundlage.

4.1 Ultradifferenzierbare Raume

Zunéichst fithren wir Thilliezs Notation ein.

Definition 4.1. Sei (M,), eine Folge reeller Zahlen.
Wir definieren folgende Rdume:

A(N™) . komplexe Zahlenfamilien X = (\j) jenn
Apo(N") = {ANe AN")| 3CL e RVJ e N": |\j| < Cro/M; }
Ay (N = U Ao (N7)

o>0

Arro(N™) sind Banachrdume mit der Norm ||A|,, die die kleinstmdgliche
Konstante C) ist. Sie bilden eine Inklusionskette Apz;(N") C Aps;(N™) fiir ¢ < j.
Dass diese Kette nicht konstant ist, zeigt zum Beispiel die Folge (M)), € Ap»(N),
die in genau den Ré&umen mit o > 1 liegt.

Ay (N™) stellt den induktiven Limes dieser Stufenrdume dar und ist somit
(LB)-Raum.

Apr(N) sind die komplexen Zahlenfolgen CN.

Da hier eigentlich nur fiir der Fall n = 1 formuliert wird, notieren viele Autoren

ohne die Indexmenge, also nur Ajy.
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4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.1 Ultradifferenzierbare Riaume

Die Zahlenfolgen dieser Raume passen zu den Funktionen der R&ume aus

D’ f(0
Definition 2.1, indem wir sie als Koeffizienten der Taylorreihe Z ﬁz‘]

J!
JeNn
auffassen. Formal dient dazu der folgende Operator, der eine Funktion auf ihre

Ableitungswerte abbildet.

Definition 4.2. Wir definieren die Borel-Abbildung B durch
B:X1— Xz, [ (D/f(0))sen

fiir X1 € C°(R"™) und X9 C A(N").
Im Fall der Riume, wie z. B. Dy p(K), betrachten wir

B, : X1 = Xo, [ (D"f(0)jenn

Die Frage nach dem folgenden Satz hatte Borel in seiner Doktorarbeit [Bor97| auf
Seite 38 gestellt. Ritt beantwortete dies in [Rit16], indem er die Reihenentwicklung

n!

0 n Pn
1

Z anz <1 — exp <_bz2>> mit p, € Ny, b, € R+,2Pn—1 lan| < bn,pn < by
n

n=1
auf £5, und C\{0} angab. Thilliez formuliert dies in [Thi00](Abschnitt 3.1).

Satz 4.3. Borel-Ritt-Theorem
Fir alle X € A(N) und v € Ry mit 0 < v < 2 emistiert eine Funktion f € H(S,)
J
mat Z )\j% als Reihenentwicklung um 0.
jeN
Damit ist die Borel-Abbildung B : H(Sy) — A(N) surjektiv.

Fiir grofere v gilt die Aussage weiterhin, allerdings miissen wir dann mit Hilfe von
Riemannschen Fléchen arbeiten. Es folgt durch Einschréinkung auf die reelle Achse
sofort, dass B : C*°(R) — A(N) surjektiv ist.

H#ufig werden wir den Begriff der Extension benutzen.

Definition 4.4. Sei r € Ny. Eine Extension E : X9 — X, ist ein linearer,

stetiger Operator mit
B,EX= (D" (EX)(0))jenn = A VA€ X,

fiir X1 € C*°(R") und X2 C A(N").
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4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.1 Ultradifferenzierbare Riaume

Man konnte annehmen, dass im komplexen Fall weitere Forderungen an die
Ableitungswerte gestellt werden miissten, um die Cauchy’sche Abschétzung und

somit die Holomorphie zu erfiillen:

Sei U C C offen, f € H(U), D := B,(0), D C U. Dann gilt fiir die

[e.e]
1
Pot ih twickl = Azt auf D A, < — -
otenzreihenentwicklung f(z) nz:;) n?'" au nS o grlégl}%|f(§)|
Die Voraussetzung ist hier jedoch nie gegeben, da bei den Sektoren S, der

Entwicklungspunkt 0 auf dem Rand statt im Inneren liegt.

Fiir den reellen ultradifferenzierbaren Fall haben wir zundchst einen Spezialfall
aus [CC94] ([Thi00]Proposition 1.5). Chaumat und Chollet bewiesen dort allgemei-
nere Aussagen, die auf die Arbeit [Whi34]| von Whitney aufbauen.

Satz 4.5. Sei (M,), eine streng reguldre Folge.

a) Es gibt eine Konstante ¢ > 1, die nur von (My), und n abhdingt, so dass fiir
jedes o € Ry eine Extension Es : Ao (N™) = Epr o (R™) existiert.

Fiur E;\ kann der Trager als kompakt angenommen werden.

b) Sei Q C R"™ offen und beschrankt mit Lipschitz-Rand.

Es gibt eine Konstante ¢ > 1, die von (Mp), und Q0 abhdingt, so dass fir jedes

o € Ry ein linearer, stetiger Operator Tq , existiert mit

To,6 : EMoe() = Emee(R™) und Toosflo=fVf€Ems(Q) .

Beweis. Die Behauptungen entsprechen |CC94|(Proposition 9) mit den Kompakta
{0} fiir a) und Q fiir b). O

Wir erinnern, dass (M3) <= (f1) gilt, falls (M0) und (M1) gelten
([Pet88]Proposition 1.1). Wir ersetzen dies daher in den folgenden Sétzen
von Petzsche. Da E(R)|_1y C &([-1,1]) ist, zeigt [Pet88](Theorem 3.6) die
Notwendigkeit von (M3) bei der vorigen Aussage a).

Satz 4.6. Sei (M,), eine positive Folge mit (M0) und (M1).

a) (Mp)p erfillt (M3)

<~ b)3Jg,h >0 JExtension E : Ayg(N) — Enrp([—1,1])
< ¢)JA>0VYh>0  FEzxtension E : Apsp(N) = Enran([—1,1])
<= d)39,h>0: A g(N) C B(Emn([-1,1]))

< ¢)JA>0Vh>0: Apynp(N)C B(Eman([—1,1]))
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4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.1 Ultradifferenzierbare Riaume

Insbesondere folgt sofort der Roumieu-Fall (|Pet88|Theorem 3.5).

Satz 4.7. Borel-Ritt-Theorem fiir Roumieu-Klassen

Sei (M), eine positive Folge mit (M0) und (M1).

(M3) ist genau dann erfillt,

wenn die Borel-Abbildung B : En([—1,1]) — Ay (N) surjektiv ist.

Die folgenden Lemmata bereiten den Satz 4.11 vor. Zunéchst zeigen wir, dass (7,)
notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Extension E : Ay (N) — £, 2([0,1])
ist ([SV0O]Proposition 5.1).

Lemma 4.8. Seir € Ny und (M)), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Ist die Borel-Abbildung By : Ly 3([0,1]) = Ar(N) surjektiv,

dann wird () von (my), erfillt.

Beweis. Zuerst wird folgender Satz angewendet:

Zitat: [MV97] 24.33: Grothendieck’sches Faktorisierungstheorem
Sei E ein lokal konvever Raum, F wund F, Fréchetrdume wund

u € L(F,E),u, € L(F,,E),n € N.

Wenn u(F) C Uun(Fn) gilt, dann ezistiert ein m € N, so dass

neN
u(F) C um(Fr) gilt.

Wenn w, injektiv ist, dann existiert v € L(F, F,) mit u = uy, 0 v.

Hier liefert dieser Satz:
do e Ny Api(N) C BrLy e ([0, 1])
Expliziter ausgedriickt, existieren Funktionen, so dass:

Jo e Ny, C>0V(ap), € Ay i(N) g € Ly 01,6(]0,1]) =

Def a
)y € By Lontr(0,1]), Byg—a und [gll, < C- flall, % C - sup (’ ”‘)
peEN Mp

Das bedeutet, dass By : Ly p1,6([0,1]) = Apz,1(N) surjektiv ist.

Insbesondere liegen fiir p € Ny die Einheitsvektoren e, := (...,0,1,0,...)
p

in Ap1(N), so dass reelle Funktionen ¢, € L;ne([0,1]) existieren mit

PF(0) = (ep); = und [y, < C/Mp.

0 ,jeN,j#p
Da supp(pp) C [0,1] gilt, ist goz(,pr)(l) = 0 und somit ist

ap = inf {:c € [0,1] ‘gaépr) (x) < 1/2}

ol



4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.1 Ultradifferenzierbare Riaume

wohldefiniert mit 0 < «, < 1. Es folgt sofort (p( v )( ) > /2 fiir x € [0, agp] und

nach pr-facher Integration erhalten wir mit obigen Abschitzungen:

or
o) () > f 5 Vo€ oz

T=0a2p

=l < 2(pr)p (zp) < 2(pr)! @3y, 7 M,
M,
< 2(pr)?" llp2pll, o Mp < 2(pr)?" CoP ——=
2p
(M1) 1
(30) < 20(pr)P'of—
Mp
p
31 == <ri20C
(31) < V20T L
Falls nun die Bedingung
(0.9}
(32) dpo €Ny, h>0Vp>po: agy >
k=4p
gilt, so folgt die Behauptung;:
() 4dp—1 ()
1 1 1 M) 3 «
L I
p VT, VT, VTR (32) /T
(31) - D
< (3 + I \/20{/5)
h oMy,
Um (32) zu zeigen, sei fiir h €]0, 10_3/’"[ die Zahlenmenge
—~ h
33 P = eN <
(32) peNJoo < ), T
=dp
definiert. Ist diese endlich, so gilt offensichtlich (32).
: : . 0 ;<0
Fir p € P definieren wir g, € C™(R) mit gp(z) := (2pm)
gozppr (z)—1 ,z>0
und konstruieren die fallende Folge
h . .
fiir k € Np mit k < pr
1) ymy,
P h
Tk ——— firkeN_, leNmit (p+)r<k<(p+1+1)r
e : (p+Dr <k < (p+i+)

02



4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.1 Ultradifferenzierbare Riaume

1
Durch (33) ist agp < E p so dass folgendes Lemma angewendet werden kann:
k
k=1

Zitat: [Hor83] Lemma 1.3.6
Sei u € C™((—o00,T]) verschwindend auf (—o00,0] und (a;); eine positive
fallende Folge mit T' < a1 + -+ + am, dann gilt fir x <7T':

r)| < 243 supaj . .. a; ‘u(j)(y)‘
jeJ y<x

Dabei ist J = {j|1 <j <m und aj11 < a; oder j =m}.

Es folgt dann:

1 1
k s - (k)
op(a2 <E 4% sup "Q x‘
‘p( p| m<a2pq1 qk P ()

pr r r
o (O () )
z<azp \dp d(p+1)r d(p+k)r

I\D\H

M8 upﬁg

Ap+E)rp, (p+k)r Ttk
<Y |l (w)
=0 4p 4p+1 Adp+k x>0
o
(4h) PP Spk
S . 2 g P+ M. k
> Ty £l 7 Mo
(4h)(p+k:)r C

Sp+k
o Map e

E%g

P
¢ Mgy Mapt1 - Maprk Map

k=
1 o0 o9]
Z (4n) PR Co¥ R = C(4n)PT oy " ((4h) o)
=0 k=0
_ ¢ r _3\p
~1- (dh)o (@r) )"
<1

da h klein genug gew#hlt wurde. Dies ist aber nur fiir endlich viele p moglich. O

Die gleiche Aussage konnen wir im Fall des groferen Funktionenraumes
Erm([0,00[), also unter schwicherer Voraussetzung, erhalten. Fiir den Beweis
miissen wir zunichst die folgende Inklusion zeigen, die wir auch in anderen

Beweisen verwenden werden (Teil von [SV00] Proposition 4.2).

Lemma 4.9. Sei (M,), eine Folge mit (M0) und (M1), r € Ny und o € Ry.
Ist (Np)p die r-Interpolierende von (My)p,

dann ist & vr,0([0,1]) ein Untervektorraum von En ([0, 1]).

Entsprechend ist £ m([0,1]) C En([0,1]) und & ),([0,1]) C Ex([0,1]).
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4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.1 Ultradifferenzierbare Riaume

Beweis. Es wird ein Ergebnis von Gorny benutzt:

Zitat: Spezialfall von |Gor83|Abschnitt 1.6

Sei f € C"([—1,1]) und Q; := sup ‘f(j)(:c)‘ fir j € N, dann gilt
z€[—1,1]

1 j/r r! "
Q; <16- (2e) Qo -max | Q, , §'Q0

fir0<j<r.

j T T
=  Q; <16-(2e)! -max | Q, QY ,7-620

(34) <16 (2¢)’ - max (Qé—j/f Qi (g)] : Qo>
Sei g € & m,0([0,1]) gegeben, so gilt per Definition:

WENVxeka’WﬂﬁﬂSHwaa”ﬂ%

Wir wollen nun (34) auf h := g®") > € C*([-1,1]) anwenden. Fiir t € [-1,1]

erhalten wir:

ol = o (S

2
’hr) ’_zr (D) <

Somit ergibt sich fiir ¢ € {1,...,r — 1}:

(prtq) (1
0 ()

_ _ a/r
(gl 7 M) = - (277 gl 7210 )

T\ 9
(2)" - lall o™,
=16+ ¢ - gl - max (P FMLLYT ML 7070 )

_|_

)\<2rmn oA,

‘h(q) (t)’ — 94

<16 - (2e)? - max

=16-¢e? - ||g[l,r - 0" - max (6" Npyyq , 19+ Npr)
<16 (e-max(o,7))? - ||gllyr - " - Nprig

< A-lgllgr - o - Nprsg

mit A := max(16 - (e - max(o,7))?).
q

o4
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Zuletzt gilt fiir x € [0, 1]:

‘g(pﬂrq)(x)‘ — )2‘1 ROz —1)] <27 A lgll,r - 07" - Nppig
=27-07%- A-gll,n -0 Nprg
<2 max(l,0") - A llgll, 0" Ny

-~

=:C

Dabei héngt C nicht von p,q ab, womit & y1,,([0,1]) C Ene([0,1]) gezeigt ist. O

Damit kénnen wir jetzt [SV00]|(Proposition 5.2) beweisen.

Lemma 4.10. Sei r € N und (M,), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Ist die Borel-Abbildung By : € 0([0, 00[) = Ap(N) surjektiv,
dann ist die Voraussetzung von Lemma 4.8 erfillt.

Somit wird (y,) von (my), erfillt.

Beweis. Sei (N,), die r-Interpolierende aus Definition 1.3.

Es wird zuerst die Non-quasi-Analytizitit gezeigt:
Der Einheitsvektor e; := (0,1,0,...) gehort zu Ap(N). Nach Voraussetzung
1, p=r
0, peN,p# r
Da ¢ beschrankt ist, ist die Funktion ¢ mit ¢ (x) := ¢(z) — 2" /r! fir z € [0, 00|
nicht die Nullfunktion. Jedoch gilt By = 0.

L. Fall: i 1) # 0. Setze f := 9|1
2. Fall: ¥|jp1) = 0. Sei wo := sup{z > 0] ¥(t) = 0 Vt € [0, 2]},

setze f = (- +0) o,
Durch voriges Lemma ist f € En([0,1]) und durch die Konstruktion ist f # 0

mit Bf = 0. Nach Denjoy und Carleman erfiillt (N,), somit (M3') und folglich
beinhaltet Dy ([—1,1]) eine Funktion ¢ mit ¢ = 1 nahe 0.

existiert somit eine Funktion ¢ € & ([0, 00[) mit o) (0) =

Fiir jedes (ap)p, € Apm(N) existiert durch die Voraussetzung der Surjektivitit
eine Funktion g € & ([0, 00[) mit Brg = a. Wir definieren £ € C*°([0, 00[) mit

,zx e (0,1
k(x) := pl@lgle) zel ] Dann ist B,k = Brg = a und k € L, »([0,1]),

0 , sonst
denn fiir alle p € N, z € [0,1] und einem o € R, gilt:

K07 (@)| = g% <p]) D) () - g (z)

pr
pr s .
S Z <]> ' ”SDHO'UPT ij"'_j ) Hg”UOJNj
7=0

5Y)
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o PN (P
<ol gl o” MZ( )
j=o \J
— llell, gl (2P M, m

Wir konnen nun die Umkehrung voriger Aussagen zeigen (|[SV00|Theorem 5.4).
Es die Verallgemeinerung von Satz 4.7, der den Fall r = 1 darstellt.
Schmets und Valdivia erwidhnen dabei zusétzlich (/52) als Voraussetzung. Dies ist
unnétig (bzw. nicht so gemeint) und mit [SV0O0](Proposition 5.3) zeigen sie sogar,
dass (f2) <= (7,) fiir ein 7 € N4 gilt. Also insbesondere (82) <= (M3).

Satz 4.11. Borel-Ritt-Theorem fiir Roumieu-Klassen
Sei r € Ny und (Mp), eine positive Folge mit (M0) und (M1).

a) (myp)p erfillt ()
<= b) Die Borel-Abbildung By : Dy p([—1,1]) = Ap(N) dst surjektiv
<= ¢) Die Borel-Abbildung By : L, p(]0,1]) = Ay (N) ist surjektiv
<= d) Die Borel-Abbildung By : & ([0, 00[) = An(N) ist surjektiv

Beweis.

b) = ¢) = d) : klar, da D, p([—1, 1])|[071] C Ly m([0,1]) C 57«7M([0,OOD’[071}.

d) = a) : Lemma 4.10.

a) => b) : Sei (Np), die r-Interpolierende aus Definition 1.3. Sie erfiillt die
Bedingungen (M0), (M1) und (M3). Der Satz 4.7 liefert die Existenz einer Extension
S An(N) — En([—1,1]). Wir wihlen eine Abschneidefunktion ¢ € Ex([—1,1]) so
dass ¢ = 1 nahe 0 und ¢ (—1) = ©®)(1) = 0 fiir p € N gilt. Somit ist

o(z) - Sa(zx) ,ze[-1,1]

, sonst

U:Ay(N) = Dn([-1,1]) , (ap)p

eine Extension, denn fiir alle p € N, z € [-1,1] und ein 0 € Ry ist

p
(¢ - Sa)®)( Z( > (0) - Sa¥)(0) = Sa®(0) = a,

=0
( ) D) 500

p o .
(j) Nelly P4 Ny; - |Sall, o* N,

.

P
und |(¢ - Sa)® ’ Z
P
<>

J=0
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(M1) P P
2 usoHUHSaHUaPNp'Z(.)
=0
— gl I1Sall, 20)°N,

ViAy(N) = An(N),  (ap)p = (bp)p

ap ,q4=0 .. N .
fiir p € N ein linearer, stetiger Operator.
0 ,qe{l,....,r—1}

Dieser ist wohldefiniert, da M, = N, fiir p € N.

ist mit bppqq =

Sei E der topologische Untervektorraum von Dy ([—1,1]), dessen Funktionen
f(qu)(O) =0firpeN,qge{l,...,r— 1} erfiillen. Dann ist Bild UV C E.
Durch das Lemma 4.9 ist D, p([—1,1]) C Dy([—1,1]) und somit ist

W:’DT,M([_lvl])_)E’ f'_>f

wohldefiniert, bijektiv, linear und stetig.

WUV : Apr(N) = Dyar([—1,1]) ist linear und durch den Satz vom abgeschlos-
senen Graphen (siehe |Wer(7| Theorem 1V.4.5) stetig.

Dies ist eine Extension, da fiir Aj/(N) und p € N:

Wtuva)®)(0) = (UVa)P)(0) = (Va)y = ap - O

4.2 Ultraholomorphe Raume

Wir konstruieren in diesem Abschnitt ultraholomorphe Funktionen zu gegebenen
Ableitungen, indem wir die vorigen Ergebnisse weiter verwenden. Dabei werden hier
zwei Ideen vorgestellt.

Die erste ist eine Methodik, die bei Schmets und Valdivia in den Beweisen
wiederholt auftaucht. Es wird ein Operator konstruiert, der die Verbindung zwischen
den bereits bekannten ultradifferenzierbaren Funktionen und den gesuchten sek-
toriell ultraholomorphen Funktionen herstellt. Ausfiihrlich wird die Konstruktion
in [SVO00|(Theorem 4.5) beschrieben. In den spéteren Theoremen [SV00|5.5
und [SV00]5.8 geschieht diese nur verkiirzt und es wird auf [SV00](Theorem 4.5)
verwiesen. Deshalb fithren wir sie hier im folgenden Lemma gesondert aus und
konnen dies somit in den Beweisen als Komponente benutzen.

Eine andere Methode zeigt danach der Satz 4.17 von Thilliez (|Thi00|Theorem 3.4),
der Abschnitt 2.3 aufgreift.
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Lemma 4.12. Sei (My), eine positive Folge mit (M0) und (M1), r € Ny, 0 € Ry
und v € Ry mit v <.
Dann ezistieren eine Konstante ¢ € Ry und ein linearer, stetiger Operator

W DT,M*,U([_L 1]) — AM,CO’(S’Y) )
so dass (W £)™(0) = n!f™(0) Vn € N Vf € Dy o([1,1])
gilt. Insbesondere gilt dies im Roumieu- und Beurling-Fall.

Beweis. Bei diesem Ansatz wird auf Arbeiten von J.C. Canille, J.C. Tougeron und

G. Valiron verwiesen.
Fir f € Dy p+ o([—1,1]) definieren wir ¢ auf der rechten Halbebene S durch

o= [ rtew (<L)

und die Funktion g auf dem Sektor S, durch g(z) := ¢(+/z). Diese holomorphe
Funktion wird das gesuchte Bild W f.

Fiir z € S1 und n € Ny folgt durch wiederholte partielle Integration:

Es ist eine integrierbare Majorante gegeben durch

exp (—t>’ - ‘f("“)(t)‘ <c¢- sup

sup
z t€[0,1]

tel0,1]

(=2
exp | —— <c
z
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t
und mit der punktweisen Konvergenz lim exp (—) FOr(t) = 0 fiir alle
z—0,z€851 z

t € (0,1] folgt durch dominierte Konvergenz

) — (0
(36) ti 27 L= S0 = f™(0) VneN;

z—0 zn

Wir wihlen 8 € Ry mit v < 8 < 7 und s € Ny so, dass D := Bj,/4(2) C S

26

~1
Ferner gilt [z| < A - R(2) fiir 2 € Sg/, mit A := (COS 775) .

-1
fir z € S,. Zum Beispiel s := {(cos ) w . Siehe dazu die Skizze Seite 35.

2r
Mit [-||,, bezeichnen wir die Norm von Dy a« »([—1,1]):

m“ 1 1
z
2€83/r an 2€S3/r z 0
1
< sup ’f(m)( - sup /exp( t%( ))dt
te[0,1] zeSB/T ]z\ z
<|Ifll, "M - sup / exp (—m())dt
2€Sg,, 2] Jo <
S 1—exp(—R %
< fll, "M - sup 16)
2€S88/r 2] - R (3)
(37) < fllgo" My - A

Auf g wenden wir nun die Cauchy’sche Integralformel fiir z € S, und n € N, an:

n—1
9"(z) = (9(2) - Z f(m)(o)zj)(n) | Nullergénzung
J
nr—1
= (‘P(\T/g) - Z f(j)(O)(W)j)(n) | Nullergéinzung
7=0

du

n! / p(v/a) = 505" FO(0) ()
oD

27i (u— z)ntl

Damit gilt fiir n € N:

n n! (V) = S0 FOO) () un
g™ (2) =5 . (90 (\T/%)m — ¢t )(0)> mdu
n! nr u”
2t Jop ! O

29
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(36) 1} o) _”’/ ) (0) L g = 1 £
(38) S tim gz = g [0 =l 00
Aufserdem folgt aus (37):
| ) — S G) (0)( /)
o] 2 ar L [P0 =S SO/
2 S wedD (Iz] /s)™
nls" P(Yu) = 5t FO0) (vay |
= —5 - sup J lu|
2" ueon (Vu)rr
nls™

A fllg oMy - sup [ul”
’Z‘ u€dD

=A-flly - (os(1+Ys)" - My

= gllee <A1l

co —

Setzten wir nun g an der Stelle 0 mit ¢™(0) := n!f")(0) fort, so ist

W Dr e o([—1,1]) = Areo(Sy) . f = gls,

wohldefiniert durch (38), linear durch Definition und stetig durch die letzte
Abschétzung. O

Durch eine leichte Konstruktion kdnnen wir die Extension aus Satz 4.6 mit diesem
Operator kombinieren ([SV00|Theorem 5.8). Die Beweis-Methodik wurde bereits in
Satz 4.11 verwendet.

Satz 4.13. Sei (My), eine positive Folge mit (M0) und (M1), r € Ny und v € Ry
mit vy < T.

Ist die Borel-Abbildung By41 : Dyy1,m([—1,1]) = Ay (N) surjektiv,

dann existiert emn ¢ € Ry, so dass fir jedes o € Ry eine Eztension
E o : Avo(N) = Aprer(Sy) existiert.

Beweis. Da Dyry1m([=1,1])01; € Lry1,m([0,1]) ist, zeigt Lemma 4.8, dass
(Yr+1) von (my), erfiillt ist. (7+Y/my,), erfiillt folglich (v1). Ohne Einschrinkung
wird (MO) und (M1) von (Mj), erfiillt, und somit auch von der zugehdrigen
r-Interpolierenden (Np),. Diese erfiillt (M3) durch Lemma 1.13.

Wir werden nun folgende Operatoren konstruieren:

Aaro(N) B A o (N) 25 Ay /()

U w N
— DN,("/dTa([_L 1]) — DT,M*,dla([_lv 1]) = AM7cd1U(S’V)
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Zuerst definieren wir den Isomorphismus
Lo : Apro(N) = Apo(N) 5 (ap)p = (ap/ph)p
und den Operator
Vo : A o(N) — AN,(/E(N) o (ap)p = (bp)p

ap ,9=0 . . . . .
fir p € N. Diese sind linear, stetig und
0 ,qef{l,...,r—1}
wohldefiniert, denn [by,| = |ap| < |lall, 0" M, = |||, /o Ny
Da (Np), (M3) erfiillt, liefert Satz 4.6 die Existenz von d € Ry und einer

Extension

mit bpryq =

Us : Ay, y5(N) = Dy g ([=1,1])

Zusammen ergibt dies Uy Vo Ly @ Apro(N) = Dy pg-([—1,1]).

Sei E, der topologische Untervektorraum von Dy r=-([—1,1]) mit den Elemen-
ten f, so dass fPFD(0) = 0firp e N, g € {1,...,r—1}. Esist Bild (U,V,Ly) C E,
durch die Konstruktion von V,. Somit ist die Einbettung

Wy : Ex = Dy p=do([—1,1]) . f—= f
linear, stetig und wohldefiniert, da
F0@)| < 11l gz (VP N = 11£| g (dor)? D3
Lemma 4.12 liefert schlieflich ein ¢ € Ry und einen linearen, stetigen Operator
N : Dy i+ do([—1,1]) = At cdo (Sy)

mit (N, f)®(0) = plfP") fiir f € Dy ps+ 40 ([—1,1]) und p € N.
Somit folgt fir (ap), € Ao (N) und p € N:

(NaWoUq Vi Loa)®)(0) = pl(WoUy Vo Lya) ") (0) = pl(W,Us Vi Loa) * (0)
= p!(VoLoa)pr = p!(Loa), = a,

Damit ist NoW,Us VLo : Apro(N) = Apredo(Sy) die behauptete Extension. [
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Uberspringen wir die erste Argumentation im vorigen Beweis, so kénnen wir die

Voraussetzung elementarer formulieren.

Satz 4.14. Sei (My), eine positive Folge mit (M0) und (M1), r € Ny und v € Ry
mit y < 7.

Wird (yr+1) von (myp), erfillt,

dann existiert ein ¢ € Ry, so dass fir jedes 0 € Ry eine Eztension
E o : Avo(N) = Aprer(Sy) ezistiert.

Auf die gleiche Weise konnen wir die Voraussetzung in [SV00](Theorem 5.5)

substituieren. Es entspricht dann vorigem Ergebnis fiir die Roumieu-Klasse.

Satz 4.15. Borel-Ritt-Theorem fiir ultraholomorphe Roumieu-Klassen
Sei (Mp), eine positive Folge mit (M0) und (M1), r € Ny und v € Ry mit v <.
Wird (yr+1) von (myp), erfillt,

dann ist die Borel-Abbildung B : Ay (Sy) = A (N) surjektiv.

Beweis. Ohne Einschrénkung erfiillt (M), die Bedingungen (MO0), (M1) und (7).
Somit liefert Satz 4.11 eine Extension U : Apz+«(N) — D, ar+([—1, 1]).

Vi A (N) = Ay« (N)  (ap)p = (ap/php

ist ein Isomorphismus und W : D, p+([—1,1]) — Am(S,) sei der Operator aus
Lemma 4.12, da v < r gilt.
Zusammen ist dann WUV : Ap(N) — Aps(Sy) die gesuchte Extension, da

(WUVa)(p) = (p!UVa)(p) =p!(Va), = ap

tiir alle (ap), € Ap(N) und p € N gilt. O

Mit den néchsten beiden Sitzen zeigen wir, dass die Voraussetzung (7,+1) durch
(M2)+(7,) ersetzbar ist. Wir erinnern, dass die Bedingung (7,) und der Begriff
»r-streng reguldr gleichbedeutend sind (Seite 20). Zunéchst kniipfen wir an den
Satz 4.13/4.14 an (|Thi00]Proposition 3.2).

Wir mochten anmerken, dass Thilliez dabei ein kleiner, behebbarer Fehler unterléduft
(M2)#= M, < quMJq). In einer (spiteren) Version der Arbeit auf seinem

Universitdtswebspace ist dieser Satz nicht enthalten.

Satz 4.16. Sei r € Ny, (M), eine streng regulire Folge, r-streng requldr und
vy EeRL mity <r.
Dann gibt es eine Konstante ¢ > 1, die nur von (Mpy), und v abhdingt, so dass fir

jedes o € Ry eine Extension Ey o : Ay o(N) = Anreo(Sy) ezistiert.
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Beweis. Sei (M;”)p die streng regulire Folge aus der Definition 1.11 und a € Ry

die Konstante der dortigen Aquivalenzrelation. Fiir ein ¢; € Ry gilt:

(39) MXZH) Dele.lla_p(r+1)M;é;+l) > a—p(r—l—l)M;{:j:l) (I\T) (@ )P,
(r) Defgl.llap(r-&-l)Ml/r (l\ég) ap(r—i_l)Ap(r—i_l)M;/""M;?/f

(40) M) p(r+1)

(1\%2)61;0(7“-&-1)Ap(r+1)+r2+pr2 MlMp < Cqu

Sei nun eine Folge (A,), € An(N) gegeben, dann existiert ein ¢ € Ry mit
/\p ,q=0

(Ap)p € Ao (N). Wir definieren (M), durch A7 =
0 ,qe{l,...,r}

p(r+1)+q

fiir p € N. Dann gilt fiir o4 :=a - "Vo:

sup {)\;‘ = sup % (?2) sup ’/\p’
peN U£M1§T> peEN Uf(TH)M;aH) ~ peN Uf(r+1)a—P(T+1)Mp

Somit ist (A\,)p € Apn ,, (N). Satz 4.5a liefert dann die Existenz einer Funktion
f €&y o, (R) mit Bf = A" und supp(f) C [-1,1].
Esist f € Dpy1.m([—1,1]), denn:

‘f(p(wl))(x)} (40) }f(p(rﬂ))(x)‘
sup sup < supsup

e pett (00 T1e)? My = ek pet (acrlrDor M)

()
< supsup M < 00.

z€R peN cpa‘fM]f,r>

Da B,41f = A gilt, ist die Voraussetzung von Satz 4.13 geschaffen und dies ergibt
die Behauptung. O

Da im Allgemeinen nur ,r < y(M) <= r-streng regular gilt (Lemma 1.12), ist
dieser Satz lediglich ausreichend fiir v < [y(M) — 1]. Dies ist jedoch recht wenig,
7. B. im Falle von (M), = (p!*), : ¥(M) = 2 und r = 1. Hier wiire es interessant,
ob der Satz fiir » = 2 auch noch gilt.

Tatsdchlich konnen wir die positive Antwort zeigen ([Thi00]Theorem 3.4). Der
Beweis beruht nun nicht mehr auf dem Operator aus Lemma 4.12. Stattdessen

werden hier die Funktionen und Abschédtzungen aus Abschnitt 2.3 verwendet.

Satz 4.17. Borel-Ritt-Theorem fiir ultraholomorphe Roumieu-Klassen
Sei (M), eine streng regulire Folge und v € Ry mit v < min(2,vy(M)).

Dann gibt es eine Konstante ¢ > 1, die nur von (Mpy), und v abhdingt, so dass fir
jedes o € Ry eine Extension Ey s : Ay o(N) = Anrco(Sy) existiert.

Insbesondere existiert eine Extension Ey : Ay (N) — Apr(Sy).
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_ 1/0 0
Beweis. Sei z = x + iy und 9 der Cauchy-Riemann-Operator — ( — +1i— ).
2 \0x Oy
Wir wihlen zwei offene Kreisscheiben D = B, (0) und D’ = B,,(0) mit ry < ro.
Fiir ¢ > 0 sei x € Epr,0(C) eine Abschneidefunktion mit supp(x) C D' und x|p = 1.

C fassen wir dabei als R? auf.

Der Beweis ist nun in 4 Teile aufgeteilt.
Teil T konstruiert eine Extension nach €y (C) durch Satz 4.5.
In Teil IT wird eine Division mit der ultraholomorphen Funktion aus Satz 2.8
erzeugt mit ultradifferenzierbarem Ergebnis.
Teil III zeigt, dass dieses eine Losung einer Differentialgleichung ist.
Teil IV erzeugt schlieflich die gesuchte holomorphe Extension durch Addition einer

flachen Funktion.

L. Zu A € Ay, (N) definieren wir A© € Aps, (N?) durch die Komplexifizierung

c vyt _ (z +iy)!
(41) Z Ajk e ZAZ BT ’
(j,k)eN? leN

d. h. )‘;C,k = ik)\j+k. Dieser Operator A — AC ist damit linear und stetig mit Norm 1.
Wir setzen nun ¢y := E,AC mit der Extension E, : AM7U(N2) — Eeo(C) aus
Satz 4.5, so dass der Triger supp(gx) C D erfiillt. Dann ist Bgy = BE,A® = \C
und (41) ist die Taylorreihe zu gy. Somit ist gy ist flach bei 0.

Da (M2) gilt, existieren wie in (7) Konstanten ci,ca € Ry, so dass fiir J € N?
und z € C gilt:

@) D30 < allB N, or e (< (1))

Dabei ist ||E,|| die Operator-Norm von E,.

IL. SeinunT € Ry, z € Sy und J, K, L € N°, K+L = J. Wir setzen G,(z) := G(7z)
mit der ultraholomorphen Funktion G aus Satz 2.8. Wie in Lemma 2.3 folgt dann:

o (520) o] = s (o7 )

L 2.9 J 1
L 20 (e £ 20)! kkag exp <+ M ( >> .
(12) (c3T)*(co0) ey | 2]

N 1
x| B A, (c20) My exp (—M ( ))

|(D*0g,)(2)]

co0 | 2|

<c1||Es|| |All, (e37 + ca0) Mjexp ( M* | —— | = M* | ——
caT |2| 20 |2]
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4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.2 Ultraholomorphe Riaume

Fiir ¢ 1= G p(2)ey0/c, und ¢s, ¢, v(0) € Ry erhalten wir nun mit Hilfe von (5) (hier

geht (M2) ein):
1— coc3p(2
07 (390) @) <z, (22227 4 o) ar
(0 cq
. exp _1 . M* 1
2 co0 | 2|

(43) < v(0) [All, (es0) Mj exp (‘M*< : >>

c60 | 2|

J

1_
III. Diese Abschitzung zeigt insbesondere, dass iag)\ 20 EMes0(Sy) gehort mit
Norm kleiner als (o) || A||,. Der Satz 4.5b mit Q = S, N D’ liefert ein cq > 1, so dass
< Taesoll (o) [[All,-

cseco —

1= ) . .
vy 1= TQCW(@@gA) In Eneseq0(C) liegt. Es gilt [lua]|

1= 1=
Da vy = Jﬁg)\ auf Q und E@g)\ auf S,\D verschwindet, folgt

1_
(44) XUy = a@gA auf S, .

Mit ¢7 = cseq + 1 zeigt Lemma 2.3, dass xvx € Emeo(C) und dass
IOl gr < v2(0) [\, fir ein va(r) € R gl

Nun falten wir mit dem Cauchy-Kern K(§) = — also uy := K * (xvy). Da xvy

1
g
einen kompakten Triger in D hat, gilt Quy = 9K * (xvy) = 0 * (xvy) = xv) in C.
Dabei ist 0 die Dirac-Funktion. Fiir z € C gilt:

Dux ()| = \ [ Phanwr - y)dy‘

(45) < sup | D’ xua(Q)] - / L lay

¢eD pl|m(y—2)

< 6r1 - sup ‘DJXU)\(C)‘
¢eD

Die letzte Abschéitzung des Integrals zeigen wir in zwei Féllen:

L.Fall: |z| > 2r. Es gilt |y — 2| > |z| — |y| > |2y| — |y| = |y| fiir y € D und somit:

1 T Mo dr d
/ dyg/dy:/ / rar ¢:27rr1
D o vl 0 0 T

2.Fall: |z| < 2ry. Mit [§] < [+ 2] + |2] <714 21 = 3y gilt

1 1
/ Y= / — gt < / Zdg = 6,
D [€4+2|<r1 ’f‘ [€]1<3r1 ’5‘

y—z

1
d
y—z
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4 Borel-Ritt-Theoreme der Roumieu-Klasse 4.2 Ultraholomorphe Riaume

Aus 45 folgt dann:

(46) sup |D7up(2)| < 6r102(0) ||A]l, (c70)? M;

zE
IV. Da nach Satz 2.8 ein cg € R existiert, so dass G € Epreg(Sy) ist, ist
Y € EMoo(Sy) mit cg = cacgp(2)/cs. Durch (46) und Lemma 2.3 ist dann

Qﬁu/\ € SM,(C7+09)0'(S’Y) mit ”wUAHS,y,(C7+CQ)O' < 27‘11/2(0’) H)‘Hg H’l/}HS-\/,CQO"
Damit ist nun f) := g\ — 1uy wohldefiniert und holomorph auf S, denn es gilt:

gf)‘ = 5g)\ - (5¢)UA - ¢(5UA) = gg)\ — 0 —Yxvy (4:4) 0

Die Definitionen von gy, vy, uy und fy zeigen, dass diese linear in A sind.

Des Weiteren ist die Abbildung A — fy stetig von Apre nach Apreo0(Sy) mit
c1p = max(c,c7 + ¢g). Das Lemma 2.9a zeigt, dass ¢ und somit tuy flach bei 0
sind. Somit gilt £ (0) = g (0) = ), fiir j € N,

Die Behauptung folgt jetzt durch Setzen von T, ;A = f). O

Abschliefsend wollen wir erwdhnen, dass eine Umkehrung der letzten Sétze
folgendermafen maoglich ist ([SV00]Abschnitt 5.2):
Sei eine sektorielle Extension E : Ap(N) — Ap(Sr) gegeben. Dann erhalten
wir durch Einschrinkung auf die positive reelle Achse eine weitere Extension
(E)j0,00] * Anr(N) = En([0,00[). Der Satz 4.11 kann dann (M3) zeigen und aus
[SV00](Proposition 5.3) folgt (82). Falls zusétzlich (m,/p"), quasi-steigend ist, gilt
(7r) durch Lemma 1.15.
Hier wire eine Aussage ohne die letzte Forderung interessant. Im Beurling-Fall
bietet dies der Satz 5.11.
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5 Borel-Ritt-Theoreme der

Beurling-Klasse

Hier werden wir die Beurling-Klassen einfiihren und betrachten. Viele Aussagen des
vorigen Kapitels gelten fiir diese analog und werden auf gleichem Weg beweisen.
Grundlage ist hier das Kapitel 4 aus [SV00].

5.1 Ultradifferenzierbare Raume

Bisher haben wir die induktiven Limites der Rdume &y (2) und Aps»(N") be-
trachtet. Ebenfalls interessant sind die projektiven Limites, d. h. die entsprechenden

Fréchet-Raume.
Definition 5.1. Sei (M,), eine positive Folge, so definieren wir:

Ay (N") = () Aaro(N") = lim Ay o (N?)
o>0

E(E) =) Emo(K) = lim Eyo(K)

>0 o—0
Em(K) = OO Erato(K) = lim E,1,0(K)

Fur alle weiteren Rdume analog.

Beispielsweise bedeutet dies fiir die Folgen (\p), in A}, (N):
Vo e Ry 3C(0) e Ry Vpe N: [N < C(o) -0 - M,
Da besonders die kleinen o wichtig sind, konnen wir dquivalent
Vge Ny 3C(q) e Ry Vp e N: [N\ < Clq) - Mp/q°

fordern. Dies finden wir zum Beispiel bei Schmets und Valdivia.

Die Raume sind nicht trivial (leer), denn es ist beispielsweise (M), oder
offensichtlich jede abbrechende Folge in A}, (N) enthalten. Die topologische Struktur
wird mit dem Halbnorm-System {||-||, |0 € Ry} versehen (bzw. abzdhlbar mit

(1/0) € N4). [Kom00] beinhaltet dazu:
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5 Borel-Ritt-Theoreme der Beurling-Klasse 5.1 Ultradifferenzierbare Raume

Zitat: Teil von |[Kom00| Theorem 2.6
Ey(K), £,,() und Dy, (K) sind (FS)-Riume.
D,;(2) ist (LFS)-Raum. Insbesondere sind diese separable, vollstindige,
bornologische Montel- und Schwartz-Rdume. Somit sind sie semi-reflexiv.
Gilt (M2'), so sind sie nuklear.

Zitat: Teil von [Kom00| Theorem 5.12
Gelten (M1) und (M3'), so ist £;;(Q) ein (DFS)-Raum.

Die Aussage von Lemma 4.8 stimmt hier analog und der Beweis verlduft
fast identisch ([SVO0O]Proposition 4.1). Die Bedingung (7,) ist somit notwendige
Voraussetzung fiir eine Extension E : A}, (N) — £, ([0, 1]).

Lemma 5.2. Seir € Ny und (M), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Ist die Borel-Abbildung By : L ,([0,1]) — Ay (N) surjektiv,

dann wird (y.) von (my), erfillt.

Beweis. Da By : £, ,([0,1]) — A},(N) eine lineare, stetige, surjektive Abbildung
zwischen Fréchet-Rédumen ist, ist sie eine offene Abbildung durch den Satz der
offenen Abbildung (siehe z. B. [Wer07]|Abschnitt IV.3). Somit gilt:

3,0 € Ry W(ap), € Ay (N) 3f € £7,,(10,1]) : Bof =aund |[f], <C-lall,

Da fiir p € N die Einheitsvektoren ey, := (...,0,1,0,...) in A},(N) sind, existieren
p

I ,j=0p

somit reelle Funktionen ¢, € £,,([0,1]) mit o™ (0) = (e,); = . .
0 ,JjeN,j#p

und [lgpll, < C/(0P M)
Es ist @I(,pr)(l) = 0 wegen dem Triger supp(yp) C [0,1], und somit ist

ap := inf {l’ € [0,1] ‘gol(,pr) (x) < 1/2}

wohldefiniert mit 0 < o, < 1. Es folgt sofort @éipr) (x) > 1/2Vx € [0, agp]. Und nach

pr-facher Integration erhalten wir mit obigen Abschétzungen:

r z?"
o) () >

2(pr)!
x:agp O[2p (

<2(p

(M1) 1
(47) < ZC(pr)pTU*QP—
P

Va € [0, agy)
r)! 902p (O@p) < 2(pr)! lapll, M,
") %

" lpaplly My < 2(pr)?" Co™? )
p
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p
48 - <r%2CvVo
(48) Qop =T \r/nTp
Falls nun die Bedingung
o0
(49) dpo €Ny, h>0Vp2>pp: a2p_
k=4p
gilt, so folgt die Behauptung;:
S =S LS L
k=p V1T k:=p k= 4p v/ 1p h
(48)
< (341 V20Vo- )
’r‘/mp

Um (49) zu zeigen, sei fiir h €0, iawr[ die Zahlenmenge

o0
h
(50) P:={(peN,|ag < Y
k=4p V Mk
definiert. Ist diese endlich, so gilt offensichtlich (49).
: . . : 0 <0
Sei p € P, so definieren wir g, € C*(R) mit g,(x) := (2pm) und
goQPPT (r)—1 ,2>0
konstruieren die fallende Folge
h .. .
fiir k € N mit k < pr
1) ymy,
P h
k ————— firkeNy, leNmit (p+)r<k<(p+I1+1)r
e ; (p+Dr<k< i+

o0
1
Durch (50) ist ag, < Z—, so dass [Hor83](Lemma 1.3.6) (siehe Seite 53)
k

k=1
angewendet werden kann. Es folgt:

1p 1 1
g 2 35 sy L )
2 ‘Qp( 2p ‘ Z z<ogp q1 dk o ( )
0 1\P" 1 T 1 "
. <> ( > < > _‘w((3p+k)r) .
- Z z<azp \dp d(p+1)r 4(p+k)r 2 ( )

© Ap+R)r p (p+k)r (3p+)r)
<y, sup [ ()
k=0 m4pm4p+1 o Myp+k >0
0 k)r
(4h)(p+
< Nlp2pll; Mapt
k:Z:O mﬁpm4p+1 cMyptk P P
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= (4h)(p+k)r o
< . u
- kZ:O mgpm4p+1 CrMyptk U2PM2p 3p+k
EDY g —2 -2 = k
< D _(UmFICoT = CAReTH y (4
k=0 —~
. C (4h)"\?
T1-(h)y o2 :
——’

<1
da h klein genug gewéhlt wurde. Dies ist aber nur fiir endlich viele p moglich. O

In den néchsten beiden Lemmata korrigieren wir einen Druckfehler in [SV00].
Dort wird die Roumieu-Klasse Ay notiert, obwohl die Beurling-Klasse im Beweis
betrachtet wird.

Wir setzen voriges Lemma fort: Wie in Lemma 4.10 wird die grofere Klasse &
statt £ betrachtet. Entgegen dem Roumieu-Fall formulieren wir hier zunéchst ein
Zwischenergebnis ([SV00]|Proposition 4.2).

Lemma 5.3. Seir € N und (M), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Sei die Borel-Abbildung B, : € ,([0,1]) — Ay, (N) surjektiv.

Zusdtzlich enthalte €, ,([0,1]) eine Funktion f # 0 mit F™(0) =0 VneN.
Dann ist die Voraussetzung von Lemma 5.2 erfillt.

Es wird also (y») von (my), erfillt.

Beweis. Sei (Np), die r-Interpolierende von (Mpy),. Nach Lemma 4.9 ist
E u(0,1]) € &4([0,1]), so dass f in E5([0,1]) liegt und dadurch dieser Raum
non-quasi-analytisch ist. Folglich wird (M3') von (N,),, erfiillt und es existiert eine

1, p=0
Funktion ¢ € D ([—1,1]) mit ©P)(0) = P . Setzen wir nun den Operator
0, p=1

T: & y([0,1]) = L33 ((0,1]) , k= wh
so ist dieser linear, stetig und wohldefiniert, da fiir p € N, 0 € Ry, z € [0, 1]:
pT p/]" . .
’(Qph)(m) (x)) — Z ( , > =D () - b (2)
=0 7
p,’n pr . .
SOl G R N
j=0

(M1) - > (pr
< el 101, o7 Nm-z( )

=0 N7
= llellg 1715 ((20)7)P M,
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und  (ph)®(0) = zp: (p) =)0 - K9 (0) = hP)(0)

=0

Sei nun ein A € A},(N) gegeben. Nach Voraussetzung existiert eine Funktion
Y e & 3,(0,1]) mit Byp = A\ Danun T € £,,([0,1]) mit B, T4 = B,1 existiert,
ist By : £, 3,([0,1]) = A}, (N) surjektiv. O

Legen wir die gesamte Halbachse [0, 00[ statt [0,1] zu Grunde, so erzeugt die
Surjektivitédt bereits die Non-quasi-Analytizitat (|[SVOO|Proposition 4.3).

Lemma 5.4. Seir € N und (M), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Ist die Borel-Abbildung By : £ ,([0,00[) = An(N) surjektiv,
dann wird (y.) von (my), erfillt.

Beweis. Es soll das vorige Lemma 5.3 benutzt werden. B, : & ;,((0,1]) — A (N)
ist surjektiv durch die Voraussetzung mit & ,([0, o0[)|j0,1] C &, 3,([0, 1]).
Es ist somit nur noch die Existenz einer Funktion 0 # f € £,,([0,1]) mit Bf =0

nachzuweisen:

Der Einheitsvektor e; = (0,1,0,...) liegt in A};(N) und somit existiert ein
1, p=20

0, p>1 .

Sei Y(x) := @(x) — " /r! fiir x € [0, 00, so ist 0 # 1p € C*°([0, oo[) und By = 0.
Falls 9[(p,1) #Z 0, so ist dies die gesuchte Funktion f.

Ansonsten sei zg := sup{z > 0| ¥(t) = 0} fiir t € [0,z]}, also ¥[jg4, = 0. Somit
nehmen wir f := 9 (- + 29)|j0,1], da Bf = 0 durch die Wahl von z. O

¢ € & 3([0, 00]) mit ¥ (0) =

Die Umkehrung ist schlieflich auch richtig, so dass die Bedingung (~,) hinreichend
fir eine Extension E : A} (N) — D, ([-1,1]) ist ([SV00]Theorem 4.4).

Satz 5.5. Seir € Ny und (M,), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
Die Borel-Abbildung By : D, ,([-1,1]) = Ay (N) ist genau dann surjektiv,

wenn () von (my)p erfillt wird.

Beweis. "=": Lemma 5.4
"«=": Sei (IVp), die r-Interpolierende aus Definition 1.3. Sie erfiillt (M0), (M1) und
(71) nach Lemma 1.13. Folgende Idee wird gezeigt:

A (N) 55 A(N) & Ex(R) 5 Dy ([1,1))

71



5 Borel-Ritt-Theoreme der Beurling-Klasse 5.1 Ultradifferenzierbare Raume

Petzsche beweist in |Pet88|(Theorem 2.1a) die Existenz einer Extension
S Ay(N) = £5([—1,1]). Nach Denjoy und Carleman sind die hier betrachteten
Funktionenrdume nicht quasi-analytisch. Somit existiert eine Abschneidefunktion
¢ € Dy([-1,1]), die identisch 1 ist nahe 0 und deren Ableitungen dort
verschwinden.

Damit definieren wir einen linearen, stetigen Operator:
U:Ay(N) = EYR), a— @Sa auf [—1,1]

Dieser ist ebenfalls eine Extension, denn fiir a € Ay(N), n € N gilt:

Wa)™(0) = (500 = Y- )" P(0)(50)10) = (5 (0) =

k=0

Ein weiterer linearer, stetiger Operator ist gegeben durch:

_ _ ap j=0
ViAy(N) = AGN), (Va)grj = ' , keN
0 jef{tl,...,r—1}

Die Wohldefiniertheit folgt aus My = Ny, fir k € N.

Sei £ nun der topologische Untervektorraum von Dy ([—1,1]), deren Funktionen
FEHD0)=0firneN, je{l,...,r — 1} erfiillen.

Es ist dann Bild UV C F und E C D;,M([—l,l]), dafir feF, jeN, 0 € Ry,
und z € [—1, 1] gilt:

)f(j’") (96)‘ < Cyo?"Njr = Cy(0") M;
Sei W : E— D, ,([-1, 1]) die stetige, kanonische Einbettung, so ist fiir a € A}, (N)
(WUVa)™)(0) = (UVa)™(0)= (Va)py =an ¥YneN

und somit ist WUV : Ay, (N) = D, ([-1,1]) die gesuchte Extension. O
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Fassen wir zusammen, so stellen wir fest, dass wir genau das Gleiche wie im

Roumieu-Fall (Satz 4.11) bewiesen haben.
Satz 5.6. Borel-Ritt-Theorem fiir Beurling-Klassen
Sei r € Ny und (M,), eine positive Folge mit (M0) und (M1).
a) (mp)p erfillt ()
<= b) Die Borel-Abbildung By : D, ,([—1,1]) = An(N) ist surjektiv
<= c¢) Die Borel-Abbildung By : £ ,([0,1]) — An(N) ist surjektiv
<= d) Die Borel-Abbildung B, : & ([0, 00[) — An(N) ist surjektiv

5.2 Ultraholomorphe Raume

Wie bei den Roumieu-Klassen im Kapitel 4, folgen nun auch Sitze fiir die sektoriell
ultraholomorphen Rdume. Die Verbindung zu den vorigen ultradifferenzierbaren

Réumen stellt wieder der Operator aus Lemma 4.12 her.

Wir zeigen zunéchst, wie eine Extension hier fortgesetzt wird (|[SV00|Theorem 4.5).

Satz 5.7. Sei (M,), eine positive Folge mit (M0) und (M1), r € Ny und v € Ry
mit vy < T.

Wenn eine Extension S : Ay (N) — D 3,([—1,1]) ezistiert,

dann existiert eine Extension E, : Ay (N) = A}, (S5).

Beweis. Wir zeigen folgenden Weg:

A (N) 5 A (N) 5 Dy ([-1,1]) 5 A (S)

Da es eine #quivalente Folge gibt, die (M14) statt nur (M1) erfiillt

*

([Pet88|Proposition 1.1a), kénnen wir ohne Einschrinkung (m,,

annehmen. Das heift, (M), erfiillt (M1).

)p als steigend

Durch die Existenz von S und Satz 5.5 gilt (v,41) fiir (mp), und somit

(v) fiir (my),. Nochmaliges Anwenden des Satzes ergibt somit eine Extension

U: Ay (N) = Dy ([=1,1]).
VA (N) = AL (N) o (ap)pen = (ap/P)pen

ist ein Isomorphismus zwischen den Raumen.
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Da v < r ist, existiert der Operator W : D, .([-1,1]) — A},(S,) aus
Lemma 4.12. Und schlieflich gilt fiir (a,), € A}, (N) und p € N:

(WUVa)®(0) = pl(UVa)?(0) = pl(Va), = ap

Damit ist WUV die gesuchte Extension E,. O

Im vorigen Beweis wird die vorausgesetzte Extension S lediglich dazu benétigt,
um (7,) mit Satz 5.5 zu folgern. Steigen wir stattdessen an dieser Stelle ein, so

ergibt sich eine Aussage wie in Satz 4.14.

Satz 5.8. Sei r € Ny, (M,), eine streng requlire Folge (wobei (M2) nicht
vorausgesetzt wird), r-streng requldr und v € Ry mit v <r — 1.
Dann ist die Borel-Abbildung B : A, ;(Sy) = Ay, (N) surjektiv.

Die Aussage des Satzes 4.17 kann hier leicht fortgesetzt werden
([Thi00]Corollary 3.7). Thilliez gibt dabei nur die Beweisidee mit dem Verweis
auf das Resultat aus [CC94] an.

Satz 5.9. Borel-Ritt-Theorem fiir Beurling-Klassen
Sei (Mp), eine streng regulire Folge und v € Ry mit v < min(2,v(M)).
Dann ist die Borel-Abbildung B : Ay (Sy) — Ay, (N) surjektiv.

Beweis. Wir wollen Folgendes benutzen:

Zitat: [CC94] 17 Proposition
Sei (My), eine streng regulire Folge und (Ly), eine positive Folge, so dass

VE>03C(@t)>0Vp>0: L, <C(t)-t'- M,
Dann existiert eine streng regulare Folge (Np)p, fir die

AC>0Vp>0:L,<C-N,
und Yt >03C'(t)>0Vp>0: N, <C'(t) - t*- M,

gilt.

Sei (A\p)p € Ay (N) gegeben. Wir setzen ein k € Ry mit v < k < y(M), so ist
(p'F), € Ay;(N), denn:

Vo eRy IC>0VpeN: pF <C-o?- M,
= VoeR, IC>0VpeN: C-oP < plM-—k

74



5 Borel-Ritt-Theoreme der Beurling-Klasse 5.2 Ultraholomorphe Riaume

Letzteres ist gegeben, da die Fakultét durch keine Potenz nach oben abschétzbar
ist. Und somit ist auch (L,), := (max(\y,p!¥)), € A};(N). Diese Konstruktion
sichert v < v(L).

Damit haben wir die Voraussetzung fiir (%) geschaffen. Anders geschrieben,
bedeutet diese Abschitzungen, dass (Lp), € An1(N) € An(N) und (N,), € Ay, (N)
gelten. Also ist auch die kleinere Folge (), € An(N). Es folgt auferdem v < v(IV).
Verkniipfen wir die Abschétzungen der Rdume, so ist An(Sy) € Ay, (S,).
Schlieklich kombinieren wir diese Einbettung mit Satz 4.17, der eine Funktion
[ € An(Sy) mit Bf = X liefert. O

Die Umkehrung von Satz 5.7 ist mdglich, wir miissen jedoch zusitzlich (M2')
fordern ([SV00]Theorem 4.6).

Satz 5.10. Sei v € Ny und (M,), eine positive Folge mit (M0), (M1) und (M2').
Wenn eine Extension S : Ay, (N) — A}, (Sy) ezistiert,
dann ezistiert auch eine Extension E: Ay (N) = Dy, ([-1,1]).

Beweis. Wie im Beweis zu Satz 5.7 gelte wieder ohne Einschrankung (M1+), so
dass (M,), (M0) und (M1) erfiillt. Da S eine Extension nach Aj,(S,) ist und
Ay (S))ljo,00f € E37([0,00[), ist die Borel-Abbildung B : &£,([0,00[) — Ay, (N)
surjektiv. Durch Lemma 5.4 wird also (M3) erfiillt.

Vi Ay (N) = A (N) S (ap)pen = (P! ap)pen

ist ein Isomorphismus.

Wir konstruieren nun eine Abbildung U, so dass

USV : Ay (N) 55 Ay (N) 2 Ay, (S,) D €5 ,.(10,1])

eine Extension ist.

Fiir eine Funktion v € A},;(S,) gilt nach Definition [¢(2)| < ||1)||; Mo. Und aus
der Restgliedabschétzung der Taylorformel folgt fiir n,p € Ny, z € S,:

n—1
w(kz) 0 2| . 2| M,
60 e - X S0 < s [uea)] < Eo iy, 2
=0 €[0,1] p

Dabei ist |||, , die Norm von Ays1/,(Sy). Wir definieren nun die Funktion ¢ auf
S1 durch

p(2) = (z77) = (0) = ¢'(0) - 277
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Dies entspricht der Reihe von (51) fiir n = 2 an der Stelle 277 € S,.

n—1 k)
(51 p®(0) _ 1l M,
(52) p() =3 e M < R T
k=2
Mit p = 1 folgt daraus die Existenz einer Konstanten ¢ € R, so dass

lp(2)] < - |27 gilt.
Folglich ist die Funktion f auf R wohldefiniert durch

14001
f() = = / exp(t2)p(2)dz

—ooi

Diese Funktion ist in C*772(R), denn fiir k < 2y — 2 gilt:

(&) [ etz = [T (&) ewtersree

B 14-00i
= / 2R exp(tz)p(2)dz
1

—ooi

14-00i o
— / 2K exp(tz)p(2)| dz < c/ lexp(t(1 +i€))| |1 +i€|* 2 dz
1—o0i -

[e.e]

(0.9}
1
§c-expt/ ———dz <>
O e

Durch die Cauchy’sche Integralformel gilt fiir j € N, 7 > 1:

, dvi—1 i —1)! t
il —exp(tz)] = M . lim / Mdz
dz"I =0 2 m=o0 Jop. (1) 277
G et
=0 ———dz
2mi 1—o0i 27

Fiir den letzten Schritt zerlegen wir 9B, (1) in 2 Wege: I';l, : € — 1+ m - exp(—i&)
und Ty, : € — L+m-exp(—i(§+m)) mit £ € [—5m, 37, Fiir ¢ > 0 ist dann / =0,

I'm
denn:
t t t
lim / Mdzg lim/ Mdzg lim Wm-ﬂ-()
m—voo | Jp- 27 m—oo Jp- | 2% m—00 (m — 1)

Fiir t < 0 ist mit analoger Rechnung /+ = 0.
I'm
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Fiir n € N, n > 3 folgt also aus der Definition von f und eben gezeigter Formel:

i1 1 1+oo1
dz .

(7]’ - 1)' N % 1—o0i ! Z’YJ

-/

n—1 ;
o)

=: f1(¢)

Wie in (52) ist der Integrand abschétzbar mit ¢, € Ry:

1 tWHl
27

AT et T

Somit ist f; € C7"2(R) (Beweis wie oben bei f) mit verschwindenden Ableitungen
an der Stelle 0. Wir benutzen dazu den Cauchy’schen Integralsatz mit dem Weg
[} und Grenzwertbildung:

d* 1 tooi n—l »(0) 1
= | — e — T d =
dtkfl( )‘ 27 Sy z p(2) jz; 1 ey 2| t=0
o W
N Tm%gnoo F+ Z 2 dz| li=o
[ k| o) 1
< — - let? — i -
< g [ o e o= S5 )
1 _
< — lim 12[F - en - et 2| T dzlig
211 m—oo Jp+
= Jim 12| 72dz < £ fim 7”7; =0
27 moo r 2mi m—oo m

Aus der Definition von f; bedeutet dies, dass f € C*°(R) ist und es gelten:

f(o)(O) S f(2“/—2)(0) -0
(54) < fOm=b(0) =™ (0)/n! Vn>2
FOm=149) o) =0 Yn>2,je{l,...,v—1}

Fiir die Ableitungen der Funktion g € C*°([0, 1]) mit

mt’Y
~!

:/0 F(w)du + (0) +
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gilt dann:
“”(0) $(0) +0 = (0)
™) = fOD0)+0+0=f""D(0) VneNy k#n~
™ (0) = fO=1(

0) +0+¢'(0) = v/(0)

5 o [0 e e
g(vnﬂ')(o) =0

VneN, je{l,...,r—1}

Von der Struktur her passt g also bereits in den Raum & ,,.([0,1]). Die noch

notwendigen Abschitzungen folgen nun. Die komplexen Integrale fassen wir wieder
als Wegintegral entlang eines Kreises auf

Erinnere: / (1+ yz)_(7+1)/2 dy < / (1+ yQ)_l dy = arctan(y) =

-1
27T
—00

—0o0

Sei n € N, so berechnen wir fiir alle p € Ny, ¢t € [0,1] aus den Definitionen von f
und g¢:

1.Fall: n=20
1
0| < 1
5] < o)+ o) + - [

(52) My 1 Mo
< My+—+4+—-¢-
= ||¢||1/p< e N

1+o00i
/ exp(uz)p(z)dz| du
s

01
14001
/ |z|_27dz>
i

o1

(1+¢*)7 dy) < 00

M1 eMQ e
=¥l <M0 T T e /

—00

2.Fall: n=1
‘ v)

W(0) + O (e)|
< |[v'(0)] +i-

14-o00i
/ 27 Lexp(tz)p(2)dz
s

o1
14+o0i
. / Elti. dz)
i

My 1 M,
ol (4 e
o011

€ 5 -p2
My  eMy [ —(v+1)/2
= oy (B4 2 [ (1)) <o
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3.Fall: n > 2
g (t) = FOm=N (1)
n—1 ;
dam Q,Z) VI
(yn— 1) 5
=f ~ o (jzz 7 ) | Nullergéinzung
— fOmD ) 4 ™ (0) o n 1,!)(3')(0)_ i
n! dtm = 4! (v)!

n! g1 = CT ]

1 1+o0i - 1/}
il ym—1,tz _
+ 2 /1_ooi & © Z Z ! Zw dz

_ (o)) N dn—1 (f(t) n I/J(j)(O)‘ i1 )

() (0
(5:3; ‘g(’m)@)’ = 2 nl( )

(5<2) »(™(0) +1/1+°°i’2|,m 1 W”up. My 11 12| —(nt+1) g,
- n! 2T J1_ooi prtl o (n+41)!

B w(n)(()) e My /Oo 2\ —(v+1)/2

= " + ”Q/)Hup o2 (n+ D)lpntt | (1 +y ) dy
(M2 M,

e An—l—lM
W”l/p n T | :Jrl
nlp®  4(n+1)p

n e A A\" M,
”w”“p<An 1+ p ><p> al

1 e A
= lollay = Wy 50\ * ) <
nelNy

Somit ist g € & e a/p([0,1]) fiir alle p € Ny, d. h. in der Beurling-Klasse

&= ([0, 1))
Die Konstruktion von g ergibt, dass die Abbildung

U: Ay (5y) = & y-([0,1]) ;. =g
linear und stetig ist. Fiir (ap), € Ay, (N) und n € N gilt

(59 (SVa)"™(©0)  (Va)u _
T -1 (-1 o

(USVa)™(0)

so dass schlieplich USV : A (N) = €7/, ([0, 1]) eine Extension ist.
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Offensichtlich liegt der Einheitsvektor e; = (0,1,0,0,... )pen in Ay, (N).

Betrachten wir nun obige Rechnungen mit
n:=Ser € A,(S,) (entspricht v),

dann erhalten wir kiirzere Ausdriicke auf Grund der fehlenden Ableitungen:
1 [loc

h(t) :== i) exp(tz) - (n(277) —277)dz (entspricht f)

At) = /O B(u)du € E,-([0,1]) (entspricht g(t) —

A ist nicht die Nullfunktion und erfiillt AO™(0) = 0 (siche (55)) und somit
A™(0) =0 fiir allen € N .

Mit der obigem Extension USV zeigt nun Lemma 5.3, dass (my), (7,) erfiillt.
(mp)p erfiillt also (7y4+1) und Satz 5.5 liefert schlieflich die Behauptung,. O

Zuletzt fassen wir noch einmal zusammen ([SV00]Theorem 4.7).

Satz 5.11. Borel-Ritt-Theorem fiir Beurling-Klassen
Sei (M), eine positive Folge mit (M0), (M1) und (M2'):
a) fir alle v € Ry existiert eine Extension Ay (N) — A, (S,)
<= b) fir aller € Ny emistiert eine Extension Ay (N) — D,/ ([-1,1])
< ¢) fir aller € Ny wird (v41) von (mp), erfillt
Beweis. a) = b) : Satz 5.10. Nur hier wird (M2') benétigt!

b) = a) : Satz 5.7
b) <= «¢):Satz 5.5 O
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